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Abstrakt

Tato prace se vénuje studiu aplikaci tzv. prepisovacich pravidel, specidlnich
zobrazeni na mnoziné nekoneénych slov. Resersni ¢ast shrnuje problematiku
pozicni reprezenzace ¢isel a ukazuje, jak lze prepisovaci pravidla pouzit pti nor-
malizaci, ovefovani pripustnosti a séitani reprezentaci cisel. Déale se c¢tenar
seznami s tzv. DUG vlastnosti algebraickych c¢iselnych téles a jeji souvis-
losti s prepisovacimi pravidly. Vysledkem implementacni ¢asti jsou programy
pro prepisovani ¢iselnych retézct a paralelni s¢itani reprezentaci cisel.

Klicova slova Prepisovaci pravidlo, teorie cisel, algebraické ciselné téleso,
DUG vlastnost, reprezentace ¢isel, paralelni séitani, C++, OpenMP
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Abstract

This thesis is devoted to the study of applications of the so-called rewriting
rules, special maps over the set of infinite words. The survey part contains sum-
mary on the topic of positional numeration systems and shows applications of
rewriting rules in the problems of normalization, verification of admissibility
and addition of the number representations. Furthermore, the reader is appri-
sed with the so-called DUG property of algebraic fields and its connection with
the rewriting rules. The goal of the implemental part is to create applications
for rewriting digit strings and for parallel addition of number representations.

Keywords Rewriting rule, number theory, algebraic number field, DUG pro-
perty, number representation, parallel addition, C++, OpenMP
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Uvod

V této bakalarské praci se budeme vénovat specialnim zobrazenim na mnoziné
nekonecnych slov, tzv. prepisovacim pravidliim, respektive jejich aplikacim.

V prvni ¢asti se seznamime se zakladnimi pojmy z teorie ¢isel, kombina-
toriky na slovech a reprezentaci ¢isel v bazi. Znalost téchto pojmi je nutnd
pro pochopeni dalsich ¢asti této prace.

Ve druhé ¢asti nejdiive definujeme pojem prepisovaci pravidlo a ukazeme
si, jak jej lze vyuzit v praci s poziénimi reprezentacemi ¢isel. Prvnim uve-
denym prikladem bude tzv. normalizace nepiipustnych reprezentaci a poté se
zameérime na problematiku sc¢itani reprezentaci ¢isel pomoci prepisovacich pra-
videl tak, aby vysledny soucet byl fetézcem nad stejnou abecedou jako séitané
reprezentace. Nasledné uvedeme algoritmy, s jejichz vyuzitim lze toto s¢itani
realizovat paralelné.

V dalsi ¢éasti se budeme zabyvat algebraickymi ¢iselnymi télesy, v nichz lze
kazdé celé cislo zapsat jako koneény soucet riznych algebraickych jednotek.
Tato télesa se nazyvaji DUG (anglicky distinct unit generated). Nejdiive shr-
neme vysledky na téma klasifikace DUG téles a potom se zaméfime na jedno
konkrétni téleso, u kterého byla DUG vlastnost dokézéana kombinatoricky s vy-
uzitim prepisovacich pravidel. Tato ¢ast je podkladem pro prepisovaci pro-
gram, jehoz implementace je souc¢asti této prace.

V posledni ¢asti popiseme dva programy, jez jsou vystupem této prace.
Nejprve shrneme pozadavky na program pro prepisovani reprezentaci ¢isel né-
sledované pozadavky na program implementujici paralelni s¢itani. Dale se bu-
deme zabyvat vybérem programovaciho jazyka a popisem tiid a funkci, které
jsou vyuzity v implementaci. Nasleduje méreni rychlosti programu pro para-
lelni s¢itani a na zavér shrneme moznosti rozsifeni obou implementovanych
programi.






KAPITOLA 1

Zakladni pojmy

Tato kapitola definuje zdkladni pojmy, tykajici se dané problematiky. Vétsina
definic z teorie ¢isel byla prevzata ze skript Teorie ¢isel [12]. Definice tykajici
se formdlnich jazyku byly sepsany na zakladé skript Jazyky a preklady [13]
a knihy Combinatorics on words [10]. Teorie tykajici se pozi¢nich reprezentaci
Cisel je citovana z [11] a pfipadné dalsi zdroje jsou uvedeny explicitné. Veskery
dalsi obsah obsah této prace se opira o tyto definice.

1.1 Kombinatorika na slovech

Mnozinu A nazveme abecedou a jeji prvky symboly. Pro zjednoduseni uva-
zujme A C Z. Posloupnost symboli abecedy nazveme retézcem nad danou
abecedou. Prazdnym fretézcem rozumime prazdnou posloupnost symboli
a znac¢ime pismenem . Mnozinu vSech konec¢nych fetézcii oznacime A*. Mno-
zinu vSech kone¢nych neprazdnych fetézcti nad abecedou A ozna¢ime AT.

Délkou fetézce w = wyiws...w, rozumime pocet symboli abecedy A,
tedy

lw| = Jwiws . .. w,| = n, kde wy, wa, ..., w, # €.
Délka prazdného retézce je 0.
Na mnoziné fetézcu A* je definovana operace zietézeni nasledovné: Necht
w1 = a1as...a, € A* a wy = biby...b, € A*. Retézec w nazveme jejich
zietézenim, pokud

W= wWiWg = a1as . ..apb1ba ... by,

Prazdny fetézec € € A* je neutralnim prvkem k operaci zietézeni, pro kazdy
fetézec w € A* tedy plati

EW — We = w.
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Faktor fetézce w = wiws ... wy, je fetézec W = wW;Wit1 - . . Wi, kde ¢ > 0
am-+1i < n. Pokud ¢ = 1, fetézec W nazveme prefixem fetézce w. Je-
li m+1¢ = n, fetézec W je sufixem fetézce w. Jestlize se prefixy a sufixy
nerovnaji puvodnimu fetézci, nazyvame je vlastni.

Mnozinou AN oznaéime vSechny nekoneéné Fetézce nad abecedou A,
tedy Tetézce ve tvaru w = wiwows - - -. U nekonecnych retézci mizeme urcit
faktor, prefix a sufix obdobné jako u kone¢nych slov, avsak nedefinuji se ko-
nec¢ny sufix, nekonec¢ny prefix a nekonec¢ny faktor, ktery neni zaroven sufixem.

Pro porovnani dvou nekoneénych retézct nad usporadanou mnozinou sym-
boli A vyuzijeme lexikografické usporadani <., které definujeme takto:
Necht w = wiws...,v = vive--- € AN Retézec w je lexikograficky mensi
nebo roven v, znaceno w =<y, v, pravé tehdy, kdyz plati

w=v nebo wi <vgprok =min{i > 1|lw; # v;}.

1.2 Teorie ¢isel

Mnozina G s asociativni bindrni operaci o : G X G — G se nazyva grupa,
pokud:

e v (G existuje neutralni prvek e, pro ktery plati xroe = z pro kazdé z € G,

e ke kazdému x € G existuje inverzni prvek x € G, pro ktery plati z o y =
yozx=e.

Pokud je operace o komutativni, nazyvame G komutativni grupou.
Mnozina R se dvéma asociativnimi bindrnimi operacemi x,+ : Rx R — R
se nazyva okruh, pokud:

e R s operaci + je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0,

e operace X je distributivni vici +, tedy plati  x (y+2) = (x xy)+(z x 2)
a(y+z)xz=(yxax)+ (zxx) pro vSechna z,y € R.

Okruh R s operacemi + a x se nazyva téleso, pokud R\ {0} s operaci x
je grupa. Je-li operacex komutativni, nazveme R komutativnim télesem.
Necht R je okruh. Polynomem nad R nazyvame vyraz:

f@)=a+a X+ +an_1 X" +a, X", ag, ...an € R

Polynom f je stupné n, je-li n nejvyssi index, pro ktery plati a, # 0. Pokud
a; = 0 pro vSechna ¢ > 0, f je nulovy polynom a jeho stupen je —1. Polynom
f stupné n nazveme monicky, pokud koeficient a,, = 1.

Necht K je komutativni okruh. Okruh polynomi nad K ozna¢ime K[X]
a definujeme jej nasledovné:

K[X] = {ZciXi ] mZO,cieK}
=0



1.2. Teorie ¢isel

Necht L a K jsou komutativni télesa a K C L . Je-li prvek x € L kofenem
néjakého polynomu f € K[X], prvek z je algebraicky nad K. Pro kazdé
takové x existuje monicky polynom fy € K[X] nejmensiho stupné m, ktery
nazyvame minimalnim polynomem z nad K. Stupen z nad K je defino-
vam jako stupen polynomu fy, tedy m. Jsou-li vSechny prvky L algebraické
nad K, L je nadtélesem K a K je podtélesem L. Na L lze nahlizet jako
na vektorovy prostor nad télesem K. Dimenzi vektorového prostoru L nad K
zna¢ime [L : K].

Cislo o € C je algebraické &islo, pokud existuje monicky polynom f €
Q[X] takovy, ze f(a) = 0.

Algebraické ¢islo « € C je algebraické celé cislo, pokud jeho minimalni
polynom fy je prvkem okruhu polynomu Z[X].

Je-li a kone¢ného stupné n nad Q, lze Q(«) zapsat nasledovné:

Qa) = {co + cra+caa® + -+ + ¢ ¢; € Q}

Stupen generujiciho prvku « nazyviame stupném télesa Q(«).

Necht K je téleso. Mnozinu Og vSech algebraickych celych ¢isel obsazebych
v K nazyvame okruh celych ¢éisel v K.

V kazdém algebraickém télese K = Q(a) stupné n s okruhem algebraickych
celych éisel O existuje usporddand mnozina {f1,..., 5y}, kterou nazgyvime
integralni baze. Jeji prvky jsou algebraicka cela ¢isla a pro vSechna g € Ok
plati

ﬁzzn:azﬂi a; € Z.

i=1

Algebraické celé ¢islo y € Ok déli z € Og, pokud existuje z € Ok takové,
ze x = yz. Pokud z déli 1, ¢isla x a 1/x jsou algebraické jednotky. Mnozina
vsech algebraickych jednotek tvori multiplikativni grupu a znac¢ime ji Uk.

Cislo ¢ € C nazveme n-tym koienem jednotky, pokud plati (" =
1. Pokud n je nejmensi celé ¢islo > 1, pro které plati (" = 1, nazveme (
primitivnim n-tym korenem jednotky.

Véta 1.1. (Dirichletova) Necht K = Q(«) je téleso a minimalni polynom
algebraického ¢isla o m4 s redlnych a 2t neredlnych (v komplexné sdruzenych
parech) kofent. r = s + ¢t — 1 nazveme unit rank. Existuje primitivni kofen
¢ € K a jednotky nq,...,n, takové, ze plati

Ue = A{¢%m" " | jo,...Jn € Z}.

Mnozinu {71, ...,n,} nazyvame fundamentalni systém jednotek télesa
K.

Priklad 1.2. Nejjednodussim prikladem algebraického ciselného télesa je teé-
leso raciondlnich cisel Q. Okruh algebraickych celgch cisel tvori celd cisla.
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Plati tedy
Og = 7% Ug = {1,—-1}.

Dalsim zajimavym prikladem je rozsireni raciondlnich cisel o vétsi z korent
polynomu f(X) = X? — X — 1. Koreny tohoto polynomu jsou tzv. zlaty rez
T = 1‘*'27\/5 a1 = % = —1. T¢leso K = Q(t) obsahuje viechna algebraickd
¢isla ve tvaru a+bl+T‘£, kde a,b € Q. Okruh algebraickijch celjch ¢isel O lze
vyjddrit ndsledovné:

1

Pro grupu jednotek Uy plati

k
1 5
Uk = Ugr) = {i < +2\[> ke Z}

1.3 Reprezentace cisel v bazi

Kazdé ¢islo x € R miize byt vyjadieno v ¢iselné soustavé o celociselném za-
kladu b > 1 nasledovné:
d_1  d_o

_l’_

x:i<dkbk+"'+d1b+do+ b b2+...>, kdedie{o,l,...,b—l}

Nekonec¢nou posloupnost symbolt dpd,_q - -+ zapiSeme jako nekonecné slovo
d(z) € AN takto

d(z) = di---doped_q1-- pokud k£ > 0,
77N 000 dydy_y--- pokud k < 0,

kde zlomkova tecka e oddéluje koeficienty u nezapornych a zapornych mocnin
b, tzv. celou a zlomkovou &ast reprezentace d(z). Retézec d(z) nazyvame
reprezentaci ¢isla z v ¢iselné soustavé o zakadu b. Ma-li fetézec d(z) ne-
koneény sufix 0, nepiSeme jej (celou ¢ast reprezentace d(x) vSak zapiSeme
celou) a fekneme, ze x mé koneénou reprezentaci d(x). Mezi vSemi repre-
zentacemi x € R\ {0} v celociselné bézi b > 2 existuje vzdy jedna reprezentace
bez sufixu (b — 1)“, tzv. pripustna.

Poznamka 1.3. Vztah d(z) = di---dy @ d_y--- lze zapisovat jako x =
di---do ey d_y -, pripadné d(x) = dj---dop, pokud je zlomkovd cdst d(x)
nulovd.



1.3. Reprezentace ¢isel v béazi

Tento zplisob zapisu lze rozsirit i pro soustavy s neceloc¢iselnym zakladem
B > 1. Retézec d se v takovém pifpadé oznacuje jako S-reprezentace. Pro
kazdé redlné ¢islo existuje alespon jedna B-reprezentace. V soustavach se za-
kladem b € Z nejsou nékteré nekonecné reprezentace pripustné, ale vSechny
konec¢né reprezentace jiz pripustné jsou. Naproti tomu v soustavach s obecnym

vvvvv

jeji pripustnost nebo jednoznacnost.

Priklad 1.4. Uvazujme ciselnou soustavu o zdkladu 5 =1 = % Pro cisla
=11, a y = 100, snadno ukdzZene, Ze se rovnaji

1+v5 . 3+V6

— 11, = 1
. 5 T 2
1+v5\° 3+5

I pfes nejednoznacnost zapisu nékterych cisel v soustavach o necelocisel-
ném zdkladu lze podle [I1] pro kazdé é&fslo x € RJ nalézt tzv. hladovym al-
goritmem jeho unikatni, lexikograficky nejvétsi g-reprezentaci d = dpdp_1 - - .
Algoritmus najde nejvétsi k spliujici podminku 8* < z a nasledné nejvétsi dj,
splijici df* < x. V kazdém dalsim kroku j je nalezeno nejvétsi dj;, které
spliiuje d;37 + Zf:jﬂ d;* < x. Je tedy patrné, ze vystupem je nekonecné
slovo - lexikograficky nejvétsi B-reprezentace ¢isla x, tzv. B-rozvoj cisla x.
B-rozvoj je prvkem AN, kde A = {0,1,...,[B] — 1} je kanonické abeceda.
B-rozvoj zaporného ¢isla z se definuje jako [-rozvoj |z|, jehoz nejlevéjsi nenu-
lovy symbol je doplnén o znaménko —.

Algoritmus 1.1 Nalezeni g-rozvoje ¢isla x > 0
Vstup: =z,
1: zaklad ¢iselné soustavy [
Vystup: d =dgdp_1---dped_q---
: k <+ |logsx]
dy, < /8"
i < x/BF — dy
for j=k—1to —ocodo
dj < |Brj+1]
T < 67“]'4_1 — dj
end for
return d

[-rozvoj redlnych ¢isel 1ze ekvivalentné definovat pomoci iteraci jisté trans-
formace jednotkového intervalu. Tento zptsob pochdzi z prace A. Rényiho [15]:

Véta 1.5. Necht je zobrazeni Tp : [0,1) — [0,1) definovdno jako

Ts:x — fr — [ pz],
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kde |y| znaci dolni celou cdst y.
KazZdému x € [0,1) lze priradit Tetézec dg(x) = x1x2-- - predpisem

z; = | BT (x)|, pro kazdéi> 1.
Retézec dg(x) pak spliuje x = st %

S vyuzitim pfedchozi véty lze pfirozené rozsifit definici fetézct dg(x) na
vSechna redlna cisla. Pro kazdé kladné xz € R zvolime nejmensi index k,

pro ktery plati

Dle Véty existuje fetézec dg (ﬁ) Oznacime-li cifry dg (ﬁ) nasledovné

X
43 (55) = s+

plati 5% =i>1 di_if, tedy x = > j<k—1 djﬁj a B-rozvojem c¢isla  nazveme
fetézec

] 0edg(x) pokud k = 0,
TTETY dyydp_o---dyged_q--- pokud k >0,

pficemz pouzivdme zkréceny zapis jako v Poznamce [I.3]
V této praci budeme pracovat s podobnym, ale obecnéjsim typem repre-
zentaci, s obecné komplexnim zakladem a rtiznymi volbami pro abecedu pou-

zitych cifer. Existenci takovych reprezentaci zarucuje nasledujici véta z prace
W. P. Thurstona [17]:

Véta 1.6. Necht o € C a |a| > 1. Pokud dand abeceda A C C a mnoZina
V C C splriugi

aV C J(V+a), (1.1)
acA

potom pro vsechna z € V existuje takovy Tetézec ajas--- € AV, Ze

ap a2
Z=—t 5+
o o

Pokud 0 je prvkem vnitrku mnoziny V, kazdé z € C lze zapsat ve tvaru

d_ d_
Zdeak+---+d1a+do+71+a722+-~

kde k € Z, d; € A a dj # 0.

8



1.3. Reprezentace ¢isel v bazi

Retézee didy_1 - - - € AN z druhé ¢asti Vétynazveme a-reprezentacemi
nad abecedou A a budeme je zapisovat podobné jako vyse,

dp---doped_q1--- pokud k > 0,
000 *1dyd,_q--- pokud k < 0.

Poznamenejme, ze podminku [I.1] z Véty [1.6] nebude tfeba v konkrétnich
pripadech ovérovat. Pro ilustraci lze uvést, ze definice Rényiho S-rozvoju spada
pod specialni pripad véty zvolime-li bazi o = g — 1, jednotkovy interval
V =0, 1) a kanonickou abecedu {0,1,...,[5] —1}.

Na zavér zduraznéme, ze u obecnéjsich reprezentaci nebudeme pouzivat
termin rozvoj, nebot tam je problematika jednoznac¢nosti ponékud kompliko-
vanejsi.






KAPITOLA 2

Rizné aplikace prepisovacich
pravidel

Na uvod této kapitoly si definujeme pojem prepisovaci pravidlo. Nasledné
si ukazeme nékolik priklada aplikaci prepisovacich pravidel pri praci s repre-
zentacemi ¢isel v bazi.

Poznamka 2.1. Poznamenejme, Ze se v této prdci odchylujeme od tradic-
niho zapisu konecnijch i nekonecngch slov s indezxact od jednicky (rixexs--- ),
prpadné od nuly. Pro zndzornént vztahu slov nad abecedou a reprezentact cisel
v bdzi bude vhodnéjsi casto pouzit sestupnou indexaci xy - - ro®x_1 -+ -. Pokud
nebude nutné pouzit v zdpisu zlomkovou tecku e, vynechdme ji.

Definice 2.2. Necht a € C, || > 1, je korenem polynomu p € Z[X], ne nutné
minimdlniho,

p(z) = anX™ + A1 X™ V4 a1 X + ao.

Konecné slovo apmam_1 - ayg € Z* nazveme prepisovacim pravidlem v bdzi
.

Necht xpxp_1---zog®x_1--- je a-reprezentace néejakého x € C. Aplikact
prepisovactho pravidla a,,a,,_1---ag na pozici i € Z rozumime prirazent
TpTh—1" + — 212]—1 - kde

L zj+aj—; pokudje{i,i+1,...,i+m},
Tz jinak.

Aplikaci prepisovaciho pravidla budeme zndzornovat takto:

Tl Tl—1 e I, e I i) ® I _1
+ am am—1 o ao
Z] Z1—1 te Z3 s Z1 20 [ ] Z—1

11



2. RUZNE APLIKACE PREPISOVACICH PRAVIDEL

7 definice prepisovaciho pravidla v béazi « je zrejmé, ze aplikace prepi-
sovactho pravidla pouze prevadi reprezentace ¢isel v bazi a na jiné, ptricemz
se mize zménit abeceda pouzitych cifer.

V nasledujicich podkapitolach se budeme vénovat vyuziti piepisovacich
pravidel k ziskavani reprezentaci cisel na reprezentace s pozadovanou vlast-
nosti. Nejdrive se zaméfime na prepis nepripustnych rozvoju na pripustné,
potom se zminime o prepisovani reprezentaci nad velkou abecedou na mensi
abecedu a kapitolu zakonc¢ime paralelizaci uvedenych algoritmu.

2.1 Uprava nepfipustnych rozvoju

Jak bylo ukézano v Prikladu [B-reprezentace nékterych ¢isel nemusi byt
jednoznacné. Typickym piikladem jsou nepiipustné reprezentace Cisel v bazi
B € Z konéici periodickym sufixem (S — 1)*. Pro vSechna 0 < n < g —2
maji fetézce n(f — 1)* a (n + 1)0“ stejnou hodnotu. Jelikoz kazdé § € Z je
kofenem polynomu X — 3, vhodnym prepisovacim pravidlem v bazi 3 je Fetézec
1(—p3), zkrdcené zapsano 13. Je ziejmé, Ze B-reprezentace ve tvaru ne (53— 1)~
lze prevést na piipustnou reprezentaci stejného ¢isla (tzv. S-rozvoj) spocetné
mnoha aplikacemi pravidla 153, a to na vech pozicich i < —1.

Libovolné nekonec¢né slovo nazveme B-pripustné (pripustné) pravé tehdy,
kdyz hraje roli 8-rozvoje néjakého realného ¢isla. Zajimaveéjsi podminky pro pri-
pustnost nalezneme v soustavach s necelo¢iselnou bazi g > 1, kde lze pro
ovéfeni pripustnosti reprezentaci pouzit kritérium z prace W. Parryho [14].
Nejdrive potiebujeme definici tzv. Rényiho rozvoje jednicky dg(1). Ten je
definovan jako

dg(1) = titats---, kde 1 =[B], totz---=dg(8—|B))

a dg() oznacuje Tetézec podle Véty
Jako nekoneény Rényiho rozvoj jednicky dj(1) = tit5t; - -+ se ozna-
¢uje Tetézec

a5(1) = (t1-tp_1(tp — 1)) pokud dg(1) =t1---t,0% pro tx #0,
’ ds(1) jinak.

Véta 2.3. [1]] f-reprezentace x = xpx_1 - xo0x_1--- € A={0,1,...,[5]—
1} je pripustnd prdvé tehdy, kdyz

0% Sjex TiT1—1 -+ <pex dg(1)  pro vsechna | < k.

Pro jednoduchost navazeme na Priklad kde =717 = 1+2\/5'

Priklad 2.4. Necht f =7 = HT\/E ProtoZe dj(1) = (10)*, z Véty VY-
plyvd, Ze pripustné [-reprezentace neobsahuji faktor 11 a nemaji sufix (10)“.

12



2.2. Normalizace po sc¢itani

Uvazujme cislo x = 111+—2\/5 + 7 a jednu z jeho [-reprezentaci, 111011e. Apli-
kaci prepisovaciho pravidla 111, které je odvozeno od minimdlniho polynomu
X? — X — 1, migeme z této nepripustné reprezentace ziskat pripustnou.

1 1 1 0 1 1 e
+ 1 1 1
1 1 1 1 0 0 e
+ 1 1 1
1 0 01 1 0 0 e
+ 1 1 1
1 01 00 0 0 e

Snadno lze ovérit, Ze 10100008 je pripustnd [-reprezentace (a tedy (-
rozv0j) x.

2.2 Normalizace po séitani

Nésledujici algoritmy algoritmy pracuji s reprezentacemi ¢isel v celociselné
bazi f > 2 nad symetrickou abecedou A = {—a,—a+1,...a}. Nad abecedou
cedé {0,1,...,a}. Pro zjednoduseni uvazujme pouze konecné [-reprezentace
¢isel. Obsah této podkapitoly byl prejat z publikace [7], pfipadné z praci v ni
citovanych.

Je-lia < %, existuji Cisla, jejichz S-reprezentace nelze vyjadrit symboly
z abecedy A. Takovouto abecedu nazyvdme nekompletni. Pokud je a > %,
existuji Cisla, kterd maji vice nez jednu S-reprezentaci na A. V tomto pripadé
nazveme A redundantni abecedou. Jestlize a = %, A je uplnd, ale nikoli
redundantni, abeceda. Vyskytuji-li se v S-reprezentaci symboly {—a, ..., —1},
zapisujeme je jako a, ..., 1.

Necht z,y € R maji S-reprezentace nad abecedou A = {—a, —a+1,...,a}.
Secteme-li reprezentace x a y po slozkach, dostaneme fetézec z = 2,21 - - - 20,
kde z; = x; + y;. Je zrejmé, Ze z nemusi byt Tetézcem nad A, ale obecné
nad abecedou A+ A = {—2a,—2a + 1,...,2a}. Chceme-li z vyjadrit jako (-
reprezentaci nad abecedou A, musime provést tzv. normalizaci, tj. prepsat
reprezentaci z € A+ A na reprezentaci v € A, aby z a v byly reprezentacemi
stejného cisla.

V nésledujicich odstavcich uvedeme dvé podminky. Budeme vyzadovat,
aby pouzivané reprezentace umoznovaly na zakladé prvni nenulové cifry urcit
znaménko daného ¢isla a také aby abeceda {—a,—a + 1,...,a} byla redun-
dantni, ¢ehoz pozdéji vyuzijeme u paralelnich algoritm.

Aby bylo mozné urcit, zda-li je libovolné ¢islo z kladné nebo zaporné pouze
podle nejlevéjsiho nenulového symbolu S-reprezentace, musi a < g — 1. Tuto
podminku si ilustrujeme na néasledujicim prikladu.

13



2. RUZNE APLIKACE PREPISOVACICH PRAVIDEL

Poznamka 2.5. Uvazujme konecnou reprezentaci x = lexixs - - -z, nad abe-
cedou A € {—a,--- ,a}. Plati

1ox1x2~-xn:1+zx—?

Pokud chceme, aby cifra 1 na nejlevéjsi pozici zarucila kladnost cisla x, must
byt x > 0, nezdvisle na zbytku reprezentace. Pro odhad spodni meze reprezen-
tace x =1 e x1x9--- plati

221?
>1_a; ;)l
1 a
>1—a (1_%> :1—5_1

Jestlize ma byt x kladné, musi platit

a

B—1

<lsa<pg-1.

Déle, pokud je abeceda {—a,—a + 1,...,a} redundantni, potom 5 < 2a.
Nejdiive pro zjednoduseni uvazujme, ze /2 < a <  — 1. Pro normalizaci z
pouzijeme nésledujici Algoritmus publikovany A. Avizienisem [I].

Algoritmus 2.1 [I] Prepis z abecedy {—2a,—2a + 1,...,2a} do abecedy
A={-a,—a+1,...;a},jeli /2 <a< B -1

Vstup: 2= 2,2,1- 20 € {—2a,—-2a+1,...,2a}"

Vystup: v = v,410,---vg € AT

1: for i =0ton do

2:  if a <z <2athen

3: Ti+1<—1andsi<—zi—6
4: end if

5. if —2a < z; < —a then

6: ript1 < —land s; < z; + 3
7. end if

8 if —a+1<z <a-—1then
9: rit1 < 0 and s; < z;

10: end if

11: end for

—_
W



2.2. Normalizace po sc¢itani

12: for i =0 to n do
13: Vi 4 8; + 715

14: end for

15: Upy1 < Tpt1

16: return v

Uvéazime-li 8 = 2a, vyse uvedeny algoritmus nemusi fungovat. Pokud ope-
race na radcich 3 nebo 6 nastavi v kroku ¢ prenos r;41 na 1 (resp. —1) a je-li
ziy1 = —a (resp. zi11 = a), operace v kroku i+ 1 nastavi s;41 = Fa+ 5 = *a.
Vyslednd hodnota v;11 bude nastavena na fadku 13 na hodnotu a + 1 (resp.
—a — 1), tedy na symbol, ktery neni prvkem A. V pripadé, ze f = 2a, je
tedy tfeba zohlednit znaménko prvku napravo od pravé upravovaného. Toto
zobecnéni provedla dvojice C. Y. Chow a J.E. Robertson [4]. Vysledkem je

Algoritmus

Algoritmus 2.2 [4] Ptepis z abecedy {—2a,—2a + 1,...,2a} do abecedy
A={-a,—a+1,...;a},jeli f/2<a<p-1
Vstup: z = zp2p-1- 20 € {—2a,—2a+1,...,2a}"
Vystup: v = v,v,_1---vg € AT

1: for i=0ton—1do

2 if a+1<z <2athen

3 Ti+1<—1and87;(—2i—ﬁ

4: end if
5. if —2a <z < —a—1 then
6
7
8
9

riv1 < —land s; < z; + 0
end if
if —a+1<z <a-—1then
: rit1 < 0 and s; < z;
10:  end if

11: if z; = a then

12: if z,_1 <0 then

13: Tigl < 0 and s; < z;
14: end if

15: if z;_1 >0 then

16: Ti41 < 1 and s; < 2z, — 5
17: end if

18:  end if

19: if z; = —a then

20: if z;_1 > 0 then

21: riy1 < 0 and s; < z;
22: end if

15



2. RUZNE APLIKACE PREPISOVACICH PRAVIDEL

23: if z,_1 <0 then

24: rip1 < —land s; < z; + 0
25: end if

26: end if

27: end for

28: for i=0ton—1do
29: v s+ 1y

30: end for

31: v, & Sy,

32: return v

Na zdkladé Algoritmu a si 1ze povSimnout, Ze normalizace po séi-
tani je realizovatelna (podobné jako tiprava neptipustnych reprezentaci na pii-
pustné) opakovanou aplikaci prepisovaciho pravidla. V celo¢iselné bazi je to
pravidlo ve tvaru +(15).

2.3 Paralelni algoritmy

7 uvedenych Algoritmi a je patrné, ze normalizaci po s¢itani dvou
¢isel s reprezentacemi délky n pomoci téchto algoritmu lze provést v Case
Tsekv. = O(n). Oba algoritmy jsou vsak napsany tak, ze kazd4 iterace v libo-
volném cyklu je nezavisla na predchozich iteracich stejného cyklu. Z tohoto
davodu je mozné jednotlivé iterace danych cyklt provadét paralelné. Presto
oba algoritmy obsahuji datové zavislosti mezi jednotlivymi cykly. V poradi
druhy cyklus vyzaduje vysledky prvniho cyklu, proto pri paralelnim vypoctu
musi na konci kazdého cyklu dojit k synchronizaci vypocetnich prostredki a
rozeslani vypoctenych hodnot ostatnim. Paralelizaci téchto algoritmt muzeme
snizit jejich casovou slozitost pfi vyuziti n vypocetnich vldken na hodnotu
Tpar. = O(1).

V této podkapitole popiseme paralelni s¢itaci algoritmy rovnéz publikované
v praci [7]. Uvazujme bézi 3, algebraické ¢islo splijici |3 > 1. O 8 fekneme,
ze ma tzv. silnou reprezentaci nuly, pokud pro néjaké nezaporné celoc¢iselné
indexy k a h existuji takova celd ¢isla by, bx_1,...,bg,...,b_p, Ze B je korenem
vyrazu

_ b_1 b_n
X)=b XF b XF e X by
S(X) =bp X" + b1 +--+ b —i—o—i—X—i- +Xh

a zaroven plati

bo > 2M =2 > |bi].
i€{—h,....k}\{0}
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2.3. Paralelni algoritmy

S se nazyvd silnym polynomem (3. Algoritmus reprezentuje s¢itani
[-reprezentaci nad abecedou

bp—1 bp—1
={—a,... .. kde a = M.
A={—-a,...,0,...,a},kde a [ 5 —‘+[2(b0—2M)—‘
Vlastni Algoritmusvyuiivé tzv. vnitini abecedu A" = {—d/,...,0,...,d'} C

A, kde
! "bo_l-‘
a =
2

a dale je pro prehlednost oznaceno

B by — 1
‘- b(bo —2M>W '
Poznamka 2.6. Algoritmus je wveden s mirnou modifikaci, kterd snizuje
rezii pri synchronizaci vypocetnich prostredku. V puvodnim algoritmu wvede-
ném v [1] se mezi tadky 2 a 8 predpokldadd rozeslini hodnot z; ostatnim vy-
pocetnim prostredkim. To vsak neni nutné, nebot operace na radku 8 vyuzivd
v j-té iteraci pouze hodnotu z;, kterd byla spoctena ve stejné iteraci daného
cyklu (a tedy stejnym vldknem ¢i procesem).

Algoritmus 2.3 [7] S¢itani v béazi 3, kterd ma silnou reprezentaci nuly

T = TpTp_1- 2o € AT
Vstup:  y = ynyn-1---yo € A"
Je-li to nutné, doplnime tyto reprezentace symboly 0.
Vystup: 2 = 2z, k2p4k-1 - 2-n € AT do in parallel
1: for i=—-hton+k do
2 Zi < T+ Y;
3:  majdiq; € {—c,...,0,...,c} takové, ze z; — q;bg € A’
4: end for
5: for i = —h to n+ k do in parallel do
6:  zZi 2z — Zﬁ;th qi—jb;
7: end for
8: return z

Formalni dikaz spravnosti tohoto algoritmu lze najit v [7].
Lze si povsimnout, ze tento algoritmus pouziva k normalizaci reprezentaci
prepisovaci pravidlo £ (bgbg_1---bo---b_p).

Priklad 2.7. Necht je ddna bdze § = H—Q\/g B je korenem silného polynomu

1
S(X):—X4+7—ﬁ
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2. RUZNE APLIKACE PREPISOVACICH PRAVIDEL

Z vyse uvedenych definic plyne
bo=17 M =2 c=1 a =3 a=2>5

Uvazujme ¢isla x = xg -+ 2o = 543210123 a y = yg - - - yo = 420233311. Necht
z=x+Y.

T = 5 43 2 10 1 2 3

Y= 4 2 0 2 3 3 3 11

z= 9 2 3 4 4 3 4 1 4 e

Vsechna z;, kterd nejsou soucdsti abecedy {—3,...,3}, musime upravit.

Upravu provedeme tak, Ze aplikujeme prepisovact pravidlo +(100070001) na po-
zici i tak, aby symbol z; + 7 (resp. z; — 7) ndlezel abecedé {-3,...,3}.

z = 9 2 3 4 4 3 4 1 4 e

+ 0= 1 0 0 0 7 0 0 0 1

+ 0= 10007 00 0 1

+ 0= 1 0 00 7 00 0 1 e

+ 0= 1 0007 00 0 1
0= 1 0 0 0 7 0 0 0 1
z= 1 0 0 1 1 2 2 3 5 3 3 0 4 « 0 1 0 1

Vijsledkem scitdni je z = 1001122353304 0101 € {—5,...,5}*.

Jak lze vidét na predchozim piikladu, Algoritmus [2.3] pracuje s reprezenta-
cemi nad pomérné velkou abecedou {—5,...,5}. Ve stejné bézi 5 = 1+2\/5 vsak
lze zapsat vSechna nezdporna redlna ¢isla pomoci kanonické abecedy {0, 1},
v piipadé symetrické abecedy pomoci {—1,0,1}.

Pro kazdy retézec x = zy,...xy, definujeme vahu fetézce W (x) nasledovné:

W(z) = Z il

Uvazujme bazi 5 = 1+2‘/5 a Fetézec © = xpxp_1---x0 € {—H,...,0,...,5}.

Plati

—B%+3— 512 =0
10301 v bazi 3 tedy reprezentuje ¢islo 0. V nasem kontextu se jedné o piepi-
sovaci pravidlo. Pokud pravidlo 10301 aplikujeme na fetézec x tak, abychom
snizili absolutni hodnotu x; o 3, vzroste absolutni hodnota na pozicich i — 2
a i + 2 maximalné o 1. Celkova viha fetézce = se tedy sniz{ minimélné o 1.
Timto zptisobem miizeme snadno zapsat x pomoci mensi abecedy nez pri vy-
uziti silného polynomu S.
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2.3. Paralelni algoritmy

Necht je baze | 5| > 1. f ma tzv. slabou reprezentaci nuly, pokud pro né-
jaké nezadporné celoc¢iselné indexy k a h existuji takova celd ¢isla by, bg_1,...,b_p,
ze 3 je kofenem vyrazu

_ b_1 b_p
W(X)=bp X+ b X b 0 X + 0+ o+
(X) = bp X" + b1 Fo A B X F b+ o
a zaroven plati
bo > M = Z ‘bz’
i€{~h,...k}\{0}
W se nazyva slaby polynom j.
Algoritmus realizuje s¢itdni S-reprezentaci nad abecedou

by — 1

A:{—a,...,O,...,a},kdea:{ —‘—G—M.

Pro vnitini reprezentaci je pouzita, podobné jako u Algoritmu[2.3] abeceda
A ={-d,...,0,...,d'}, kde d' = POT_ﬂ Necht jsou dény [-reprezentace
T=TpTpn_1-To €EA* ay =ynyn_1---yo € A" a jejich soubet z =z +y =
ZnZn—1- - 20. Symboly z; jsou prvky abecedy {-2a, ..., 0, ...2a}. V prvnim
kroku lze Tetézec z prepsat tak, aby neobsahoval symboly —2a a 2a. Takto lze

zmensovat abecedu, az po L)O%MW krocich budou vSechny symboly z; souc¢asti

abecedy A. Tento pocet kroki oznacime s, tj. s = {%%MW
Poznamka 2.8. Obdobné jako Algoritmus je i Algoritmus mirné

upraven tak, aby lépe zobrazoval datové zdvislosti a potrebu synchronizace vy-
pocetnich prostredki.

Algoritmus 2.4 [7] S¢itani v bézi 3, kterd ma slabou reprezentaci nuly

T =TpTp_1- 2o € AT
Vstup: y = ynyn-1---9y0 € AT
Je-li to nutné, doplnime tyto reprezentace symboly 0.
Vystup: 2z = 2piksZniks—1° " 2—hs € AT
1: for i = —hs to n + ks do in parallel do
2: Zi < T+ Ys
3: end for
4: for j=1to s do
for ¢ = —hs to n+ ks do in parallel do
if z; € A’ then
qi <0
else
i < sgn(zi)
10: end if
11:  end for

19



2. RUZNE APLIKACE PREPISOVACICH PRAVIDEL

122 for i = —hs ton+ ks do in parallel do

13: 2 2 — S Qb
14: end for
15: end for

16: return z

Dukaz spravnosti tohoto algoritmu je uveden v [7].

Priklad 2.9. Necht je ddna bdze § = % B je korenem slabého polynomu

1
Z definic wvedenyjch vyse vyplyvd
bp=3 M=2 s=3 ad=1 a=3

Uvazujme ¢isla x = x4 -+ 20 = 32303 ay = y4---yo = 30312. Necht z = x+y.

x= 3 2 3 0 3
+ y= 3 0 3 1 2
z = 6 2 6 1 5 e
krok 1 + 0= 1 0 3 0 1
+ 0= 1 0 3 0 1
+ 0= 1 0 3 0 1
+ 0= 1 0 3 e 0 1
2= 1 1 4 1 5 2 3 e 0 1
krok 2 4+ 0= 1 0 3 0 1
+ 0= 1 0 3 0 1
+ 0= 1 0 3 0 1
+ 0= 1 0 3 1
z = 2 1 2 0 4 1 e 1 2
krok3 + 0= 1 0 3 0 1
+ 0= 1 0 3 0 1
+ 0= 1 0 3 0 1
+ 0 1 ¢ 0 3 0 1
z= 1 0 0 1 1 0 2 1 3 e 1 1 0 1

z = 100110213e1101 je souctem x ay a Tetézcem nad abecedou {—3, . ..,3}.
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KAPITOLA 3

DUG vlastnost algebraickych
téles

Néktera télesa maji vlastnost, ze v nich lze kazdé algebraické celé ¢islo zapsat
jako koneény soucet riuznych jednotek. Tato télesa nazyvame DUG (anglicky
distinct unit generated). Této vlastnosti si vS§iml B. Jacobson [9] a dokdzal
ji u téles Q(v/2) a Q(v/5). Domnival se, ze zadna dalsi kvadraticka télesa
tuto vlastnost nesplnuji. Jeho hypotézu pak potvrdil J Sliwa [16] a dokézal, ze
z&dné cisté kubické téleso, tedy téleso Q (¥/n), pron € Z a /n ¢ Z, neni DUG.
Dalsi vysledky rozsifujici klasifikaci DUG vlastnosti u téles nizsich stupnu lze
nalézt v [2] [3] [18].

Nésledujici definice pochazi z prace J. Thuswaldnera a V. Zieglera [18] a
urcuje, jak vzdalené je dané téleso DUG vlastnosti.

Definice 3.1. Necht O je okruh celjch cisel v télese K a o € Ok . Predpo-
kladejme, Ze a lze zapsat jako linedrni kombinaci jednotek €1, ..., € Uk

Oé=a1€1+"'+a161,

kde ay > --- > a; > 1 jsou celd cisla. Zvolime-li reprezentaci s mejmensim
mozngm ay, potom w(a) = ay je tzv. jednotkovd vyska (anglicky unit sum
height) a. Jestlize o = 0, pak w(a) = w(0) = 0. Pokud o nelze zapsat jako li-
nedrni kombinaci jednotek, w(a) = co. Jednotkovou vysku télesa K definujeme
predpisem

w(K) =mazr{w(a)|a € Ok}

Je-li w(K) =1, téleso K je DUG.

Nejaktualnéjsi vysledek na téma klasifikace DUG téles pochazi z praci
[8] [6]. Ten je ve formé seznamu obsahujiciho vsechna DUG télesa ¢tvrtého
stupné, ktera jsou soucasné tzv. plné komplexni, anglicky totally complex
(tedy télesa Q(7), kde minimélni polynom ¢isla v nem4 zéddné redlné koreny).
Doposud vsak nebylo dokazano, ze vSechna télesa z daného seznamu DUG
vlastnost opravdu splnuji.
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3. DUG VLASTNOST ALCEBRAICKYCH TELES

Véta 3.2. [§] Kazdé plné komplexni téleso cturtého stupné s DUG vlastnosti
je nutné jedno z téles v ndasledujicim seznamu (¢, znaci primitivni n-ty koren
z jednotky).

b @(C,u): kde = 57 87 127

e Q(v), kde v je korenem jednoho z polynomi X* — X +1, X* +2X2 —
2X +12, X4+ X2 - X+1, X - X34 X+1V, X - X34+ X2+ X +1V,
X4 — X342X2 - X 425,

e Q(va+1b) pro (a,b) = (1,1),(1,2),(1,4),(7,4)>,

e Q(va+ 3db) pro (a,b) = (2,1), (4,1), (8,1), (3,2), (4,3), (7,3), (11,3),
(5,4), (9,4), (13,4), (12,5), (11,7), (9,8), (15,11), (19,11)>, (17,12)>,

(17,16)2,
o Q(¢s, \/;i) pro d =5,6,21,

o Q¢ V),
e Q (\/Tﬂ) nebo Q <\/W>

Véta 3.3. [6] Pokud je K piné komplexni téleso cturtého stupné ze seznamu
ve Vété vdha tohoto télesa spliuje w(K) < 3. Télesa oznacend symbo-
lem A navic spliuji w(K) < 2. Jednotkovd vyska téles oznacenyjch <7 splriuje
podminku w(K) < 3. Vsechna ostatni télesa jsou DUG, tedy w(K) = 1.

Soucésti této prace je program pro prepisovani reprezentaci ¢isel v bazi +,
kters je kofenem polynomu X* — X + 1. Proto si nyni pfiblizime téleso Q(v),
u kterého byla DUG vlastnost dokézana (narozdil od zbylych DUG téles)
kombinatoricky a tento vysledek publikovany v praci [5] si na nésledujicich
strandch shrneme.

Necht K = Q(v), kde 7 je libovolnym kofenem polynomu X* — X + 1. Ko-
Feny tohoto polynomu jsou ¢tyTi nerealnd cisla ve dvou komplexné sdruzenych
pérech. Oznac¢ime je 1,71 a 72,72, pricemz plati |y1| > 1 > |y2|. Zvolime-li
~v € {71,71}, ma smysl uvazovat obecné reprezentace ¢isel v komplexni bézi
ve smyslu Véty [3.4] Pokud zvolime v € {72,792} v absolutni hodnoté mens{ nez
jedna, muzeme vyuzit faktu uvedeného v [12], ze pro kazdé algebraické ¢islo
v #0plati Q(y) = Q (%), a zvolit v € {,712, %} v absolutni hodnoté vétsi nez
jedna. Bez ijmy na obecnosti tedy mizeme déale predpokladat, ze |y| > 1.

Mnozina {1,7,v2,73} tvoii integralni bazi okruhu celych é&isel

oe{ £}

n=—0oo
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3.1. Pfepisovani fetézct do {2,1,0,1,2}*

pro u, € Z a u, # 0 pro maximalné koneéné mnoho indexi n. Ve smyslu
Véty muzeme zapsat vSechna celd ¢isla @ € Og jako y-reprezentace
ve tvaru

OZ:“‘UIUO.U71U72“‘,

nad abecedou Z. Bez jmy na obecnosti vSak miizeme uvazovat pouze konecné
~-reprezentace, tedy reprezentace ve tvaru vg---vgewv_y---v;, kde [, k € Z.

Jelikoz 7 je fundamentdlni jednotkou télesa K (viz [0]) a zaroven K ne-
obsahuje zadny nerealny kotfen z jednotky(pouze £1), grupu jednotek Uy lze
zapsat takto

Ux = {+7*|k € 2}

Ma-li tedy byt kazdé celé ¢islo a € O vyjadieno souctem riznych jedno-
tek, musi pro kazdé « existovat y-reprezentace

vprvgpev_y---v, kdew; € {1,0,1} al,k €Z
Existenci takového prepisu pro kazdy prvek okruhu Oy ukaZzeme v na-
sledujicich dvou podkapitolach. Budeme néasledovat dikaz uvedeny v [6] a
[5], jehoz zdkladem je aplikace pfepisovactho pravidla 10011, které odpovida
minimalnimu polynomu X4 — X + 1.

3.1 Priepisovani fetézct do {2,1,0,1,2}*

Nejdifve ukdzeme, Ze viechna o € Ok maji v-reprezentaci v € {2,1,0,1,2},
ktera je tzv. ridka, tj. neobsahuje nenulové cifry na sousednich pozicich.

Véta 3.4. [J] Vsechny ~y-reprezentace u € Z* lze aplikaci prepisovaciho pra-

vidla 10011 prepsat na y-reprezentace v = vy, - -+ vy ® U_1 - - - v, pro které plati
tyto podminky

o v; €{2,1,0,1,2} pro vsechna i € {k,...,l}
® Vitm v >0=>m¢ {1,2,4}

® Vit v <0=m¢{1,3}

® Vit U, <0= V44 =vi45=0

® 0130 >0=0v46=0

Zretézeni symboli v; a v; znacime vv;. Soucin dvou celyjch cisel je oznacen
jako v; - vj.
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3. DUG VLASTNOST ALCEBRAICKYCH TELES

Snadno lze nahlédnout, Ze piepisovaci pravidlo wy = 10011 zméni pouze -
reprezentaci ¢isla, ale nikoli jeho hodnotu. Nékolikanasobnou aplikaci pravidla
wi mizeme ziskat pravidla wo = 10000003000001, w3 = 10001001011 a wy =
11100001. Pro ilustraci si ukazeme vznik prepisovaciho pravidla wo.

1 0 0 1 1
+ 1 0 0 1 1
+ 1 0 0 1 1
+ 1 0 0 1 1
+ 1 00 1 1
+ 1 0 0 1 1
+ 1 00 1 1
1 000 0003 0UO0UO0TO0O0 1

Pravidla w3 a wy vznikla analogicky.
Nesplnuje-li y-reprezentace u € Z* podminky Véty lze ji aplikaci pra-
videl wy, wo, w3, wy prepsat nasledovné

(a) Pokud |v;| >3

Vi+7 Vi+6 o U T Vi—5 Vi—6
=+ 1 0 e 3 . 0 1
Vi+7 +1 Vi+6 tee V; +3 e Vi—5 Vi—6 +1

(b) Pokud v;t1.v; <0

Vit+4 Vi+3 Vi42 Vi+1 Ui
+ 1 0 0 1 1

Vitat1l vig3 Uiy Vi F1 v 1

(¢) Pokud vjt3.v; <0

Vi+3 Vi+2 Ui+l (% Vi—1
+ 1 0 0 1 1

Vitst1l vite vy viFLl v E1

(d) Pokud vjt4.v; >0

24



3.1. Pfepisovani fetézct do {2,1,0,1,2}*

V44 Vit3  Vi42 Vit1 Vi
+ 1 0 0 1 1

Vigat 1l wip3 Vg2 v FL1 o oviEld

(e) Pokud vj42.v; < 0 a vijy5.0; <0

Vi+9 cee Vi+5 Vi+d4  Vit3 Vi+2 Vi+1 Vi Vi—1
+ 1 e 1 0 0 1 0 1 1
vipg 1 oo wgs L vip4 Vi3 Vg2 £l v viFLl v 1

(f) Pokud Vi43.V; > 0a Vi+6-Vj > 0

Vi+10 ce Vi+6 Vi+5 Vit+4 Vi+3 Vi42 Vit+1 (%
+ 1 e 1 0 0 1 0 1 1
vitrotl o vige 1l wviys Viga Vips £l w2 v FL1ovi £l

(g) Pokud v;y1.v; >0

Vi+1 Uy Vi—1 Vi—2 o Vi—6
+ 1 1 1 0 ces 1
Vi+1 +1 V; +1 Vi—1 +1 Vi—9 tee Vi—6 +1

(h) Pokud vjt2.v; >0

Vi42 Vi4+1 (% Vi—1 - Vi—5
+ 1 1 1 0 S 1
Vi42 +1 Vi+1 +1 V; +1 Vi—1 cee Vi—5 +1

Pravidla jsou aplikovana tak, aby se absolutni hodnota cislic na podtrze-
nych pozicich snizila. Pouziti pravidel (a)-(f) vzdy snizi vahu fetézce W (v)
definovanou v Sekci Pravidla (g) a (h) vahu Fetézce snizit nemusi, ale
tyto pravidla je mozné pouzit nejvyse koneéné mnohokrat pred dalsim pou-
zitim jednoho z pravidel (a)-(f). Proto po koneéné mnoha aplikacich pravidel
w1, we, ws, w4 ziskdme Tetézec splnujici podminky Véty

Vyskytuji-li se v fetézci, ktery spliuje podminky Véty symboly 42,
vzdalenost téchto symboli je minimélné 6 pozic nebo faktor fetézce obsahujici
oba tyto symboly je prvkem mnoziny

F = {£(202), (2002), +(20002), +(200002), 4-(200002), £(201002) }.
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3. DUG VLASTNOST ALCEBRAICKYCH TELES

Toho vyuzijeme v druhé podkapitole prepisovani retézcu.

3.2 Prepisovani fetdzci do {1,0,1}*

Zatimco v predchozi Podkapitole nezalezelo na konkrétnim poradi, v jakém
byla prepisovaci pravidla aplikovéana (zélezelo pouze na snizeni vahy Fetézce),
zde bude aplikace prepisovaciho pravidla presné urcena. Ukazeme, ze lze danou
reprezentaci projit zleva doprava a pii kazdém vyskytu symbolu +2 aplikovat
prepisovaci pravidlo wy = 10011.

Obsahuje-li Tetézec jeden symbol +2 nebo vice téchto symbold, jejichz
vzdélenost v Tetézci je alespon 6 pozic, lze je prepsat aplikaci pravidla w;
podle Tabulky

Tabulka 3.1: prepis symboli £2 vzdalenych alespon 6 pozic

vstup vystup
001020 101110
010020 110110
000020 100110
100020 110011

Aplikace pravidla 10011 podle Tabulkypfepisuje cifry vzdalené nejvyse
¢tyTi pozice nalevo a nejvyse jednu pozici napravo od symbolu +2. V pripadé
vice vyskytt symboli +2 vzdalenych alespon 6 pozic se tedy aplikace pravidel
10011 navzajem neovliviuji.

Jsou-li dva po sobé jdouci symboly £2 vzdalené pét nebo méné pozic, miize
nastat, e aplikace pravidla 10011 na jednom vyskytu cifry +£2 mtize zménit
cifry na jiz dfive prepsanych pozicich. Aby se zabrénilo pripadnému vzniku
novych symbolt +2, je tfeba zvazit vSechny pripady, které mohou nastat.
Vsechny mozné pripady pro vzdalenost 5 znazornuje Tabulka

Tabulka 3.2: prepis symboli +2 vzdalenych 5 pozic

vstup prepséani levého symbolu +2 vystup

2000020 1000020 1100110

1100020 1000110

2000020 1000020 1100110

1100020 1110011

(0)2010020 1010020 1110110
(0)1110020 (1)1111011
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3.2. Pfepisovani fetézct do {1,0,1}*

V pripadé, ze symboly £2 jsou vzdélené 4 pozice, 1ze je prepsat (obdobné
jako u ptredchoziho ptipadu) prepsianim levého a nédsledné pravého symbolu
42, jak znazornuje Tabulka

Tabulka 3.3: prepis symbolt £2 vzdalenych 4 pozice

vstup ‘ prepséani levého symbolu +2 ‘ vystup
200020 100020 110011
110020 100011

Prepsani symbolt £2 vzdalenych 3 pozice znazornuje Tabulka

Tabulka 3.4: prepis symbolit £2 vzdalenych 3 pozice

vstup prepséani levého symbolu +2 vystup
020020 011020 111110
110020 010110
010020 110110

Jestlize jsou symboly +2 vzdélené 2 pozice, analogicky k predchozim piipa-
dim lze prepsat nejdiive levy a nasledné pravy symbol +2 podle Tabulky

Tabulka 3.5: pfepis symbolit £2 vzdalenych 2 pozice

vstup ‘ prepsani levého symbolu +2 ‘ vystup
002020 001120 101010
011020 111110

Kazdy tetézec splnujici podminky Véty lze tedy prepsat na Tetézec
nad abecedou {—1,0,1} a tim je dokédzana DUG vlastnost u télesa Q(v), kde
7 je kofenem polynomu X% — X + 1. Podrobnéjsi vysvétleni platnosti vyse
uvedeného prepisu lze najit v [5].
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KAPITOLA

Implementace

Tato kapitola se zabyva implementaci dvou programi, jez jsou soucasti této
prace.

4.1 Zadani

V této podkapitole jsou uvedeny funkéni a nefunkéni pozadavky na pozado-
vané programy.

4.1.1 Prepisovani retézcu

Ukolem této bakalaiské prace je vytvoFit program prepisujici reprezentace ¢isel
v bazi v, ktera je kofenem polynomu X% — X +1, na reprezentace nad abecedou
{=1,0,1}. Jedn4 se tedy o program, ktery kazdé algebraické celé ¢islo x € Ok
v télese K = Q(v) vyjadii jako soucet riznych jednotek.

4.1.1.1 Funkéni pozadavky

e Program nacte posloupnost ¢isel reprezentujici y-reprezentaci ¢isla a vy-
piSe y-reprezentaci stejného ¢isla nad abecedou {—1,0,1} véetné zlom-
kové tecky.

e Nagcteni probiha ze standardniho vstupu nebo ze zadaného souboru.

e Vystup programu je mozné zobrazit na standardni vystup nebo ulozit
do souboru.

4.1.1.2 Nefunkéni pozadavky
e Program bézi na systému Windows (7 a vyssi).

e Program bézi na lokdlnim systému, neni vyzadovana komunikace ¢i ovla-
dani pres internet.
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4. IMPLEMENTACE

e Navrhovany program je prehledny a jednoduchy na ovladani, grafické
rozhrani neni vyzadovano.

4.1.2 Paralelni s¢itani

Druhym tkolem této prace je vytvorit program realizujici paralelni sc¢itani
dvou reprezentaci ¢isel s vyuzitim silného nebo slabého polynomu podle Al-

goritmu a

4.1.2.1 Funkéni pozadavky

e Program nacte posloupnost ¢isel (polynom) a zkontroluje, zda-li se jedna
o silny ¢i slaby polynom.

e Program nacte dvé posloupnosti ¢isel (reprezentace ¢isel), secte je a snizi
cifry souctu na puavodni abecedu danou silnym ¢i slabym polynomem.

e Nagcteni probiha ze standardniho vstupu nebo ze zadaného souboru.

e Je mozné ménit pocet vypocetnich vldken.

4.1.2.2 Nefunkéni pozadavky
e Program bézi na systému Windows (7 a vyssi).

e Program bézi na lokdlnim systému, neni vyzadovana komunikace ¢i ovla-
dani pres internet.

e Navrhovany program je prehledny a jednoduchy na ovladani, grafické
rozhrani neni vyzadovano.

4.2 Vybér programovaciho jazyka

Pti vybéru programovaciho jazyku jsem se rozhodoval na zakladé rychlosti,
pamétové narocnosti, slozitosti syntaxe a svych zkusenosti s danymi jazyky.
Jako hlavni kandidaty jsem vybral C++, Javu a Python.

VSechny vyse uvedené jazyky umoznuji pouzivat objektové orientované
paradigma, které se k feSeni tohoto problému nabizi. Mezi vyhody objekto-
vého programovani patii predevsim prehlednost a znovupouzitelnost napsa-
ného kédu a zapouzdreni dat.

Hlavni vyhodou C++ je, Ze se jedna o kompilovany jazyk, coz ve vétsiné
pripadii znamend, Ze je rychlejsi nez interpretované jazyky. Prace s paméti na-
rozdil od Javy a Pythonu neni v C++ automaticka a je tedy nutné alokovanou
pamét uvolnovat. Z pohledu programatora se proto muze jevit jednodussi pro-
gramovat v Javé, ale za cenu vyssiho vyuziti paméti a mensi kontroly nad ni.
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4.3. Navrh trid a funkeci

kéd C++ je daleko vice zavisla na kontextu.

Java je kompromisem mezi interpretovanym a kompilovanym jazykem. Kéd
napsany v Javé se kompiluje do bytecdédu, ktery se nasledné spousti na Java
virtual machine. Z tohoto divodu je vysledny program pomérné rychly a pre-
nositelny. Kéd napsany v Javé je sice prehledny, ale oproti Pythonu velmi
dlouhy.

Vyhodou Pythonu je predevsim jeho jednoduchost a prehlednost. I kdyz
se syntaxi lisi od C++ a Javy, 1ze v ném psat programy pomérné rychle, a
to i diky velkému mnozstvi knihoven. Referen¢ni implementace Pythonu je
napsana v jazyce C. Co se tyce pamétové narocnosti, Python sice vyuziva
méné pameéti nez Java, ale v nékterych pripadech mtze byt velmi pomaly.

Na zékladé vyse uvedenych faktu jsem pro implementaci zvolil programo-
vaci jazyk C++.

Paralelizaci je mozné provést nékolika zptusoby. Hlavnim rozdilem je, zda
paralelni vypocet probihd nad distribuovanou nebo sdilenou paméti. Jelikoz
mé dle pozadavka program bézet na lokdlnim systému, lze vyuzit sdilené pa-
méti. Mezi hlavni vyhody programovani nad sdilenou paméti patti rychlé vy-
tvafeni vldken, rychlé prepinani kontextu mezi vldkny a jednodussi komuni-
kace mezi nimi. Hlavni nevyhodou je sprava distribuované paméti. Je nutné
zajistit, aby v pfipadé zapisu do paméti jednim vlaknem dalsi vldkna neméla
k tomuto pamétovému prostoru piistup. To lze provést pomoci riznych syn-
chronizac¢nich prostfedkd, z nichz hlavni jsou tzv. mutexy, které zabrani, aby
byl urc¢ity kus zdrojového kédu vykonavan vice vlakny soucasné. Dalsi nevy-
hodou programovani nad sdilenou paméti je obtizné debugovani programu.
V pripadé Spatné synchronizace vlaken muze dojit k ¢asové zavislym chybam,
které vznikaji v souvislosti s prepinanim kontextu jednotlivych procesu. Pravé
proto, ze pridélovani procesorového ¢asu mezi vlakna neni vzdy stejné, muze
byt obtizné tyto chyby reprodukovat a tedy i odhalit pri¢inu jejich vzniku.
V pripadé C++ tesi tyto nevyhody OpenMP - soubor direktiv pro prekladac
a knihovnich procedur. OpenMP vytvori ur¢ity pocet vlaken a témto vlak-
ntim pak pridéluje praci. Programétor tak pouze uvede, jaké ¢asti kodu maji
byt provedeny paralelné, nastavi vlastnosti proménnych a o samotnou syn-
chronizaci se postard OpenMP. Jelikoz je pouziti OpenMP snadné a zaroven
dosahuje velmi dobrych vysledki, neni pro dany program divod pro pouziti
jiného zptusobt paralelizace.

4.3 Navrh trid a funkci
Pro pozadovany program je postacujici jedna tiida.

31



4.

IMPLEMENTACE

4.3.1 Trida NumString

NumString je tfida reprezentujici ¢iselny Fetézec. VSechny symboly (cifry),
jsou uklddany v dynamicky alokovaném poli numbers délky max__length. Pocet
symbolti v poli udava proménné length. Pozici zlomkové tecky znaci proménnd
frac__point. Ttida obsahuje néasledujici metody
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int readString(istream & input) je metoda, kterd nacte ze vstup-
niho streamu input ¢isla a ulozi je do pole numbers.

void debug(ostream & output) je metoda, kterd slouzi pro vypis
¢iselného retézce do vystupniho streamu output.

int getMaxHeight(void); je metoda, kterd vraci jednotkovou vysku
daného Tetézce

bool isMaxHeight(int number) je metoda, kterd vraci true, pokud
je jednotkova vyska Ciselného fetézce nejvyse number. Je-li jednotkova
vyska Tetézce vyssi, metoda vrati false.

int get Weight(void) je metoda, ktera vraci vahu Fetézce.

int getLength(void) je metoda, kterd vraci pocet platnych ¢islic v tex-
tovém fetézci.

int* getNumbers(void) je metoda, kterd vraci ukazatel na pole cifer
numbers.

void add(int number) je metoda, kterda prida do pole numbers ¢islo
number. V pripadé potreby dojde z rozsireni pole numbers.

void addVector(int offset, string vector, int op) je metoda, kterd
za predpokladu op=ADD (1) pficte k ¢iselnému Tetezci fetézec vector
na pozici offset. Je-li op=SUBSTRACT (2), dojde k odecteni Fetézce
vector na pozici offset.

void resize(int direction) je metoda, kterd rozsiti pole numbers do-
leva(direction=LEFT(1)) nebo doprava(direction=RIGHT(2))

int getFracPoint() je metoda, kterd vrati pozici zlomkové tecky.

void setFracPoint(int n) je metoda, kterd nastavi pozici zlomkové
tecky frac__point na hodnotu n.

int getLength() je metoda, kterd vrati velikost pole numbers.

int *getNumbers() je metoda, kterd vrati pole numbers.



4.3. Navrh trid a funkeci

4.3.2 Funkce pro prepisovani retézcu

Program prepisujici reprezentace ¢isel v béazi «, kterd je kofenem polynomu
X4 — X + 1, vyuziva kromé t¥idy NumString také 4 funkce, které nesouvisi
obecné s ¢iselnymi fetézci, ale pouze s konkrétnim télesem Q(vy).

Prvni funkce bool isValid2(NumString) kontroluje, zda-li textovy retézec
splituje podminky Véty

Druhé funkce void rewrite2(NumString) prepise libovolny fetézec na ridky
fetézec nad abecedou {—2, —1,0, 1,2}. Tato funkce vyuziva aplikaci pfepisova-
cich pravidel podle Podkapitoly Tuto funkci lze popsat pseudokédem

Algoritmus 4.1 Pfepis fetézct z Z* na {—2,—-1,0,1,2}"

T =TmTm—1- Ty € LT

Je-li to nutné, doplnime tuto reprezentaci symboly 0.
Vystup: @ = zpwp_1 - 2 € {—2,-1,0,1,2} T

1: while not isValid2(x) do

2 for all z; do

3 if z; xx;_1 <0 then

4 applyRule(10011) at position i — 4
5: end if
6:
7

8

9

Vstup:

end for
for all z; do
if z; x x;_3 < 0 then
: applyRule(10011) at position i — 3
10: end if
11:  end for
12:  for all z; do

13: if z; xx;—4 > 0 then
14: applyRule(10011) at position i — 4
15: end if

16: end for
17:  for all z; do

18: if v; *2;_9 <0 and x; * x;i_5 < 0 then
19: applyRule(10001001011) at position i — 9
20: end if

21:  end for
22:  for all z; do

23: if x; *2;_3 >0 and x; * x;_¢ > 0 then
24: applyRule(10001001011) at position i — 10
25: end if

26: end for
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4. IMPLEMENTACE

27 for all x; do

28: if T; * T;—1 > 0 then
29: applyRule(11100001) at position i — 1
30: end if

31: end for
32:  for all z; do

33: if x; xz;_o > 0 then
34: applyRule(11100001) at position i — 2
35: end if

36: end for
37: end while
38: return

Dalsi funkefi je funkce void rewritel (NumString), kterd prepise fetézec spl-
nujici podminky Véty na fetézec nad abecedou {—1,0,1}. Prepisovani
probihd podle Podkapitoly a muze byt popsdno nésledujicim pseudokd-
dem [4.2]

Algoritmus 4.2 Prepis fetézct z {—2,—1,0,1,2}" na {—1,0,1}"
T = TyTm—1- Ty € {—2,---,2}T spliiujici podminky z Véty
Je-li to nutné, doplnime tuto reprezentaci symboly O.
Vystup: z = xpxp_1---2; € {—1,0,1}
1: for all x; do

Vstup:

2: if x; = £2 then

3: if r;_4 = F1 then

4: applyRule(10011) at position i — 3
5: if z;_3 = +2 then

6: applyRule(10011) at position i — 6
7: end if

8: else

9: applyRule(10011) at position i — 4
10: end if

11:  end if

12: end for

13: return

Posledni funkei je funkce bool processFile(const char * input , const char
* output), kterd nacitd textové fetézce ze souboru input, provadi prepis podle
Algoritmu a a vysledné fetézce zapisuje do souboru output.
4.3.3 Funkce pro paralelni séitani
Implementovany program pro paralelni s¢itani dvou reprezentaci ¢isel vyuziva

tridu NumString a dalsi t¥i funkce.
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4.4. Meéreni rychlosti

Prvni funkei je funkce int readPol(istream & input), kterd nacte ze vstup-
niho streamu input polynom a zkontroluje, zda-li se jednd o silny ¢i slaby
polynom, nastavi globalni proménné pro vnitfi abecedu, vstupni abecedu a
pocet kroku. V piipadé silného polynomu funkce vraci STRONG (1), v pii-
padé slabého WEAK (-1) a v ostatnich pfipadech NONE (0).

Druhou funkei je funkce NumString * sum(NumString & a, NumString
& b), kterd realizuje scitani reprezentaci a a b podle Algoritmu a

Posledni funkci je, obdobné jako u prepisovani retézcu, funkce bool pro-
cessFile(const char * input , const char * output), kterd nacte ze souboru
input silny ¢i slaby polynom a dva ¢iselné fetézce. Tyto ¢iselné fetézce secte
a vysledek zapise do souboru output.

4.4 Meéreni rychlosti

Z povahy prepisovacich Algoritmu a nemad prilis velky vyznam mé-
tit rychlost jejich implementace. Uvedené algoritmy maji pomérné velkou
asymptotickou slozitost a miniméalni prostor pro optimalizaci.

Naproti tomu u programu pro paralelni sc¢itani bylo provedeno méfeni
doby vypoctu. Méreni probihalo ve ¢tyrech testech, z nichz kazdy obsaho-
val 10 instanci daného problému. Kazdy test byl postupné spustén na 1, 2,
4 a 8 vypocetnich vldknech. Prvnim testem s nazvem big_long bylo sé¢itani
nédhodné vygenerovanych reprezentaci ¢isel dlouhych 3000 pozic s vyuzitim
nadhodné vygenerovaného slabého polynomu délky 401. Jednotlivé koeficienty
polynomu nabyvaly hodnot -400 az 400. Koeficient by vznikl sectenim 400
pozic daného polynomu a zvySenim o 1. Tim byl zajistén maximalni pocet
krokii s podle Algoritmu Druhy test big_short probihal nad stejné ge-
nerovanymi polynomy jako test big_long, pouze scitané reprezentace byly
dlouhé 500 pozic. Treti test small_long zahrnoval s¢itani s vyuzitim slabého
polynomu délky 201, jehoz koeficienty (vyjma by) byly z rozsahu -100 az 100.
Reprezentace ¢isel v tomto testu byly dlouhé 3000 pozic. Poslednim testem s
nédzvem small_short bylo séitani reprezentaci délky 500 s vyuzitim slabého
polynomu vygenerovaného stejné jako u testu small_long.

Vsechny testy byly spustény na pocitaci se zakladni deskou Gigabyte GA-
7Z87X-UDb5H osazenou procesorem Inte Core i7-4770 taktovaném na frekvenci
3,4GHz a 8GB opera¢ni paméti. Poznamenejme, Ze se jedna o Ctyrjadrovy
procesor s funkci hyper-threading. Kazdé jadro procesoru tedy obsahuje dvé
tidici jednotky a proto je schopné zpracovavat dvé vypocetni vlakna soucasné.
Jejich zpracovani vsak neni tak rychlé jako by bylo u dvou fyzickych jader
procesoru bez funkce hyper-threading. Na pocitaci byl nainstalovan operaéni
systém Windows 7 Professional Build 7601.

Cykly ve vysledném programu bylo mozné paralelizovat se statickym nebo
dynamickym planovanim vldken. Pfi dynamickém pldnovani kazdé nevyuzité
vldkno odesle dotaz runtimové knihovné OpenMP a ta vldknu vrati ¢islo ite-
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race, kterou ma zpracovat. Naproti tomu pri statickém planovani jsou kazdému

vldknu pridéleny iterace jesté pred vstupem do cyklu.

Vysledné ¢asy jednotlivych testl se statickym planovanim vldken jsou uve-

deny v Tabulce

Tabulka 4.1: Doba béhu jednotlivych testii se statickym planovanim vlaken

1 vldkno | 2 vldkna | 4 vldkna | 8 vldken
test big_long 383,63s | 195,029s | 106,294s | 99,826s
test big_short 384,844s | 196,15s | 105,707s | 100,793s
test small_long 47,991s | 24,672s 13,484s | 12,633s
test small_short 46,4s 23,824s 13,399s 12,315s

Doba vypoctu v jednotlivych testech s dynamickym planovanim je uvedena

v Tabulce 4.2

Tabulka 4.2: Doba béhu jednotlivych testi s dynamickym planovanim vlaken

1 vldkno | 2 vldkna | 4 vldkna | 8 vldken
test big_long 383,63s | 344,655s | 215,158 | 174,559s
test big_short 384,844s | 346,201s | 216,526s | 175,912s
test small_long 47,991s | 43,022s | 26,913s | 21,752s
test small_short 46,4s 42.967s | 26,365s | 21,427s

Uvedené vysledky naznacuji, ze dobu vypoctu ovliviiuje predevsim zvoleny
polynom. Délka séitanych reprezentaci mé na dobu béhu minimalni vliv, proto
jsou pro prehlednost v nasledujicim grafu zobrazeny pouze testy big_long a
small_long. Zavislost doby vypoctu na poctu vldken zobrazuje Obréazek
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Obrazek 4.1: Graf zavislosti doby vypoc¢tu na poctu vlaken
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Statické planovani vlaken bylo ve vSech testech lepsi nez dynamické. To je
pravdépodobné zptsobeno velkou rezii pfi dynamickém planovani.

Vsechny testy pii statickém planovani maji priblizné stejné zrychleni. Stejné
je tomu i pfi dynamickém pldnovani. V grafu porovnavajicim zrychleni
pri statickém a dynamickém pldnovani je tedy uveden pouze test big_long.

Obrazek 4.2: Graf zrychleni programu v zavislosti na poctu vlaken
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Lze si povsimnout, ze zrychleni s vyuzitim 8 vldken je jen o méalo vétsi nez
pri vyuziti 4 vldken. Tato skutecnost je zptusobena funkci hyper-threading a
nikoli $patnou skalovatelnosti zvoleného algoritmu.

4.5 Moznosti rozsireni

Tato podkapitola resi mozné rozsiteni implementovanych programt. Jedna se
o rozsiteni, kterd jsou nad ramec této prace, avsak mohou byt néplni pripadné
dalsi prace.

7 obou programii ma vétsi potencial na rozsireni pravdépodobné program
pro prepisovani retézci. Tento program vyuziva konkrétni prepisovaci pravi-
dla a prepisuje reprezentace ¢isel z konkrétniho télesa. Program by bylo mozné
zobecnit pro vsechna DUG télesa tak, Ze by bylo mozné ménit prepisovaci pra-
vidla (napf. vstupem ze souboru nebo nactenim ze standardniho vstupu). To
by vsak vyzadovalo funkcionalni programovani pro uchovani danych pravidel
v paméti programu. Vybizi se vyuziti tzv. lambda kalkulu, metaprogramovani,
funktort nebo stromovych struktur. Pravdépodobné nejjednodussi bude naci-
tani pravidel z textové podoby pomoci lexikalniho a syntaktického analyzatoru
a ulozeni pravidla do stromu. Lexikalni analyzator je mozné naprogramovat
pomoci jednoduchého automatu, ktery si bude pamatovat vsechny nactené le-
xikalni symboly. Ty pak zpracuje LL(1) syntakticky analyzator, ktery je mozné
realizovat pomoci rekurzivniho sestupu. Pti zadavani pravidel by mél byt pro-
gram schopen rozlisit a ulozit prepisovaci pravidlo a podminku, za které se
pravidlo vyuzije. Déle je nutné ulozit u kazdého pravidla pozici, na které se
aplikuje a pozici symbolu, ktery se ma v absolutni hodnoté snizit pouzitim
daného pravidla.

Program pro paralelni s¢itani prilis moznosti k rozsifeni nenabizi. Za zva-
zeni by staly kompilatorové optimalizace a pripadna vektorizace. V pripadé
nasazeni programu na vypocetnich svazcich by bylo nutné upravit program
tak, aby vypocty probihaly nad sdilenou paméti, napt. s vyuzitim OpenMPI.
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Cilem této prace bylo seznamit se s pojmy potfebnymi k vypracovani reserse
na téma vyuziti prepisovacich pravidel a tuto resersi vypracovat. Dalsim cilem
bylo zkoumané prepisovaci algoritmy implementovat.

Klicovou ¢asti bylo provedeni pomérné obsahlé reserse napri¢ riznymi ma-
tematickymi disciplinami od kombinatoriky na slovech, pres aritmetiku na po-
ziénich reprezentacich, po teorii ¢isel. Vybrané problémy byly ddny do souvis-
losti s pojmem prepisovaci pravidlo.

Vystupem prace jsou dva programy implementujici algoritmy z reSersni
¢asti. Program pro prepisovani ¢iselnych fetézct vychdzi z Kapitoly Bl a vyu-
ziva tiidu navrzenou pro reprezentaci Ciselnych Tetézct. Zakladem programu
realizujiciho paralelni s¢itédn{ reprezentaci ¢isel byly Algoritmy 2:3]a [2.4] které
byly v rdmci implementace optimalizovany. Program pro paralelni s¢itani vy-
uziva k paralelizaci OpenMP a dosdhl béhem testovani paralelniho zrychleni
pomérné zajimavych vysledku (napf. pri vyuziti 4 vypocetnich vlaken byl vy-
pocet 3,6krat rychlejsi oproti sekvenéni verzi).

Implementovany program pro prepisovani Ciselnych retézci byl navrzen
tak, aby jej v budoucnu bylo snadné rozsirit. Jiz béhem vyvoje doslo k navrhu
rozsifeni programu pro vSechna algebraicka ¢iselna télesa. Jedna se o ipravu,
kterd je vsak nad ramec této prace a jeji realizace muze byt cilem napriklad
diplomové prace.
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PRILOHA A

Obsah prilozeného CD

readme.txt
|  exe

parallel adder....adresal se spustitelnym programem pro paralelni
scitani
string rewriter.adresarl se spustitelnym programem pro prepisovani
fetézcil
| _src
kparallel adder........ zdrojové kédy programu pro paralelni s¢itani
string rewriter....zdrojové kédy programu pro prepisovani retézct
_Ttext
tsrc .................... adresar s textem této prace ve formatu IXTEX
thesis.pdf ..ol text prace ve formatu PDF
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