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Abstrakt

Tato prace Tesi LU rozklad fidkych matic a moznost jeho paralelizace. K roz-
kladu je vyuzita Croutova, Choleského a QR metoda. Tyto metody implemen-
tuje pro nékolik formata uklddani ridkych matic.

Implementované metody jsou testovany a porovnévany z hlediska casové
a pamétové naroc¢nosti.

Klicova slova Paralelni LU rozklad, QR rozklad, ¥idké matice, Croutova
metoda, Choleského metoda.

Abstract

This paper describes parallel LU decomposition algorithms of sparse matrices.
It uses Crout’s, Cholesky and QR method. These methods are implemented
for serveral types of sparse matrices.

Implemented methods are tested for their time and memory performance.

Keywords Parallel LU decomposition, QR decomposition, sparse matrices,
Crout’s method, Cholesky method.
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Uvod

Tato préace popisuje LU rozklad matic. LU rozklad je metoda, kterd se vyuziva
pro TeSeni soustav linedrnich rovnic. Prace upravuje LU rozklad pro fidké
matice.

Ridké matice jsou takové matice, které maji vétsinu prvki nulovych. Casto
jsou velmi rozsahlé a naro¢né na pamét, proto se pro jejich ukladani do paméti
a na disk pouzivaji razné idké formaty. Prace popisuje dva vybrané ridké
formaty ulozeni matic.

Cilem této prace je implementace vybranych metod pro LU rozklad ridkych
matic. Prace se zabyva Croutovou, Choleského a QR metodou. Tyto metody
je potreba nejprve implementovat pro husté matice a poté upravit pro ridké
matice. Dale pro tyto metody diskutuje a implementuje moznosti paralelizace
nad sdilenou paméti.

Vysledkem jsou implementované metody, které jsou testovany nad vhod-
nymi daty a porovnavany z hlediska ¢asové a pamétové naroc¢nosti. Porovna-
vany jsou také rizné formaty ulozeni fidkych matic pro jednotlivé metody a
zrychleni metod pro rtzné pocty vldken.

Préace obsahuje dvé hlavni ¢asti. V prvni ¢ésti jsou popsany teoretické
zaklady metod provadéjici LU rozklad a forméaty ulozeni matic v paméti. V
druhé ¢asti jsou vysledky méreni a porovnani metod.






KAPITOLA 1

Popis problému a cil prace

1.1 Popis problému

Jednim z moznych feseni soustavy linedarnich rovnic je LU rozklad. Ten lze
provést nékolika metodami. Vybrané z nich tato prace popisuje. Problém na-
stava u ridkych matic, které mohou mit veliké rozméry a nemusi se vejit do
paméti, pritom vétsinu jejich prvka tvori nuly. Proto je dobré ukladat fidké
matice v jiném formatu nez klasické, husté matice.

1.2 Cil prace

Cilem préce je implementace vybranych metod pro LU rozklad. Konkrétné to
jsou Croutova, Choleského a QR metoda. Implementované metody nasledné
upravit pro dva formaty ulozeni{ fidkych matic a navrhnout jejich paralelizaci
nad sdilenou paméti pomoci OpenMP API.

Implementované metody je potfeba otestovat z hlediska casové a pamétové
naroc¢nosti. Namérené hodnoty je dédle potreba vyhodnotit a porovnat metody
podle formata uloZeni matic, poctu vlaken, porovnat metody mezi sebou a
srovnat s teoretickym predpokladem.






KAPITOLA 2

Teoreticky zaklad

V této kapitole jsou popsany teoretické zaklady jednotlivych metod, moznosti
jejich paralelizace a ruzné formaty ulozeni matic v paméti.

2.1 LU rozklad
LU rozklad je operace, pri které se matice A rozlozi na soucin dvou matic.
A=LU

Kde matice L je dolni trojihelnikova matice a matice U je horni trojuhelnikova
matice.

a1 a2 a13 liiy 0 0 U1l U2 U3
a1 azx a3 | = | la1 lo O 0w w3
asy azz2 as3 l31 I3z 33 0 0 ‘uss

2.1.1 ReSeni soustavy linearnich rovnic pomoci LU rozkladu

Tento rozklad se vyuziva pri feseni soustavy linedrnich rovnic.
Ax=b

Protoze se rozklada pouze matice A, vyuziva se tato metoda predevsim u sou-
stav, kde se méni pouze vysledky pravé strany b a matice A zlustava stejna.
Dosazenim LU rozkladu za matici A dostavame rovnici

LUz =0.

Zavedeme substituci
y=Uz.
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Tim dostaneme soustavu dvou rovnic
Ly=5b
Ur=y.

Protoze matice L a U jsou trojuhelnikové, je jejich vyteseni lehké.

2.1.2 Croutova metoda
2.1.2.1 Popis metody

P1i pouziti Croutovy metody méa matice L na diagondle samé jednicky.

ail1 a2 a3 1 0 0 U1l U2 U3
a1 az a3 | =]l 1 O 0w w3
as1 azz ass3 l31 I3 1 0 0 ‘uss

Pro vypocet matice L po sloupcich a matice U po fadcich z matice A o
velikosti n x n plati nasledujici pravidla, pro ¢ = 1,2, .., n:

i—1
uij = aij — Y (Ligugs)  Jj=1i,..,m
k=1
1 =
lj; = —(aji - Z(l]kukl)) j=1+1,..,n
Ui k=1

2.1.2.2 Casova slozitost

Pro matici o velikosti n x n Crouttiv algoritmus vyzaduje 2n3/3 operaci. [5]

2.1.2.3 Datova zavislost béhem LU rozkladu

Pro vypocet prvku na pozici u;; nebo [;; je z matice A potfeba zndt pouze
prvek a;; a protoze na diagondle matice L jsou pouze jednicky je mozné prvky
matic L a U zapisovat pifimo do matice A (tzv. in-place implementace). Dale
je pro vypocet prvku [;; potieba znat jesté vSechny prvky matice L, které se
nachazi v fadce pfed prvkem [;; a vSechny prvky matice U, které se nachazi
ve sloupci nad prvkem wj; i samotny prvek w;;.

Znazornéni datové zavislosti pro prvek ly3 (prvky, které jsou potieba k
jeho vypoctu jsou tuéné zvyraznény):

a1 a2 aiz  ayy 10 0 0 u1l U2 U1z U4
ag; a2 azz azg | | lor 1 0 O 0 w2 u23 uy
az1 aszp asy asa | | I3 Il 1 0 0 0 wuzz uy
(41 Q42 A43 Q44 lagn o g3 1 0 0 0 ug



2.1. LU rozklad

Pro vypocet prvku u;; je potfeba znat kromé prvku a;; jesté vSechny prvky
matice U, které se nachazi ve sloupci nad prvkem u;; a vSechny prvky matice
L, které se nachéazi v radce pred prvkem [;;.

Znézornéni datové zavislosti pro prvek wuss (prvky, které jsou potfeba k
jeho vypoctu jsou tuéné zvyraznény):

aip a2 a3 a4 r o0 0 0 U1l w2 W13 Ul4
as1 a2 azz azy | | lor 1 0 O 0 w2 u23 uy
az1 az2 asz azs | | Iz Is2 1 0 0 0 ‘ugs wus
aq (42 Q43 Q44 lar lyo laz 1 0 0 0 ‘uy

2.1.2.4 Paralelizace

7 datové zavislosti vyplyva, ze se paralelné muze v k-tém kroku nejprve vypo-
¢itat k-ty radek matice U. Tim se vypocitd i prvek u;;, ktery je potieba pro
paralelni vypocet k-tého sloupce matice L.

2.1.3 Choleského metoda
2.1.3.1 Popis metody

Choleského metoda se da pouzit pouze pro symetrické matice. Z toho vyplyva,
ze pro tento LU rozklad plati

A=LLT

A=UTU.

Pro vypocet prvka matice U po Tadcich z matice A o velikosti n x n plati
nasleduji pravidla, pro i=1, 2,..,n:

Ujj =
1 i1

uij = —(ay; — Z(ukiukj)) j=1i+1,..n
Ui =

Matice L je rovna transponové matici U.

2.1.3.2 Casova slozitost

Pro matici o velikosti n x n Choleského algoritmus vyZaduje n3/3 operaci.[2]

7



2. TEORETICKY ZAKLAD

2.1.3.3 Datova zavislost béhem LU rozkladu

Stejné jako u Croutovy metody, tato metoda potiebuje pro vypocet prvku na
pozici u;; znat z matice A pouze prvek a;; a protoze prvky na diagondldch
obou matic L a U se rovnaji, je zde moznost in-place implementace. Dale pro
vypocet prvku u;; je potfeba znit vSechny prvky matice U, které se nachazi
ve sloupci nad prvkem u;; a vsechny prvky, které se nachdzi ve sloupci nad
prvkem w;;, véetné prvku wug;.

Znazornéni datové zavislosti pro prvek usy (prvky, které jsou potieba k
jeho vypoctu jsou tuéné zvyraznény):

A=UTU.
ai1 a2 a3 a4 uip 0 0 0 u11 U1z U1z Ug
agy az2 a3 a4 | | w2 wuze 0 0 0 w2 u23 uz4
az1 asz a3 as4 uiz uzz ugz 0 0 0 ugg wugy
G41 Q42 Q43 Q44 U4 U4 Uy Uy 0 0 0 ugq

2.1.3.4 Paralelizace

7 datové zavislosti vyplyva, ze v k-tém kroku se miize paralelné vypocitat k-ty
radek matice U.

2.2 QR rozklad

Mezi dalsi rozklady matic patii QR rozklad, ktery rozlozi matici A na matice
QaR.

A=QR

Kde matice R je horni trojihelnikova matice a matice Q mé vzajemné orto-
gonalni sloupce, tedy pro ni plati

RTQ=E.

Kde QT je transponovani matice Q a E je jednotkovd matice.[6]
Tato metoda se také pouzivaji pii feseni soustav linedrnich rovnic.

Ax =b.
Dosazenim predchozich vztaht vznikne rovnice.

Rz = Q"b.



2.2. QR rozklad

2.2.1 Gramuv-Schmidttv proces

Pro nalezeni QR rozkladu existuje nékolik postupti. Jednim z nich je Gramiiv-
Schmidtuv proces. Gramuv-Schmidtiv proces nalezne pro danou kone¢nou
mnozinu vektoru jejich ortogonalni bazi.

QR rozklad pomoci Gramova-Schmidtova procesu se vypocita pro matice
o velikosti n x n podle nasledujicich pravidel, pro i=1, 2,..n:

T’jiZQj*AZ' j=1,..,i—1

Kde Q; znamend j-ty sloupec matice Q a @); * A; znamend skaldrni soucin j-
tého sloupce matice Q a i-tého sloupce matice A a ||v|| znamend normalizace
vektoru.

2.2.1.1 Pseudo kéd

fori=1:ndo
v=A(:,1)
forj=1:i—1do
R(j,1) = QG.4) * A i)
end for
forj=1:i—1do
V=v— R(]vl) * Q(7])
end for
R(i,i)=[|v]|
Q(i)=v/R(i,i)
end for
Kde Q(:,i) znamend i-ty sloupec matice Q, Q(:,j) * A(:,i) znamend skaldrni
soucin vektoru a ||v|| znamend normalizace vektoru.

2.2.1.2 Casova sloZitost

Pro matici o velikosti n xn Gramtiv-Schmidttiv proces vyzaduje 2n? operaci.[3]

2.2.1.3 Datova zavislost béhem QR rozkladu

Pro vypocet k-tého sloupce matice R je potfeba znéat k-ty sloupec matice A
a sloupce 1 az k — 1 matice Q. Pro prvky na diagondle (rgx) je navic potieba
znat i vSechny prvky, které se nachézi ve sloupci nad nim. Pro vypocet k-tého

9



2. TEORETICKY ZAKLAD

sloupce matice Q je potreba znét k-ty sloupec matice A i matice R a sloupce
1 az k£ — 1 matice Q.

Znazornéni datové zavislosti pro tfeti sloupec matice R (kromé prvku r33)
(prvky, které jsou potieba k jeho vypoctu jsou tucné zvyraznény):

a1l a2 aiz ai4 qi1 912 413 qi4 i1 T2 Tis T4
az1 G2 a3 a24 dq21 Q22 ¢23 Q24 0 raa 123 T24
asy asy agz asy d31 d32 ¢33 (34 0 0 733 ray
a4 Q42 343 Q44 dqa1 d42 43 qu4 0 0 0 7y

Znazornéni datové zavislosti pro tfeti sloupec matice Q (prvky, které jsou
potieba k jeho vypoctu jsou tuéné zvyraznény):

ailr G122 a1z ai4 q11 912 413 414 11 T2 Triz T4
as1 a2 A2z Ay q21 d22 23 Q24 0 7roo T2z T4
azy a3z azz asq qs31 932 433 434 0 0 r3z 734
aq1 Q42 A43 A4y q41 942 43 Qa4 0 0 0 714

2.2.1.4 Paralelizace

Gramtiv-Schmidttiv proces se da pocitat pouze po sloupcich. Jednotlivé prvky
ve sloupci na sobé nejsou zdvislé ale sdileji spolu vektor v (viz pseudo kéd
2.2.1.1)). Z tohoto diivodu se paralelné pocitaji pouze prvky ve sloupci matice

Q.

2.3 Formaty pro ukladani ridkych matice

Ridké matice maji vétsinu prvkid nulovych. Takové matice mivaji casto velké
rozméry a pro snizeni jejich paméfové narocnosti se pro ulozeni do paméti
vyuzivaji rizné formaty.

2.3.1 Husty format

Husty format ukladd do paméti vSechny prvky matice. Jeho nevyhodou je,
ze pokud ma matice velké mnozstvi nulovych prvki, potfebuje vice paméti
nez jiné formaty. Vyhodou je, ze pristup k jednotlivym prvkim méa konstantni
slozitost.

S O O N
O ot = O
N W oD
- O O O

hodnoty [[2]0]6[0]0]1]0[0]0[5][3]0][0][0]2]4]

10



2.3. Formaty pro uklddani ridkych matice

2.3.2 COO format

COO (Coordinate) format ukladd pro kazdy nenulovy prvek jeho hodnotu,
index radku a index sloupce. Pro ulozeni matice jsou potieba 3 pole, které
maji stejnou velikost shodnou s poc¢tem nenulovych prvka v matici.

Poradi, ve kterém se prvky ukladaji, je libovolny. Nejcastéji se vsak ukla-
daji po fadcich nebo po sloupcich (pouzito v ptikladu uloZeni matice).

Ulozeni fidkych matic v COO formétu je pro ridké matice oproti hustému
formatu méné narocéné na pamét, ale nalezeni konkrétniho prvku nems kon-
stantni slozitost.

2 0 6 0

01 00

0530

0 0 2 4

hodnoty 2111563 |24
indexy radkl 1 3111344
indexy sloupcti || 1 | 2 | 2 31314

2.3.3 CRS formaéat

CRS (Compressed Row Storage) formét ukladd nenulové prvky matice po fad-
cich, proto se hodi pro algoritmy, které pracuji s matici po radcich. K ulozeni
matice do paméti potiebuje 3 pole. V prvnim poli se ukladaji hodnoty nenu-
lovych prvki, v druhém jsou ulozeny jejich sloupcové indexy a ve tfetim poli
jsou ukazatelé na prvni nenulovy prvek v daném tradku.

Z uvedenych formata je tento nejméné niroény na pamét. Nevyhodou je,
ze nalezeni daného prvku ma linearni slozitost. Pokud vsak program prochéazi
matici po radcich, mize mit nalezeni jednoho prvku konstantni slozitost.

O O O N
o ot = O
N W oD
= O O O

hodnoty 2161|513 |2|4
indexy sloupca || 1 |3 |2(2]3|3 |4
’ ukazatelé na novy radek H 1 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 6 ‘

2.3.4 CCS format

CCS (Compressed Column Storage) format je podobny CRS forméatu. Na
rozdil od ného se nenulové prvky uklddaji po sloupcich, proto je vhodny pro
algoritmy, které pracuji s matici po sloupcich. K ulozeni matice do paméti
potfebuje 3 pole. V prvnim, stejné jako u CRS formatu, jsou ulozeny hodnoty

11



2. TEORETICKY ZAKLAD

nenulovych prvkia. V druhém poli jsou indexy tadkia a ve tfetim poli jsou
ukazatelé na prvni nenulovy prvek v daném sloupci.

’ ukazatelé na novy sloupec ‘ 1 ‘ 2 ‘ 4

2 0 60

0100

05 30

00 2 4
hodnoty 2111563 |2|4
indexytadkt || 1|2 |3 |1 |3 |44
| |

7

2.4 Redukce zaplnéni pro Croutovu a Choleského

metodu

Pti LU rozkladu dochazi u vyslednych matic k jejich zaplnéni nenulovymi
prvky (tzv. fill-in). Zaplnéni lze snizit prohozenim fadku a sloupct v matici.

2.4.1 Postup

Necht matice A je ridka matice, kde pro k-ty krok se na radcich a na sloupcich
1,2,..,k — 1 nachézi prvky po provedeni LU rozkladu a na zbylych mistech se
nachézi prvky pfed provedenim LU rozkladu.

Ul U1
l U
A 2,1 U22
l31 32
lag lap

u1,3 Uul,4
U2 3 U2 4
gk Ak k+1
Ok+1,k Ok4+1,k+1

Pro k-ty krok LU rozkladu je potifeba najit prvek, ktery se presune na
pozici prvku agi a tim se minimalizuje zaplnéni.

Nejprve se vytvori matice B tak, ze se nenulové prvky v matici A nahradi
jednickami a nulové prvky nulami. Matice S, T a N jsou submatice matice

B, pro které plati:

S ={bi} i>kj<k
T = {b;} i<kyj>k
N = {b;;} >k jzk
Matice D je definovana jako
D=Sx%T.

Kde * je Booleovské nasobeni matic. Matice D pak vznikne z matice D na-
hrazenim nenulovych prvkta nulou a nulovych prvki jednickou.

Matice W je definovana jako

W =D+ N.

12



2.4. Redukce zaplnéni pro Croutovu a Choleského metodu

Kde + je Booleovské s¢itdni matic.
Necht V je sloupcovy vektor vektor délky n—k—+1 obsahujici samé jednicky.
Pak r a ¢ jsou celoc¢iselna pole o délce n + k — 1 a jsou definovana jako

c=V'W
r=WV.

Necht r; + ¢; = max(rp + c4). Pak presun prvku a;4r—1 j+x—1 na pozici prvku
agr na zacatku k-tého kroku Croutovy metody snizi zaplnéni vyslednych ma-
tic.

Pro Choleského metodu pak musi platit r; +¢; = max(rp+c¢p), aby zustala
zachovana symetri¢nost matice.

2.4.2 Diikaz

Dukaz je uveden v [4].
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KAPITOLA 3

Realizace

V této kapitole je popsdna implementace metod. Zaméruje se predevsim na
matice, jejich formaty ulozeni a praci s nimi.

3.1 Programovaci jazyk

Pro implementaci byl zvolen programovaci jazyk C++ z duvodua jeho vykon-
nosti. Pro paralelizaci programu je pouzito OpenMP API. Jeho vyhodou je
platformni prenositelnost a jednodussi implementace nez POSIXovych vldken.

3.2 Implementace matic

Husty forméat (viz kap. je implementovan pomoci dvourozmeérného pole.
K jednotlivym prvkiam pristupuje s konstantni slozitosti.

CRS/CCS format (viz kap. je implementovan pomoci pole a
spojového seznamu. Pole m4 velikost shodnout s velikosti matice a nachéazi
se v ném zacCatky spojovych seznamii. Umisténi v poli pak znac¢i v jaké radce
(CRS format) nebo sloupci (CCS format) se prvek v matici nachézi. V jednom
prvku spojového seznamu je ulozena hodnota prvku v matici a index sloupce
(pro CRS formét) nebo fadku (pro CCS formét) ve kterém se prvek nachézi.
Prvky ve spojovém seznamu jsou fazeny podle indexu sloupce/tadky. Zapi-
sovani prvkl do matic tak ma linedrni slozitost. Protoze metody pristupuji
k prvkim po sloupcich nebo po fadcich je jejich nalezeni implementovano s
konstantni slozitosti.

COO formét (viz kap. je implementovan pomoci pole struktur. Pole
mé velikost shodnou s po¢tem nenulovych prvkia v matici. Struktura (jeden
prvek v poli) se skladd z hodnoty prvku matice, indexu fddku a indexu sloupce.
Pristup k prvku méa logaritmickou slozitost.

15



3. REALIZACE

3.3 Vybér mezi CRS a CCS formatem ulozZeni
matic

Mezi CRS (viz kap. a CCS (viz kap. formatem se rozhoduje na
zékladé toho, jakym zplusobem pristupuji jednotlivé metody k prvkim v mati-
cich. LU rozklad (viz kap. pristupuje k prvkiim matice L po fadcich, proto
je pro ni vhodné pii pouziti CRS/CCS formatu pouzit format CRS, ktery ma
prvky ulozeny po radcich. K prvkiim matice U pristupuje po sloupcich, proto
je pro ni vhodné pouzit format CCS, ktery ma prvky ulozeny po sloupcich.
QR rozklad (viz kap. pristupuje ke vS8em maticim po sloupcich, proto
je pro tyto matice pfi pouziti CRS/CCS formétu vhodné pouzit format CCS.

3.4 Ukladani vyslednych matic ve vnitrni paméti

Croutova metoda (viz kap. pro husty format ulozeni matic pouziva in-
place implementaci. Pro ulozeni vstupni a vystupni matice sta¢i pouze jedna
matice, do které se béhem rozkladu zapisuji vysledky. Pro CRS/CCS a COO
format uklada vysledky do jinych matic nez je ptivodni, vstupni matice a proto
pro tyto formaty potrebuje béhem vypoctu t¥i riizné matice.

Choleského metoda (viz kap. , stejné jako Croutova metoda, pro
husty format ulozeni matice pouziva in-place implementaci. Potrebuje tedy
pouze jednu matici. Pro CRS/CCS a COO format uklddé vysledek do jinych
matic nez je ptivodni, vstupni matice. Jelikoz jsou vysledné matice symetrické,
staci ulozit pouze jednu matici. Pro tyto formaty potrebuje béhem vypoctu
dvé rizné matice.

QR rozklad (viz kap. pro husty format ulozeni matic pouziva in-place
implementaci pro matici Q. Matici R uklad4 do jiné matice, protoze matice
Q neni trojihelnikova matice. Pro CRS/CCS a COO format uklddd matici Q
a R do samostatnych matic. Pro tyto formaty potfebuje béhem vypoctu tii
rizné matice.

16



KAPITOLA 4

Testovani

V této kapitole jsou popsdny mérici metodiky, vysledky méfeni a porovnani
jednotlivych metod s riznym poctem vliaken, formatem uloZeni matic a po-
rovnani metod mezi sebou.

4.1 Testovaci soustava

Testovani probihalo na skolnim serveru star.fit.cvut.cz s nasledujicimi para-
metry:

Procesor: 2ks Xeon 2620 @ 2.1Ghz

RAM: 32 GB

4.2 Testované matice

Program je testovan na vhodnych ¢tvercovych maticich. Matice byly pro da-
nou velikost ndhodné vygenerovany. Pro testovani redukce zaplnéni byly na
vygenerovanych maticich znat jen malé rozdily, proto byly pouzity matice s
rozdilnymi vlastnostmi z vefejné dostupnych databazi. Konkrétné z databaze
The University of Florida Sparse Matrixz Collection.

Pri testovani byl méren ¢as potiebny k rozkladu matice a pocet nenulovych
prvkt ve vyslednych maticich.

4.3 Stanoveni ¢asové naroc¢nosti

Casova naro¢nost byla méfena v sekundich pomoci OpenMP API. Cas je
méfen od pocatku vypoctu LU rozkladu az do jeho dokonceni. Neobsahuje
tedy Cas potfebny pro nacteni vstupni matice.

Casové slozitost byla méfena pro riizné formaty ulozeni matic a dale pro

paralelni rozklad pfi pouziti CRS/CCS formétu (viz kap. 2.3.4)) ulozeni
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4. TESTOVANT

matic. Paralelni verze byly testovany pro 2, 4, 6 a 12 vlaken a bylo vypocitano
jejich zrychleni oproti sekvenéni verzi jako

Tsek

S = .
Tpar

Kde S je zrychleni, T, je Cas paralelni verze a Ty, je Cas sekvencni verze.
Vysledny cas je pramérny cas ze Ctyl meéfeni.

4.4 Stanoveni pamétové narocnosti

Pamétova naroc¢nost je odvozena od velikosti matice, po¢tu nenulovych prvki,
zpusobu ulozZeni matic v paméti a poc¢tu matic, které dand metoda potiebuje.
Ciselné hodnoty prvki matic jsou ulozeny ve formatu double, ktery ma velikost
8 B. Celociselné hodnoty jsou ulozeny ve formatu integer, ktery mé velikost
4 B.

Husty format (viz kap. potrebuje k ulozeni matice dvourozmeérné
pole prvki. Pro uloZeni matice o velikosti n potfebuje n *n x 8 B paméti. Na
poc¢tu nenulovych prvkt v matici nezédlezi.

CSR/CCS format (viz kap. ukldda pouze nenulové prvky, je-
jich indexy fadky/sloupce a ukazatele na zacatek daného sloupce/tadku. Pro
ulozeni matice o velikosti n s m nenulovymi prvky potiebuje m#*(4+48)+n*4 B.

COO format (viz kap. uklad4d nenulové prvky a jejich indexy radku a
sloupcii. Pro ulozeni matice o m nenulovych prvcich potfebuje mx*(8+4+4) B.
Na velikosti matice nezalezi.

18



4.5. Casova naroc¢nost

4.5 Casova naroc¢nost

Tabulka 4.1: Casova naro¢nost Croutovy metody podle zptisobu ulozeni matic

. . Cas [s
Velikost matice | g0 format | CR[S}CCS | Coo
500 0,225 0182 | 4,607
700 0,936 0,500 | 26,747
900 2,153 1491 | 104,639
1200 1924 2,906
1500 13,149 12,08
1700 22,019 20,579
1900 31,487 39,788
2100 14,504 61,427
2300 56,651 106,321
2500 75,972 155,902

160 T .
Husty forméat ——
CRS/CCS ———
140 COO0 ——/+

120

100

80 r

Cas[s]

1500 2000 2500

elilkkost matice
Obrazek 4.1: Casova naro¢nost Croutovy metody podle zptisobu ulozenf matic
7 méfeni je jasné patrné, ze nejhorsi casovou naro¢nost ma Croutova me-
toda (viz kap. [2.1.2)) pro COO formét matic, protoZe nalezeni jednoho prvku

matice ma logaritmickou slozitost. Se zvétsujici se velikosti matice roste i zapl-
néni vysledné matice a tim i ¢asova naro¢nost Croutovy metody pro CRS/CCS
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4. TESTOVANT

formét ulozeni matic, ktery byl nejrychlejsi pro matice do velikossti 1 700.
Husty format byl nejrychlejsi pro matice vétsi nez 1 700.

Tabulka 4.2: Casovd naro¢nost Croutovy metody podle poétu vldken pro
CSR/CCS formét ulozeni matic

: . Cas [s
Velikost matice |y 1m0 | 2 vidkna | 4 vlékLL | 6 vldkna | 12 vldkna

500 0182 | 0153 | 0,089 | 0,062 0,08
900 1491 | 0818 | 0424 | 0296 | 0,207
1500 1208 | 733 4,67 3,17 2,378
1700 1658 | 13,974 | 8903 | 7,637 | 6,408
1900 39,788 | 26,23 | 18297 | 15,233 | 13,233
2100 56,427 | 48,344 | 33619 | 27,777 | 24,063
2300 106,321 | 82,642 | 50,546 | 47,442 | 41,606
2500 155,002 | 115,079 | 100,63 | 90,657 | 76,878
8

Zrychleni

500 1000 1500 2000 2500

\elilkost matice

Obréazek 4.2: Zrychleni Croutovy metody podle poctu vlaken oproti sekvenéni
verzi s CSR/CCS formatem ulozeni matic

S rostoucim poc¢tem vlaken se snizuje Casova narocnost. Pii pouziti 12
vlaken doslo pramérné k 2, 5-krat zrychleni oproti sekven¢ni verzi. S rostouci
velikosti matice dochazi ke snizovani rozdili zrychleni mezi riznym poctem

vldken.
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4.5. Casova naroc¢nost

Tabulka 4.3: Casova naro¢nost Choleského metody podle zpiisobu uloZeni ma-

tic

. . Cas [s
Velikost matice | prt¢ formét | CR[S]/CCS | COO
500 0,105 0,126 | 1,089
700 0,442 0345 | 8,923
900 0,711 0,737 | 92,610
1200 2,695 3,735
1500 5,192 9,960
1700 12,765 16,733
1900 17,124 30,950
2100 23,722 15,652
2300 39,746 79,499
2500 53,875 110,617

120 ———
Husty format ——

CRS/CCS  ———
CO0 ——ro

100

80

60

Cas[s]

40

20 F

1500 2000

Velilkkost matice

Obréazek 4.3: Casova néaro¢nost Choleského metody podle zptisobu ulozeni

matic

Stejné jako u Croutovy metody i pro Choleského metodu (viz kap2.1.3)

je CRS/CCS format a to pro vSechny velikosti matice. Se zvétsujici velikosti
matice roste rozdil mezi hustym a CRS/CCS formétem.
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4. TESTOVANT

Tabulka 4.4: Casova naro¢nost Choleského metody podle poétu vldken pro
CSR/CCS formét ulozeni matic

. . Cas [s
Velikost matice 'y o146 | 2 vidkna | 4 vlzik[n]a | 6 vldken | 12 vidken
900 0737 | 020 | 0221 | 0,053 | 0,67
1500 996 | 6,643 | 3578 | 4416 | 3375
1700 16,733 | 11,521 | 8504 | 6468 | 6,283
1900 30,95 | 22,803 | 18,772 | 17,091 | 15316
2100 15,652 | 82,161 | 27,357 | 25,761 | 21,001
2300 79499 | 62,313 | 47,301 | 41,782 | 41,123
2500 03,062 | 81,267 | 65,402 | 63,108 | 61,863

7
4 e
45 b 6 ——
12 —e—
4
35
k=
a
s 3
by
™l
2.5 |
2
1.5 +
1

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600
Yelilkkost matice

Obréazek 4.4: Zrychleni Choleského metody podle poc¢tu vldken oproti sek-
venéni verzi s CSR/CCS forméatem ulozeni matic

Se zvysujicim se poctem vldken roste i zrychleni oproti sekvencni verzi. S
rostouci velikosti matic se ale zrychleni snizuje u vSech pocta vldken.
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4.5. Casova naroc¢nost

Tabulka 4.5: Casova naro¢nost QR rozkladu podle zptisobu ulozeni matic

. . Cas [s]
Velikost matice | g 9 format | CRS/CCS | COO
500 0,426 0499 | 11,789
700 1,585 0,898 | 120,824
900 3,823 3,047
1200 17,959 14,793
1500 58,137 25,008
1700 93,934 50,027
1900 151 441 80,15
2100 209,186 | 111,331
250 . . . . . R
Husty format ——
CRS/CCS  —e—
CO0 —s—
200
150
0
uw
L]
O
100
50 t
0] *

400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200
Velilkost matice

Obrazek 4.5: Casova naroénost QR rozkladu podle zptisobu uloZeni matic

QR rozklad (viz. kap. je ¢asové nejnarocnéjsi pro COO format matic.

vevs

metod nejlépe dopadl CRS/CCS format i pro velké matice matice s vysokym
poc¢tem nenulovych prvku.
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4. TESTOVANT

Tabulka 4.6: Casové naro¢nost QR rozkladu podle poétu vldken pro CSR/CCS
format ulozeni matic

. . Cas [s]

Velikost matice |y ;) 44no | 2 vidkna | 4 vidkna | 6 vidken | 12 vlken
900 3947 | 2341 | 1,082 | L1131 | 1,086
1200 14,793 | 10,182 | 7,799 | 6,977 | 6419
1500 25,098 | 17,934 | 17,182 | 16,431 | 13,83
1700 56,027 | 40,841 | 33294 | 30,453 | 28,066
1900 80,15 | 59,093 | 48,158 | 44,001 | 32,353
2100 111,331 | 81,606 | 63,467 | 61,804 | 43,771
2300 149,307 | 01,834 | 85,4476 | 83,809 | 74,557

4 T
2 ——
4 e
B —x—
35 12 —=—
3L
j=
@
% 25 t
>
g
2
15 | \\J
1

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400

‘elikost matice
Obréazek 4.6: Zrychleni QR rozkladu podle poctu vlaken oproti sekvencni verzi
s CSR/CCS forméatem ulozeni matic

Se zvysujicim se poctem vlaken roste i zrychleni QR rozkladu. Zrychleni
zustava podobné pro vsechny velikosti matic. QR rozklad pro 12 vlaken se
oproti sekvencni verzi zrychlil pramérné 2 az 2,5-krat.
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4.5. Casova naroc¢nost

4.5.1 Porovnani metod

160 . . . . . .

Crout —+—
Choleslky
140 ¢ QR ]

120

100 r

60 |
40 |

20 +

0 R . . . . .
400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400

Velilkost matice

Obrazek 4.7: Casova naro¢nost metod pro CSR/CCS format uloZeni matic

Z implementovanych metod je nejméné casové narocna Choleského me-
toda. M4 ovSem i nejvétsi omezeni a to, ze matice musi byt symetrické. Dru-
hou nejméné casové narocnou metodou je Croutova metoda a nejvice casové
naro¢nou je QR rozklad.

Namétené vysledky se shoduji s teoretickou slozitosti jednotlivych metod,
kde pro matici o rozmérech n x n musi Choleského metoda vykonat n3/3
operaci, Croutova metoda 2n3/3 operaci a QR rozklad 2n3 operaci.
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4. TESTOVANT

4.6 Pamétova narocnost

Tabulka 4.7: Pamétova narocnost Croutovy metody podle formatu ulozeni

matic
Velikost | Pocet nenulovych prvki Pamét [kB|
matice | pred po rozkladu Husty format ‘ CRS/CCS ‘ CcOO
500 625 645 1953,12 18,78 19,84
700 1225 1497 3828,12 37,36 42,53
900 2025 8439 6328,12 129,65 163,50
1200 3600 105541 11250,00 1288,37 1705,32
1500 5625 463672 17578,12 5511,29 7332,76
1700 7225 776365 22578,12 9195,97 12243,59
1900 9025 1208006 28203,12 14276,92 | 19016,10
2100 | 11025 1681699 34453,12 19853,01 | 26448,81
2300 | 13225 2203786 41328,12 25998,56 | 34640,79
2500 15625 2913243 48828,12 34342,20 | 45763,56
60000 AR
Husty format ——
CRS/CCS ——
COO ——
50000 | 1
40000 |
g
w 30000 |
£
&

20000 |

10000 r

500

1000

1500

Velilkost matice

2000

2500

Obrazek 4.8: Pamétova naroc¢nost Croutovy metody podle formétu ulozeni

matic

S rostouci velikosti matice roste i pamétova narocnost hustého formatu
ulozeni matic. U CRS/CCS formétu zélezi kromé velikosti matice i na poc¢tu
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4.6. Pamétova narocnost

nenulovych prvki. Jeho pamétova narocnost je mensi nez u hustého formatu.
COO format mé o néco vétsi pamétovou narocnost nez CRS/CCS format a
pro matice s po¢tem nenulovych prvku vétsim nez 50% je pamétoveé ndrocnéjsi
nez husty format.
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4. TESTOVANT

Tabulka 4.8: Pamétova naro¢nost Choleského metody podle formatu ulozeni

matic

Velikost | Pocet nenulovych prvki Pamét [kB]|

matice | pred po rozkladu Husty format ‘ CRS/CCS ‘ COO
500 625 672 1953,12 17,36 14,28
700 1225 1840 3828,12 31,63 29,75
900 2025 4636 6328,12 56,60 59,50
1200 3600 414092 11250,00 2470,85 3273,17
1500 5625 956406 17578,12 5666,19 7528,31
1700 7225 1381390 22578,12 8169,61 | 10862,66
1900 9025 2161662 28203,12 12755,97 | 16974,26
2100 11025 2654470 34453,12 15659,15 | 20841,61
2300 13225 3389640 41328,12 19983,58 | 26603,97
2500 15625 4348992 48828,12 25622,75 | 34119,32

60000

Husty form&t ———

CRS/CCS  ——e—
CO0 —s—

50000 | 1

40000 |

30000 |

Pamét [kB]

20000 |

10000 +

500 1000 1500 2000 2500

Velilkkost matice

Obréazek 4.9: Pamétova narocnost Choleského metody podle formatu ulozeni

matic

Podobné jako u Croutovy metody i u Choleského metody je pamétove
nejnaro¢néjsi husty format. CRS/CCS formét je pamétové nejméné naroény
a COO formét je druhy nejméné naro¢ny. CRS/CCS a COO jsou pamétove
méné naro¢ni predevsim diky tomu, Ze vSsechny matice jsou symetrické a pro
jejich ulozeni sta¢i ulozit pouze polovinu nenulovych prvki.
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4.6. Pamétova narocnost

Tabulka 4.9: Pamétova naroc¢nost QR rozkladu podle formatu ulozeni matic

Velikost | Pocet nenulovych prvki Pamét [kB]
matice | pred po rozkladu Husty format ‘ CRS/CCS ‘ CcOO
500 625 1229 3906,25 27,58 28,96
700 1225 4364 7656,25 73,69 87,32
900 2025 253293 12656,25 3002,55 3989,34
1200 3600 1134018 22500,00 13345,52 17775,28
1500 9625 2278621 35156,25 26786,08 35691,34
1700 7225 3260095 45156,25 38308,82 51051,87
1900 9025 4243774 56406,25 49859,75 66449,98
2100 11025 5381491 68906,25 63218,15 | 84258,06
2300 13225 6660327 82656,25 78077,66 | 104067,60
120000 R
Husty format ——
CRS/CCS  ——e—
CoO
100000
80000 |
)
= 60000 |
£
&
40000 |
20000
0

400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400
Velilkost matice

Obréazek 4.10: Pamétova narocnost QR rozkladu podle formatu ulozeni matic

Vv

leského metoda, protoze matice Q neni trojuhelnikovd matice a pro ulozeni
vysledku nestaci jen jedna matice. Nejméné pamétové narocény je CRS/CCS
format ulozeni matic, prestoze se blizi k pamétové narocnosti hustého formatu,

protoze vysledné matice obsahuji vétsi mnozstvi nenulovych prvki.
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4. TESTOVANT

4.6.1 Redukce zaplnéni matic

Tabulka 4.10: Redukce zaplnéni vyslednych matic pii pouziti Croutovy me-
tody

Velikost Pocet nenulovych prvki
matice | bez redukce zaplnéni | s redukeci zaplnéni
216 6945 6856
301 16529 13607
343 15179 14821
400 32774 12968
450 25764 11486
511 97284 82387
541 116156 78895
680 100293 68533

Bez redukce zlaplné'm’ A
120000 S redukcl zaplnénih ——s— 4

100000

80000 |

60000 +

40000 +

Podet nenulovych prvid

20000 +

0

200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700

Velilkost matice

Obréazek 4.11: Redukce zaplnéni vyslednych matic pii pouziti Croutovy me-
tody

Namétené hodnoty potvrdily, ze pouzitim metody pro redukci zaplnéni
matic (viz kap. lze dosdhnout vyrazného snizeni po¢tu nenulovych prvku.
V nejlepsim piipadé se jejich pocet snizil o 55%. V nejhorsim piipadé se jejich
pocet snizil velmi maélo.
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Zaver

V préaci byly implementovany metody pro LU rozklad matic a to konkrétné
Croutova, Choleského a QR metoda. Metody byly implementovany pro husté
matice a nasledné upraveny pro ruzné formaty ukladani ridkych matic. Déle
byla provedena jejich paralelizace nad sdilenou paméti. Metody byly testovany
a porovnavany z hlediska Casové a pamétové narocnosti.

Na zédkladé namétrenych hodnot bylo zjisténo, Ze nejméné ¢asové narocnd
je Choleského metoda. Tato metoda ma ale také nejvétsi omezeni a to, ze
funguje pouze na symetrickych maticich. Druha nejméné casové narocné je
Croutova metoda. Nejvice casové narocny je QR rozklad. Namérené hodnoty
se tak shoduji s teoretickym predpokladem, kde podle velikosti matice musi
nejméné operaci vykonat Choleského metoda a nejvice QR rozklad.

7Z hlediska zptsobu ulozeni matic dopadl nejhiire COO format, ktery hleda
prvky s logaritmickou slozitosti. Pro Croutovu a Choleského metodu dopadl
nejlépe husty format. CRS/CCS format si vedl 1épe pouze u matic s malymi
rozméry a malym poctem nenulovych prvka ve vysledné matici. Pro QR roz-
klad dopadl nejlépe CRS/CCS formét pro vSechny velikosti matic.

P1i srovnani pamétové naroc¢nosti dopadl nejlépe CRS/CCS formét ulozeni
matic. Jeho pamétova narocnost je ovsem zavisld kromé velikosti matice i na
poc¢tu nenulovych prvki a proto prestava byt pamétové vyhodny oproti hus-
tému formatu u Croutovy metody priblizné pii 33% a QR rozkladu priblizné
pri 66% zaplnéni vysledné matice, u Choleského metody se uklada pouze po-
lovina prvki, proto je pro ni CRS/CCS forméat vyhodny i pti 100% zaplnéni
vysledné matice.

Pro paralelni verze doslo u vsech metod ke zrychleni. Pro Croutovu a
Choleského metodu se vSak se zvétsujici se velikosti matic zrychleni klesa. Pro
QR rozklad zustéva zrychleni podobné pro vsechny velikosti matic.
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PRILOHA A

Uzivatelska prirucka

A.1 Spusténi programu

Program se zkompiluje zadanim prikazu make do ptikazového radku ve slozce
s programem. Zkompilovany program se spousti z prikazového radku. Pri spus-
téni se zadavaji parametry, které ovliviuji jeho chovani.

1. Prvni parametr urcuje jakd metoda bude pouzita. Muze nabyvat hodnot
0,1,2a 3.

0 - Croutova metoda

1 - Choleského metoda

2 - QR rozklad

3 - Croutova medota s redukei zaplnéni

a
b
c

)
)
)
d)

2. Druhy parametr urc¢uje v jakém forméatu bude matice uloZena v paméti.

Mize nabyvat hodnot 0, 1 a 2.

a) 0 - Husty format
b) 1- CRS/CCS format
c¢) 2 - COO forméat

3. Treti parametr uréuje s kolika vldkny bude program spustén.

4. Ctvrty parametr je cesta a nazev souboru, ve kterém je ulozena vstupni
matice.

5. Paty parametr (nepovinny) urcuje zda se mé do konzole vypsat vysledek.
a) 0 nebo bez patého parametru - Vysledek se nevypise

b) 1 - Vysledek se vypiSe do konzole
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A. UZIVATELSKA PRIRUCKA

Napriklad nasledujici vyraz:
lu014./data/matice.mtx 1

spusti program provadéjici Croutovu metodu, s maticemi ulozenymi v CRS/CCS
formétu, bézicim se 4 vldkny, vstupnim souborem bude matice.mtx a vysledek
bude vypsan do konzole.

A.2 Vystup programu programu

Croutova metoda
CRS/CCS matice.

Cas:
4.1196e-05

Celkem nenulovych prvku:
7

Vysledek:
L:

1.5.

Na vystupu programu je uvedena pouzitd metoda, forméat ulozeni matic,
¢asova naroc¢nost potrebna k provedeni rozkladu, pocet nenulovych prvka ve
vyslednych maticich a pokud je pri spusténi programu uvedeno, ze se ma vy-
sledek vypsat do konzole, vypiSou se i vysledné matice. Ve vyslednych maticich
jsou nuly nahrazeny teckami a u Croutovy metody nevypisuje na diagonile
matice L jednicky.
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PRILOHA B

Seznam pouzitych zkratek

COO Coordinate
CRS Compressed Row Storage

CCS Compressed Column Storage
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PRILOHA C

Obsah prilozeného CD

readme.tXE. ..ottt e stru¢ny popis obsahu CD
| 2z AL zadani bakalaiské prace
| _program
ST o zdrojové kbédy implementace
o -1 R PP testované matice
L thesSis ..ivviiiiiiiiiiiiaannn... zdrojova forma prace ve formatu KITEX
L = grafy k praci
,text
LBP_Kusjr_Stanislav_2015 pdf il text prace ve formatu PDF
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