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Abstrakt

Teorie her se v dnesni dobé promitd do stdlé vétsiho poc¢tu disciplin. Lze jeji
pomoci fesit jak samotné spolecenské hry, od niz je nazev teorie her odvozen,
tak predevsim ekonomické, hospodaiské nebo vojenské cile. Problematika zasa-
huje do kazdého rozhodovaciho procesu, kde se icastnici snazi néjak predikovat
chovani ostatnich vlivi - jinych hrd¢u a maximalizovat uzitek svuj nebo néjaké
skupiny. Ovsem mnohé pievedeni redlnych ptipadu do matematického modelu a
piipadnych dalsich specidlnich forem teorie her s sebou nese spoustu problému.
Kromé neuchopitelnosti skute¢ného svéta do konetného poctu akci a stavu je
to hlavné problém rozsahlosti a velikosti dat. S rostouci velikosti hry roste i cas
jejtho zpracovani, coz muze byt kritické, pokud nam zalezi na presném vysledku
v realném case.

Klicova slova

stochasticka nekone¢nd hra, Nashovo eqilibrium, hodnota hry, itera¢ni algorit-
mus

Abstract

Game Theory is today reflected in a growing number of disciplines. With it
we can solved the classic board games from which exists the current name of
the game theory, but mainly economic, military or economic targets. The issue
affects every decision-making process, where participants try to somehow pre-
dict the behavior of other influences - other players and maximize some profit.
However, many real cases carries in a mathematical model or any other special
forms of game theory a lot of problems. In addition to the difficult transfer of
the real world into a finite number of events and conditions, it is mainly a pro-
blem of the breadth and size of data. With the growing size of the game grows
the time of processing, which is critical if we depend on accurate results in real
time.

Keywords

stochastic infinite game, Nash equlibrium, game value, iteration algorithm
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Kapitola 1
Uvod

Vypocteni Nashova equliberia v nekonec¢né stochastické hie tvoii v teorii her
velmi obtizné tesitelny problém. Nejlepsi algoritmy pro jeho vyreSeni dokéazaly
konvergovat pouze za omezenych podminek a na malych datech.

Potencidl vyuziti tohoto typu hry je ovSsem obrovsky. Napiiklad patrolovani
hlidek, tj. hra obrancu a utoénika, kdy neméame jasny zacatek nebo konec hry,
coz muze byt napiiklad ochrana serveru pred hackerskym utokem nebo redlné
lodé hlidkujici pred piraty. Stejné tak to mohou byt klasické stolni hry, které
standardné pracuji s velkou sadou dat. Jak ndm mnohé pokusy ukazuji, daii se
obcas vytesit stochastickou hru, naptiklad algoritmus pro pfiblizné feseni stra-
tegii equlibria k tithrac¢ovému Texas hold’em [11].

Zajimaji nés predevs§im takové hry, které maji své utility v termindlnich stavech.
To nékdy vede k tomu, ze hodnota equliberia muze diky vnitinim cyklim hry
konvergovat velmi pomalu.

V této praci se pokusim ukéazat, zda existuje néjakd moznost, jak zmensit pro-
stor hry a tim pomoci k rychlejsi konvergenci iteracnich algoritmu. Nejprve
zavedu potiebné definice z teorie her, abych mohl ukdzat nejznaméjsi algo-
ritmy pro feseni Nashova equlibria. V dalsich kapitolach zavedu novy algoritmus,
vychézejici z principu Double Oracle [10] algoritmu a provedu s nim experimenty
na vlastni sadé nagenerovanych her.



Kapitola 2

Teorie her

Pro zacétek je tieba definovat zdkladni pojmy teorie her z [3], predevsim pak
jistou podmnozinu tohoto rozsahlého oboru, kterou budeme v dalsich ¢astéch
prace pouzivat. Pro nase tcely se budeme zabyvat striktni podmnozinou her a
to takovych, kterd jsou v s nulovym souctem, jsou stochastické [4], nekonecné
(budeme je zapisovat do soutavy matic) a maji pouze dva hrace.

2.1 Hrac

Hréc je entita, kterd rozhoduje jaké akce ve hie bude hrat. U hréce je dulezita
jeho racionélnost, tj. jakym zpusobem akce voli, pfipadné podle jakych strategii.
Jakozto raciondlniho hrace definujeme takového, ktery voli akce strategii tak,
aby maximalizoval sviyj zisk.

V tomto textu ho budeme znacit jako Hrdc i, kde ¢ je index hréce.

2.2 Stav hry

Je urcita situace ve hie. Hraci v ni vyberou své akce a poté se podle zahranych
akci hra presouva do dalsiho stavu. Specidlnimi stavy ve hie jsou stavy koncové,
resp. termindlni. To jsou stavy ve kterych hra konci, kdy se nelze dostat do
zadného dalstho stavu a hraci ziskavaji néjakou vyhru danou utilitni funkei.
Ostatnim stavim fikdme prechodné a slouzi k pfechodu do jinych predchodnych
nebo koncovych stavi. Dalsim specidlnim stavem je stav pocatecni, kde hra
zacind.

V tomto textu budeme stav hry reprezentovat jako matici, kde kazdé policko
udéava kombinaci dvou akei jednotlivych hracu. Vice v kapitole 3 a na Obrazku
3.2.

2.3 Hra

Je soubor pravidel a podminek, za jakych mohou jednotlivi hraci volit akce a v
jakém poradi, které pak vedou k néjakému vysledku. Hru lze zapsat jak mati-
cové, tak i formou stromu, kde kazdy uzel (v matici jeji jedna hrana) piirazuje
danému hraci jeho akce.



U her v nasem piipadé piredpokladame, ze kazdy vyplaceny zisk za dohrani hry
jendomu hréé¢i je na tdkor ostatnich hracu. To znamend, Ze pii zahrdni vSech
strategii v8ech hra¢u dava suma vyplacenych vyher dohromady nulu. Takové
hry definujeme jako hry s nulovym souctem.

Pro ilustraci je na Obrazku 2.1 uvedena hra s nulovym souctem, kde po
dohrani prvni akce hrac¢i okamzité dostavaji hodnotu utility. Graf znazornuje
vSechny moznosti, jak mohou hraci své akce volit. Bild pole urcuji, ktera akce
byla zvolena.

11 0,0

2,2 44
11 0,0 1,1 0,0 1,1 0,0 =1Ll 0,0
2.2 44 2,9 44 2,2 44 2,2 44

Obrazek 2.1: Priklad hry s nulovym sou¢tem ve formé grafu

Tato hra je prevedend do maticové formy na Obrazku 2.2. Dimenze matice
pfifazuje hra¢im pocet jejich akei, tady konkrétné pro Hrace 1 akce a; ; a Hraci
2 bi,j-

Hra: 1 b1 b1 2
a1’1 —1,1 0,0
a1.2 —272 -4,4

Obrazek 2.2: Piiklad hry s nulovym souc¢tem v maticové formé

Zde nazyvame matici hrou. Je to specidlni pfipad pro jednostavovou hru.
Jako hru vsak budeme déle v textu reprezentovat soustavu matic. Tedy jedna
matice znaci stav hry.



2.4 Hra v normalni formé

Nejcastéjsim vyjadienim hry je hra v tzv. normalové formé. Jde o ptresny popis
uzaviené mnoziny vsech akci pro kazdého hrace hry. U hry v normalnim tvaru se
predpokladé, ze hraci voli své akce zaroven a nemaji piehled o tazich protihracu
3].

Definice 1 Koneénd n-hrdcovd hra A je v normdlnd formé, tj. trojice (N, A,
u) pokud:

e N je konecnd mnoZina n-hrdci, idexované i = {1, 2, ..., n}
e A=A x ... x A, A; je koneénd mnozina akci dostupnijch pro hrdce i
® u=u; X .. X Uy, kde u; = R je utilitnd (vyplatni) funkce pro hrdce i

Definice 2 Stochastickou n-hrdcovou hru A nazgvdme nekonecnou, jestlize nemdame
zarucenou konvergenci strategit vSech hracu v redlném case.

To znamen4, Ze hra je sice popsana kone¢né mnoho stavy, ale jejich vzajemné
propojeni muze vytvaret cykly a tim zvySovat ¢asovou slozitost Feseni hry.
[4] Pro generovani nekoneéné hry muzeme vyuzit naptiklad konecény automat.

2.5 Determinismus a stochasticita

Pojmem stochasticita (ndhodnost) resp. stochastickd hra rozumime hru tako-
vou, kde figuruje prvek nahody. Kazdy souhrn akci vede na pravdépodobnostni
rozlozen{ moznych néslednych cila (stavi). V teorii her nazyvame stochastické
hry ¢asto hrami nekoneénymi se stochastickymi prechody [6].

Naopak determinismus (pfeduréenost), piipadné deterministickd hra, je hra ta-
kové, kde souhrn akei v8ech hracu vede presné k jednomu stavu ve hie. Deter-
ministickd hra je tedy v podstaté hra stochasticka, kde vime se stoprocentni
pravdépodobnosti ndvaznost stavu.

2.6 Utilita

Utilita neboli zisk ohodnocuje danou hru. Muze byt ziskdvana jak po jednot-
livych kolech, tak po dohrani celé hry. Nejcastéji se reprezentuje formou tzv.
vyplatni matice. Ta urcuje, jakou hodnotu dany hrac¢ pro piislusné kolo ziska.
Druhym zpusobem je reprezentace formou utilitni funkce, ktera kazdé kombinaci
akci pfifazuje hodnotu vyhry. Podle téchto hodnot pak hra¢ tvoii svou strategii,
aby takovyto zisk maximalizoval.

V nasem ptipadé budeme uvazovat, ze zisk je pouze v koncovych stavech. Jelikoz
se jednd o hry s nulovym souctem, hodnota vyhry jednoho hrace se bude rovnat
ztraté hrace porazeného.

2.7 Strategie

2.7.1 Strategie pro hry v normalni formeé

Strategie definuje akce, které hrac zvoli pro stav hry. Pokud hrac voli pouze jednu
akci pro kazdy stav, iika se se takové startegii ryzi startegie. Jestlize jsou akce



ndhodné (podle néjaké distribuce pravdépodobnosti), nazyvdme takovou star-
tegii smisenou startegii. Mnoziné strategii pres vSechny akce tikame profil dané
strategie. Strategie muze byt zaloZzena na ruznych predpovédich. Ty urcéujeme
podle toho, jak budou protihraci hrat, coz muze zdviset na néjaké vnéjsi infor-
maci nebo rozhodnuti hra¢u v predchozich kolech hry (minulost hry)[3].

2.7.2 Strategie pro stochastické hry

Strategie pro stochastické hry je tedy strategii smiSenou. Muzeme ji reprezento-
vat jako vektor ¢isel mezi 0 az 1 o velikosti poctu akei pro danou herni matici.
Obecné ji definujeme jako:

Definice 3 Nechf je mnozna (N, A, u) hra v normdlni formé a pro kazdou
mnoZinu X necht je II(X) mnoZina viech pravdépodobnostnich rozloZeni nad
mnoZinou X. Pak mnoZina smisenyjch strategii pro hrdce i je S; = II(A;).

Definice 4 Stochastickou strategii jednoho hrdce myslime mnozinu smisengjch
strategii {s},s2,...,s¥}, kde i je index hrdce a k je pocet stavii hry.

15590

2.7.3 Nejlepsi reakce - optimalni strategie

Pokud vime, jaké akce budou protihraci volit (napiiklad predpokladdme, Ze jsou
plné inteligentni a hraji své optimélni strategie), jsme schopni dopocitat ryzi
strategii takovou, ze maximalizuje prospéch pii takto zahranych profilech stra-
tegii. Takovd strategie se nazyva nejlepsi reakci na mnozinu strategii protihraca

[9]-

2.8 Nashovo equlibrium

Mnozinu strategif nazyvame Nashovym equlibriem, [9] pokud kazd4 strategie m;
je nejlepsi moznou reakei na vsechny strategie m;, kde 4, j jsou indexy hraca, N
je jejich pocet a plati j # 4, 5,4 € {1,2,.., N}. V nasem piipadé dvou protihrdcu
je N = 2. Strategie kazdého hréace je tedy nejlepsi moznou reakci na vsechny
ostatni strategie zbylych hrécu, tudiz kazdy hrac hraje svoji optimalni strategii.
Ocekavany zisk prvniho hrace se nazyva hodnota hry a znacCime ji v*. Ackoliv
muze na jedné hie existovat vice Nashovych equlibrii, hodnota hry pro tento
optiméln{ pifpad zustdva pokazdé stejnd (toto ndm zarucuje predpoklad, ze se
pohybujeme ve hrach s nulovym souctem).



Kapitola 3

Iteracni algoritmy, vypocet
strategii a hodnota hry

V této sekci si zavedeme dva nejznameé;jsi algoritmy pro vypocet hodnoty hry v*
a hodnot strategii [6] [5] Nashova equlibria. Pro ndzornost zavadime ndhodné
vygenerovanou hru, na které si ukdzeme, jak algoritmy funguji.

Definice 5 Mé&jme hru zadanou tak, Ze md pouze deterministické prechody mezi
stavy, dva hrdcée a wvelikost o N stavech. Pridejme ke hie dalsi dva termindlni
stavy: Stav 0 a Stav N+1, kde N+1 stav urcuje vijhru prontho hrdce a stav 0
vyhru druhého hrdce.

Uvazujme konkrétné zadanou hru z Obrazku 3.1. K ohodnoceni terminélnich
stavu zvolime vhodnou konstantu, tedy v nasem pripadé budou vysledky z inter-
valu <0,1>. Zbylé stavy, jez nemaji zapsanou zadnou hodnotu, jsou prechodné
do stavu, kam smétuje Sipka. Hrac¢ 1 voli radkové akce a Hra¢ 2 voli akce sloup-
cové. Hrac 1 ma tedy u prvniho stavu k dispozici tfi akce a Hra¢ 2 ma napiiklad
u druhého stavu k dispozici akce ¢tyfi.

\ ——
T~ J

Obrazek 3.1: Schema hry

Pokud tfeba Hrac 1 zvoli v prvni stavu svoji druhou akci a Hra¢ 2 zvoli akci
prvni, pfechod ze stavu jedna je zpét do stejného stavu. Kdyby ale Hrac 1 zvolil
svoji prvni akci ve stavu jedna, dostali bychom se do termindlniho stavu, hra by
skoncila a Hra¢ 1 by vyhral hru. Takto hraci voli své akce, aby maximalizovali
Sanci probojovat se ke svym termindlnim cilim skrze vSechny stavy hry.



Pro piehlednost budeme hru zapisovat maticemi pfechodu z Obrazek 3.2,
kde hodnota buiikky matice urcuje stav, do kterého se hraci pti zahrani ptislusnych
akci dostanou. Hodnoty utilit koncovych stava zvolime us = 0 a uy = 1, ale
aby nedoslo zaméné za prechod, do matice je nepiSeme.

1
2
0 2 3 3
2 3 0 1
Uo 1 2 U1
2 3 1 2
3 0

Obréazek 3.2: Hra prepsand na matici pfechodu

3.1 Linearni program pro optimalni strategie

Nashovo equlibrium jsme schopni najit pomoci nasledujiciho linedrniho pro-
gramu [7]. Ten vychdz{ z linedrnich programt pro jednotlivé hréce, kde se oba
hraci N;, kde @ € {1,2} snazi maximalizovat svoji hodnotu hry U}. Jelikoz se
pohybujeme ve hrach s nulovym souctem, vime U; = —Uj. Prvni hrac se tedy
snazi maximalizovat U] pfes vSechny akce a stretegii protihrace a druhy hrac
usiluje o totéz s vyjimkou toto, ze U; minimalizuje. Pokud linedrni programy
obou hracu spojime do jednoho, dostdvéame:

Definice 6 Linedrni program pro optimdini strategie obou hrdci je [3]:
minimalizace U za podminek

Z ui (@), af)- sk + ) =U; Vi €Aq
k €Ag

Z 5}2“ =1

k €As

sk >0 Vk €45
7“{ >0 Vj EAl



3.1.1 Priklad vypocétu hodnoty hry a strategii

Pro vypocet hodnoty hry, potazmo strategii jednotlivych hraca, bychom
potfebovali zndt ohodnoceni jednotlivych akci ve stavech hry. To se da
vypocitat z hodnotové iterace. To jak funguje si ukdzeme pozdéji, proto si
vypujéime tieti iteraci tohoto algoritmu, abychom na ném demonstrovali
nas linedrni program. Mame tedy stavy hry po tretim béhu programu pro
hodnotovou iteraci z Obrazku 3.2 ohodnocené takto:

1
2
0 0.0 1.0 3
0.0 1.0 0.0 0.5
0 0.5 0.0 1
0.0 1.0 0.5 0.0
1.0 0.0

Obréazek 3.3: Hodnota vektoru stavi pri treti iteraci algoritmu Value Iteration

Stav 1

Dosazenim do definice dostavame soustavu rovnic s podminkou:

min Uf

0.0-89 +1.0-s8 +r9 =Uy
058 +0.0-s83 +rl =U;
1.0-8Y +0.0-s5 +r? =U;,

kde suma s% s¢itd do jednicky a spolu se slackovymi proménnymi ] jsou rovny
nebo vétsi nule.

Po vyfeseni dostavame:

Uf =0.5

s = [0.5, 0.5]

a snadno pak dopocitame strategii prvniho hrace:
sy = [0.5, 0.0, 0.5]

Tento ptiklad stavu je jednoduchy, lze ho vyfesit i ivahou. Pokud se podivame
na akce, které muze zvolit sloupcovy hra¢ (tj. Hrd¢ 2 v nasem znadeni), je vidét,
z& v obou sloupcich se objevuje vitézna hodnota pro oba hréace. Sloupcovy hrac
nemuze zablokovat fadkovému hréci prechod, kde se vyskytuje hodnota 1.0. Je
mu tedy jedno, kterou akci zvoli, protoze v obou sloupcich je jeho vitézna hod-
nota 0.0. Stejné tak hra¢ fadkovy (tj. Hrdc¢ 1) vybird mezi prvni a posledni
akci. Proto maji pro tyto fadky a sloupce jejich strategie hodnotu 0.5. Z toho
vyplyva i hodnota hry Uy = 0.5.



Stav 2

Analogicky bychom mohli dosadit do rovnic. Kdyz se ale pozorné na hru podivame,
je zFejmé, Zze pokud sloupcovy hra¢ zvoli svou prvni akci (pfesun do svého
vyherniho termindlniho stavu), m4 vyhru jistou, af fadkovy hrac hraje jakouko-
liv strategii. Proto hodnota hry bude Uy = 0.0, sloupcovy hrac¢ bude hrat ryzi
strategii so = [1.0, 0.0, 0.0, 0.0] a na strategii fddkového hrace nezélezi pro
vypocet hodnoty hry.

3.2 Iterace hodnoty

Prvni z itera¢nich algoritmu, nazvany iterace hodnoty, pracuje na myslence
ohodnocovani vysledku kazdych dvojic akci podle hodnot hry stavu, do kterého
podle zvolenych akci se hrac¢i dostanou. Iterativni je tento algoritmus, jelikoz
opakované propo¢itava hodnoty jednotlivych stavu hry a konéi, az pokud vysledky
dvou po sobé jdoucich iteraci maji rozdil mensi, nez je ukoncovaci podminka
€ = poZadovand presnost [8].

Data: Ukoncovaci podminka pfesnosti
Result: Hodnota hry
1t:=0;
2 v0:=(0,...,0,1) ; // kde vektor v° je indexovén 0, 1, ...,N, N+1
3 while |v+ —vi—1| > ¢ do
4 t = t4+1;
vh =05
Vi =1,
for j € {1,2,..,N}do
| vb = wal(A;(0"1));
Algorithm 1: Iterace hodnoty [1]
Funkef val(A;(v'™1)) rozumime vypocet hodnoty hry. A; zde reprezentuje
mnozinu akci pro j-ty stav hry A. Poté, co je spoctena hodnota hry pro vsechny
stavy, kazda matice stavii ohodnoti své akce piislusnou hodnotou hry stavu, do
kterého prechazi. Toto ohodnoceni je pak jesté prendsobeno pravdépodobnosti,
jez urcuje, zda se do stavu vubec dostane.
V nize uvedenych piikladech zavedeme ve stavech hry nésledujici znaceni:
Hodnota v poli matice je hodnota utility a spodni index je stav do kterého se
hra¢i po zahrani prislusnych akci dostanou.

®» N o o«

3.2.1 Priklad iterace hodnoty

V pseudokédu algoritmu vidime, ze vektor v ma délku rovnu poétu stavii hry.
Hodnoty jednotlivych v) uréuji hodnotu hry daného stavu, tedy prvni a posledn{
¢islo vektoru v° uréuje hodnotu hry terminalnich stavii. To je trividlné hodnota
terminalnich stavi. Ostatnim stavim nastavime implicitné nuly. Kazdy z prvka
vektoru je vlastné jedna matice. Terminalni stavy maji rozmér 1x1 a ostatni
prechodné podle naseho piikladu 3x2 a 2x4. Zvolime ukonc¢ovaci podminku
napiiklad takto: e = 0.01, tim v praxi fikdme, Ze nam zalezi pouze na prvnich
dvou desetinnych mistech vysledku.



v = (0.0, 0.0, 0.0, 1.0)

1
2
0 0.02 0.03 3
0.02 0.03 0.00 0.0,
0 0.04 0.02 1
0.02 0.03 0.04 0.02
0.03 0.0

Obrazek 3.4: Algoritmus iterace hodnoty, t = 1
Zacindme iterovat. Za kazdou pozici vektoru v!, kde ¢ je pocitadlo iterace,

postupné pocitdme hodnotu hry daného stavu podle linedrniho programu. Poté
pfifazujeme hodnoty her k jednotlivym akcim.

v? = (0.0, 0.5, 0.0, 1.0)

1
2
0 0.09 1.05 3
0.0, 1.03 0.09 0.0¢
0 0.04 0.02 1
0.0 1.03 0.04 0.04
1.05 0.00

Obrazek 3.5: Algoritmus iterace hodnoty, t = 2
Algoritmus tak vlastné propisuje hodnoty ”od konce grafu”. V prvni iteraci

se objevi pouze hodnoty u stavu prechodnych k stavim termindlnim a az pozdéji
se propisi i hodnoty dal, podle toho jak jsou navazané prechody mezi stavy.

v = (0.0, 0.5, 0.0, 1.0)

1
2
0 0.0 1.0 3
0.0, | 1035 | 000 | 0.5
0 051 | 0.0, 1
0.0, | 103 | 05, | 0.0,
1.05 | 0.0

Obrazek 3.6: Algoritmus iterace hodnoty, t = 3
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Vidime, ze tento piiklad je skute¢né trivialni. Algoritmus skonéi po pouhych
tfech iteracich. Ukoncovaci konstanta € = 0.01, tedy byla dokonce nadsazena.
Jakakoliv na zacatku zadand vyssi presnost vysledek neovlivni, protoze dalsi
iterace neméni hodnoty her pro jednotlivé stavy. Hodnota hry je Uy = 0.5.

3.3 Iterace strategie

Druhy z iteraénich algoritmi, tedy iterace strategii, je vlastné rozsifenim hodno-
tové iterace. Znovu tu postupné dopocitavame hodnoty her a ptifazujeme utility
danym kombinacim akci. Zaroven se vSak kontroluje, jestli neexistuje pro hrace
lepsi tzv. optimdlnd strategie. Z iterace hodnoty zjistime strategie pro stavy hry
(pfendsobené soucasnymi strategiemi hracu) a podle nich optimalizujeme (po-
kud to jde) iterované startegie.

Iterace strategie zpravidla konverguje velmi rychle na malych datech. Naopak
na vétsich hrach je rychlost konvergence vyrazné pomalejsi nez u iterace hod-
noty. To je zapric¢inéno tim, ze se musi vyfesit velky prostor linearnich rovnic.
Algoritmus ukonéujeme (stejné jako u hodnotové iterace), pokud rozdil ohodno-
cenych stavii u dvou po sobé jdoucich iteraci je mensi nez podminka ptresnosti
e [8].

Data: Ukoncovaci podminka pfesnosti
Result: Optimalni strategie hracta hry

1t:=1;

2 s1:= pocateen{ strategie pro Hréce 1;
3 while true do

4 | sb:=optimdlnf strategie na si;

5 for i €{0, 1, 2,..,N, N+1}do

o | | ot ulst, )

7 t:=t+1;

8 for i € {1,2,..,N}do

9 if val(A;(v'=1)) > v'~! then

10 | st = mazmin(A;(v'™1));
11 else

12 |2l =alnl

13

Algorithm 2: Iterace strategie [1]

Funkce p; (s, sb) pocitd nasobek strategif si a sb vii¢i danému ohodnoceni

stavu, tedy jednoltlivym ptrechodim dava pravdépodobnost, Ze se uskutecni.
Procedura mazmin(A;(vt~1)) ptifazuje Hra¢i 1 jeho maximalizujici strategii
vypoctenou z linearnicho programu.

3.3.1 Priklad iterace strategie

Inicializujeme si vektor v9 stejné jako u iterace strategie. Akce, které vedou
rovnou k termindlnim stavim, dostanou pfislusnou utilitu. Déle je potieba
nastavit si profily strategii jednotlivych hréac¢t. Hraci 1 nastavime libovolnou
pocatecni strategii a Hrace 2 nechdme spocitat hodnotu nejlepsi reakce na stra-
tegii fadkového hrace. Hrac 1 zde zaCind s ryzi strategii pro prvni akci. Pro
srovnani s hodnotovou iteraci volime £ = 0.01.

11



Stav 1: s} = [1.0, 0.0, 0.0]
Stav 1: s = [1.0, 0.0]
Stav 2: s = [1.0, 0.0/
Stav 2: si = [1.0, 0.0, 0.0, 0.0]
1
2
0 0.0 0.03 3
0.02 0.03 0.0o 0.04
0 0.04 0.0 1
0.02 0.03 0.01 0.0
0.03 0.0
Obrazek 3.7: Algoritmus iterace strategie, t = 1
Stav 1: s2 = [1.0, 0.0, 0.0]
Stav 1: s2 = [1.0, 0.0/
Stav 2: s2 = [1.0, 0.0/
Stav 2: s2 = 1.0, 0.0, 0.0, 0.0]
1
2
0 0.0 1.03 3
0.02 1.03 0.0o 0.04
0 0.04 0.0 1
0.02 1.03 0.01 0.0
1.03 0.0

Obréazek 3.8: Algoritmus iterace strategie, t = 2

Algoritmus poté podle takto danych strategii prepocitd hodnoty pro vSechny
akce ve stavech hry a udéld z nich sumu p;(s%,s). Tu pak porovnava s hod-
notou hry vypoctenou linedrnim programem. Pokud je hodnota hry vyssi nez
wi(st, s5), nahradf se stdvajici strategie Hrace 1 strategif z linedrniho programu.

Stav 1:
Stav 1:
Stav 2:
Stav 2:

$ = [0.5, 0.0, 0.5]

s = [1.0, 0.0]

s3 = [1.0, 0.0]

3 = [1.0, 0.0, 0.0, 0.0]

12



Vidime, ze strategie Hrdce 1 se jiz pfizpusobila novému ohodnoceni akei
prvniho stavu. To je dano tim, ze hodnota funkce:

0.0 1.0
pi(s3,53) = [1.0 0.0 0.0]-]0.0 0.0 Bg] o
1.0 0.0 :

Ov8em hodnota hry prvniho stavu je 0.5, coz je lepsi hodnota nez 0.
Vezmeme strategii z linedrnfho programu a dostaneme [0.5, 0.0, 0.5], jakozto
novou startegii s7 pro Hrace 1.

1
2
0 0.02 1.03 3
0.0 1.03 0.0 0.51
0 0.51 0.09 1
0.0, 1.03 0.5¢ 0.04
1.05 0.09

Obrézek 3.9: Algoritmus iterace strategie, t = 3

A stejné tak na zménu strategie Hrace 2 zareagoval Hrac 1. Jiz ted vidime,
ze nasledujici iterace bude posledni, protoze se hodnoty matic shoduji s ohod-
nocenimi posledni iterace hodnotového algoritmu.

Stav 1: st = [0.5, 0.0, 0.5]
Stav 1: s3 = [1.0, 0.0]

Stav 2: st = [1.0, 0.0/

Stav 2: s4 = 1.0, 0.0, 0.0, 0.0]

1
2
0 0.0o | 1.0 3
0.05 1.0 0.00 0.5,
0 0.5, | 0.0 1
0.05 1.03 0.5 0.0,
1.0; | 0.0

Obrézek 3.10: Algoritmus iterace strategie, t = 4

Hodnota hry je po ¢tyfech iteracich Uy = 0.5, tedy zkonvergovala ke stejné
hodnoté hry jako u hodnotové iterace.
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3.4 Double Oracle

Do tfetice si zavedeme Double Oracle algoritmus, jehoz myslenky a principy
déle vyuzijeme pro feeni problému rozsifovani matic stavu [2] [10].
Algoritmus pracuje na myslence postupného pridavani akci, které mohou ovliv-
nit hru. Vezmeme stav, ktery ma ohodnocené kombinace akci néjakou utilitni
funkei. Za¢iname s malou podmnozinou akci. Na ni vypocitdme hodnoty Na-
shova equlibria, tj. jejich optimding strategie. Pak kazdému hréac¢i na tuto startegii
nechdme provést nejlepsi reakci ve formé ryzi strategie. Akce, které hraci zvo-
lili pfiddme do mnoziny a tento proces opakujeme, dokud uz nelze do mnoziny
zadné akce pridavat. Dalsi akce se nepridaji, jelikoz rozsifeni mnoziny akci jed-
noho hrace nezméni optimalni strategii druhého hréce, tedy tato akce nijak neo-
vliviiuje hodnotu Nashova equlibria. Timto zptusobem se zbavime akci, o kterych
vime, ze hodnotu hry nezméni, tedy zadny z hracu by ji nikdy pii soucasném
stavu hry nehral.

Data: Cést hry tj. jeji podhra := subGame
Result: Maximalni podhra takové, ze v ni hrac¢i maji své akce
postacujici k optimélni strategii
1 subGame := matice zdkladni podhry ze vstupu;
2 NE := mnozina strategii pro vSechny hrace na omezené hte -; vypocteno
z linedrniho programu;
3 while true do

4 if bestResponse(NE) € subGame then

5 break ; // pokud uz podhra obsahuje vSechny akce
postacujici k optimdlni strategii

6 update(subGame) ; // pridani novych radku a sloupcu do

herni matice podle nové& spoZitané optimdlni strategie
Algorithm 3: Double oracle algoritmus

3.4.1 Priklad Double Oracle algoritmu

Pro vypocet piikladu si vypujéime Stav 1 ze tfeti iterace hodnoty z Obrazku
3.6. Jako prvni provedeme inicializaci algoritmu, tedy zvolime podmnozinu akci.
Abychom se pokusili co nejvice stav ofezat, nechdme obéma hra¢um pouze jednu
a to prvni akci v prvnim fadku a sloupci. Tato hra mé trivialni vysledek op-
timdlnich strategii.

Iterace 1
Optimalni strategie Hrace 1 s; = [1]

Optima&lni strategie Hrace 2 sy = [1]

Nejlepsi reakce Hrace 2 na Hrace 1 bry = [1, 0]
Nejlepsi reakce Hrace 1 na Hrace 2 bry = [0, 0, 1]

Hraci 2 zcela vyhovuje vybér utility rovné nule a jeho nejlepsi reakce se tim

neméni. Hrac¢ 1 vSak radéji zvoli svou tieti akci s utilitou rovnou jedné, aby tim
zvysil hodnotu hry.
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Iterace 2

OptimAalni strategie Hrace 1 s; = [1]

Optimalni strategie Hrace 2 sy = [0, 1]

Nejlepsi reakce Hrace 2 na Hrace 1 brp = [0, 1]
Nejlepsi reakce Hrace 1 na Hrace 2 bry = [0, 0, 1]

Iterace 3

Optimalni strategie Hrace 1 s; = [0.5, 0.5]
Optimalni strategie Hrace 2 sy = [0.5, 0.5]
Nejlepsi reakce Hrace 2 na Hrace 1 bry = [1, 0]
Nejlepsi reakce Hrace 1 na Hrace 2 bry = [1, 0, 0]

Tento selektivni postup ndm na tomto jednoduchém stavu demonstroval to,
co bylo ztejmé jiz v iteraci hodnoty. Druhd akce fadkového hriace matice nese
prebytec¢nou informaci o Stavu 1, tedy pro nase ucely neni potiebnda k nalezeni
optimalni strategie.

Iterace 1 Iterace 2 Iterace 3

0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0
0.5 0.0 - 0.5 0.0 - 0.5 0.0
1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0

Obréazek 3.11: Algoritmus Double Oracle na Stavu 1 z Obrazku 3.8

15



Kapitola 4

Iteracni algoritmy ve
stochastickych hrach v
nekonec¢né krocich

Predpoklddejme, ze mdme algoritmy optimdlné naprogramované a k vypoctum
pouzivame vykonny pocita¢. Jediny parametr, se kterym muzeme hybat, je
ukonéovaci podminka. U té vSak pozadujeme, co nejvyssi ptresnost, tedy co
nejmensi rozdil ve zkonvergovanych hodnotéach hry nebo startegie dvou po sobé
jdoucich iteracich.

Zavislost doby konvergence na velikosti hry pro podminku 1e05

40r
Pro det = 0.2
— — —Prodet=0.6
35f Pro det = 1.0

(]
o
T

N
[}
T

N
(&)
T
\
\
\

Doba iterace hodnoty a strategie [minuty]
B 3
\
\
\

\

0 50 100 150
Velikost hry [akce]

Obrézek 4.1: Graf zavislosti velikosti hry na ¢ase konvergence obou iteracich
algoritmi pii fixn{ piesnosti 1-107°
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4.1 Analyza problému

Jednim ze zptisobu vedoucich ke zrychleni feseni stochastickych nekoneénych her
je ofezdni poctu stavu a akci tak, abychom neztratili dulezitou informaci o hre.
V podstaté chceme vyuzit principu Double Oracle algoritmu na vsechny herni
stavy. Jenze v prikladu ze sekce 3.4.1 jsme predpokladali znalost ohodnoceni
akci. Ve skute¢nosti tyto zkonvergované hodnoty zndme az po dokonceni béhu
iterativnich algoritmu. Radi bychom tedy od néjaké malé podmnozny akei a
stavt rozsifovali hru tak, aby pridané akce (piipadné piechody na nové stavy)
mély smysl. Predpokldddme, ze mald ¢dst hry (podhra) zkonverguje k hodnotdm
hry velmi rychle. Pokud do mnoziny akci podhry pfiddme akci a hodnota hry se
nezmeéni, ziskdme tim informaci o tom, ze tato akce neméni hodnotu optimalni
strategie obou hracua. Naopak je zadouci pfidat vSechny stavy, které hodnotu
hry wvylepsi. Takové akce maji pro hru vyznam a vylepsuji startegie hracu.

4.2 Algoritmus rozsirovani podhry

Jak jsme jiz zminili v ivodu kapitoly, je tfeba nejdiive sestavit néjakou malou
podhru, kterd ma smysl. To jest takovd mnozina stavi a akci, ze se hraci dokazi
dostat od pocate¢niho stavu ke stavu terminalnimu. Toto je problém hledani
cesty v grafu, ktery vyfesime procedurou init(). Pokud takové cesta neexistuje,
pak hru nemé smysl osekdvat, protoze neobsahuje cesty k termindlnim stavam.
Tedy pouze cykli mezi prechodnymi stavy. Pro splnéni podminky staci nalézt
alespon jednu cestu k terminalnimu stavu ze vSech moznych ve hfte.

Déle budeme potiebovat frontu akci QQ. Pro tu plati, Ze neobsahuje mnozinu akeci
A* (definujeme ji jako akce, které uz byly do podhry pfidény). Pro subGame
tedy plati A* ¢ Q. Tim fikdme jen, ze pfiddvame stavy, které jesté podhra ne-
obsahuje. Ve chvili, kdy je pfidan stav, provedeme kontrolu, zda se zménila hod-
nota itera¢niho algoritmu. Pokud ano, aktualizujeme funkci dosazitelnéStavy()
prechod do nové dostupnych stavi. Pomoci této funkce ovéiime, jestli existuje
z néjaké nové pridané akce cesta do stavi, které nejsou v podhie. V piipadé
rozsifeni o novy stav se pridava prvni akce pro oba dva hréace. Jestlize vsechny
pridané akce nezméni hodnotu hry, algoritmus ukonc¢ujeme.
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Data: G = Hra, e = Ukoncovaci podminka pro itera¢ni algoritmy
Result: Podhra vstupu se stejnou hodnotou hry
if init(G) existuje? then

| subGame = init(G);
else

‘ return "Podhra nem3d TeSeni”;

Necht Q je fronta;

Necht S jsou stavy, které podhra obsahuje;
gameValue® = iterativniAlgoritmus(subGame, e);
t =1

sameQ := true;

© 00 N O A W N -

10 while true do
11 if Q.vyjmi je prdazdnd? then
// jestlize fronta Q neobsahuje Zadné dalsi akce ke
zpracovani
12 Q.pridej(akce ¢ subGame);
13 if existuje dostupny stav X z mnoziny stavu S then
14 ‘ Q.pridej(akce € X);
15 if same@ == false then
16 ‘ break ; // tzn. pokud se Zadna z akci nep¥idala
17 else
18 ‘ same(@Q = false
19 a := Q.vyjmi;
20 subGame.piidej(a);
21 if iterativniAlgoritmus(subGame, ¢) = gameV alue® then
22 | subGame.vyjmi(a);
23 else
24 S.pridej(dosazitelnéStavy (subGame));
25 sameQ = true;
26 t = t4+1;
27 gameV aluet := iterativn{Algoritmus(subGame, e);

Algorithm 4: Rozsifovani podhry

V Double Oracle jsme vyuzivali nejlepsi reakci hrac¢u, abychom uréili, které akce
do hernich stavti piidévat. Tato odpovéd donutila hraée zménit svoji strategii v
piipadé, ze existovala leps{ varianta. Jestlize jeden z hrd¢éu zménil svoji strategii,
znamena to zménu hodnoty hry v daném stavu. Tuto vlastnost vyuzivame pravé
v algoritmu rozsitovani podher.

4.2.1 Priklad na deterministické hre

Pro demonstraci algoritmu vyuzijeme nas znamy ptiklad z tiet{ kapitoly. Nejprve
si inicializujeme néjakou cestu z poc¢atecniho do termindlniho stavu. Hodnoty v
maticich odpovidaji stavu, do kterého se z daného pole dostaneme.
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Necht stav 0 a 3 je termindlni a prechody matic jsou ohodnoceny poradovym
¢islem stavu, pak dostdvame podhru o velikosti Q = 2:

Stav 1
Stav 2
2 3
2 3 0 1
1 2
2 3 1 2
3 0

Obrazek 4.2: Incializace podhry hry z Obrazku 3.2

Je ziejmé, ze takovychto pocdtecnich podher muzeme najit vice. Napiiklad
druhé akce sloupcového hrace spolu s treti akei fadkového hrace daji podhru jen
o velikost 2 = 1. Obecné plati, ze ¢im mensi matice stavii vezmeme na zacatku,
tim 1épe.

Sestavime si tedy frontu v poradi, jak jdou akce postupné ve stavech po radcich.

Oznaéime si jeji prvky trojéislim ve formétu:
[Poradi stavu hry, Index hrdce, Poradi akce hrdce].

Q = {[112], [113], [121], [212], [221], [223], [224]}

Prvni étyfi akce hru neovlivni a nenuti zddného z hrac¢u zménit strategii. Az
paty prvek fronty (prvni akce Hréce 2 ve druhém stavu) umozni{ Hraci 2 hrat
ryzi strategii s3 = [1, 0], ¢fmz zmén{ hodnotu hry z 1 na 0. Sesty a sedmy prvek
strategie nemeéni.

Naplnime tedy znovu frontu:

Q = {[112], [113], [121], [212], [223], [224]}

Hraci 1 se prida tieti akce v prvnim stavu, hodnota hry je pak 1.

Q = {[112], [121], [212], [223], [224]}

Zde se pridd druhd akce Hréce 2 ze stavu dva. Algoritmus vyzkousi zbylé prvky

fronty. Poté ji znovu naplni a zkontroluje, Ze jiz zadna akce startegie hracu
neméni a program se ukonci.
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Stav 1

Stav 2
2 3
2 3 0 1
1 2
2 3 1 2
3 0

Obrazek 4.3: Vysledna rozsitend podhra z Obrazku 4.2

Vidime, ze hra se rozsitila presné podle myslenky Double Oracle algoritmu.
Stav 1 odpovidé teseni piikladu z Obrazku 3.11 a o Stavu 2 jiz z Piikladu 2
ze sekce 3.1.1 vime, ze Hrac¢ 2 bude pokazdé hrat ryzi strategii. Tedy pouze svou
prvni akci a tim padem se da celd matice zkratit pouze na prvni pfechod.
Timto jsme ale i zjistili, ze by se volbou pravé vyse zminovaného pirechodu
na termindlni stav 0 podhra zmensila z Q2 = 6 na Q@ = 5. K lepsimu vybirani
pocatecni podhry by tedy byla vhodna heurestika, ktera by byla schopné efek-
tivné odhadnout cestu k terminalnimu stavu, jenz ma nejvyssi pravdépodobnost
Gcasti ve findlni rozsitené podhie.
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Kapitola 5

Popis experimentu s
vysledky

Testy probéhly na mém vlastnim naprogramovaném prostiedi v programovacim
jazyce Java s vyuzitim knihovny CPLEX, se kterou jsem pocital linedrni pro-
gram pro zjisténi Nashova equlibria a hodnoty hry. Ke generovani testovacich
dat jsem vyuzil svého generatoru ndhodnych her, na némz byly vytvoreny sady
dat pro ruzné stupné stochasticity her.

5.1 Generovani nahodnych her

Pro testovani na algoritmu rozsifovani podhry bylo potieba vytvorit generator
her, abychom mohli provést méfeni na signifikantni a rozliSné mnoziné her.
Hry generujeme, protoze neexistuje zadna knihovna her nebo tomu podobny
generator.

Definice 7 Necht hl je pocet akci pro hrdce p ve stavu i, pak  je velikost hry
a definujeme ji ndsledovné:
l
Q=> "h}-h
i=1

Definice 8 Zavedeme si parametr det, ktery ndm bude urcovat miru determi-

nisticnosti, resp. stochasticity prechodu mezi stavy herni matice. Parametr det
1

nabyvd hodnot z < 0.0,1.0 >, kde det- Z hz1 + h? je mazimdlni pocet stavu, do
i=1
kterych se muzZeme z daného prechodu dostat.

Na Obrazku 4.1 jsme vidéli, ze ¢as k vyfeSeni programu roste i s tim, jak
je hra stochastickd.
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Zadefinujme si gen(n, h, I, seed, det) jako funkeci, kterd vraci hru jako pole
stavu, pak plati, ze:

e 1 je pocet pozadovanych nagenerovanych nahodnych her

e § je maximalni velikost hrany matice stavu, tj. maximalni pocet akci pro
hréce u jednoho stavu hry

e [ je maximalni pocet stavu hry
e seed je unikatni kli¢ ke kazdé nagenerované hie
e det je parametr stochasticity prechodi mezi stavy hry

Generator tedy pfijme na vstupu parametry hry a generuje z nich hry ta-
kové, ze vstup nam urcuje maximalni hodnoty danych specifikaci hry jako je
tfeba nejvétsi mozna sitka stavu apod.

Nejdiive se vygeneruji velikosti stavii, poté se postupné vytvaii prechody pro
ruzné kombinace akci a podle parametru det, jak jiz bylo popséano v jeho definici,

se pro kazdy takovy pfechod nastavi pravdépodobnostni rozlozeni. Pravdépodobnost,
ze dvéma akcim bude pridélen prechod na jiny stav, je déna rovnomérnym
rozdélenim. To ndm maximalizuje Sanci, ze bude existovat do kazdého stavu
alesponi jeden piechod a ze do vétsich matic bude takovych piechodu vice.

5.2 Mereni na konkrétnich prikladech

Zajimé nas, jak vypada prubéh algoritmu, co se ty¢e hodnoty hry. Jak se méni
v Case a zaroven, jak ofezava hry na néjakém vétsim vzorku dat.

5.2.1 Priklad na deterministické hre

Konvergence podhry Iterace hodnoty Konvergence podhry lterace strategie
1c

1r
0.9 0.9r
0.8 0.8
0.7F 0.7r
> 061 > 061
~ e
© ©
5 05r—=-—---F S 05F—=--|--f
c c
el el
o o
T 04t T 041
0.3 0.3
0.2 0.2
0| = = — Reélna hodnota hry 0| = = = Redln& hodnota hry
Hodnota iterace podhry Hodnota iterace podhry
[ P E— [ ——
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
lterace lterace

Obrézek 5.1: Konvergence algoritmu rozsifovani podher na pifkladé ze sekce
4.2.1
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Na Obrazku 5.1 muzeme vidét, jak se méni hodnota hry po jednotlivych ite-
racich. Skoky znamenaji pridani stavu, ktery tuto hodnotu ovliviiuje. V tomto
konkrétnim piipadé to bude pravé podmatice ze Stavu 1, kterd neprve prilepsi
Hraéi 2, poté se vrati ve prospéch Hréace 1, az se doplni na ¢tvercovou ” jednotko-
vou” podmatici s hodnotou hry 0.5. V mistech grafu, kde je hodnota konstantni,
probihalo ptidavani akci, které hodnotu Nashova equlibria neméni. I na délce
jednotlivych rovnych tsekt muzeme pozorovat pocet nepiridanych dostupnych
akeci. Pro oba iteraéni algoritmy probihalo pfidavani akci stejné.

Algoritmis tak dokédzal hru zjednodusit zhruba o 43% jeji puvodn{ velikosti.

5.2.2 Priklad na stochastické hre

Uvadime dalsi ptiklad, tektokrat na stochastické nekoneéné hie. Hra byla vy-
tvofena generdtorem jako gen(1, 4, 10, 218, 0.25). Pro slozitost hry uvadime
pouze jeji rozméry. Diky tomu, Ze je hra stochastickd, muze obsahovat cykly,
které bychom radi zjednodusili (v tomto pfipadé tomu tak skutecné je).

Vygenerovana hra ZjednodusSena hra
Stav 1 = 4x3 Stav 1 = 4x1
Stav 2 = 2x2 Stav 2 = 0x0
Stav 3 = 2x3 Stav 3 = 2x2
Stav 4 = 2x2 Stav 4 = 2x2
Stav 5 = 2x3 Stav 5 = 2x2
Stav 6 = 3x3 Stav 6 = 0x0
Stav 7 = 2x2 Stav 7 = 1x1
Stav 8 = 3x4 Stav 8 = 3x3
Stav 9 = 2x2 Stav 9 = 2x2
Stav 10 = 2x2 Stav 10 = 1x1

Konvergence podhry pro lterace hodnoty Konvergence podhry pro lterace strategie
| |

= = = Reélna hodnota hry = = = Reélna hodnota hry
Hodnota iterace podhry Hodnota iterace podhry
Z 4
0.15} 0.15
> >
< <
8 g
o o
c c
8 o1 8 o4t \1 ’\
I e e == - I === -
0.05- 0.05¢
O L L 0 L L L
0 20 40 0 20 40 60
lterace lterace

Obrézek 5.2: Konvergence algoritmu rozsifovani podher na vygenerovanén
piikladé nekonecné stochastické hry
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Vidime, Ze ve hie jsme objevili dokonce stavy, které jsou nedosazitelné (0z0).
Pak jsou zde stavy, jez dosazitelné jsou, ale vytvareji pouze pfechodnou cestu
(1z1). V neposledni fadé jsou pak zjednoduseny stavy, které neovlivituji rozho-
dovani hréicu.

Timto jsme hru zmensili zhruba o polovinu (rozdil prubéhu zjednoduseni pro
oba itera¢ni algoritmy vysvétlime pozdéji) a jak vidime na rozmeérech, vyrazné
jsme usnadnili vypocet strategie hracu.

5.3 Meéreni na vétsi sadé dat

Nize uvedené vysledky testovani probéhly na hrach do velikosti 5 x 5, do poctu
stavii 5, za ukoncovaci podminky € = 0.001 a hodnoty klice 160. Jelikoz k
méfenim pouzivame ndhodny generator, muzeme predpokladat, ze rozmérnéjsi
matice s vétsim poctem stavi budou mit podobné ndhodné rozlozeni prechodu
a tedy bude hra podobnou mérou obsahovat cykly.

U nékterych z nize uvedenych grafi nabyva obcas hodnota procentudlniho
zmensSeni hry velikosti nula. To znamenad, ze tyto hry nebyly vibec nijak zjed-
noduseny. Jsou bud dilem ndhody nagenerovany tak malé, Ze nemohou byt
zmenseny (zpravidla jsou to hry o jednom stavu), anebo hry tak dobie vy-
tvofené, ze po permutaci fadku a sloupcti u viech stavi zjistime, ze na diagonale
matic jsou pfechody do termindlnich stavu.

Nize uvedené grafy nenesou zadnou zavislot os na sobé. Osa z uddva rozdilng
na sobé nezavisla méreni a grafy jsou zde pro porovnani. Udavaji, jak se méni
zmengeni her v procentech v zavislosti na paramentru det pfi statistickém vzorku
100 her. Ty byly na ose z sefazeny podle absolutniho rozdilt zmenseni velikosti
stavovych matic obou itera¢nich algoritmu. Na zakladé toho muzeme demon-
strovat, jak moc se vysledky ofezani 1is{ i mezi hodnotovym a strategickym
algoritmem.

Rozdil hry pro det = 0.0 Stredni hodnota
100 100
Pro iteraci hodnoty
90+ Pro iteraci strategie 90+
80+ 80+
70t 70+
=
3
€ 60f 60
8
o
s 501 501
2
T 40t 401
o
e
30+ 30+
20+ 20+
10 10
0 . . . . 0
0 20 40 60 80 100 0 1 2 3

Hra

Obrazek 5.3: Graf porovnéavajici procentudlni zmenseni hernich matic na vzorku
ndhodnych her pii det = 0.0
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Na grafu pro ¢isté deterministickou hru vidime, ze pumérného zlepseni (tedy
zmenseni velikosti puvodni hry) muzeme dosdhnout u obou iteraénich algoritmu
zhruba stejné. Zhruba o 66.1 + 2.2% a pro oba algoritmy stejné (lis{ se jen o
desetinu procenta a odchylka o setinu).
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Obrézek 5.4: Graf porovnavajici procentudlni zmenseni hernich matic na vzorku
ndhodnych her pii det = 0.5

U her pii det = 0.5 bylo na stejném vzorku prumérné zlepseni u iterace
hodnoty o 23.8 + 1.6% a u strategie 34.1 & 2.0%. Pfi det = 1.0 bylo prumérné
zlepSen{ u iterace hodnoty o 23.4 + 1.8% a u strategie 34.4 + 1.8%.
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Obrézek 5.5: Graf porovnavajici procentudlni zmenseni hernich matic na vzorku
ndhodnych her pii det = 1.0
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Prumerna hodnota rozdilu pro algoritmus hodnoty a strategie

Stredni hodnota iterace hodnoty
Stredni hodnota iterace strategie

60

Rozdil v procentech

20 \ \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Mira stochasticity akci podle parametru det

-

Obrézek 5.6: Graf zdvislosti prumérného zmengeni hry na parametru det

Muzeme si vSimnout, Ze u iterace strategie klesd procentni zmenSeni her v
zéavislosti na parametru det pomaleji, nez je to u iterace hodnoty. Po dukladném
prozkoumani vkladani akci a béhu algoritmu jsem zjitil, Ze je to ddno ztratou
informace diky nedostate¢né presnosti datového typu double. Stane se pak to, ze
algoritmus rozsiti stav o dalsi akce, i kdyz jde o chybu v nepfesnosti typu double.
Toto se déje pFedevsim ve hrach se stavem(vy), obsahujicim takovou kombinaci
prechodu na termindlni stav néjakého hréace, ze se hodnota hry tohoto stavu
blizi bud’to 0 nebo 1. Jelikoz je tento stav zacykleny sam do sebe, algoritmu
pak staci pridat odkaz na jiny stav s malou hodnotou utility a vznika tim chyba
zaokrouhleni. Toto muze i stavy, ve vyjimeénych piipadech - kdy hra spliuje
vyse uvedené predpoklady, rozsifit na jejich plnou velikost.

Zvazoval jsem pouziti presnéjsich typu jako napi. bigdecimal, ale jelikoz jde o
objekty a bylo by potieba v daném typu uchovavat hodnotu hry a strategie,
tedy nejpouzivanéjsi proménné v algoritmech, nakonec jsem toto FeSeni zamitl.
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Kapitola 6
Zaveér

Predmétem této prace bylo prozkoumat, zda jde hru zjednodusit, abychom
uspisili konvergenci itera¢nich algoritmu. Zjistil jsem, Ze postupné rozsifovani
podhry skute¢né dokéaze akce her podstatné orezat.

Jenze s rostoucim poctem akci se muze stédt, ze hodnota hry uz ddvno konvergo-
vala k optimu, ale algoritmus jesté stéle zkousi pridavat akce. Stejné tak se muze
stat, ze pri opakovaném pridavani akci do fronty, ze které postupné vylepsujeme
podhru, se nam stédle vraci akce, jez hodnotu hry nikdy nezmeéni.

V préci jsem se timto problémem nezabyval, ale zpusob stavéni fronty muze byt
dalsi faktor k urychleni algoritmu k rozsifovani podhry. Napiiklad opakované
ptridavané akce, které po nékolik iteraci stdle neméni hodnotu hry, je mozné
oklasifikovat nizsi prioritou nez akce neprozkoumané. Tedy najit vhodnou heu-
ristiku, jak vybirat, kterymi akcemi hru rozsifovat.

K tspore ¢asu nam realné ale algoritmus nepomohl. Je tu ovSem potencial pro
zrychleni algoritmu rozsifovani podhry a to nejen v optimalizaci vySe uvedeného
pseudoalgoritmu, ale predevsim v lepsi volbé rychlejsiho programovaciho jazyka.
To by pomohlo i s dalsim problémem, ktery se vyskytoval v jazyce Java. Ne-
dostateénd piresnost datovych typu a objektovy model jazyka byl, co se tyce
rychlosti béhu algoritmu, spise na skodu.

Stochastické nekonec¢né hry maji v soucasné dobé Siroké vyuziti a je proto
zadouci pfi hledani optimalnich strategii tento proces uspisit. Vhodné osekdvani
akci hracu se zda byt jako jedno z moznych vylepSeni.
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