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V Praze dne: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Podpis autora práce
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Abstrakt

Teorie her se v dnešńı době promı́tá do stálé větš́ıho počtu discipĺın. Lze jej́ı
pomoćı řešit jak samotné společenské hry, od ńıž je název teorie her odvozen,
tak předevš́ım ekonomické, hospodářské nebo vojenské ćıle. Problematika zasa-
huje do každého rozhodovaćıho procesu, kde se účastńıci snaž́ı nějak predikovat
chováńı ostatńıch vliv̊u - jiných hráč̊u a maximalizovat užitek sv̊uj nebo nějaké
skupiny. Ovšem mnohé převedeńı reálných př́ıpad̊u do matematického modelu a
př́ıpadných daľśıch speciálńıch forem teorie her s sebou nese spoustu problémů.
Kromě neuchopitelnosti skutečného světa do konečného počtu akćı a stav̊u je
to hlavně problém rozsáhlosti a velikosti dat. S rostoućı velikost́ı hry roste i čas
jej́ıho zpracováńı, což může být kritické, pokud nám zálež́ı na přesném výsledku
v reálném čase.

Kĺıčová slova

stochastická nekonečná hra, Nashovo eqilibrium, hodnota hry, iteračńı algorit-
mus

Abstract

Game Theory is today reflected in a growing number of disciplines. With it
we can solved the classic board games from which exists the current name of
the game theory, but mainly economic, military or economic targets. The issue
affects every decision-making process, where participants try to somehow pre-
dict the behavior of other influences - other players and maximize some profit.
However, many real cases carries in a mathematical model or any other special
forms of game theory a lot of problems. In addition to the difficult transfer of
the real world into a finite number of events and conditions, it is mainly a pro-
blem of the breadth and size of data. With the growing size of the game grows
the time of processing, which is critical if we depend on accurate results in real
time.
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3.2.1 Př́ıklad iterace hodnoty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.3 Iterace strategie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.3.1 Př́ıklad iterace strategie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.4 Double Oracle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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5.2.2 Př́ıklad na stochastické hře . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Kapitola 1

Úvod

Vypočteńı Nashova equliberia v nekonečné stochastické hře tvoř́ı v teorii her
velmi obt́ıžně řešitelný problém. Nejlepš́ı algoritmy pro jeho vyřešeńı dokázaly
konvergovat pouze za omezených podmı́nek a na malých datech.
Potenciál využit́ı tohoto typu hry je ovšem obrovský. Např́ıklad patrolováńı
hĺıdek, tj. hra obránc̊u a útočńık̊u, kdy nemáme jasný začátek nebo konec hry,
což může být např́ıklad ochrana server̊u před hackerským útokem nebo reálné
lodě hĺıdkuj́ıćı před piráty. Stejně tak to mohou být klasické stolńı hry, které
standardně pracuj́ı s velkou sadou dat. Jak nám mnohé pokusy ukazuj́ı, dař́ı se
občas vyřešit stochastickou hru, např́ıklad algoritmus pro přibližné řešeńı stra-
tegíı equlibria k tř́ıhráčovému Texas hold’em [11].
Zaj́ımaj́ı nás předevš́ım takové hry, které maj́ı své utility v terminálńıch stavech.
To někdy vede k tomu, že hodnota equliberia může d́ıky vnitřńım cykl̊um hry
konvergovat velmi pomalu.
V této práci se pokuśım ukázat, zda existuje nějaká možnost, jak zmenšit pro-
stor hry a t́ım pomoci k rychleǰśı konvergenci iteračńıch algoritmů. Nejprve
zavedu potřebné definice z teorie her, abych mohl ukázat nejznáměǰśı algo-
ritmy pro řešeńı Nashova equlibria. V daľśıch kapitolách zavedu nový algoritmus,
vycházej́ıćı z principu Double Oracle [10] algoritmu a provedu s ńım experimenty
na vlastńı sadě nagenerovaných her.
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Kapitola 2

Teorie her

Pro začátek je třeba definovat základńı pojmy teorie her z [3], předevš́ım pak
jistou podmnožinu tohoto rozsáhlého oboru, kterou budeme v daľśıch částéch
práce použ́ıvat. Pro naše účely se budeme zabývat striktńı podmnožinou her a
to takových, která jsou v s nulovým součtem, jsou stochastické [4], nekonečné
(budeme je zapisovat do soutavy matic) a maj́ı pouze dva hráče.

2.1 Hráč

Hráč je entita, která rozhoduje jaké akce ve hře bude hrát. U hráče je d̊uležitá
jeho racionálnost, tj. jakým zp̊usobem akce voĺı, př́ıpadně podle jakých strategíı.
Jakožto racionálńıho hráče definujeme takového, který voĺı akce strategíı tak,
aby maximalizoval sv̊uj zisk.
V tomto textu ho budeme značit jako Hráč i, kde i je index hráče.

2.2 Stav hry

Je určitá situace ve hře. Hráči v ńı vyberou své akce a poté se podle zahraných
akćı hra přesouvá do daľśıho stavu. Speciálńımi stavy ve hře jsou stavy koncové,
resp. terminálńı. To jsou stavy ve kterých hra konč́ı, kdy se nelze dostat do
žádného daľśıho stavu a hráči źıskávaj́ı nějakou výhru danou utilitńı funkćı.
Ostatńım stav̊um ř́ıkáme přechodné a slouž́ı k přechodu do jiných předchodných
nebo koncových stav̊u. Daľśım speciálńım stavem je stav počátečńı, kde hra
zač́ıná.
V tomto textu budeme stav hry reprezentovat jako matici, kde každé poĺıčko
udává kombinaci dvou akćı jednotlivých hráč̊u. Vı́ce v kapitole 3 a na Obrázku
3.2.

2.3 Hra

Je soubor pravidel a podmı́nek, za jakých mohou jednotliv́ı hráči volit akce a v
jakém pořad́ı, které pak vedou k nějakému výsledku. Hru lze zapsat jak mati-
cově, tak i formou stromu, kde každý uzel (v matici jej́ı jedna hrana) přǐrazuje
danému hráči jeho akce.
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U her v našem př́ıpadě předpokládáme, že každý vyplacený zisk za dohráńı hry
jendomu hráči je na úkor ostatńıch hráč̊u. To znamená, že při zahráńı všech
strategíı všech hráč̊u dává suma vyplacených výher dohromady nulu. Takové
hry definujeme jako hry s nulovým součtem.

Pro ilustraci je na Obrázku 2.1 uvedena hra s nulovým součtem, kde po
dohráńı prvńı akce hráči okamžitě dostávaj́ı hodnotu utility. Graf znázorňuje
všechny možnosti, jak mohou hráči své akce volit. B́ılá pole určuj́ı, která akce
byla zvolena.

-1,1 0,0

-2,2 -4,4

-1,1 0,0

-2,2 -4,4

-1,1 0,0

-2,2 -4,4

-1,1 0,0

-2,2 -4,4

-1,1 0,0

-2,2 -4,4

Obrázek 2.1: Př́ıklad hry s nulovým součtem ve formě grafu

Tato hra je převedená do maticové formy na Obrázku 2.2. Dimenze matice
přǐrazuje hráč̊um počet jejich akćı, tady konkrétně pro Hráče 1 akce ai,j a Hráči
2 bi,j .

Hra: 1 b1,1 b1,2

a1,1 -1,1 0,0

a1,2 -2,2 -4,4

Obrázek 2.2: Př́ıklad hry s nulovým součtem v maticové formě

Zde nazýváme matici hrou. Je to speciálńı př́ıpad pro jednostavovou hru.
Jako hru však budeme dále v textu reprezentovat soustavu matic. Tedy jedna
matice znač́ı stav hry.
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2.4 Hra v normálńı formě

Nejčastěǰśım vyjádřeńım hry je hra v tzv. normálové formě. Jde o přesný popis
uzavřené množiny všech akćı pro každého hráče hry. U hry v normálńım tvaru se
předpokládá, že hráči voĺı své akce zároveň a nemaj́ı přehled o taźıch protihráč̊u
[3].

Definice 1 Konečná n-hráčová hra A je v normálńı formě, tj. trojice (N, A,
u) pokud:

• N je konečná množina n-hráč̊u, idexované i = {1, 2, ..., n}

• A = A1 × ... × An, Ai je konečná množina akćı dostupných pro hráče i

• u = u1 × ... × un , kde ui 7→ < je utilitńı (výplatńı) funkce pro hráče i

Definice 2 Stochastickou n-hráčovou hru A nazýváme nekonečnou, jestlǐze nemáme
zaručenou konvergenci strategíı všech hráč̊u v reálném čase.

To znamená, že hra je sice popsána konečně mnoho stavy, ale jejich vzájemné
propojeńı může vytvářet cykly a t́ım zvyšovat časovou složitost řešeńı hry.
[4] Pro generováńı nekonečné hry můžeme využ́ıt např́ıklad konečný automat.

2.5 Determinismus a stochasticita

Pojmem stochasticita (náhodnost) resp. stochastická hra rozumı́me hru tako-
vou, kde figuruje prvek náhody. Každý souhrn akćı vede na pravděpodobnostńı
rozložeńı možných následných ćıl̊u (stav̊u). V teorii her nazýváme stochastické
hry často hrami nekonečnými se stochastickými přechody [6].
Naopak determinismus (předurčenost), př́ıpadně deterministická hra, je hra ta-
ková, kde souhrn akćı všech hráč̊u vede přesně k jednomu stavu ve hře. Deter-
ministická hra je tedy v podstatě hra stochastická, kde v́ıme se stoprocentńı
pravděpodobnost́ı návaznost stav̊u.

2.6 Utilita

Utilita neboli zisk ohodnocuje danou hru. Může být źıskávána jak po jednot-
livých kolech, tak po dohráńı celé hry. Nejčastěji se reprezentuje formou tzv.
výplatńı matice. Ta určuje, jakou hodnotu daný hráč pro př́ıslušné kolo źıská.
Druhým zp̊usobem je reprezentace formou utilitńı funkce, která každé kombinaćı
akćı přǐrazuje hodnotu výhry. Podle těchto hodnot pak hráč tvoř́ı svou strategii,
aby takovýto zisk maximalizoval.
V našem př́ıpadě budeme uvažovat, že zisk je pouze v koncových stavech. Jelikož
se jedná o hry s nulovým součtem, hodnota výhry jednoho hráče se bude rovnat
ztrátě hráče poraženého.

2.7 Strategie

2.7.1 Strategie pro hry v normálńı formě

Strategie definuje akce, které hráč zvoĺı pro stav hry. Pokud hráč voĺı pouze jednu
akci pro každý stav, ř́ıká se se takové startegii ryźı startegie. Jestliže jsou akce
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náhodné (podle nějaké distribuce pravděpodobnosti), nazýváme takovou star-
tegii smı́̌senou startegíı. Množině strategíı přes všechny akce ř́ıkáme profil dané
strategie. Strategie může být založená na r̊uzných předpověd́ıch. Ty určujeme
podle toho, jak budou protihráči hrát, což může záviset na nějaké vněǰśı infor-
maci nebo rozhodnut́ı hráč̊u v předchoźıch kolech hry (minulost hry)[3].

2.7.2 Strategie pro stochastické hry

Strategie pro stochastické hry je tedy strategíı smı́̌senou. Můžeme ji reprezento-
vat jako vektor č́ısel mezi 0 až 1 o velikosti počtu akćı pro danou herńı matici.
Obecně ji definujeme jako:

Definice 3 Necht’ je množna (N, A, u) hra v normálńı formě a pro každou
množinu X necht’ je Π(X) množina všech pravděpodobnostńıch rozložeńı nad
množinou X. Pak množina smı́̌sených strategíı pro hráče i je Si = Π(Ai).

Definice 4 Stochastickou strategíı jednoho hráče mysĺıme množinu smı́̌sených
strategíı {s1i , s2i , ..., ski }, kde i je index hráče a k je počet stav̊u hry.

2.7.3 Nejlepš́ı reakce - optimálńı strategie

Pokud v́ıme, jaké akce budou protihráči volit (např́ıklad předpokládáme, že jsou
plně inteligentńı a hraj́ı své optimálńı strategie), jsme schopni dopoč́ıtat ryźı
strategii takovou, že maximalizuje prospěch při takto zahraných profilech stra-
tegíı. Taková strategie se nazývá nejlepš́ı reakćı na množinu strategíı protihráč̊u
[9].

2.8 Nashovo equlibrium

Množinu strategíı nazýváme Nashovým equlibriem, [9] pokud každá strategie πi
je nejlepš́ı možnou reakćı na všechny strategie πj , kde i, j jsou indexy hráč̊u, N
je jejich počet a plat́ı j 6= i, j, i ∈ {1, 2, .., N}. V našem př́ıpadě dvou protihráč̊u
je N = 2. Strategie každého hráče je tedy nejlepš́ı možnou reakćı na všechny
ostatńı strategie zbylých hráč̊u, tud́ıž každý hráč hraje svoji optimálńı strategii.
Očekávaný zisk prvńıho hráče se nazývá hodnota hry a znač́ıme ji ν∗. Ačkoliv
může na jedné hře existovat v́ıce Nashových equlibríı, hodnota hry pro tento
optimálńı př́ıpad z̊ustává pokaždé stejná (toto nám zaručuje předpoklad, že se
pohybujeme ve hrách s nulovým součtem).
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Kapitola 3

Iteračńı algoritmy, výpočet
strategíı a hodnota hry

V této sekci si zavedeme dva nejznáměǰśı algoritmy pro výpočet hodnoty hry ν∗

a hodnot strategíı [6] [5] Nashova equlibria. Pro názornost zavád́ıme náhodně
vygenerovanou hru, na které si ukážeme, jak algoritmy funguj́ı.

Definice 5 Mějme hru zadanou tak, že má pouze deterministické přechody mezi
stavy, dva hráče a velikost o N stavech. Přidejme ke hře daľśı dva terminálńı
stavy: Stav 0 a Stav N+1, kde N+1 stav určuje výhru prvńıho hráče a stav 0
výhru druhého hráče.

Uvažujme konkrétně zadanou hru z Obrázku 3.1. K ohodnoceńı terminálńıch
stav̊u zvoĺıme vhodnou konstantu, tedy v našem př́ıpadě budou výsledky z inter-
valu <0,1>. Zbylé stavy, jež nemaj́ı zapsanou žádnou hodnotu, jsou přechodné
do stavu, kam směřuje šipka. Hráč 1 voĺı řádkové akce a Hráč 2 voĺı akce sloup-
cové. Hráč 1 má tedy u prvńıho stavu k dispozici tři akce a Hráč 2 má např́ıklad
u druhého stavu k dispozici akce čtyři.

0 1

Obrázek 3.1: Schema hry

Pokud třeba Hráč 1 zvoĺı v prvńı stavu svoj́ı druhou akci a Hráč 2 zvoĺı akci
prvńı, přechod ze stavu jedna je zpět do stejného stavu. Kdyby ale Hráč 1 zvolil
svoj́ı prvńı akci ve stavu jedna, dostali bychom se do terminálńıho stavu, hra by
skončila a Hráč 1 by vyhrál hru. Takto hráči voĺı své akce, aby maximalizovali
šanci probojovat se ke svým terminálńım ćıl̊um skrze všechny stavy hry.
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Pro přehlednost budeme hru zapisovat maticemi přechodu z Obrázek 3.2,
kde hodnota buňky matice určuje stav, do kterého se hráči při zahráńı př́ıslušných
akćı dostanou. Hodnoty utilit koncových stav̊u zvoĺıme u2 = 0 a u1 = 1, ale
aby nedošlo záměně za přechod, do matice je neṕı̌seme.

0

u2

1

2 3

1 2

3 0

2

2 3 0 1

2 3 1 2

3

u1

Obrázek 3.2: Hra přepsaná na matici přechodu

3.1 Lineárńı program pro optimálńı strategie

Nashovo equlibrium jsme schopni naj́ıt pomoćı následuj́ıćıho lineárńıho pro-
gramu [7]. Ten vycháźı z lineárńıch programů pro jednotlivé hráče, kde se oba
hráči Ni, kde i ∈ {1, 2} snaž́ı maximalizovat svoj́ı hodnotu hry U∗i . Jelikož se
pohybujeme ve hrách s nulovým součtem, v́ıme U∗1 = −U∗2 . Prvńı hráč se tedy
snaž́ı maximalizovat U∗1 přes všechny akce a stretegii protihráče a druhý hráč
usiluje o totéž s výjimkou toto, že U∗1 minimalizuje. Pokud lineárńı programy
obou hráč̊u spoj́ıme do jednoho, dostáváme:

Definice 6 Lineárńı program pro optimálńı strategie obou hráč̊u je [3]:
minimalizace U∗1 za podmı́nek∑
k ∈A2

u1(aj1, ak2) · sk2 + rj1 = U∗1 ∀j ∈A1∑
k ∈A2

sk2 = 1

sk2 ≥ 0 ∀k ∈A2

rj1 ≥ 0 ∀j ∈A1
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3.1.1 Př́ıklad výpočtu hodnoty hry a strategíı

Pro výpočet hodnoty hry, potažmo strategíı jednotlivých hráč̊u, bychom
potřebovali znát ohodnoceńı jednotlivých akćı ve stavech hry. To se dá
vypoč́ıtat z hodnotové iterace. To jak funguje si ukážeme později, proto si
vyp̊ujč́ıme třet́ı iteraci tohoto algoritmu, abychom na něm demonstrovali
náš lineárńı program. Máme tedy stavy hry po třet́ım běhu programu pro
hodnotovou iteraci z Obrázku 3.2 ohodnocené takto:

0

0

1

0.0 1.0

0.5 0.0

1.0 0.0

2

0.0 1.0 0.0 0.5

0.0 1.0 0.5 0.0

3

1

Obrázek 3.3: Hodnota vektoru stav̊u při třet́ı iteraci algoritmu Value Iteration

Stav 1

Dosazeńım do definice dostáváme soustavu rovnic s podmı́nkou:

min U∗1
0.0 · s02 + 1.0 · s12 + r01 = U∗1
0.5 · s02 + 0.0 · s12 + r11 = U∗1
1.0 · s02 + 0.0 · s12 + r21 = U∗1 ,

kde suma sk2 sč́ıtá do jedničky a spolu se slackovými proměnnými rj1 jsou rovny
nebo větš́ı nule.

Po vyřešeńı dostáváme:
U∗1 = 0.5
s2 = [0.5, 0.5]
a snadno pak dopoč́ıtáme strategii prvńıho hráče:
s1 = [0.5, 0.0, 0.5]

Tento př́ıklad stavu je jednoduchý, lze ho vyřešit i úvahou. Pokud se pod́ıváme
na akce, které může zvolit sloupcový hráč (tj. Hráč 2 v našem značeńı), je vidět,
žě v obou sloupćıch se objevuje v́ıtězná hodnota pro oba hráče. Sloupcový hráč
nemůže zablokovat řádkovému hráči přechod, kde se vyskytuje hodnota 1.0. Je
mu tedy jedno, kterou akci zvoĺı, protože v obou sloupćıch je jeho v́ıtězná hod-
nota 0.0. Stejně tak hráč řádkový (tj. Hráč 1 ) vyb́ırá mezi prvńı a posledńı
akćı. Proto maj́ı pro tyto řádky a sloupce jejich strategie hodnotu 0.5. Z toho
vyplývá i hodnota hry U∗1 = 0.5.
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Stav 2

Analogicky bychom mohli dosadit do rovnic. Když se ale pozorně na hru pod́ıváme,
je zřejmé, že pokud sloupcový hráč zvoĺı svou prvńı akci (přesun do svého
výherńıho terminálńıho stavu), má výhru jistou, at’ řádkový hráč hraje jakouko-
liv strategii. Proto hodnota hry bude U∗1 = 0.0, sloupcový hráč bude hrát ryźı
strategii s2 = [1.0, 0.0, 0.0, 0.0] a na strategii řádkového hráče nezálež́ı pro
výpočet hodnoty hry.

3.2 Iterace hodnoty

Prvńı z iteračńıch algoritmů, nazvaný iterace hodnoty, pracuje na myšlence
ohodnocováńı výsledku každých dvojic akćı podle hodnot hry stavu, do kterého
podle zvolených akćı se hráči dostanou. Iterativńı je tento algoritmus, jelikož
opakovaně propoč́ıtává hodnoty jednotlivých stav̊u hry a konč́ı, až pokud výsledky
dvou po sobě jdoućıch iteraćı maj́ı rozd́ıl menš́ı, než je ukončovaćı podmı́nka
ε = požadovaná přesnost [8].

Data: Ukončovaćı podmı́nka přesnosti
Result: Hodnota hry

1 t := 0;
2 v0 := (0, ..., 0, 1) ; // kde vektor v0 je indexován 0, 1, ...,N, N+1

3 while |vt − vt−1 | > ε do
4 t := t+1;
5 vt0 := 0;
6 vtN+1 := 1;
7 for j ∈ {1, 2, .., N}do
8 vtj := val(Aj(v

t−1));
Algorithm 1: Iterace hodnoty [1]

Funkćı val(Aj(v
t−1)) rozumı́me výpočet hodnoty hry. Aj zde reprezentuje

množinu akćı pro j-tý stav hry A. Poté, co je spočtena hodnota hry pro všechny
stavy, každá matice stav̊u ohodnot́ı své akce př́ıslušnou hodnotou hry stavu, do
kterého přecháźı. Toto ohodnoceńı je pak ještě přenásobeno pravděpodobnost́ı,
jež určuje, zda se do stavu v̊ubec dostane.
V ńıže uvedených př́ıkladech zavedeme ve stavech hry následuj́ıćı značeńı:
Hodnota v poli matice je hodnota utility a spodńı index je stav do kterého se
hráči po zahráńı př́ıslušných akćı dostanou.

3.2.1 Př́ıklad iterace hodnoty

V pseudokódu algoritmu vid́ıme, že vektor v0 má délku rovnu počtu stav̊u hry.
Hodnoty jednotlivých v0i určuj́ı hodnotu hry daného stavu, tedy prvńı a posledńı
č́ıslo vektoru v0 určuje hodnotu hry terminálńıch stav̊u. To je triviálně hodnota
terminálńıch stav̊u. Ostatńım stav̊um nastav́ıme implicitně nuly. Každý z prvk̊u
vektoru je vlastně jedna matice. Terminálńı stavy maj́ı rozměr 1x1 a ostatńı
přechodné podle našeho př́ıkladu 3x2 a 2x4. Zvoĺıme ukončovaćı podmı́nku
např́ıklad takto: ε = 0.01, t́ım v praxi ř́ıkáme, že nám zálež́ı pouze na prvńıch
dvou desetinných mı́stech výsledku.
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v1 = (0.0, 0.0, 0.0, 1.0)

0

0

1

0.02 0.03

0.01 0.02

0.03 0.00

2
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0.02 0.03 0.01 0.02

3

1

Obrázek 3.4: Algoritmus iterace hodnoty, t = 1

Zač́ınáme iterovat. Za každou pozici vektoru vti , kde t je poč́ıtadlo iterace,
postupně poč́ıtáme hodnotu hry daného stavu podle lineárńıho programu. Poté
přǐrazujeme hodnoty her k jednotlivým akćım.

v2 = (0.0, 0.5, 0.0, 1.0)

0

0

1

0.02 1.03

0.01 0.02

1.03 0.00

2
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0.02 1.03 0.01 0.02

3

1

Obrázek 3.5: Algoritmus iterace hodnoty, t = 2

Algoritmus tak vlastně propisuje hodnoty ”od konce grafu”. V prvńı iteraci
se objev́ı pouze hodnoty u stav̊u přechodných k stav̊um terminálńım a až později
se proṕı̌śı i hodnoty dál, podle toho jak jsou navázané přechody mezi stavy.

v3 = (0.0, 0.5, 0.0, 1.0)
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3
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Obrázek 3.6: Algoritmus iterace hodnoty, t = 3
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Vid́ıme, že tento př́ıklad je skutečně triviálńı. Algoritmus skonč́ı po pouhých
třech iteraćıch. Ukončovaćı konstanta ε = 0.01, tedy byla dokonce nadsazená.
Jakákoliv na začátku zadaná vyšš́ı přesnost výsledek neovlivńı, protože daľśı
iterace neměńı hodnoty her pro jednotlivé stavy. Hodnota hry je U∗1 = 0.5.

3.3 Iterace strategie

Druhý z iteračńıch algoritmů, tedy iterace strategíı, je vlastně rozš́ı̌reńım hodno-
tové iterace. Znovu tu postupně dopoč́ıtáváme hodnoty her a přǐrazujeme utility
daným kombinaćım akćı. Zároveň se však kontroluje, jestli neexistuje pro hráče
lepš́ı tzv. optimálńı strategie. Z iterace hodnoty zjist́ıme strategie pro stavy hry
(přenásobené současnými strategiemi hráč̊u) a podle nich optimalizujeme (po-
kud to jde) iterované startegie.
Iterace strategie zpravidla konverguje velmi rychle na malých datech. Naopak
na větš́ıch hrách je rychlost konvergence výrazně pomaleǰśı než u iterace hod-
noty. To je zapř́ıčiněno t́ım, že se muśı vyřešit velký prostor lineárńıch rovnic.
Algoritmus ukončujeme (stejně jako u hodnotové iterace), pokud rozd́ıl ohodno-
cených stav̊u u dvou po sobě jdoućıch iteraćı je menš́ı než podmı́nka přesnosti
ε [8].

Data: Ukončovaćı podmı́nka přesnosti
Result: Optimálńı strategie hráč̊u hry

1 t := 1;
2 s11 := počátečńı strategie pro Hráče 1;
3 while true do
4 st2 :=optimálńı strategie na st1;
5 for i ∈{0, 1, 2,..,N, N+1}do
6 vti := µi(s

t
1, s

t
2);

7 t := t+1;
8 for i ∈ {1, 2, .., N}do
9 if val(Ai(v

t−1)) > vt−1 then
10 st1,i := maxmin(Ai(v

t−1));

11 else
12 xt1,i := xt−11,i ;

13

Algorithm 2: Iterace strategie [1]

Funkce µi(s
t
1, s

t
2) poč́ıtá násobek strategíı st1 a st2 v̊uči danému ohodnoceńı

stavu, tedy jednoltlivým přechod̊um dává pravděpodobnost, že se uskutečńı.
Procedura maxmin(Ai(v

t−1)) přǐrazuje Hráči 1 jeho maximalizuj́ıćı strategii
vypočtenou z lineárńıcho programu.

3.3.1 Př́ıklad iterace strategie

Inicializujeme si vektor v0 stejně jako u iterace strategie. Akce, které vedou
rovnou k terminálńım stav̊um, dostanou př́ıslušnou utilitu. Dále je potřeba
nastavit si profily strategíı jednotlivých hráč̊u. Hráči 1 nastav́ıme libovolnou
počátečńı strategii a Hráče 2 necháme spoč́ıtat hodnotu nejlepš́ı reakce na stra-
tegii řádkového hráče. Hráč 1 zde zač́ıná s ryźı strategíı pro prvńı akci. Pro
srovnáńı s hodnotovou iteraćı voĺıme ε = 0.01.
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Stav 1: s11 = [1.0, 0.0, 0.0]
Stav 1: s12 = [1.0, 0.0]
Stav 2: s11 = [1.0, 0.0]
Stav 2: s12 = [1.0, 0.0, 0.0, 0.0]
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Obrázek 3.7: Algoritmus iterace strategie, t = 1

Stav 1: s21 = [1.0, 0.0, 0.0]
Stav 1: s22 = [1.0, 0.0]
Stav 2: s21 = [1.0, 0.0]
Stav 2: s22 = [1.0, 0.0, 0.0, 0.0]
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Obrázek 3.8: Algoritmus iterace strategie, t = 2

Algoritmus poté podle takto daných strategíı přepoč́ıtá hodnoty pro všechny
akce ve stavech hry a udělá z nich sumu µi(s

t
1, s

t
2). Tu pak porovnává s hod-

notou hry vypočtenou lineárńım programem. Pokud je hodnota hry vyšš́ı než
µi(s

t
1, s

t
2), nahrad́ı se stávaj́ıćı strategie Hráče 1 strategíı z lineárńıho programu.

Stav 1: s31 = [0.5, 0.0, 0.5]
Stav 1: s32 = [1.0, 0.0]
Stav 2: s31 = [1.0, 0.0]
Stav 2: s32 = [1.0, 0.0, 0.0, 0.0]
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Vid́ıme, že strategie Hráče 1 se již přizp̊usobila novému ohodnoceńı akćı
prvńıho stavu. To je dáno t́ım, že hodnota funkce:

µi(s
2
1, s

3
2) =

[
1.0 0.0 0.0

]
·

0.0 1.0
0.0 0.0
1.0 0.0

 · [1.0
0.0

]
= 0

Ovšem hodnota hry prvńıho stavu je 0.5, což je lepš́ı hodnota než 0.
Vezmeme strategii z lineárńıho programu a dostaneme [0.5, 0.0, 0.5], jakožto
novou startegii s31 pro Hráče 1.
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Obrázek 3.9: Algoritmus iterace strategie, t = 3

A stejně tak na změnu strategie Hráče 2 zareagoval Hráč 1. Již ted’ vid́ıme,
že následuj́ıćı iterace bude posledńı, protože se hodnoty matic shoduj́ı s ohod-
noceńımi posledńı iterace hodnotového algoritmu.

Stav 1: s41 = [0.5, 0.0, 0.5]
Stav 1: s42 = [1.0, 0.0]
Stav 2: s41 = [1.0, 0.0]
Stav 2: s42 = [1.0, 0.0, 0.0, 0.0]
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Obrázek 3.10: Algoritmus iterace strategie, t = 4

Hodnota hry je po čtyřech iteraćıch U∗1 = 0.5, tedy zkonvergovala ke stejné
hodnotě hry jako u hodnotové iterace.
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3.4 Double Oracle

Do třetice si zavedeme Double Oracle algoritmus, jehož myšlenky a principy
dále využijeme pro řešeńı problému rozšǐrováńı matic stav̊u [2] [10].
Algoritmus pracuje na myšlence postupného přidáváńı akćı, které mohou ovliv-
nit hru. Vezmeme stav, který má ohodnocené kombinace akćı nějakou utilitńı
funkćı. Zač́ınáme s malou podmnožinou akćı. Na ni vypoč́ıtáme hodnoty Na-
shova equlibria, tj. jejich optimálńı strategie. Pak každému hráči na tuto startegii
necháme provést nejlepš́ı reakci ve formě ryźı strategie. Akce, které hráči zvo-
lili přidáme do množiny a tento proces opakujeme, dokud už nelze do množiny
žádné akce přidávat. Daľśı akce se nepřidaj́ı, jelikož rozš́ı̌reńı množiny akćı jed-
noho hráče nezměńı optimálńı strategii druhého hráče, tedy tato akce nijak neo-
vlivňuje hodnotu Nashova equlibria. T́ımto zp̊usobem se zbav́ıme akćı, o kterých
v́ıme, že hodnotu hry nezměńı, tedy žádný z hráč̊u by ji nikdy při současném
stavu hry nehrál.

Data: Část hry tj. jej́ı podhra := subGame
Result: Maximálńı podhra taková, že v ńı hráči maj́ı své akce

postačujićı k optimálńı strategii
1 subGame := matice základńı podhry ze vstupu;
2 NE := množina strategíı pro všechny hráče na omezené hře -¿ vypočteno

z lineárńıho programu;
3 while true do
4 if bestResponse(NE) ∈ subGame then
5 break ; // pokud už podhra obsahuje všechny akce

postačujicı́ k optimálnı́ strategii

6 update(subGame) ; // přidánı́ nových řádků a sloupců do

hernı́ matice podle nově spočı́tané optimálnı́ strategie
Algorithm 3: Double oracle algoritmus

3.4.1 Př́ıklad Double Oracle algoritmu

Pro výpočet př́ıkladu si vyp̊ujč́ıme Stav 1 ze třet́ı iterace hodnoty z Obrázku
3.6. Jako prvńı provedeme inicializaci algoritmu, tedy zvoĺıme podmnožinu akćı.
Abychom se pokusili co nejv́ıce stav ořezat, necháme oběma hráč̊um pouze jednu
a to prvńı akci v prvńım řádku a sloupci. Tato hra má triviálńı výsledek op-
timálńıch strategíı.

Iterace 1

Optimálńı strategie Hráče 1 s1 = [1]
Optimálńı strategie Hráče 2 s2 = [1]

Nejlepš́ı reakce Hráče 2 na Hráče 1 br1 = [1, 0]
Nejlepš́ı reakce Hráče 1 na Hráče 2 br2 = [0, 0, 1]

Hráči 2 zcela vyhovuje výběr utility rovné nule a jeho nejlepš́ı reakce se t́ım
neměńı. Hráč 1 však raději zvoĺı svou třet́ı akci s utilitou rovnou jedné, aby t́ım
zvýšil hodnotu hry.
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Iterace 2

Optimálńı strategie Hráče 1 s1 = [1]
Optimálńı strategie Hráče 2 s2 = [0, 1]
Nejlepš́ı reakce Hráče 2 na Hráče 1 br1 = [0, 1]
Nejlepš́ı reakce Hráče 1 na Hráče 2 br2 = [0, 0, 1]

Iterace 3

Optimálńı strategie Hráče 1 s1 = [0.5, 0.5]
Optimálńı strategie Hráče 2 s2 = [0.5, 0.5]
Nejlepš́ı reakce Hráče 2 na Hráče 1 br1 = [1, 0]
Nejlepš́ı reakce Hráče 1 na Hráče 2 br2 = [1, 0, 0]

Tento selektivńı postup nám na tomto jednoduchém stavu demonstroval to,
co bylo zřejmé již v iteraci hodnoty. Druhá akce řádkového hráče matice nese
přebytečnou informaci o Stavu 1, tedy pro naše účely neńı potřebná k nalezeńı
optimálńı strategie.

Iterace 1

0.0 1.0

0.5 0.0

1.0 0.0

=⇒

Iterace 2

0.0 1.0

0.5 0.0

1.0 0.0

=⇒

Iterace 3

0.0 1.0

0.5 0.0

1.0 0.0

Obrázek 3.11: Algoritmus Double Oracle na Stavu 1 z Obrázku 3.8
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Kapitola 4

Iteračńı algoritmy ve
stochastických hrách v
nekonečně kroćıch

Předpokládejme, že máme algoritmy optimálně naprogramované a k výpočt̊um
použ́ıváme výkonný poč́ıtač. Jediný parametr, se kterým můžeme hýbat, je
ukončovaćı podmı́nka. U té však požadujeme, co nejvyšš́ı přesnost, tedy co
nejmenš́ı rozd́ıl ve zkonvergovaných hodnotách hry nebo startegie dvou po sobě
jdoućıch iteraćıch.
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4.1 Analýza problému

Jedńım ze zp̊usob̊u vedoućıch ke zrychleńı řešeńı stochastických nekonečných her
je ořezáńı počtu stav̊u a akćı tak, abychom neztratili d̊uležitou informaci o hře.
V podstatě chceme využ́ıt principu Double Oracle algoritmu na všechny herńı
stavy. Jenže v př́ıkladu ze sekce 3.4.1 jsme předpokládali znalost ohodnoceńı
akćı. Ve skutečnosti tyto zkonvergované hodnoty známe až po dokončeńı běhu
iterativńıch algoritmů. Rádi bychom tedy od nějaké malé podmnožny akćı a
stav̊u rozšǐrovali hru tak, aby přidané akce (př́ıpadné přechody na nové stavy)
měly smysl. Předpokládáme, že malá část hry (podhra) zkonverguje k hodnotám
hry velmi rychle. Pokud do množiny akćı podhry přidáme akci a hodnota hry se
nezměńı, źıskáme t́ım informaci o tom, že tato akce neměńı hodnotu optimálńı
strategie obou hráč̊u. Naopak je žádoućı přidat všechny stavy, které hodnotu
hry vylepš́ı. Takové akce maj́ı pro hru význam a vylepšuj́ı startegie hráč̊u.

4.2 Algoritmus rozšǐrováńı podhry

Jak jsme již zmı́nili v úvodu kapitoly, je třeba nejdř́ıve sestavit nějakou malou
podhru, která má smysl. To jest taková množina stav̊u a akćı, že se hráči dokáž́ı
dostat od počátečńıho stavu ke stavu terminálńımu. Toto je problém hledáńı
cesty v grafu, který vyřeš́ıme procedurou init(). Pokud taková cesta neexistuje,
pak hru nemá smysl osekávat, protože neobsahuje cesty k terminálńım stav̊um.
Tedy pouze cykĺı mezi přechodnými stavy. Pro splněńı podmı́nky stač́ı nalézt
alespoň jednu cestu k terminálńımu stavu ze všech možných ve hře.
Dále budeme potřebovat frontu akćı Q. Pro tu plat́ı, že neobsahuje množinu akćı
A∗ (definujeme ji jako akce, které už byly do podhry přidány). Pro subGame
tedy plat́ı A∗ /∈ Q. T́ım ř́ıkáme jen, že přidáváme stavy, které ještě podhra ne-
obsahuje. Ve chv́ıli, kdy je přidán stav, provedeme kontrolu, zda se změnila hod-
nota iteračńıho algoritmu. Pokud ano, aktualizujeme funkćı dosažitelnéStavy()
přechod do nově dostupných stav̊u. Pomoćı této funkce ověř́ıme, jestli existuje
z nějaké nově přidané akce cesta do stav̊u, které nejsou v podhře. V př́ıpadě
rozš́ı̌reńı o nový stav se přidává prvńı akce pro oba dva hráče. Jestliže všechny
přidané akce nezměńı hodnotu hry, algoritmus ukončujeme.
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Data: G = Hra, e = Ukončovaćı podmı́nka pro iteračńı algoritmy
Result: Podhra vstupu se stejnou hodnotou hry

1 if init(G) existuje? then
2 subGame = init(G);
3 else
4 return ”Podhra nemá řešeńı”;
5 Necht’ Q je fronta;
6 Necht’ S jsou stavy, které podhra obsahuje;
7 gameV alue0 = iterativńıAlgoritmus(subGame, e);
8 t := 1;
9 sameQ := true;

10 while true do
11 if Q.vyjmi je prázdná? then

// jestliže fronta Q neobsahuje žádné dalšı́ akce ke

zpracovánı́

12 Q.přidej(akce /∈ subGame);
13 if existuje dostupný stav X z množiny stav̊u S then
14 Q.přidej(akce ∈ X);
15 if sameQ == false then
16 break ; // tzn. pokud se žádná z akcı́ nepřidala

17 else
18 sameQ = false

19 a := Q.vyjmi;
20 subGame.přidej(a);
21 if iterativńıAlgoritmus(subGame, e) = gameV aluet then
22 subGame.vyjmi(a);
23 else
24 S.přidej(dosažitelnéStavy(subGame));
25 sameQ = true;

26 t := t+1;
27 gameV aluet := iterativńıAlgoritmus(subGame, e);

Algorithm 4: Rozšǐrováńı podhry

V Double Oracle jsme využ́ıvali nejlepš́ı reakci hráč̊u, abychom určili, které akce
do herńıch stav̊u přidávat. Tato odpověd’ donutila hráče změnit svoj́ı strategii v
př́ıpadě, že existovala lepš́ı varianta. Jestliže jeden z hráč̊u změnil svoj́ı strategii,
znamená to změnu hodnoty hry v daném stavu. Tuto vlastnost využ́ıváme právě
v algoritmu rozšǐrováńı podher.

4.2.1 Př́ıklad na deterministické hře

Pro demonstraci algoritmu využijeme náš známý př́ıklad z třet́ı kapitoly. Nejprve
si inicializujeme nějakou cestu z počátečńıho do terminálńıho stavu. Hodnoty v
matićıch odpov́ıdaj́ı stavu, do kterého se z daného pole dostaneme.
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Necht’ stav 0 a 3 je terminálńı a přechody matic jsou ohodnoceny pořadovým
č́ıslem stavu, pak dostáváme podhru o velikosti Ω = 2:

Stav 1

2 3

1 2

3 0

Stav 2

2 3 0 1

2 3 1 2

Obrázek 4.2: Incializace podhry hry z Obrázku 3.2

Je zřejmé, že takovýchto počátečńıch podher můžeme naj́ıt v́ıce. Např́ıklad
druhá akce sloupcového hráče spolu s třet́ı akćı řádkového hráče daj́ı podhru jen
o velikost Ω = 1. Obecně plat́ı, že č́ım menš́ı matice stav̊u vezmeme na začátku,
t́ım lépe.

Sestav́ıme si tedy frontu v pořad́ı, jak jdou akce postupně ve stavech po řádćıch.
Označ́ıme si jej́ı prvky trojč́ısĺım ve formátu:
[Pořad́ı stavu hry, Index hráče, Pořad́ı akce hráče].

Q = {[112], [113], [121], [212], [221], [223], [224]}

Prvńı čtyři akce hru neovlivńı a nenut́ı žádného z hráč̊u změnit strategii. Až
pátý prvek fronty (prvńı akce Hráče 2 ve druhém stavu) umožńı Hráči 2 hrát
ryźı strategii s22 = [1, 0], č́ımž změńı hodnotu hry z 1 na 0. Šestý a sedmý prvek
strategie neměńı.
Naplńıme tedy znovu frontu:

Q = {[112], [113], [121], [212], [223], [224]}

Hráči 1 se přidá třet́ı akce v prvńım stavu, hodnota hry je pak 1.

Q = {[112], [121], [212], [223], [224]}

Zde se přidá druhá akce Hráče 2 ze stavu dva. Algoritmus vyzkouš́ı zbylé prvky
fronty. Poté ji znovu naplńı a zkontroluje, že již žádná akce startegie hráč̊u
neměńı a program se ukonč́ı.
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Stav 1

2 3

1 2

3 0

Stav 2

2 3 0 1

2 3 1 2

Obrázek 4.3: Výsledná rozš́ı̌rená podhra z Obrázku 4.2

Vid́ıme, že hra se rozš́ı̌rila přesně podle myšlenky Double Oracle algoritmu.
Stav 1 odpov́ıdá řešeńı př́ıkladu z Obrázku 3.11 a o Stavu 2 již z Př́ıkladu 2
ze sekce 3.1.1 v́ıme, že Hráč 2 bude pokaždé hrát ryźı strategii. Tedy pouze svou
prvńı akci a t́ım pádem se dá celá matice zkrátit pouze na prvńı přechod.
T́ımto jsme ale i zjistili, že by se volbou právě výše zmiňovaného přechodu
na terminálńı stav 0 podhra zmenšila z Ω = 6 na Ω = 5. K lepš́ımu vyb́ıráńı
počátečńı podhry by tedy byla vhodná heurestika, která by byla schopná efek-
tivně odhadnout cestu k terminálńımu stavu, jenž má nejvyšš́ı pravděpodobnost
účasti ve finálńı rozš́ı̌rené podhře.
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Kapitola 5

Popis experiment̊u s
výsledky

Testy proběhly na mém vlastńım naprogramovaném prostřed́ı v programovaćım
jazyce Java s využit́ım knihovny CPLEX, se kterou jsem poč́ıtal lineárńı pro-
gram pro zjǐstěńı Nashova equlibria a hodnoty hry. Ke generováńı testovaćıch
dat jsem využil svého generátoru náhodných her, na němž byly vytvořeny sady
dat pro r̊uzné stupně stochasticity her.

5.1 Generováńı náhodných her

Pro testováńı na algoritmu rozšǐrováńı podhry bylo potřeba vytvořit generátor
her, abychom mohli provést měřeńı na signifikantńı a rozlǐsné množině her.
Hry generujeme, protože neexistuje žádná knihovna her nebo tomu podobný
generátor.

Definice 7 Necht’ hpi je počet akćı pro hráče p ve stavu i, pak Ω je velikost hry
a definujeme ji následovně:

Ω =

l∑
i=1

h1i · h2i

Definice 8 Zavedeme si parametr det, který nám bude určovat mı́ru determi-
nističnosti, resp. stochasticity přechod̊u mezi stavy herńı matice. Parametr det

nabývá hodnot z < 0.0, 1.0 >, kde det ·
l∑

i=1

h1i + h2i je maximálńı počet stav̊u, do

kterých se m̊užeme z daného přechodu dostat.

Na Obrázku 4.1 jsme viděli, že čas k vyřešeńı programu roste i s t́ım, jak
je hra stochastická.
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Zadefinujme si gen(n, h, l, seed, det) jako funkci, která vraćı hru jako pole
stav̊u, pak plat́ı, že:

• n je počet požadovaných nagenerovaných náhodných her

• h je maximálńı velikost hrany matice stavu, tj. maximálńı počet akćı pro
hráče u jednoho stavu hry

• l je maximálńı počet stav̊u hry

• seed je unikátńı kĺıč ke každé nagenerované hře

• det je parametr stochasticity přechod̊u mezi stavy hry

Generátor tedy přijme na vstupu parametry hry a generuje z nich hry ta-
kové, že vstup nám určuje maximálńı hodnoty daných specifikaćı hry jako je
třeba největš́ı možná š́ı̌rka stavu apod.
Nejdř́ıve se vygeneruj́ı velikosti stav̊u, poté se postupně vytvář́ı přechody pro
r̊uzné kombinace akćı a podle parametru det, jak již bylo popsáno v jeho definici,
se pro každý takový přechod nastav́ı pravděpodobnostńı rozložeńı. Pravděpodobnost,
že dvěma akćım bude přidělen přechod na jiný stav, je dána rovnoměrným
rozděleńım. To nám maximalizuje šanci, že bude existovat do každého stavu
alespoň jeden přechod a že do větš́ıch matic bude takových přechod̊u v́ıce.

5.2 Měřeńı na konkrétńıch př́ıkladech

Zaj́ımá nás, jak vypadá pr̊uběh algoritmu, co se týče hodnoty hry. Jak se měńı
v čase a zároveň, jak ořezává hry na nějakém větš́ım vzorku dat.

5.2.1 Př́ıklad na deterministické hře
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Obrázek 5.1: Konvergence algoritmu rozšǐrováńı podher na př́ıkladě ze sekce
4.2.1
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Na Obrázku 5.1 můžeme vidět, jak se měńı hodnota hry po jednotlivých ite-
raćıch. Skoky znamenaj́ı přidáńı stavu, který tuto hodnotu ovlivňuje. V tomto
konkrétńım př́ıpadě to bude právě podmatice ze Stavu 1, která neprve přilepš́ı
Hráči 2, poté se vrát́ı ve prospěch Hráče 1, až se doplńı na čtvercovou ”jednotko-
vou”podmatici s hodnotou hry 0.5. V mı́stech graf̊u, kde je hodnota konstantńı,
prob́ıhalo přidáváńı akćı, které hodnotu Nashova equlibria neměńı. I na délce
jednotlivých rovných úsek̊u můžeme pozorovat počet nepřidaných dostupných
akćı. Pro oba iteračńı algoritmy prob́ıhalo přidáváńı akćı stejně.

Algoritmis tak dokázal hru zjednodušit zhruba o 43% jej́ı p̊uvodńı velikosti.

5.2.2 Př́ıklad na stochastické hře

Uvád́ıme daľśı př́ıklad, tektokrát na stochastické nekonečné hře. Hra byla vy-
tvořena generátorem jako gen(1, 4, l0, 218, 0.25). Pro složitost hry uvád́ıme
pouze jej́ı rozměry. Dı́ky tomu, že je hra stochastická, může obsahovat cykly,
které bychom rádi zjednodušili (v tomto př́ıpadě tomu tak skutečně je).

Vygenerovaná hra
Stav 1 = 4x3
Stav 2 = 2x2
Stav 3 = 2x3
Stav 4 = 2x2
Stav 5 = 2x3
Stav 6 = 3x3
Stav 7 = 2x2
Stav 8 = 3x4
Stav 9 = 2x2
Stav 10 = 2x2

Zjednodušená hra
Stav 1 = 4x1
Stav 2 = 0x0
Stav 3 = 2x2
Stav 4 = 2x2
Stav 5 = 2x2
Stav 6 = 0x0
Stav 7 = 1x1
Stav 8 = 3x3
Stav 9 = 2x2
Stav 10 = 1x1
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Obrázek 5.2: Konvergence algoritmu rozšǐrováńı podher na vygenerovanén
př́ıkladě nekonečné stochastické hry
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Vid́ıme, že ve hře jsme objevili dokonce stavy, které jsou nedosažitelné (0x0).
Pak jsou zde stavy, jež dosažitelné jsou, ale vytvářej́ı pouze přechodnou cestu
(1x1). V neposledńı řadě jsou pak zjednodušeny stavy, které neovlivňuj́ı rozho-
dováńı hráč̊u.
T́ımto jsme hru zmenšili zhruba o polovinu (rozd́ıl pr̊uběhu zjednodušeńı pro
oba iteračńı algoritmy vysvětĺıme později) a jak vid́ıme na rozměrech, výrazně
jsme usnadnili výpočet strategie hráč̊u.

5.3 Měřeńı na větš́ı sadě dat

Nı́že uvedené výsledky testováńı proběhly na hrách do velikosti 5× 5, do počtu
stav̊u 5, za ukončovaćı podmı́nky ε = 0.001 a hodnoty kĺıče 160. Jelikož k
měřeńım použ́ıváme náhodný generátor, můžeme předpokládat, že rozměrněǰśı
matice s větš́ım počtem stav̊u budou mı́t podobné náhodné rozložeńı přechod̊u
a tedy bude hra podobnou měrou obsahovat cykly.
U některých z ńıže uvedených graf̊u nabývá občas hodnota procentuálńıho
zmenšeńı hry velikosti nula. To znamená, že tyto hry nebyly v̊ubec nijak zjed-
nodušeny. Jsou bud’ d́ılem náhody nagenerovány tak malé, že nemohou být
zmenšeny (zpravidla jsou to hry o jednom stavu), anebo hry tak dobře vy-
tvořené, že po permutaci řádk̊u a sloupc̊u u všech stav̊u zjist́ıme, že na diagonále
matic jsou přechody do terminálńıch stav̊u.
Nı́že uvedené grafy nenesou žádnou závislot os na sobě. Osa x udává rozd́ılná
na sobě nezávislá měřeńı a grafy jsou zde pro porovnáńı. Udávaj́ı, jak se měńı
zmenšeńı her v procentech v závislosti na paramentru det při statistickém vzorku
100 her. Ty byly na ose x seřazeny podle absolutńıho rozd́ıl̊u zmenšeńı velikosti
stavových matic obou iteračńıch algoritmů. Na základě toho můžeme demon-
strovat, jak moc se výsledky ořezáńı lǐśı i mezi hodnotovým a strategickým
algoritmem.
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Obrázek 5.3: Graf porovnávaj́ıćı procentuálńı zmenšeńı herńıch matic na vzorku
náhodných her při det = 0.0
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Na grafu pro čistě deterministickou hru vid́ıme, že p̊uměrného zlepšeńı (tedy
zmenšeńı velikosti p̊uvodńı hry) můžeme dosáhnout u obou iteračńıch algoritmů
zhruba stejně. Zhruba o 66.1 ± 2.2% a pro oba algoritmy stejně (lǐśı se jen o
desetinu procenta a odchylka o setinu).
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Obrázek 5.4: Graf porovnávaj́ıćı procentuálńı zmenšeńı herńıch matic na vzorku
náhodných her při det = 0.5

U her při det = 0.5 bylo na stejném vzorku pr̊uměrné zlepšeńı u iterace
hodnoty o 23.8± 1.6% a u strategie 34.1± 2.0%. Při det = 1.0 bylo pr̊uměrné
zlepšeńı u iterace hodnoty o 23.4± 1.8% a u strategie 34.4± 1.8%.
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Obrázek 5.5: Graf porovnávaj́ıćı procentuálńı zmenšeńı herńıch matic na vzorku
náhodných her při det = 1.0
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Obrázek 5.6: Graf závislosti pr̊uměrného zmenšeńı hry na parametru det

Můžeme si všimnout, že u iterace strategie klesá procentńı zmenšeńı her v
závislosti na parametru det pomaleji, než je to u iterace hodnoty. Po d̊ukladném
prozkoumáńı vkládáńı akćı a běhu algoritmu jsem zjitil, že je to dáno ztrátou
informace d́ıky nedostatečné přesnosti datového typu double. Stane se pak to, že
algoritmus rozš́ı̌ŕı stav o daľśı akce, i když jde o chybu v nepřesnosti typu double.
Toto se děje předevš́ım ve hrách se stavem(vy), obsahuj́ıćım takovou kombinaci
přechod̊u na terminálńı stav nějakého hráče, že se hodnota hry tohoto stavu
bĺıž́ı bud’to 0 nebo 1. Jelikož je tento stav zacyklený sám do sebe, algoritmu
pak stač́ı přidat odkaz na jiný stav s malou hodnotou utility a vzniká t́ım chyba
zaokrouhleńı. Toto může i stavy, ve výjimečných př́ıpadech - kdy hra splňuje
výše uvedené předpoklady, rozš́ı̌rit na jejich plnou velikost.
Zvažoval jsem použit́ı přesněǰśıch typ̊u jako např. bigdecimal, ale jelikož jde o
objekty a bylo by potřeba v daném typu uchovávat hodnotu hry a strategie,
tedy nejpouž́ıvaněǰśı proměnné v algoritmech, nakonec jsem toto řešeńı zamı́tl.
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Kapitola 6

Závěr

Předmětem této práce bylo prozkoumat, zda jde hru zjednodušit, abychom
usṕı̌sili konvergenci iteračńıch algoritmů. Zjistil jsem, že postupné rozšǐrováńı
podhry skutečně dokáže akce her podstatně ořezat.
Jenže s rostoućım počtem akćı se může stát, že hodnota hry už dávno konvergo-
vala k optimu, ale algoritmus ještě stále zkouš́ı přidávat akce. Stejně tak se může
stát, že při opakovaném přidáváńı akćı do fronty, ze které postupně vylepšujeme
podhru, se nám stále vraćı akce, jež hodnotu hry nikdy nezměńı.
V práci jsem se t́ımto problémem nezabýval, ale zp̊usob stavěńı fronty může být
daľśı faktor k urychleńı algoritmu k rozšǐrováńı podhry. Např́ıklad opakovaně
přidávané akce, které po několik iteraćı stále neměńı hodnotu hry, je možné
oklasifikovat nižš́ı prioritou než akce neprozkoumané. Tedy naj́ıt vhodnou heu-
ristiku, jak vyb́ırat, kterými akcemi hru rozšǐrovat.
K úspoře času nám reálně ale algoritmus nepomohl. Je tu ovšem potenciál pro
zrychleńı algoritmu rozšǐrováńı podhry a to nejen v optimalizaci výše uvedeného
pseudoalgoritmu, ale předevš́ım v lepš́ı volbě rychleǰśıho programovaćıho jazyka.
To by pomohlo i s daľśım problémem, který se vyskytoval v jazyce Java. Ne-
dostatečná přesnost datových typ̊u a objektový model jazyka byl, co se týče
rychlosti běhu algoritmu, sṕı̌se na škodu.
Stochastické nekonečné hry maj́ı v současné době široké využit́ı a je proto
žádoućı při hledáńı optimálńıch strategíı tento proces usṕı̌sit. Vhodné osekáváńı
akćı hráč̊u se zdá být jako jedno z možných vylepšeńı.
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