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Abstrakt

Ćılem této práce je navrhnout algoritmus pro koordinaci trajektoriíı v multi-robotickém
systému. Navržený př́ıstup je založen na převodu problému koordinace trajektoríı na
problém pebble-motion a následném vyřešeńı pebble-motion problému algoritmem Push&-
Rotate. Výhodou tohoto př́ıstupu je nižš́ı časová náročnost. Při správné diskretizaci 2-d
prostoru, kterou nazýváme jako př́ıpustnou diskretizaci je ukázána korektnost algoritmu.
Jeho kompletnost nám zajǐst’uj́ı takové diskretizace, které maj́ı dva volné vrcholy a jsou
zároveň př́ıpustné. Algoritmus byl experimentálně porovnán v prázdném prostřed́ı pomoćı
poč́ıtačové simulace. Experiment potvrzuje jeho kompletnost, ale ceny jeho trajektoríı jsou
až třikrát větš́ı než u prioritizovaného plánováńı.



Abstract

The aim of this work is to design algorithm for coordination of trajectories in multi-robot
system. Designed algorithm is based on the transfer from coordination of trajectories
problem to pebble-motion problem and consequential solving pebble-motion problem with
algorithm Push&Rotate. The advantage of this algorithm is lower time complexity. The
correctness of the algorithm is shown on condition that we create an correct discretization
of 2-d space which we called admissible discretization. The completeness of algorithm
is guaranteed with admissible discretization with two free vertices in minimum. The
algorithm was compared with prioritized planning in an environment without obstacles
experimentally on the computer. The experiment confirms its completeness but costs of
its trajectories are three times higher than costs in prioritized planning for 20 robots.
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Kapitola 1

Úvod

V dnešńı době se odvětv́ı umělé inteligence snaž́ı o vývoj továren nové generace, které
usnadňuj́ı lidem práci. Jedná se např́ıklad o velké sklady, kde se roboti pośılaj́ı pro zbož́ı
na určitá mı́sta, která jsou uložena v databázi. Problém koordinace trajektoríı řeš́ı to, aby
se roboti nemohli srazit.
V tuto chv́ıli neexistuje žádný algoritmus, který by efektivně a zároveň garantovaně řešil
problém koordinace trajektoríı robot̊u. Existuj́ı metody, které maj́ı exponenciálńı časovou
náročnost v počtu koordinovaných robot̊u. Existuj́ı i metody, které maj́ı nižš́ı časovou
náročnost, ty ale nevyřeš́ı všechny instance. Zjdnodušenou variantou problému koordinace
trajektoríı je pebble-motion problém. Algoritmy řeš́ıćı tento problém ovšem neumožňuj́ı
současný pohyb agent̊u ani nám nezaručuj́ı geometrickou bezkoliznost (tj. těla robot̊u se
nesmı́ během pohybu překrývat) v 2-d prostřed́ı, protože tyto algoritmy jsou navrženy
tak, aby nedocházelo ke grafovým konflikt̊um (tj. aby se dva roboti nikdy nenacházeli
na stejném vrcholu daného grafu, př́ıpadně pokud je výsledné řešeńı paralelizováno, aby
necestovali v opačném směru po stejné hraně).
V této bakalářské práci jsem navrhl algoritmus, který řeš́ı problém koordinace trajektoríı
pomoćı převodu na pebble-motion problém tak, abyb byla zajǐstěna geometrická bezko-
liznost výsledných trajektoríı. Mnou navržený algoritmus funguje na základě vytvořeńı
grafu, který zaručuje geometrickou bezkoliznost výsledných trajektoríı v 2-d prostřed́ı.
Na tento graf se posléze pust́ı algoritmus pro řešeńı problému pebble-motion. Výsledek
tohoto algoritmu potom změńıme tak, aby se mohlo pohybovat v́ıce robot̊u zároveň a
převedeme na n-tici trajektoríı pro každého robota.
Ve druhé kapitole kapitole se dočteme o algoritmech řeš́ıćıch problém koordinace trajek-
toríı a problém pebble-motion. Ve třet́ı a ve čtvrté kapitole se seznámı́me s použitými sym-
boly a zadefinujeme problém koordinace trajektoríı, který budeme řešit. Pátá kapitola se
zabývá samotným navržeńım algoritmu, převážně jeho omezeńımi, která jsou zp̊usobena
převodem problému koordinace trajektoríı na pebble-motion problém. V šesté kapitole
poṕı̌seme implementaci navrženého algoritmu a seznámı́me se s obsahem přiloženého CD.
V sedmé kapitole experimentálně porovnáme vytvořený algoritmus s existuj́ıćım algorit-
mem (prioritizované plánováńı) pro řešeńı problému koordinace trajektoríı. Nakonec v
osmé kapitole shrneme výsledky této práce.
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Kapitola 2

Pozad́ı problému

V této kapitole poṕı̌seme některé známé př́ıstupy pro koordinaci trajektoríı v multirobo-
tickém systému a zjednodušenou formulaci tohoto problému nazývaného pebble-motion
problém.

2.1 Algoritmy pro koordinaci trajektoríı

v multi-robotickém týmu

Jedná se o problém, kdy je potřeba nalézt množinu trajektoríı pro skupinu robot̊u. V
prostřed́ı se mohou vyskytovat překážky, se kterou nesmı́ mı́t agenti kolizi, zároveň se
nesmı́ srazit s jiným agentem. A nyńı již přikroč́ıme k jednotlivým známým algoritmům.

2.1.1 Centralizované multi-robotické plánováńı

Jedńım př́ıstupem, kterým se řeš́ı koordinace trajektoríı v multi-robotickém týmu, je cen-
tralizované multi-robotické plánováńı [4, 5]. Tento algoritmus je založen na prohledáváńı
kartézského součinu konfiguračńıch prostor̊u robot̊u:

J = S1 × S2 × ...Sn, (2.1)

kde J je prostor, ve kterém se bude prohledávat, Si je množina dosažitelných stav̊u
agenta i a n je počet agent̊u. Tento algoritmus je sice kompletńı a optimálńı, ale jeho
nevýhodou je exponenciálńı časová složitost v počtu robot̊u, tud́ıž je pro v́ıce agent̊u z
d̊uvodu výpočetńıch nárok̊u nepraktický.

2.1.2 Prioritizované plánováńı v multi-robotických
systémech

Daľśım algoritmem, který tento problém řeš́ı, je prioritizované plánováńı [3, 6]. Prioritizo-
vaném plánováńı urč́ı každému agentovi jeho prioritu. Vezme agenta s největš́ı prioritou a
spoč́ıtá jeho cestu do ćıle. Takto pokračuje se všemi agenty až k agentovi s nejnižš́ı priori-
tou. Robot se přitom muśı vyhýbat robot̊um, kteř́ı maj́ı svoji trajektorii již naplánovanou.
Prioritizované plánováńı je mnohem rychleǰśı a tud́ıž i praktičtěǰśı pro v́ıce robot̊u než cen-
tralizované multi-robotické plánováńı, nicméně nemuśı doj́ıt k řešeńı, přestože existuje.
Např́ıklad ve scénáři na obrázku 2.1 prioritizované plánováńı nenajde řešeńı za žádné
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Obrázek 2.1: Agent a1 má start v bodě s1 a ćıl v bodě g1, agent a2 v s1 a v g2, tuto
instanci prioritizované plánováńı nevyřeš́ı

prioritizace. Pokud se naplánuje trajektorie jednoho z robot̊u, druhý již nenajde trajek-
torii, protože do jediného mı́sta, kde se mohou vyhnout (výběžek nahoře), se již nestihne
přemı́stit.

2.2 Pebble-motion problém

V pebble-motion problému [7] je ćılem nalézt koordinovanou sekvenci pohyb̊u pro agenty
pohybuj́ıćı se na grafu. Tento graf je reprezentovaný vrcholy, které jsou propojené obou-
směrnými hranami. Na obsazených vrcholech jsou ”pebbles”(do češtiny oblázky,v našem
př́ıpadě je reprezentuj́ı agenti). Tito agenti maj́ı sv̊uj start a ćıl, přičemž každý agent
má odlǐsný start, totéž plat́ı o jejich ćılech. Dále jsou tu neobsazené vrcholy, kterým se
ř́ıká ”blanks”, tyto vrcholy umožnňuj́ı pohyb agent̊u. Ćılem je nalézt sekvenci pohyb̊u,
které přesunou agenta z jeho startu do ćıle pohybem přes neobsazené vrcholy. Instance
problému je vyřešena, pokud je nalezena sekvence bezkolizńıch pohyb̊u, pomoćı které se
všichni agenti přesunou do svých ćılových pozic. Dobře známou instanćı tohoto problému
je ”15-puzzle problem”. Je dokázáno, že tato instance problému má vždy řešeńı, nicméně
nalezeńı řešeńı je v nejhorš́ım př́ıpadě NP-těžké [1]. V roce 2009 vymyslel Pavel Surynek
algoritmus, který má polynomiálńı časovou náročnost řešeńı pebble-motion problému,
pokud má graf dva vrcholy volné a jde o graf, který po odebráńı jedné hrany bude pořád
spojitý. V roce 2011 vydali Luna a Berkis algoritmus Push&Swap, o kterém tvrdili, že
je kompletńı. Jeho kompletnost vyvrátil článek [2], na kterém byl algoritmus zdokonalen
na Push&Rotate, který vyřeš́ı instanci pebble-motion problému v polynomiálńım čase v
závislosti na počtu agent̊u, pokud má graf alespoň 2 volné vrcholy a instance má na grafu
řešeńı [2].

2.3 Push&Rotate

Pro vyřešeńı pebble-motion problému budu použ́ıvat Push&Rotate algoritmus. Tento al-
goritmus je popsán podrobně ve článku [2], zde si poṕı̌seme základńı princip jeho fun-
gováńı. Na vstupu algoritmus dostane n-tici (G,S,Φ), kde G znač́ı libovolný neoriento-
vaný graf, S označuje n-tici start̊u robot̊u (s1, . . . , sn) a Φ označuje n-tici ćıl̊u robot̊u
(φ1, . . . , φn). Na výstupu algoritmu je sekvence pohyb̊u robot̊u. Tato sekvence je repre-
zentována jako n-tice ((a1, h1) . . . (an, hn)), kde každý prvek (ai, hi) reprezentuje pohyb
robota ai (i ∈ 1, . . . , n) po hraně hi ∈ G v časovém kroku i. Algoritmus se skládá ze 3
základńıch krok̊u:

1. rozděleńı na subgrafy

2. vyřešeńı problému pomoćı operaćı push, swap, rotate
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Obrázek 2.2: 15-puzzle problem

3. odmazáńı přebytečných pohyb̊u

Rozděleńı na subgrafy nám nalezne množinu vrchol̊u, do kterých se robot může přemı́stit
pomoćı operaćı push, swap a rotate. Už při této operaci může algoritmus doj́ıt k tomu, že
daná instance nemá řešeńı. Naopak se ale může stát, že je daná instance řešitelná pouze
ve správném pořad́ı robot̊u. Vhodné pořad́ı je vypočteno na základě přǐrazeńı robot̊u k
subgraf̊um.
Druhý krok algoritmu vyb́ırá roboty ve vypočteném pořad́ı. S jednotivými roboty posouvá
z jejich start̊u do jejich ćıl̊u. Nejdř́ıve zkuśı operaci push, která se pokuśı pohnout robotem
na následuj́ıćım vrcholu, pokud se na něm nějaký robot nacháźı. Pokud je vyčǐstěńı vrcholu
úspěšné posune se na něj robot, který se na tento vrchol chtěl přemı́stit. Pokud operace
push selže, algoritmus vyzkouš́ı operaci swap. Jej́ım ćılem je vyměnit pozice robot̊u. Pokud
i operace swap selže, vykoná se operace rotate. Tato operace se použ́ıvá pro vyřešeńı
problému na kružnici. Pokud danou instanci t́ımto zp̊usobem vyřeš́ıme (tzn. daná instance
má řešeńı), tato část algoritmu nám vrát́ı sekvenci pohyb̊u robot̊u.
V posledńım kroku se snaž́ıme sekvenci pohyb̊u zminimalizovat, protože druhý krok nám
vrát́ı i zbytečné pohyby tam a zpět. Pokud nebyl nějaký vrchol mezi odchodem robota z
daného vrcholu a př́ıchodem téhož robota na týž vrchol obsazen jiným robotem, můžeme
sekvenci těchto dvou pohyb̊u smazat.
V [2] bylo ukázáno, že algoritmus garantuje řešeńı, pokud jsou na grafu alespoň dva volné
vrcholy a daná instance má na grafu G řešeńı. Všimněme si, že algoritmy pebble-motion
neumožňuj́ı pohyb v́ıce robot̊u najednou, i když je to možné, pokud je dostatek volných
vrchol̊u.
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Kapitola 3

Notace

V této kapitole si uvedeme symboly, které budeme dále použ́ıvat.

• ‖x, y‖ znač́ı euklidovskou vzálenost dvou bod̊u v 2-d prostoru

• D (x, r) je množina všech bod̊u lež́ıćıch v kružnici se středem x a poloměrem r

• SV ((〈p1, p′1〉, . . . , 〈pn, p′n〉)) je funkce (R2 × R2)
n → (R2)

n
, vracej́ıćı počátečńı vr-

choly z n-tice hran definovaná jako :=

SV ((〈p1, p′1〉, . . . , 〈pn, p′n〉))→ (p1, . . . , pn)

• FV ((〈p1, p′1〉, . . . , 〈pn, p′n〉)) je funkce (R2 × R2)
n → (R2)

n
, vracej́ıćı koncové vrcholy

z n-tice hran definovaná jako :=

FV ((〈p1, p′1〉, . . . , 〈pn, p′n〉))→ (p′1, . . . , p
′
n)

• FV (((〈p1, p′1〉, a1) , . . . , (〈pn, p′n〉) , an)) je funkce (R2 × R2 × N)
n → (R2)

n
, vracej́ıćı

koncové z vrcholy n-tice pohyb̊u agent̊u po hranách definovaná jako :=

FV (((〈p1, p′1〉, a1) , . . . , (〈pn, p′n〉, an)))→ (p′1, . . . , p
′
n)

• A (((〈p1, p′1〉, a1) , . . . , (〈pn, p′n〉) , an)) je funkce (R2 × R2 × N)
n → (N)n, vracej́ıćı

agenty z n-tice pohyb̊u agent̊u po hranách definovaná jako :=

FV (((〈p1, p′1〉, a1) , . . . , (〈pn, p′n〉, an)))→ (a1, . . . , an)

• 0m×n je taková matice, která má počet řádk̊u m a počet sloupc̊u n a obsahuje samé
nuly
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Kapitola 4

Definice problému

Problém koordinace trajektoríı lze formálně zadefinovat t́ımto zp̊usobem. Mějme 2-d
prostřed́ı E ⊂ R2, kde množina E reprezentuje body, které lež́ı ve volném prostoru mimo
překážky. V tomto volném prostoru se pohybuje n agent̊u s radiusem r a maximálńı rych-
lost́ı v. Start agenta i je označen si, ćıl agenta i je gi. Pro zjednodušeńı zadefinujeme n-tici
start̊u agent̊u S = (s1, . . . , sn) a n-tici ćıl̊u agent̊u Φ = (g1, . . . , gn). Řešeńı problému Π
je definováno jako n-tice trajektoríı jednotlivých agent̊u Π = {πi, . . . , πn}, kde πi (t) je
funkce, která muśı splňovat tyto podmı́nky:

1. πi (0) = si (trajektorie muśı zač́ıt ve startovńı pozici)

2. πi (tmax) = gi (trajektorie muśı skončit v c ćılové pozici)

3. ∀t ∈ 〈0, tmax〉 : D (π (t) , r) ⊂ E (žádná část robota na žádné části trajektorie nesmı́
ležet mimo prostřed́ı E)

4. ∀i, j ∈ {1, . . . , n},∀t ∈ 〈0, tmax〉 : ‖πi (t) , πj (t) ‖2 ≥ 2r (v žádném okamžiku nejsou
2 agenti k sobě bĺıže než součet jejich poloměr̊u)

5. ∀i ∈ {1, . . . , n},∀t1, t2 ∈ 〈0, tmax〉 : d(πi(t1),πi(t2))
|t2−t1| < v, kde d je délka trajektorie mezi

danými pozicemi (agent nepřekroč́ı maximálńı rychlost)
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Kapitola 5

Navržený algoritmus

V této kapitole se seznámı́me s algoritmem, který jsem pojmenoval Discretize-Push&Rota-
te-Paralize, zkráceně DPRP. Algoritmus řeš́ı problém koordinace trajektoríı pomoćı převo-
du na pebble-motion problém. Algoritmus DPRP má na vstupu n-tici (E, r, S,Φ, v), kde E
označuje prostřed́ı pro pohyb agent̊u, r radius agent̊u, S n-tici start̊u agent̊u, Φ n-tici ćıl̊u
agent̊u a v maximálńı rychlost agenta. Na výstupu je pak množina trajektoríı jednotlivých
agent̊u. Prvńım krokem je diskretizace prostřed́ı. V této části vytvoř́ı algoritmus graf pro
pohyb robot̊u G, n-tici hran B = (bi, . . . , bn), kde SV (B) = S a FV (B) = S ′, a n-tici hran
F = (fi, . . . , fn), kde X(F ) = Φ′ a Y (S) = Φ ze vstupni n-tice (E, r, S,Φ). Ve druhém
kroku algoritmus DPRP aplikuje algorimus Push&Rotate na vstupńı graf G, počátečńı
vrcholy FV (B) a koncové vrcholy SV (F ). Tento krok vrát́ı sekvenci pohyb̊u M , přičemž
bude pohybovat agenty z S ′ do Φ′. Třet́ım krokem bude paralelizace pohyb̊u robot̊u. Na
jej́ım vstupu bude sekvence pohyb̊u M . Paralelizace umožńı pohyb v́ıce robot̊u najednou
a vrát́ı nám matici pozic agent̊u v závislosti na čase M ′ o velikosti t× n, kde n je počet
agent̊u a t je počet časových krok̊u potřebných k přemı́stěńı všech agent̊u z jejich ćıl̊u do
jejich start̊u. Po paralelizaci dojde k přidáńı start̊u agent̊u S do prvńıho řádku matice
M ′ a k přidáńı ćıl̊u agent̊u Φ do posledńıho řádku matice M ′. Nakonec z matice M ′ za
pomoćı rychlosti v vytvoř́ıme trajektorie pro jednotlivé roboty Π, tak že každou hranu
projde agent a za stejný čas, který záviśı na délce nejdeľśı hrany v grafu G a maximálńı
rychlosti robota V . Pseudokód celého algoritmu můžeme vidět v algoritmu 1.

Algorithm 1 Celý algoritmus

1: function DPRP(E, r, S = (s1, . . . , sn), Φ = (φ1, . . . , φn),v)
2: G,B = (b1, . . . , bn) , F = (f1, . . . , fn)←discretize(E, r, S,Φ)
3: M ←pushRotate(G,FV (B) , SV (F ))
4: M ′ ←parallelize(FV (B) ,M)

5: M ′ ←

 SM ′

Φ


6: Π←createTrajectories(M ′, v, hmax) pozn. hmax je nejdeľśı hrana z G
7: return Π
8: end function
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Obrázek 5.1: Na tomto obrázku vid́ıme 2 roboty kteř́ı se pohybuj́ı ze start̊u si do ćıl̊u gi
paralelně, na tomto grafu nedojde ke grafové kolizi, nicméně kv̊uli špatně zvolené diskre-
tizaci dojde ke geometrické kolizi

5.1 Diskretizace prostřed́ı

Nyńı si řekneme něco o požadavćıch na bezkonfliknost v pebble-motion problému a v
problému koordinace trajektoríı. Umožńı nám to se zamyslet nad správnou diskretizaćı
prostoru.

5.1.1 Požadavky na bezkoliznost v pebble-motion problému

V pebble-motion problému je kolize definována na grafu. Dva roboti koliduj́ı pokud jsou
na stejném vrcholu grafu v jednom kroku nebo pokud se pohybuj́ı po jedné hraně proti
sobě. Této situaci budeme ř́ıkat grafový konflikt.

5.1.2 Požadavky na bezkoliznost v problému koordinace trajek-
toríı

Naopak kolize v problému koordinace trajektoríı je definována tak, že v každém časovém
okamžiku muśı vzdálenost dvou libovolných robot̊u být větš́ı než součet poloměr̊u jejich
bezkontaktńıch zón. Pokud se stane že vzdálenost bude menš́ı než součet poloměr̊u robot̊u,
dojde ke geometrickému konfliktu.

5.1.3 Rozd́ıl diskretizace pro koordinace trajektoríı a navržený
př́ıstup

Hlavńım problémem je tedy navrhnout takovou diskretizaci, na které se nebude vyskyto-
vat žádný geometrický konflikt, protože řeš́ıme problém koordinace trajektoríı za pomoćı
technik řeš́ıćıch pebble-motion problém a algoritmy řeš́ıćı pebble-motion problém vylučuj́ı
pouze grafový konflikt. Na obrázku 5.1 vid́ıme diskretizaci, na které je geometrická kolize,
nicméně samotný algoritmus na řešeńı pebble-motion problému kolizi nerozpozná, protože
se jedná pouze o geometrický konflikt. Nyńı si zadefinujeme pojem π-bezkonfliknost, kte-
rou budeme dále využ́ıvat.

Definice 1 (π-bezkonfliknost hran se společným vrcholem)
Dvě hrany h1 = 〈(x1, y1) , (x2, y2)〉,h2 = 〈(x2, y2) , (x3, y4)〉, se společným vrcholem (x2, y2)〉
které lež́ı na grafu G jsou bezkonfliktńı pro roboty s radiusem r, pokud:=
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∀α ∈ 〈0, 1〉 : ‖ (x1, y1) + α [(x2, y2)− (x1, y1)] , (x2, y2) + α [(x3, y3)− (x2, y2)] ‖ ≤ 2r

Máme 2 hrany h1,h2, každá hrana je dána počátkem (xi, yi) a koncem (xi+1, yi+1). Tyto
hrany tedy můžeme považovat za orientované úsečky. Středy robot̊u pohybuj́ıćıch se po
těchto usečkách tak, aby pohyb po úsečce trval jeden časový krok, muśı být v každém
časovém okamžiku t vzdálené alespoň 2r.

5.1.4 Př́ıpustná diskretizace pro problém koordinace trajektoríı

Jak jsme demonstrovali na obrázku 2.1, ne všechny diskretizace jsou vhodné. Zavedeme
tedy pojem př́ıpustná diskretizace pro ty, které zachovaj́ı korektnost navrženého algo-
ritmu v̊uči řešeńı problému koordinace trajektoríı. Př́ıpustná diskretizace pro problém
koordinace trajektoríı (E, r, n, S,Φ) muśı splňovat tyto vlastnosti:

1. Každá hrana muśı být dlouhá alespoň 2r

2. Každý vrchol muśı být vzdálen alespoň 2r od všech hran, na kterých vrchol nelež́ı.

3. Žádné 2 hrany se nesmı́ prot́ınat.

4. Každé 2 hrany se společným vrcholem muśı být π-bezkonfliktńı.

5. Každá startovńı pozice si muśı být přǐrazena právě k jednomu vrcholu V, zároveň
nesmı́ být v́ıce startovńıch pozic přǐrazeno k jednomu vrcholu.

6. Každá ćılová pozice gi muśı být přǐrazena právě k jednomu vrcholu V, zároveň nesmı́
být v́ıce ćılových pozic přǐrazeno k jednomu vrcholu.

7. Všechny hrany a vrcholy muśı mı́t vzdálenost od překážek alespoň 2r

Nyńı přistouṕıme k jednomu druhu př́ıpustné diskretizace, kterou jsem zvolil.

Teselace

Pro můj účel potřebuji takovou diskretizaci, která budou mı́t stejnou délku hran. Stejná
délka hran nám totiž zajist́ı, že se mohou všichni roboti pohybovat maximálńı rychlost́ı,
protože poč́ıtáme s t́ım, že robot přejde hranu za jednotkový časový úsek. Z tohoto
vyplývá, že hrany musej́ı sv́ırat i stejný úhel, aby mohla být délka hran maximálńı a
zároveň, aby hrany splňovaly π-bezkonfliktnost.Tyto podmı́nky splňuje teselace. Teselace
(česky pokryt́ı prostoru) je vyplněńı prostoru obrazci tak, aby pokryly daný prostor bez
mezer a zároveň se tyto obrazce nepřekrývali. Tato vlastnost nám zajist’uje, aby se hrany
na grafu neprot́ınaly. Zároveň se muśı jednat o tesalaci, kde hrany vycházej́ıćı z jednoho
vrcholu sv́ıraj́ı stejný úhel. Vyjmenované vlastnosti splňuj́ı tyto tři teselace:

1. trojúhelńıková (hrany sv́ıraj́ı úhel 60◦) viz obrázek 5.2

2. čtvercová (hrany sv́ıraj́ı úhel 90◦) viz obrázek 5.3

3. šestiúhelńıková (hrany sv́ıraj́ı úhel 120◦) viz obrázek 5.4
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Obrázek 5.2: Takto může vypadat jedna z variant př́ıpustné diskretizace. Jedná se o
trojúhelńıkovou teselaci, která má 322 vrchol̊u 882 hran při radiusu robota 20 (vlevo
dole)

Obrázek 5.3: Takto může vypadat druhá varinta př́ıpustné diskretizace. Jedná se o
čtvercovou teselaci, která má 750 vrchol̊u 1435 hran při radiusu robota 20 (vlevo dole)

Obrázek 5.4: Takto může vypadat třet́ı varianta př́ıpustné diskretizace. Jedná se o
šestiúhelńıkovou teselaci, která má 618 vrchol̊u 880 hran při radiusu robota 20 (vlevo
dole)

15



5.1.5 Bezkonfliktnost hran se společným vrcholem

Abychom mohly použ́ıt teselaci, muśıme zjistit, jaké parametry muśı hrany se společným
vrcholem splňovat, aby byly π-bezkonfliktńı. V žádném čase t se nesmı́ stát, aby se roboti
srazili, proto muśı mı́t hrany určitou délku, která bude záviset na úhlu α. Úhel α je úhel,
který sv́ıraj́ı hrany a, b ve vrcholu V. Nyńı budeme muset spoč́ıtat, v jaké části hran a, b
je robot pohybuj́ıćı se po hraně a do vrcholu V a robot pohybuj́ıćı se po hraně b z vrcholu
V (viz obrázek 5.5).

Obrázek 5.5: Jeden robot se pohybuje z
vrcholu V do vrcholu A, druhý robot se
současně pohybuje z vrcholu B do vr-
cholu V, v časovém okamžiku t maj́ı od
sebe vzdálenost f (t)

Obrázek 5.6: Radius robot̊u nesplňuje
podmı́nku z rovnice 5.2, proto se roboti
sraźı

V jaké části hran se v daný okamžik roboti nacháźı, bude záviset na časovém okamžiku
t. Jelikož robotovi s rychlost́ı v trvá přechod po jedné hraně jednotkový časový krok δt
budeme uvažovat proměnnou t z intervalu 〈0, 1〉. Vzájemnou vzdálenost robot̊u pohy-
buj́ıćıch se po těchto hranách nazveme f (t). V t takovém, že jsou roboti nejbĺıže, muśıme
zajistit, že se roboti nesraźı. Tuto vzdálenost označ́ıme jako s = mint∈〈0,1〉 f(t). Minimálńı
separačńı vzdálenost mezi středy robot̊u si označ́ıme jako d = 2r. Vzdálenost s muśı být
větš́ı nebo stejně velká jako vzdálenost d. Nyńı si spoč́ıtáme v jakém časovém okamžiku
tmin = argmint∈〈0,1〉 f(t) jsou robot nejbĺıže:

f 2(t) = (a− at)2 + (bt)2 − 2(a− at)bt cosα

f 2(t) = a2 − 2a2t+ a2t2 + b2t2 − 2abn cosα + 2abn2 cosα

(f 2(t))′ = −2a2 + 2a2n+ 2b2n− 2ab cosα + 4abn cosα

Prvńı derivaci polož́ıme nule a spoč́ıtáme v jakém čase t jsou roboti nejbĺıže:

tmin =
a2 + ab cosα

a2 + b2 + 2ab cosα
(5.1)

Z tohoto vzorce si můžeme všimnout, že pokud jsou hrany a, b stejně dlouhé bude
tmin = 1

2
:

tmin =
a2(1 + cosα)

2a2(1 + cosα)
=

1

2
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Obrázek 5.7: Radius robot̊u splňuje
podmı́nku z rovnice 5.2, a to s rovnost́ı,
proto se roboti v čase t

2
dotknou

Obrázek 5.8: Radius robot̊u splňuje
podmı́nku z rovnice 5.2, a to s ostrou
nerovnost́ı, proto se roboti minou

Nyńı provedeme dosazeńı tmin do vzdálenosti s:

s2 =
a2b2(1− cos2 α)

a2 + b2 + 2ab cosα

Z tohoto vzorce nám vyplývá d̊uležitá závislost mezi hranami, úhlem a velikost́ı robot̊u:

a2b2(1− cos2 α)

a2 + b2 + 2ab cosα
≥ d2 (5.2)

Na obrázćıch 5.6, 5.7, 5.8 vid́ıme, jestli se roboti o třech rozd́ıných poloměrech při stejné
diskretizaci sraźı nebo ne. Na obrázćıch jsou hrany dlouhé 100 a úhel, který sv́ıraj́ı je
60◦. Na obrázku 5.6 dojde ke kolizi, protože jsou roboti př́ılǐs velćı, tato diskretizace
je nepř́ıpustná. Na obrázku 5.7 dojde k dotyku bezkontaktńıch zón, tato diskretizace je
př́ıpustná a zároveň nejlepš́ı možná. Na obrázku 5.8 se roboti minou, tato diskretizace je
př́ıpustná, ale zároveň existuje lepš́ı diskretizace, která má kratš́ı hrany.

5.1.6 Návrh optimálńıch parametr̊u

Nyńı můžeme přej́ıt k návrhu mř́ıžky. Abychom vyplnili celý prostor stejně dlouhými
hranami, můžeme si vybrat ze tř́ı typ̊u mř́ıžek. Je to mř́ıžka skládaj́ıćı se z rovnostranných
trojúhelńık̊u, čtverc̊u nebo pravidelných šestiúhelńık̊u [8]. Pro tyto možnosti spoč́ıtáme
minimálńı velikost hrany a:

1. rovnostranný trojúhelńık (α = 60◦):

a4(1− 0.25)

2a2 + a2
= d2

a = 2d

2. čtverec (α = 90◦):
a4(1− 0)

2a2 + 0
= d2

a =
√

2d
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Obrázek 5.9: Na obrázku vid́ıme robota A, prostřed́ı E a překážky O. Střed robota A se
může pohybovat všude, kde vid́ıme b́ılou plochu, šedivou barvou je znázorněno nafouknut́ı
překážek a zmenšeńı vnitřńı hranice o radius robota.

3. pravidelný šestiúhelńık (α = 120◦):

a4(1− 0.25)

2a2 − a2
= d2

a =
2√
3
d

K tvorbě mř́ıžky jsem si vybral čtverec, protože má nejlepš́ı pokryt́ı prostoru (nejv́ıce hran
a vrchol̊u), což je vidět na obrázćıch 5.2, 5.3, 5.4. Ted’ již můžeme přej́ıt k samotnému
vytvořeńı grafu. Nejdř́ıve muśıme zajistit, aby výsledná trajektorie splňoovla podmı́nku
7 př́ıpusktné diskretizace, tj. všechny hrany a vrcholy muśı mı́t vzdálenost od překážek
alespoň r. To lze zajistit zvětšeńım překážek o radius robota a posunut́ım vněǰśı hranice
prostřed́ı dovnitř taktéž o radius robota viz obrázek 5.9.

5.1.7 Navržená diskretizace

Funkce discretize má vstupńı parametry prostřed́ı E, radius robota r, starty robot̊u
S = (s1, . . . , sn), ćıle robot̊u Φ = (φ1, . . . , φn), bod p, z kterého budeme graf rozv́ıjet,
a úhel teselace α. Jej́ım výsledkem bude neorientovaný graf G, vytvořeńı hran B pro
přesunut́ı robot̊u z počátečńıch pozic S na počátečńı vrcholy grafu S ′ a vytvořeńı hran
F , pro přesunut́ı robot̊u z ćılových vrchol̊u Φ′ do ćılových pozic Φ. Pseudokód navržené
funkce je v algoritmu 2.

Algorithm 2 Diskretizace

1: function discretize(E, r, S, Φ, p, α)
2: G← createGrid(E, r, p, α)
3: B ← assignAgents(G,S)
4: F ← revert(assignAgents(G,Φ)) pozn. funkce revevert otoč́ı hranu do směru

pohybu robota
5: return G,B, F
6: end function

18



Vlastńı řešeńı vytvořeńı mř́ıžky

V tomto odstavci si poṕı̌seme pseudokód funkce createGrid, která vytvoř́ı graf G, který
splňuje pravidla př́ıpustné diskretizace. Graf G bude obsahovat množinu hran a množinu
vrchol̊u. Při vytvářeńı mř́ıžky dostaneme bod p ∈ E, ze kterého se bude mř́ıžka rozv́ıjet.
Dále muśıme dostat úhel teselace α, který bude bud’ 60◦ pro trojúhelńıkovou teselaci, 90◦

pro čtvercovou, nebo 120◦ pro šestiúhelńıkovou. Nyńı budeme bod p rozv́ıjet do všech
směr̊u daných úhlem teselace α, č́ımž vytvoř́ıme mř́ıžku. Zadefinujeme si dvě množiny:
a) openlist OL, b) closedlist CL. Dokud bude v OL alespoň jeden bod, tak libovolný
bod vezmeme a smažeme z OL. Dále zjist́ıme, jestli daný vrchol̊u můžeme přidat do grafu
(zda-li neńı na překážce). Pokud jsme ho mohli přidat a jeho předch̊udce jsme také přidali
do grafu, zjist́ıme, jestli můžeme přidat i hranu. Následně přidáme aktuálńı bod do CL.
Posledńım krokem cyklu je expanze aktuálńıho bodu. Směry expanze jsou závislé na úhlu
teselace τ , kterou jsme zvolili na začátku.

Algorithm 3 Vytvořeńı mř́ıžky

1: function CreateGrid(E, r, p, α)
2: G← ({} , {})
3: OL← {p}
4: CL← {}
5: while |OL| > 0 do
6: v ← libovolný prvek z OL
7: OL← OL \ {l}
8: Do grafu G přidáme vrchol v pokud splňuje podmı́nku D (v, r) ⊂ E. Do grafu

přidáme hranu h spojuj́ıćı vrchol v a vrchol v′, z kterého se vrchol v vytvořil pomoćı
expanze, pokud byly oba vrcholy přidány do grafu a hrana je vzdálena od překážek
alespoň o r.

9: CL← CL ∪ {l}
10: Do OL přidáme vrcholy, které splňuj́ı podmı́nky teselace (př́ıpadné hrany ve-

doućı do těchto vrchol̊u budou sv́ırat úhel α a budou mı́t délku závislou na α a r).
11: end while
12: return G
13: end function

Přǐrazeńı start̊u a ćıl̊u k jednotlivým vrchol̊um

V této části si poṕı̌seme algoritmus 4, který popisuje funkci assignRobots, která vytvoř́ı
hrany tak, že přǐrad́ı body z množiny P k vrchol̊um na grafu G a t́ım vytvoř́ı množinu
oboustranných hran H. Přǐrazeńı poṕı̌si na startech, s ćıli je to obdobné. K danému
startu p najdeme nejbližš́ı vrchol v a přǐrad́ıme ho k němu za podmı́nky, že je neobsazený.
Neobsazený znamená, že k tomuto vrcholu v neńı přǐrazen žádný start robota, to znamená,
že v množině H neńı žádná hrana, která má ćıl ve vrcholu v. Pokud taková hrana existuje,
hledáme daľśı nejbližš́ı vrcholy. V tu chv́ıli muśı ale platit, že při pohybu na nově vytvořené
hraně nedojde ke kolizi. Všechny hrany v množině H muśı splňovat pravidla 2, 3, 7
př́ıpustné diskretizace. Pokud tyto pravidla hrana 〈p, v〉 splňuje, přidáme ji do množiny
H.
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Algorithm 4 Přǐrazeńı agent̊u k vrchol̊um na grafu

1: function assignAgents(G, P )
2: H ← {}
3: while |P | > |H| do
4: p← P
5: v ← nejbližš́ı př́ıpustný bod grafu G k bodu p
6: H ← H ∪ 〈p, v〉
7: end while
8: return H
9: end function

5.1.8 Analýza navrženého př́ıstupu

V této kapitole si zanalyzujeme že navržený př́ıstup (aplikace Push&Rotate na př́ıpustnou
diskretizaci prostřed́ı a následnou paralelizaci) a ukážeme, že nalezené řešeńı splňuje bez-
koliznost pro problém koordinace trajektoríı.

Věta 1 Pokud (G,B, F ) je př́ıpustná diskretizace pro problém P = (E, r, S,Φ, v), M je
řešeńım pebble-motion problému (G, Y (B) , X (F )), pak plat́ı, že řešeńı M převedéné na
trajektorie je řešeńım problému koordinac trajektoríı.

Důkaz 1 D̊ukaz provedeme sporem. Předpokládejme, že existuje časový krok i, během
kterého se dva roboti ai, aj pohybuj́ıćı se po hranách hi, hj sraźı:

1. Roboti stoj́ı na vrcholech grafu v1, v2.
Pokud oba roboti stoj́ı na vrcholech postač́ı podmı́nky 1 a 2 př́ıpustné diskretizace.
Pokud roboti stoj́ı na konćıch jedné hrany použijeme podmı́nku 1 (minimálńı délka
hrany muśı být dlouhá alespoň 2r). Pokud lež́ı na jiných hranách použijeme podmı́nku
2, protože vrchol je součást hrany a hrana muśı být od vrcholu, který na ńı nelež́ı
vzdálený alespoň 2r. Roboti se nesraźı.

2. Jeden robot stoj́ı v1 a jeden se pohybuje po h2.

Robot se pohybuje na vrchol, kde je stoj́ıćı robot.
Toto se nem̊uže stát kv̊uli podmı́nce pebble-motion, kdy se robot vždy pohybuje na
prázdné mı́sto, viz kapitola 2.2. Roboti se nesraźı.

Robot se pohybuje z vrcholu, kde je stoj́ıćı robot.
Toto se nem̊uže stát kv̊uli tomu, že se robot nemohou pohnout na stejné mı́sto, viz
předchoźı problém a zároveň nemohou mı́t stejné počátečńı vrcholy viz podmı́nka 5
př́ıpustné diskretizace. Roboti se nesraźı.

Robot se pohybuje po jiné hraně než stoj́ıćı robot.
Jelikož muśı být hrana od vrcholu, který na ńı nelež́ı vzdálena alespoň 2r podle
podmı́nky 2 př́ıpustná diskretizace, je i tento předpoklad splněn. Roboti se nesraźı.

3. Oba roboti se pohybuj́ı.

Roboti se pohybuj́ı proti sobě po stejné hraně.
Tato situace nem̊uže nastat, protože ji neumožňuje pebble-motion problém, kdy se
roboti mohou pohybovat jen na prázdné vrcholy. Roboti se nesraźı.
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Roboti se pohybuj́ı po hranách, které nemaj́ı společný vrchol.
Podle podmı́nky 3 př́ıpustné diskretizace se nesmı́ hrany prot́ınat a podle podmı́nek
2 a 3 muśı být hrany od sebe vzdáleny alespoň r. Roboti se nesraźı.

Prvńı robot se pohybuje na startovńı pozici druhého robota a ten se zároveň
pohybuje na jinou pozici než je startovńı pozice prvńıho robota, viz obrázek 5.5.
Jelikož muśı být tyto hrany bezkonfliktńı podle podmı́nky 4 př́ıpustné diskretizace,
roboti se nesraźı.

4. Žádný robot se nesmı́ srazit s překážkou. Tento předpoklad je splněn podmı́nkou 7
př́ıpustné diskretizaci. Robot nikdy nenaraźı do překážky.

Jde o spor, protože se roboti nikdy navzájem nemohou srazit a ani se nemohou srazit s
překážkou, proto věta 1 plat́ı.

5.2 Aplikace Push&Rotate na diskretizované

prostřed́ı

Na vstupu algoritmu Push&Rotate je graf G, který reprezentuje prostřed́ı E, dále po-
sloupnost startovńıch vrchol̊u S ′ = Y (B) a posloupnost ćılových vrchol̊u Φ′ = X (F ). Na
výstupu je sekvence pohyb̊u M = ((a1, h1) . . . (an, hn)), kde každý prvek (ai, hi) reprezen-
tuje pohyb agenta ai (i ∈ 1, . . . , n) po hraně hi ∈ G v časovém kroku i.

5.3 Paralelizace pohybu robot̊u

Paralelizace pohyb̊u robot̊u nám umožńı pohybovat s agenty současně, což se při řešeńı
pebble-motion problému neděje. Paralizace funguje tak, že sekvenci pohyb̊u M převede
na matici pozic robot̊u M ′ o velikosti t×n, kde t je počet časových krok̊u pro přesun všech
robot̊u ze startovńıch pozic na ćılové pozice a n je počet robot̊u. Nyńı si poṕı̌seme pr̊uběh
funkce parallelize popsanou v algoritmu 5. Zadefinujme si dvourozměrné pole M ′. Jeho
prvńı dimenze je čas, druhá dimenze jsou agenti. Je to tedy matice pozic, kde každý prvek
odpov́ıdá určitému agentovi a času. Samotná paraleliza prob́ıhá v hlav́ı smyčce while,
která běž́ı dokud nejsou zpracovány všechny pohyby sekvence M . Algoritmus využ́ıvá
množinu U , která reprezentuje všechny pohyby, které se staly před daným pohybem mi

v neparalelizované sekvenci pohyb̊u. Daľśı proměnnou je pole ∆, která udržuje informaci
o tom, zda se daný robot pokusil pohnout. Hodnota 1 v tomto poli symbolizuje, že se
o to robot pokusil, hodnota 0, že se zat́ım o pohyb agent nepokusil. V cyklu while z
řádky 9 se pokouš́ıme o pohyb v́ıce robot̊u najednou, pokud je umožněn. To znamená, že
pokud žádný pohyb jiného agenta nesměřoval do vrcholu, kterého chce dosáhnout agent
z daného pohybu mi, pohneme s ńım do tohoto vrcholu. Zároveň tento pohyb odmažeme
z posloupnosti pohyb̊u. Koncový vrchol každého pohybu, přidáme do U , pokud tam již
neńı. Pokud jsme se pokusili pohnout se všemi agenty nebo již neńı žádný nevyzkoušený
pohyb z M (ukončovaćı podmı́nka cyklu), agenti j, kteř́ı maj́ı Pt,j = 0, z̊ustávaj́ı na mı́stě,
tud́ıž algoritmus oṕı̌se jejich pozici z času t− 1.
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Algorithm 5 Paralelizace

1: function parallelize(M , S ′)
2: M ′ ← 0t×n

3: M ′ ←
[
S ′

M ′

]
4: t← 1
5: while |M | > 0 do
6: i← 0
7: U ← {}
8: ∆← 01×n
9: while i < |M | do
10: if ∆1,A(mi) = 0 then
11: ∆1,A(mi) = 1
12: if FV (mi) /∈ U then
13: M ′

t,A(mi)
← FV (mi)

14: M ←M \ {mi}
15: i← i− 1
16: end if
17: end if
18: if FV (mi) /∈ U then
19: U ← U ∪ FV (mi)
20: end if
21: i← i+ 1
22: if ∆ = 11,n then
23: break
24: end if
25: end while
26: for j = 0; j < n; j ← j + 1 do
27: if M ′

t,j = 0 then
28: M ′

t,j ←M ′
t−1,j

29: end if
30: end for
31: t← t+ 1
32: end while
33: return M ′

34: end function
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5.4 Vytvořeńı trajektoríı robot̊u

V této sekci poṕı̌seme posledńı krok algoritmu DPRP. Jedná se o konečný převod sekvece
pohyb̊u robot̊u na trajektorie. Vstupem této části algoritmu je zparalelizovaná matice M ′

pohyb̊u agent̊u, maximálńı rychlost agenta v a velikosti nejdeľśı hrany hmax. Naš́ım úkolem
je vytvořit z ńı trajektorie pro každého robota. Jelikož ve sloupci nám roste čas t, hrany
po kterých se budou roboti pohybovat jsou dány bodz v časech ti a ti+1. Pohyb po takto
vytvořené hraně bude trvat jeden časový krok δt = hmax

v
. Všichni roboti, kteř́ı pojedou

po kratš́ıch hranách, pojedou pomaleji. T́ımto je pebble-motion problém zpět převeden
na problém koordinace trajektoríı a můžeme ho tedy porovnat s jinými algoritmy, které
řeš́ı problém koordinace trajektoríı.

Algorithm 6 Vytvořeńı trajektoríı

1: function createTrajectorie(M ′, v, hmax)
2: Π← prázdná n-tice trajektoríı (π1, pin)
3: for i = 1; i ≤ n; i← i+ 1 do pozn. n je počet robot̊u
4: Vezmeme i-tý sloupec matice M ′, jeho prvky jsou body, které tvoř́ı trajektorii

robota. Přechod robota mezi jednotlivými body trvá čas δt = hmax
v

, což nám vytvoř́ı
trajektorii i-tého robota πi

5: end for
6: return Π′

7: end function
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Kapitola 6

Implementace

Algoritmus popsaný v předchoźı kapitole byl naimplementován v jazyce Java. Naimple-
mentováno bylo prostřed́ı pro tvorbu př́ıpustné diskretizace i samotný algoritmus. Zdro-
jové kódy naleznete na přiloženém CD.

6.1 Program pro diskretizaci prostřed́ı

Pro účel diskretizace prostřed́ı jsem použil již existuj́ıćı tř́ıdu ProblemDesigner z knihovny
deconflictiontools [10]. Tuto tř́ıdu jsem rozš́ı̌ŕıl o funkcionalitu umožňuj́ıćı diskretizaci
prostřed́ı, která vytvoř́ı graf pro danou instanci. Hlavńı spouštěćı tř́ıdou je ProblemIn-
stanceDesigner. V programu při stisknut́ı klávesy x přejdeme do režimu tvorby grafu.
V tuto chv́ıli máme tři možnosti nastaveńı tvorby gridu. Když stiskneme klávesu c bude
čtvercový, při stisku klávesy t trojúhelńıkový, při stisku klávesy h bude šestiúhelńıkový. Po
tomto nastaveńı klikneme do prostřed́ı levým tlač́ıtkem myši a z tohoto bodu se vytvoř́ı
graf se zadanými parametry. Protože jsem testoval algoritmus s algoritmem prioritizo-
vaného plánováńı, který nemuśı dodržovat námi zadefinovanou př́ıpustnou diskretizaci,
můžeme vytvářet i obecné diskretizace. Pro tento účel jsem použil klávesu f, která vy-
tvoř́ı graf s osmiokoĺım, a klávesu r, která vytvoř́ı graf s šestnáctiokoĺım. Vytvořený graf
můžeme do výstupńı instance uložit pomoćı mezerńıku a následným stisknut́ım klávesy
s. Grafickou ukázku nástroje pro vytvářeńı diskretizaćı vid́ıte na obrázku 6.1.

Obrázek 6.1: Na obrázku vid́ıme čtvercovou ”nepř́ıpustnou”diskretizaci s osmiokoĺım
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Obrázek 6.2: Na obrázku vid́ıme počátečńı krok (t = 0) vizualizace navrženého algoritmu

6.1.1 Algoritmus na vyřešeńı problému v diskretizovaném pro-
střed́ı

Implementace algoritmu DPRP zabrala většinu času stráveného nad moj́ı bakalářskou
praćı. Samotnou implementaci algoritmu Push&Rotate jsem rozš́ı̌ril o paralelizaci pohyb̊u
agent̊u a následný převod na trajektorie. Celý algoritmus je naimplementovaný ve tř́ıdě
PR, která je spouštěna hlavńı tř́ıdou PRSolver. Tř́ıda PRSolver děd́ı vlastnosti z tř́ıdy
Solver, která se nacháźı v projektu deconflictiontools [10]. Na obrázku 6.2 vid́ıme ukázku
vizualizace pomoćı tř́ıdy Solver. Jak program spustit se dozv́ıte na přiloženém CD v
souboru readme.txt. Na CD můžete také nalézt soubor s bakalářskou praćı (bakalarka.pdf)
a zdrojové kódy algoritmy ve složce vytvořeného projektu PushRotate.
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Kapitola 7

Experimentálńı porovnáńı

V této kapitole si poṕı̌seme výsledky experimentálńıho porovnáńı. Algoritmus jsem otes-
toval na prázdném prostřed́ı. V prázdném prostřed́ı jsem vytvořil 80 náhodných instanćı
problému koordinace trajektoríı tak, že jsem přidal starty a ćıle robot̊u do náhodných
bod̊u tohoto prostřed́ı. Testoval jsem algoritmus pro tyto počty robot̊u: 1, 2, 4, 3, 5, 10,
15, 20. Pro každý počet robot̊u jsem vytvořil náhodně 10 r̊uzných instanćı. Roboti měli
radius r = 50. Na každé instanci jsem spustil tyto algoritmy:

1. DPRP: Discretize-Push&Rotate-Paralize pro př́ıpustnou diskretizaci, viz obrázek
7.1

2. PP4: Prioritizované plánováńı pro př́ıpustnou diskretizaci s timestepem 1, viz obrázek
7.1

3. PP8: Prioritizované plánováńı pro nepř́ıpustnou diskretizaci s osmiokoĺım s timeste-
pem 1, viz obrázek 7.2

4. PP16: Prioritizované plánováńı pro nepř́ıpustnou diskretizaci s šestnáctiokoĺım s
timestepem 1, viz obrázek 7.3

5. PP4t: Prioritizované plánováńı pro př́ıpustnou diskretizaci s timestepem 72 viz
obrázek, 7.1

6. PP8t: Prioritizované plánováńı pro nepř́ıpustnou diskretizaci s osmiokoĺım s timeste-
pem 72 viz obrázek, 7.2

7. PP16t: Prioritizované plánováńı pro nepř́ıpustnou diskretizaci s šestnáctiokoĺım s
timestepem 36, viz obrázek 7.3

Timestep nám určuje krok diskretizace časové dimenze. Algoritmus DPRP byl úspěšný
na všech testovaných instanćıch. Na grafech uvid́ıme i rozsahy ceny trajektoríı (časové
náročnosti), které jsou spoč́ıtány jako pr̊uměrné odchylky pro daný počet robot̊u.

7.1 Kvalita řešeńı problému

Kvalitu řešeńı definujme jako pr̊uměrnou cenu nalezeného řešeńı pro instance s r̊uzným
počtem robot̊u. Cena trajektoríı je určena tak, že se poč́ıtá čas agenta strávený mimo
ćılovou pozici. Na obrázćıch 7.5, 7.6 vid́ıme, že cena trajektoríı pro algoritmus DPRP
roste rychleji v závislosti na počtu agent̊u oproti algoritmu na prioritizované plánováńı.
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Obrázek 7.1: Na tomto obrázku vid́ıte př́ıpustnou diskretizaci v porovnáńı s velikost́ı
robota

Obrázek 7.2: Na tomto obrázku vid́ıte nepř́ıpustnou diskretizaci s osmiokoĺım v porovnáńı
s velikost́ı robota

Obrázek 7.3: Na tomto obrázku vid́ıte nepř́ıpustnou diskretizaci s šestnáctiokoĺım v po-
rovnáńı s velikost́ı robota
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Obrázek 7.4: Na grafu vid́ıme rozd́ıl mezi délkou trajektorie a cenou pro algoritmus DPRP

Jelikož při paralelizaci pohyb̊u v́ıce robot̊u v problému pebble-motion muśıme často čekat
než daným vrcholem projde jiný agent (ten, který byl v sekvenci pohyb̊u řešen dř́ıve), cena
trajektorie rychle roste. Na obrázku 7.4 si můžeme všimnout velkého rozd́ılu mezi cenou
a délkou trajektoríı algoritmu DPRP. Protože se roboti pohybuj́ı jednotkovou rychlost́ı
jsou tyto dvě veličiny srovnatelné.

7.2 Rychlost řešeńı problému

Na obrázćıch 7.7, 7.8 si všimněme, že algoritmus DPRP pracuje téměř konstantńı rych-
lost́ı. Jeho časová náročnost je tedy extrémně menš́ı, což je dané polynomiálńı časovou
náročnost́ı algoritmu Push&Rotate [2].
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Obrázek 7.5: Na obrázku vid́ıme graf závislosti ceny trajektoríı na počtu agent̊u s timeste-
pem 1

Obrázek 7.6: Na grafu závislosti ceny trajektoríı na počtu agent̊u
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Obrázek 7.7: Na obrázku vid́ıme graf závislosti časové náročnosti na počtu agent̊u s ti-
mestepem 1

.

Obrázek 7.8: Na obrázku vid́ıme graf závislosti časové náročnosti na počtu agent̊u s ti-
mestepem 29 kromě PP16, kde je timestep 15
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Kapitola 8

Závěr

Efektivńı a korektńı řešeńı problému koordinace trajektoríı robot̊u může zlepšit vývoj
továren nové generace, kde budou roboti hlavńı pomocnou silou. Algoritmy, které řeš́ı
problém koordinace trajektoríı maj́ı exponenciálńı časovou náročnost nebo nejsou ko-
rektńı.
V této bakalářské práci jsem navrhl algoritmus Discretize-Push&Rotate-Paralize DPRP,
který funguje na základě převodu problému koordinace trajektoríı na problém pebble-
motion. Problém pebble-motion je následně vyřešen algoritmem Push&Rotate. Nakonec
algoritmus pohyby zparalelizuje a vrát́ı trajektorie jednotlivých robot̊u (zpětné převedeńı
do problému koordinace trajektoríı). Podrobněji se o navrženém algoritmu můžeme doč́ıst
v kapitole 5, kde je i d̊ukaz jeho korektnosti. Pro d̊ukaz korektnosti jsem zavedl pojem
př́ıpustná diskretizace, která nám zajist́ı geometrickou bezkoliznost (tj. těla robot̊u se
nesmı́ během pohybu překrývat) pohybu robot̊u v 2-d prostřed́ı, protože pebble-motion
problém řeš́ı jen grafovou bezkoliznost (tj. aby se dva roboti nikdy nenacházeli na stejném
vrcholu daného grafu, př́ıpadně pokud je výsledné řešeńı paralelizováno, aby necestovali v
opačném směru po stejné hraně), tud́ıž by mohl být algoritmus při ”nepř́ıpustné”diskre-
tizaci nekorektńı. V kapitole 6 jsem popsal implementaci navrženého algoritmu. V kapi-
tole 7 jsem experimenálně porovnal kvalitu a časovou náročnost ve srovnáńı algoritmem
prioritizovaného porovnáńı, který řeš́ı problem koordinace trajektoríı. Nyńı přejděme k
výsledk̊um experiment̊u.
V experimentu se ukázalo že algoritmus DPRP má až třikrát větš́ı cenu trajektoríı (doba,
po kterou neńı agent ve své ćılové pozici) než prioritizované plánováńı. Zároveň se ale
ukázalo, že tento špatný výsledek je zp̊usoben dlouhým čekáńım robot̊u na mı́stě, protože
délka jednotlivých trajektoríı je až v́ıce než dvakrát menš́ı než jejich cena. V experimentu
se také ukázalo, že algoritmus je nesrovnatelně rychleǰśı než prioritizované plánováńı, v
čemž spoč́ıvá jeho hlavńı výhoda.
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