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Abstrakt / Abstract

Model Predictive Control (MPC) je
moderni metodou prediktivniho rizeni
umoznujici zahrnout do vypocétu bu-
douci vyvoj Tizeného systému a také
omezeni kladend na tento systém. V
ramci regulace je Tesena optimalizacni
uloha, kterou je mozné prevést na tlohu
kvadratického programovani. Pro fe-
Seni této tulohy je mozné pouzit radu
metod, z nichz nékteré jsou v této
praci uvedeny. Hlavni naplni této prace
je paralelizace vypoc¢tu Newtonova
kroku pro metodu kombinované gradi-
ent/Newtonovy projekce, implementace
regulatoru vyuzivajiciho této metody a
zhodnoceni efektivity této paralelizace.

Model Predictive Control (MPC) is
a modern method of predictive con-
trol that is able to consider the future
development of the controlled system
as well as the limitations of the sys-
tem itself. An optimalisation problem,
which can be altered to quadratic pro-
gramming problem, is solved within the
regulation. It is possible to use a wide
range of methods in order to solve this
problem. Some of them are presented
in this thesis. The main focus of this
thesis are parallelization of the calcu-
lation of Newton step in the combined
gradient/Newton projection method,
implementation of the regulator us-
ing this method and evaluation of the
effectivity of this parallelization.



1 Prediktivni ¥izeni ................... 1
11 Uvod...ooiieiiii 1
1.2 Regulace...........cocooiiiiiat. 2
1.3 Sledovani reference............... 3

1.3.1 nulova ustalena odchylka ..3
1.4 Rozsiteni na nekoneény ho-

rizont ... 4

1.5 Ridk4 formulace.................. 4
1.6 Kondenzace ...................... 5
1.6.1 Nerovnostni omezeni....... 6
1.6.2 Blokovani vstupt .......... 6

2 Kvadratické programovani......... 7
2.1 Minimalizace bez omezeni ....... 8
2.1.1 Gradientni metoda......... 8

2.1.2 Metoda nejvétsiho spadu ..8
2.1.3 Metoda sdruzenych

gradient@ ................... 8
2.1.4 Zpétna gradientni me-
toda ...l 9
2.1.5 Dvoukrokova zpétna
gradientni{ metoda ......... 9
2.1.6 Gauss-Seidelova metoda . 10
2.1.7 Newtonova metoda ...... 11
2.1.8 Srovnani metod .......... 12
2.2 Rovnostni omezeni............. 12
2.2.1 Schurova metoda......... 13
2.2.2 Metoda nulového pro-
Storu.....ooviiii 13
2.3 Nerovnostni omezeni........... 13
2.3.1 Gradientni projekce...... 14
2.3.2 Rychla gradientni pro-
jekee ..ol 14

2.3.3 Metoda vnitiniho bodu.. 15
2.3.4 Metoda aktivnich mno-

ZIN oo 16
2.3.5 Metoda kombinované
gradient /Newtonovy
projekce ...l 18
3 Vypocet Newtonova kroku ...... 20
3.1 Newtontiv krok pro konden-
zované QP ........ ... .. ..l 20
3.2 Rychly Newtontv krok ........ 21
3.2.1 Paralelizace vypoctu..... 23
4 Porovnani efektivity.............. 29
4.1 Demonstrace funkce ........... 29

4.2 Zrychleni vypoctu.............. 30

4.2.1 Teoreticka tvaha.......... 30
4.2.2 Numericky test........... 31

5 Zaver ................ .. 35
Literatura ......................... 36

A ObsahCD......................... 37






Kapitola ].
Prediktivni rizeni

B 11 Ovod

Tématem prvni kapitoly této prace je Model Predictive Control, neboli MPC. Jedn&
se 0 moderni metodu prediktivniho fizeni, zalozenou na modelu Fizeného dynamického
systému.

Rizeni pomoci MPC je v poslednich desetiletich na vzestupu, a zejména v rozsahlych
prumyslovych aplikacich je stéle popularnéjsi [1]. Prvni systémy fizené pomoci MPC se
objevily v chemickém a zpracovatelském prumyslu v sedmdeséatych letech [1]. Pro fizeni
téchto systému s relativné pomalou dynamikou tehdejsi vypocetni technika postacovala,
a s narustajicim vykonem vypocetnich zarizeni a se sofistikovanéjsimi ridicimi algoritmy
se MPC zacalo rozsifovat i do dalsich oblasti primyslu i mimo néj.

Hlavnim tkolem MPC je minimalizace ztrdtové funkce v kazdém kroce Tizeni, jedna se
tedy o diskrétni regulaci. Ztratova funkce je v kazdém kroce sestavena znovu, na zakladé
pozadavki na Tizeni, znalosti aktualniho stavu systému a znalosti modelu systému.

Charakteristickou vlastnosti MPC regulatoru je schopnost predpovidat vyvoj systému
v budoucnu a zahrnout informaci o vyvoji do aktualniho fizeni. V kazdém kroce je
spoctena posloupnost akcénich zasahti na takzvaném horizontu predikce, tato posloup-
nost je fesenim 1lohy minimalizace ztratové funkce. Horizont predikce je tedy interval
(pocet krokii), pro kterou reguldtor hleda tuto posloupnost. Pro zajisténi zpétné vazby
je dulezity klouzavy horizont, coz znamena, ze v kazdém kroce je série akénich zasaht
spoctena znovu pro stejné dlouhy horizont, ovSem posunuty. V kazdém kroce je apliko-
van pouze prvni akéni zasah. Tlustrace klouzavého horizontu je znazornéna na obrazku
1.1.

Hlavni prednosti MPC je jeho schopnost zahrnout do vypoc¢tu omezeni na stavy i vstupy
rizeného systému, coz rada jinych regulatori neumozinuje. V této praci uvazujeme rizeni
diskrétniho LTI systému, popsaného nasledujicim modelem.

Tyl = A(Et + But, t>0

Formulace ztratové funkce, uvazovand v této praci, vede na problém kvadratického
programovani. Nékteré z moznych postupt jeho Teseni jsou uvedeny v druhé kapitole.



1. Prediktivni rizeni
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Obrazek 1.1. Priklad dvou kroku klouzavého horizontu []

I 1.2 Regulace

Regulace systému v tomto ptipadé znamena fizeni stavti k nule, tedy snaha stabilizovat
systém. Dalsim pozadavkem na rozumnou regulaci jsou co nejmensi akéni zasahy. Malé
hodnoty akcénich zdsahti a stavii mohou setiit prostredky, a také je tfeba brat v avahu
omezeni vykonu realnych aktuatort, naptiklad motorta nebo ventili.

Jak jiz bylo uvedeno, fizeni pomoci MPC je zalozeno na minimalizaci ztratové funkce
za danych omezeni, budeme ji tedy minimalizovat ve stavech a vstupech.

N

1
min J := = Z(wkTQIIJk + ukTRuk) (1.1)
Tk U, 2 —

Za omezeni :



1.3 Sledovani reference

ZTii1 = Axy + Buy, o = ¢ (1.2)
w, < u < U
Tp < Tp < Tg (1.3)

Pismeno J oznacuje ztratovou funkci, N je délka predikéniho horizontu, ux je vektor
akénich zasahil a xj je vektor stavii v daném kroce k, z; je pocateéni podminka pro
stavy. Matice @ = Q7 > 0 a R = R’ > 0 jsou vahové matice, které stanovuji vahu
stavli a vstupii. Symbol > znadi, ze matice je pozitivné semidefinitni, resp. symbol >
znaci, ze matice je pozitivné definitni.

Matice A a B jsou stavové matice systému, ktery ridime. Symboly ux, Uy, Zx, T oznacuji
omezeni, kterd jsou kladena na vstupy a stavy. V této praci uvazujeme pouze omezeni
shora a zdola.

I 1.3 Sledovani reference

V pripadé, ze je zapotrebi sledovat referenci, je tireba ztratovou funkci zménit.
Uvazujeme-li konstantni referenci, muzeme ztratovou funkci preformulovat nasledovné.

1 N

min J 1= - Z(mk — ) Q(z1. — r) + uj Ruy (1.4)
Ty e 2 prt
Symbol 7 oznacuje vektor reference, tedy vektor hodnot, kterych maji stavy dosdhnout.
Timto zpiisobem se snazime minimalizovat odchylku stavii od reference. Reference ne-
musi byt konstantni, je mozné zavést i referenci v case proménnou, kterd bude mit v
kazdém kroce jinou hodnotu. Potom by ve vzorci (1.4) bylo pouzito rj misto r.
Tento zapis je mozné preformulovat do tvaru, ktery bude vice podobny ptivodni ztratové
funkci(1.1). Nejprve prepiSeme vyvoj dynamiky systému.

Thk+1 A 0 T B
= + U,
Tk+1 0 I Tk 0
Pridénim vektoru rj jsme rozsifili stavovy vektor xj na rozsiteny vektor stavi Zp =
(I 7)". Reference je zde uvazovéna konstantni.
Nyni prepiseme vzorec (1.4) nasledovné.

N
: 1 T A A
min J := 5 g (T} Qo + ul Ruy,) (1.5)

T Uk =0

Symbol @, predstavuje rozsitenou vihovou matici stavii a plati pro ni nasledujici vzorec.

Q= -D'QU -I)
B 1.3.1 nulova ustalenad odchylka

V nékterych pripadech je vyhodnéjsi minimalizovat spise zménu vstupu oproti predchozi
hodnoté, nez-li jeho absolutni hodnotu. Zavadime proto novy ¢len Au, = ur — Up_1.
Uvazujeme-li zéaroven sledovani reference z predchozi sekce, prepiseme vzorec (1.4) na-
sledovné.

N
1
min J = = (&, QuEx + Auf RAuy,) (1.6)

ﬁk,Auk 2 5—0



1. Prediktivni fizeni

I 1.4 Rozsifeni na nekonecny horizont

Omezenim prediktivniho fizeni je skutecnost, ze minimalizaci je mozno provadét jen na
konec¢né dlouhém predikénim horizontu. Obecné plati, ze ¢im delsi horizont, tim lepsi
predikce, ale soucasné tim roste i vypocetni narocnost. Proto je v praxi obtizné dosah-
nout skutecné optimalniho Fizeni, tedy pocitat na nekonecném predikénim horizontu.
Néhradou za nekone¢ny predikéni horizont vSak muze byt takzvany koncovy ¢len, ktery
pridame do ztratové funkce. Ma nasledujici podobu.

1

§$%QN$N (1.7)

Vektor xx je vektor stavi v kroce N, tedy poslednim kroce predikéniho horizontu a
matice Qn je koncovd vdiha. Tu muzeme ziskat jako feseni Riccatiho rovnice. Poté je
¢len (1.7) ekvivalentni nésledujicimu vyrazu, dikaz [3].

1 o0
5 > 2/ Qzy. + uf Ruy (1.8)
k=N

B 15 Ridka formulace

Nyni je mozné problém transformovat do formy vhodnéjsi pro naslednou optimalizaci.
Prvni z takovou formou je ridka formulace.

V pripadé ridké formulace uvazujeme minimaliza¢ni kritérium (1.1). Zapiseme jej vek-
torove.

min J := %(mT@m +u" Ru) (1.9)

Tu

O — D _ — (o] T TNT ) — (9T T T \T %1
Q=Iy®Q.R=Iy®R,z=(z],z5 ...zx)" ,u=(uy,uj ...uy_,) , symbol ® znaci
Kroneckeruv soucin. Matice @ a R jsou rozsitené vahové matice, x a u jsou stavy, resp.
vstupy ve zretézené forme.

Rovnostni omezeni (1.2) prepiseme nésledovné.

Bu + Az +r.(z0) =0 (1.10)
B 0 0 -I 0 o --- 0 Axg
0 B 0 A —-I 0 --- 0 0
B=]0 0 0, A=[0 A -I 0 |, ru(zo)=| O
0 0 --- B o o --- A -I 0

(1.11)

Dale uvazujeme substituci z = (u’,z7)7. Podle této nové proménné budeme optimali-

zovat. Problém je mozné preformulovat do nasledujici podoby.



1.6 Kondenzace

1
min J := ~2' Hz (1.12)
z 2
Za omezeni :
Cz+r.(z)=0
2<2<Z

procez jsme zavedli nové matice C, H a r,(2o). Matice H je v této formulaci pozitivné
semidefinitni.

C—(B A), H= <1?E @),rz(zg): <TI(°$O)> (1.13)

Omezeni na stavy i vstupy se spoji do vektorti z = (u! =27 )T

I 1.6 Kondenzace

Druhym zptsobem formulace, uvedenym v této praci je takzvana kondenzovand formu-
lace. Vztah (1.1) je mozné, zavedenim slozenych vektort x a u, prepsat do kompaktni
formy.

minJ := = (z"Qz + u” Ru), (1.14)

T,

kdeQ=In®Q, R=Iy®R, = (zf, ol ... 207, u=(ul, vl .. uf 7.
V kondenzované formé vztah (1.2) prepiseme nasledovné.

N |

Tro — Tt
z=Pzy+Vu (1.15)
A B 0 0 0
A? AB B 0 .. 0
P=| A | v= A’B AB B .. 0 (1.16)
AN AN-'B AN-2B AB .. B
Nyni dosadime (1.15) do kritéria (1.14) za z a roznasobime.
1 . . . .
min J = i(wOTPTQP:L'o + 20" VTQPxzy +u' VI QVu + u” Ru) (1.17)
u

Toto kritérium minimalizujeme. Mizeme zanedbat konstantni ¢leny, protoze nas zaji-
maji pouze souradnice minima, nikoliv hodnota ztratové funkce v minimu.

1 PO .
min J = 5(uT(VTQV + R)u +2u" VI QPxy) (1.18)
u

Déle mitzeme oznacit H = VIQV + R a f = VI QPx,.
Matice H je pozitivné definitni, coz plyne z toho, ze R > 0.

1
min J = iuTHu—kau (1.19)
w



1. Prediktivni fizeni

B 1.6.1 Nerovnostni omezeni

V pripadé, ze soucéasti optimalizacni tlohy jsou omezeni, je tfeba transformovat tato
omezeni do obecné formy. Minimaliza¢ni tilohu totiz v dalsi ¢asti textu TeSime jako
ulohu kvadratického programovani, a proto se snazime ukazat ekvivalenci s obecnym
tvarem, uvedenym v druhé kapitole.

Predpokladame-li jednoduchd omezeni z (1.3), muzeme je zapsat ve sloucené formé.

(1.20)
(1.21)

18
8|

|

T
u

IN A
IN A

I

Omezeni na stavy z (1.20) je mozné prevést na omezeni na vstupy, dosadime-li do
vyrazu (1.20) z (1.15).

z<Pzxo+Vu<z (1.22)
Po tupravach dostaneme obecny tvar.
Gu < Sxy+W (1.23)

Pro tuto rovnici plati nasledujici vztahy. G = (_‘;), S = (;f), W = (_:1;') .

Omezeni na vstupy z (1.21) je mozné zapsat formou maticové nerovnosti.

Au <b (1.24)

Matice A = ( I >,vektorb: ( v )
. —u

B 1.6.2 Blokovani vstupt

Myslenkou blokovani vstupt je zjednodusit vypocet tim, ze vstupy budou po urcitou
dobu konstantni, tim se zmensi stupen volnosti daného problému a snizi se tak veli-
kost feseného problému. Tato metoda je popsana naptiklad v [4]. V souvislosti s timto
zjednodusenim zavadime pojem horizont rizeni. Horizont Tizeni je interval, pro ktery
pocitame akéni zasahy. Po konci horizontu fizeni uvazujeme vstupy konstantni.

Uo I
. u
un,—1 | = I :
UN, -1
UN-1 I

Symbol N, znac¢i délku horizontu Fizeni.



Kapitola 2
Kvadratické programovani

Kvadratické programovani je druhem matematické optimalizace, ve které minimalizu-
jeme kvadratickou funkei za danych omezeni. Obecny problém kvadratického progra-
movani méa nasledujici podobu.

1

min f(z) := ixTQx +cl'z (2.1)
xr

Za omezeni :

Az <b

Matice Q € R™" charakterizuje kvadratickou slozku problému, a déle plati @ > 0 a
Q = Q7, c € R" je vektor a x € R" je vektor, jehoz hodnoty optimalizujeme. Matice
A € R™*" gpoleéné s vektorem b € R™ stanovuje omezeni na feSeni optimalizace.

Pro lepsi popis optimalizace nyni definujme nésledujici pojmy.

Hessova matice H predstavuje ¢tvercovou matici druhych parcidlnich derivaci funkce.

%f _of _o*F
0z? 0x10x2 tt Ozidzn
o2 f 2 f o2 f
H— O0x20x1 0x3 tt Qxeldxn _ Q
o2y o2 f o2y
OrnOz1  OxnOxo " 0z3%;

Gradient V f(z) je vektorem prvnich parcidlnich derivaci.

of

811

af

Vi(z)= 6‘.” =Qr+c

o

81‘1\[
Jakobiho matice J je matici prvnich parcidlnich derivaci jednotlivych funkci soustavy
rovnic. Protoze v nasem piipadé uvazujeme pouze jednu skaldrni funkci, Jakobian se
zjednodussi na vektor.

_( 9f af af _ T T

Ulohy minimalizace kvadratické funkce mtizeme rozdélit podle sloZitosti jejich fedeni do

vvvvv

pouzit iterativnich metod:
1)Ulohy bez omezeni
2)Ulohy s rovnostnimi omezenimi

3)Ulohy s nerovnostnimi omezenimi

V nasledujicim textu budou uvedeny zakladni metody reseni téchto tloh.



2. Kvadratické programovani

I 2.1 Minimalizace bez omezeni

V pripadé, Ze na minimum nejsou kladena omezeni, feseni se vyrazné zjednodussi.
nutnou podminkou pro optimum je V f(z) = 0. Postacujici podminkou je Vf(z) =0 a
zaroven H > 0.

Na rovnici z (2.1) nejsou kladena omezeni.

mwin f(z) = %:ETQ:E +cl'z (2.2)

B 2.1.1 Gradientni metoda

Gradientni metoda je jedna ze zékladnich iterativnich metod. Vychazi z nasledujiciho
vztahu.

Tit1 = T — OlVf((EZ) (23)

Symbol x; oznacuje hodnotu vektoru x v iteraci i, ;11 je hodnota x v iteraci nasledujici
a « je konstanta, ktera stanovi velikost kroku.

Tato metoda je metodou prvniho fadu, protoze vyuziva prvnich dvou ¢lent Taylorova
rozvoje vysetrované funkce.

Problémem je stanoveni velikosti o tak, aby vyraz konvergoval k minimu.

Koeficient o nesmi byt prilis velky, protoze poté by hrozilo, ze algoritmus bude diver-
govat a Teseni nebude nalezeno. Plati 0 < a < m Diikaz lze nalézt naptiklad v

[5].

B 2.1.2 Metoda nejvétsiho spadu

Jednd se o druh gradientni metody, ve které uvazujeme « takové, ze zaruci nejvétsi
spad funkce v daném sméru. Koeficient o vsak neni konstantni, musime jej v kazdém
kroce vypoditat znovu. Metoda i cely postup Teseni jsou uvedeny v [6].

Zavedme r; = —V f(z;), kde r znamena reziduum.

Uvazujme rovnici kvadratického kritéria (2.2) pro ;41 z (2.3).

T

1 1
f(@ip1) = EwiTQxi + ai.'z:iTQri + 50‘?7”1‘ T

Qr; + :I)ZTC + a;r; c

Hledanou neznamou je zde «;, to uré¢ime z nutné podminky pro minimum, tedy derivaci
polozime rovnou nule.

d
de =z Qri+air;Qri+ric=0

T

o = ———
' TiTQ’f‘i

B 2.1.3 Metoda sdruzenych gradienti

Tato metoda vychézi z nasledujiciho vztahu.

1 1
flxiz1) = §$1TQ-’L'Z + iz Qri + 50%2"';;627'1' +axictaric



Souradnice x2

2.1 Minimalizace bez omezeni

V tomto pripadé aproximace neprobiha ve sméru opacného gradientu, ale obecné ve
smeru s;.

Tit1 = T; + ;8 (24)

Parametr a; je v kazdém kroce vypocten znovu a je optimélni v tom smyslu, ze najde
minimum v daném sméru.
Smér s; se nazyva konjugovanym smérem a plati pro néj nasledujici vztah.

Siv1 = V[f(zis1) — Bisi (2.5)
B; je v kazdém kroce také vypocteno znovu, a to podle vztahu:
_ Vf(@ip) V(@)
Bi = = (2.6)
V(i) Vf(z:)

Detailni odvozeni a vice informaci o této metodé lze nalézt napriklad v [6].

B 2.1.4 Zpétna gradientni metoda
Dalsi metodou je zpétna gradientni metoda. Tato metoda vychazi z podobného vztahu
jako gradientni metoda, pouze misto gradientu je v i-tém kroce zvolen gradient v kroce
nasledujicim.

Tiy1 = &5 — avf(xi—H)

Po dosazeni a dpravé vztahi ziskdme vysledny predpis.

i1 =T +aQ) 'z, —a(l+aQ) 'c

Nevyhodou této metody je piedevsim slozitost vypoctu ¢lenu (I + aQ)~!.
Vyhodou je, ze hodnota parametru « neni omezena, jako v pripadé gradientni metody.

. 04 -0. 8 10
Souradnice x1 Iterace[-]

Obrazek 2.1. Zpétnd gradientni metoda
7 obrazku 2.1 vidime, ze rychlost konvergence této metody se zvysuje s rostoucim a.

B 2.1.5 Dvoukrokova zpétna gradientni metoda
Jedna se opét o zpétnou gradientni metodu, s tim rozdilem, Ze pocitdme s dvéma
predchozimi kroky.

i =1 — aVf(Ti)

Coz je mozné prepsat do nasledujici podoby.
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1

T =—Q 'z
(0%

—z)—-Q e (2.7)

Tato metoda se lisi od zpétné gradientni metody predevsim tim, Ze neni treba pocitat
(I+aQ)~t. Viraz a totiz nemusi byt konstantni a poéitat v kazdém kroce znovu inverzi

by bylo vypocetné narocné.

U této metody postaci vypocitat inverzi matice @ pouze jednou. Dalsi zajimavosti je
¢len —Q~'c v rovnici (2.7). Ten je stejny jako v pifpadé metody prosté inverze (2.11).
Z rovnice (2.7) je vidét, ze pro a — oo je prvni ¢len roven nule a feSeni tilohy je totozné

s feSenim Newtonovy metody.

Pri vypoctu pomoci této metody je také nutné v prvni iteraci zvolit vhodné prvek x; ;.
Pouziti zpétnych gradientnich metod pro feseni neomezenych problémi je nevyhodné,
protoze za zvyseni ceny vypoctu neprinasi zadné vyhody.

0.05F

Matice @ musi byt pozitivné definitni a symetricka nebo prisné ¢i neredukovatelné
diagonalné dominantni, tedy musi platit |a;| > ) |a;;|, pro vSechna 7, aby byla zajiSténa

JFi

konvergence. Tento vypocet je mozné zefektivnit nasledujicim postupem. Diky tomu,

10
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7\\ : _‘" —~+a=10
i 2
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08 07 06 05 04 03 02 01 0 5 8 9 10
Souradnice x1 Iterace[-]
Obrazek 2.2. Dvoukrokova zpétna gradientni metoda
B 2.1.6 Gauss-Seidelova metoda
Matici @ lze rozlozit pomoci nasledujiciho vztahu.
Q=L"+U
V této rovnici plati:
ai 0 0
I 0
Gp1  Aap2 Qnn
0 a2 ain
0 0 a2n
U= .
0 O 0
Reseni je nalezeno pomoci nasledujici rovnice.
Ti+1 = —L*_lU.'L'i — L*_lc (28)



2.1 Minimalizace bez omezeni

ze matice L* je horni trojihelnikové, prvky & mohou byt vypocteny sekvenéné pomoci
dopredné substituce.

’+1 b — E ajkx g a]kxk

k<j k>j
aj,k=1,2,..,n, kde n je rozmér matice.

B 2.1.7 Newtonova metoda

Newtonova metoda je dalsi z iterativnich metod hledajicich extrém funkce. Je zalo-
zena na hledani kotrenu funkce. V optimalizaci je pouzivana ke hledani korenu derivace
funkce, jejiz extrémy chceme naleznout. Vzhledem k tomu, ze funkce, kterou se v tomto
pripadé snazime minimalizovat je kvadraticka, ma pouze jeden extrém, a tim je globalni
minimum.

Newtonova metoda je metoda druhého radu, coz znamend, ze vyuziva tri prvni ¢leny
Taylorova rozvoje. Oproti gradientnim metodam mé tedy k dispozici vétsi mnozstvi
informace. Nasleduje obecny predpis Newtonovy metody.

r-Z=-H@ ")V (2.9)
Vektor z znaci souradnice hledaného minima a T je bod, ve kterém je funkce aproxi-

mované Taylorovym rozvojem. Pro pripad kvadratické funkce se rovnice (2.9) vyrazné
zjednodussi a Teseni vySetfované funkce je nalezeno v pouhé jedné iteraci.

r-ZT=-Q QT +c (2.10)
2.1.7.1 Prosta inverze

Rovnici (2.10) je mozné vytesit primo pomoci inverze matice Q.

r=-Q'c (2.11)
Vypocet inverzni matice mé ale pomérné velkou slozitost [7], je tedy tfeba hledat zpu-

soby jak tento vypocet obejit.
2.1.7.2 Choleského faktorizace

Kazda symetricka, pozitivnédefinitni matice s realnymi prvky muze byt rozlozena na
soucin dvou matic. Dolni trojihelnikové matice L a transpozice této matice. Tento
rozklad je jednoznaé¢ny [8].

Q=LL" (2.12)

Tento vyraz je nasledné dosazen do feseni Newtonova kroku.

Qzr = —c
LL'z = —¢ (2.13)
Dale je resena soustava maticovych rovnic.
Ly=—c (2.14)
L'z=y (2.15)

Slozitost vipoctu faktorizace je O(%(n3)) [9], kde n, je délka vektoru z. SloZitost vy-
poétu pro maticové rovnosti z (2.14) je O(n2) [9] pro kazdou. Vipocet je tedy ménd
slozity, avsak ne radové.

11
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B 2.1.8 Srovnani metod

Na obréazku 2.3 je zndzornéno porovnani konvergence jednotlivych metod pro neomezené
problémy.

0.25¢ <
02 )
0.15
01pe

“—GaussSeidel
J|—~Nejvétsi spad
—Sdruzené gradienty

—~GaussSeidel
——Nejvétsi spad
—Sdruzené gradienty
—Newtonova metoda

0.05p-

-0.05
0.1
-0.15}
0.2

K E . -0.. . 4 5
Souradnice x1 Iterace[-]

Obrazek 2.3. Porovnani metod pro neomezené problémy

Z obrazku 2.3 vidime, ze nejrychleji konverguje Newtonova metoda. Oproti ostatnim
mé tu vyhodu, ze je druhého rddu, ma tedy vétsi mnozstvi informaci. Druhd v po-
radi je metoda sdruzenych gradientt. Ta konverguje v pouhych dvou krocich. Rychlost
konvergence pro metodu sdruzenych gradientu je zarucena, viz [6]. Tato metoda vzdy
konverguje v poctu iteraci rovném nejvyse rozméru problému.

Rychlost konvergence zbylych dvou metod neni zarucena.

I 2.2 Rovnostni omezeni

Pro teseni QP s rovnostnimi omezenimi lze pouzit Lagrangeovy multiplikatory. Tato
omezeni se daji obecné zapsat jako Az —b = 0. Problém pro rovnostni omezeni vypada
nasledovné.

n;in f(z):= %xTQm +clx (2.16)

Za omezeni :

Az =)

Nejprve je treba sestavit Lagrangeovu funkei L k nasemu QP problému (2.16).

Lz, \) = %xTQx + &z + AT (Az — b) (2.17)

Dle nutné podminky pro minimum této funkce musi platit, ze parcidlni derivace L podle

x a A se rovnaji nule.
AT\ [z —c
(3 %5)3)-(¥) e

Resenim této soustavy rovnic je mozné urcit x a A.

12



2.3 Nerovnostni omezeni

B 2.2.1 Schurova metoda

Schurova metoda Tesi rovnici (2.18). Nejprve z prvni rovnice z (2.18) vyjadiime z a
dosadime ho do druhé rovnice.

AQ'ATA = —AQ 'c—b (2.19)

Z rovnice (2.19) vypo¢teme A a dosadime do prvni rovnice z (2.18).

z=-Q '(ATX+¢) (2.20)
Soustava AQ'A” z (2.19) m4 velikost m x m, proto je tato metoda vhodna pokud je
mélo omezeni.
Nevyhodou této metody je, ze matice @ musi byt invertovatelna.

B 2.2.2 Metoda nulového prostoru

Metoda nulového prostoru opét fesi rovnice (2.18). Nejprve rozepiSseme proménnou .

x=Yz,+ Zx, (2.21)
Pro Z plati, ze AZ = 0, tedy Z je baze nulového prostoru matice A. Déle plati, Ze
hod[Y|Z] = n, kde n je pocet radku A.
Dosazenim (2.21) do (2.18) a s tim, ze AZ = 0 ziskdme nésledujici rovnici.

AYz, =D (2.22)
Z této rovnosti muzeme odvodit, ze [AY'|Z] = [BY'|0], z ¢ehoz plyne, Ze matice Y musi
mit plnou hodnost.
Vztah (2.21) dosadime do (2.18) a tuto rovnici piendsobime Z7.
Ziskame tim vyslednou rovnici.

72'QzZz. = -Z'QYzx, — Z"c (2.23)
Hodnotu z, zname jiz z rovnice (2.22), dopocitdme tedy . a urc¢ime celkové z ze vztahu
(2.21).
Vyhodou této metody oproti Schurové metodé je ta, ze neni tifeba pocitat inverzi Q.
Na druhé strané je treba hledat bazi nulového prostoru Z.

I 2.3 Nerovnostni omezeni

Nyni budeme uvazovat tlohy, na které jsou kladena nerovnostni omezeni. Pro feseni
téchto tloh je nutno pouzit jiné postupy nez pro tlohy bez omezeni, protoze optimum
kvadratické funkce muze lezet mimo pripustnou oblast. K vyteSeni téchto tloh muzeme
pouzit pouze iterativni metody.

Pri reseni tloh s nerovnostnimi omezenimi uvazujeme omezeni typu box, coz znamena
pouze prostd omezeni shora a zdola tak jak byla uvedena v (1.24). Uvadim zde nékolik
metod, které patri k nejbéznéji pouzivanym metodam pro feseni tohoto typu uloh.
Jejich formulace jsou prevzaty predevsim z [10], [11], [8].

Pripomenme tulohu, kterou je treba resit.

1
min f(z) := §xTQx +clx (2.24)
T
Za omezeni :
Az <b

13



2. Kvadratické programovani

B 2.3.1 Gradientni projekce

Prvni metodou zabyvajici se nerovnostnimi omezenimi, uvedenou v této praci, je metoda
gradientni projekce. Gradientni projekce je v podstaté variace gradientni metody, ktera
navic obsahuje projekéni krok. Gradientni krok musi mit fixni délku a musi platit 0 <
o < oy

Projekéni krok znamend, ze v kazdé iteraci po vypocteni nového vektoru z urcime
medidn z vektoru dolnich omezeni, vypocteného vektoru a hornich omezeni. Tim je
zaruceno, ze vysledek zustane uvniti danych omezeni. Tento postup je vhodny pro nase

vvvvvv

krok by jiz nebyl prosty median.

x = median(z, z, T) (2.25)

Gradientni projekce

Zg, lezici v pripustné oblasti, 0 < a < m
for i =0 to i,,,, do
yi = z; — o(Qx; + ¢);
z;+1 = median(z, y;, T);
end

B 2.3.2 Rychla gradientni projekce

Rychla gradientni projekce byla publikovana Yuriim Nesterovem v roce 1983, a posléze
upravena S.Richterem. Jedna se o iterativni metodu, kterd vyuziva projekéni krok k
aplikaci omezeni.

Tato metoda navic pridava nékolik vypocetnich kroki, s jejichz pomoci konverguje
rychleji nez obycejna gradientni projekce.

Uvazujeme QP problém ve tvaru (2.1), na ktery aplikujeme omezeni typu box.

Tento algoritmus je dobfe popsan napr. v [12]. Nésleduje algoritmus této metody.

Rychla gradientni projekce [12]
L = ax(Q) a pt = Anin(Q), Yo = Zo, lezici v pripustné oblasti, 0 < \/% <ap<1
for ¢ = 0 t0 94 doO

Ti=Yi— %(Qyi +c);

Z; 11 = median(z, z;, T);

Qiy1 = (—a2L + p+ /40212 + (2L — p)?)/2L;

Bi = ai(l — o) /(0f + ait);

Yir1 = Tiy1 + Bi(Ti1 — zi);

if Zkontroluj KK'T podminky

break

end

end

Daéle uvadim srovnani predchozich dvou metod, jsou porovnavany na stejném problému
jako metody pro neomezenou optimalizaci, ale je priddno spodni omezeni.

14
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Obrazek 2.4. Srovnani metody gradientni projekce a metody Rychlé gradientni projekce

B 2.3.3 Metoda vnitiniho bodu

Metoda vnitiniho bodu je iterativni metodou, kterd prevadi problém s nerovnostnimi
omezenimi na sérii problémi s rovnostnimi omezenimi.

Hlavni myslenkou této metody je zahrnuti nerovnostnich omezeni do ztratové funkce
pomoci bariérové funkce ¢, kterd je prictena ke ztratové funkci. Uvazujme néasledujici
problém.

min flz) = %xTQ:E +cl'z (2.26)
Za omezeni :
z—2<0
z—z<0
Az =b

Parametr m je pocet nerovnostnich omezeni.
Jako funkci ¢ volime sumu logaritmickych funkci pro jednotliva omezeni.

¢ = —(log(—z + z) + log(—z + 7))

Uloha optimalizace, kterou bude tieba v kazdém kroce vyfesit je poté nésledujici.

1
min f(z) := t(ﬁxTQ:L' +clx)+¢ (2.27)
Za omezeni :

Ax =0

Parametr ¢t > 0 je takzvany bariérovy parametr, ktery urcuje vahu ¢lenu %:L'TQ:L' +cl'z
oproti ¢lenu ¢. Cim mensi bude parametr ¢, tim vyznaméjsi bude funkéni hodnota ¢,
a tim vice bude teseni odpuzoviano od omezeni. Se zvysujicim se parametrem ¢ bude
vysledek rovnice (2.27) stale méné ovlivnén ¢lenem ¢.

Vysledny algoritmus poté zac¢ind s malou hodnotou t ze stredu omezeni a se zvysujicim
se t je mu umoznéno priblizit se omezenim.

Pro feseni tlohy (2.27) lze vyuzit napiiklad Newtonovu metodu.
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2. Kvadratické programovani

Metoda vnitfniho bodu [13]

xo, lezici v pripustné oblasti, tg > 0, p > 0, tolerance € > 0

for i =0 to 9,4, doO
Spocti z z (2.27)

if m/t <e
break
end
t=pt
end

Symbol m znac¢i pocet omezeni a parametr € vyjadruje toleranci nepresnosti feseni.

V tomto algoritmu je nejprve vyresena minimalizac¢ni tiloha s rovnostnimi omezenimi.
Poté je provedena kontrola, zda-li byla dosazena pozadovana presnost. Pokud nebyla
dosazena, je t zvétseno p-krat a algoritmus pokracuje dalsi iteraci.

Detailnéjsi popis této metody a jejiho algoritmu lze nalézt napt. v [13].

B 2.3.4 Metoda aktivnich mnozin

Tato metoda mé opét za kol prevod problému s nerovnostnimi omezenimi na sérii
problému s rovnostnimi omezenimi.

Metoda pracuje s takzvanou pracovni mnoZinou. Cilem je najit mnozinu aktivnich ome-
zeni, coz je mnozina téch omezeni, kterd jsou aktivni pro vysledné feseni. V kazdém
kroce jsou do pracovni mnoziny pridana omezeni, nebo je z ni jedno omezeni odebrano.
Kazdé omezeni v pracovni mnoziné omezuje volnost vybéru dalsitho kroku.
Proménnou, kterou zde minimalizujeme je Azx.

Ax =z —x;

Algoritmus metody aktivnich mnozin [8]

Tg, lezici v pripustné oblasti, pocatecni pracovni mnozina W.

for i =0 to 4,4, do
Najdi Az z (2.28) za omezeni (2.29).

if Az =0
if )\j > 0,)\]' e Wi,
5 =T
break

else
7 pracovni mnoziny odeber omezeni, pro které je A nejmensi.
Ti+1 = Ti

end

else
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2.3 Nerovnostni omezeni

Ziy1 = a;Ax;, kde parametr «; je spocten z (2.30).
Pokud jsou néjaka blokujici omezeni, ptidej to nejblizsi do pracovni mnoziny.
end

end

V kazdé iteraci je vypoctena nésledujici uiloha pro krok Azx.

1
min iAmiTQAa;i + Az TV f () (2.28)

Za omezeni :

Matice A; reprezentuje aktudlni omezeni z pracovni mnoziny.

Problém (2.28) za omezeni (2.29) muZzeme Fesit pomoci Lagrangeovych multiplikétor,
respektive metod nulového prostoru a Schurovy metody, které jiz byly zminény v pii-
slusné kapitole o rovnostnich omezenich.

Pokud plati Az # 0, je tfeba zkontrolovat, zda uskuteénénim tohoto kroku nebudou
porusena nékterd omezeni mimo pracovni mnozinu, resp. je treba spocitat parametr «;,
a; € (0,1], ktery udava nejvétsi moznou velikost kroku. Vysledny krok tedy bude mit
nasledujici podobu

Ti1 =T + Az

Koeficient a; spocteme ze vzorce

bj — Aj.'z;i
- AZ]Ax ’
kde b; jsou prvky vektoru omezeni a A;; je piislusnd cast (piislusné radky) matice
omezeni z (2.29), dukaz vzorce (2.30) lze nalézt v [8]. Ze vSech moznych takto spo¢tenych
koeficientd vybereme ten nejmensi.
Pro jednoduché omezeni typu box, ktera v této praci uvazujeme je mozné tento vzorec
zjednodusit.

(2.30)

Q;

bj — wij
)
ij

kde j vybird prislusny prvek vektoru x;, resp. Az.

a; < (2.31)

Pokud je o; < 1, znamena to, ze algoritmus narazil na takzvané blokujici omezeni, tedy
na nékteré omezeni, které neni v pracovni mnoziné, a je nutno toto blokujici omezeni
pridat do pracovni mnoziny.

Pokud plati Az = 0, a zdrovenn A\; > 0,5 € W, , kde \; je piislusny Lagrangetv
multiplikator, ktery jsme mohli obdrzet napriklad pri vypoctu kroku Az , nasli jsme
vysledné Teseni a aktualni pracovni mnozina je mnozinou aktivni.

Pokud podminka A; > 0,5 € W, neplati, je tieba z pracovni mnoziny odebrat jedno
omezeni a pokracovat dalsi iteraci.

Obecné lze pouzit pro feseni jednotlivych krokt algoritmu rtzné postupy nebo metody
uvedené vyse.
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2. Kvadratické programovani

B 2.3.5 Metoda kombinované gradient/Newtonovy projekce

V této sekci je popsdna metoda kombinované gradient/Newtonovy projekce, kterd je
odvozena od metody aktivnich mnozin.

Dilezitou vlastnosti tohoto algoritmu je, ze uvazuje omezeni pouze na vstupy, tvrda
omezeni na stavy totiz mohou zpuisobit neresitelnost Newtonova kroku.

gradient/Newtonova projekce [14]

ug lezici v pripustné oblasti, délka gradientniho kroku « € (0, m)
for i =0 to 4,,,, do
Spocti Newtontv krok Awu pro neaktivni omezeni.
Spocti vektor ¢.
_ (ui—w)
tj = "R, PO Aug; <0

t] = (uJA;f]), pro Auj >0

t; = oo, jinak

Spocti maximalni délku kroku s.
s = min(1, min(¢))
U, = U; + sAu
if s ==
Vilu,) =Qus+c
if Zkonroluj KKT podminky

u* = u,.
break
else
U1 = P(u; — aVf(u,))
end
else
w1 = P(u, + f(1 — s)Au)
end
end

V hlavnim cyklu je nejprve pomoci Newtonova kroku nalezeno optimum na podprostoru
neaktivnich omezeni. Moznosti vypoctu tohoto kroku jsou uvedeny v dalsim textu.
Déle je vypocten vektor koeficienti ¢, ktery udavd maximalni délku kroku Awu pro
jednotlivé souradnice.

Poté je vypocten koeficient s

s = min(1, min(¢)).

Nasledné je Newtontiv krok aplikovan az k prvnimu nejblizsimu omezeni. V piipadeé,
ze algoritmus na zadné omezeni nenarazil, je mozné, ze nalezl optimum. Tento bod je
vsak optimem pouze za predpokladu, ze je aktualni pracovni mnozina finalni mnozinou
aktivnich omezeni (viz 2.3.4). To zjistime pomoci testovani KKT podminek. V nasem
pripadé to znamena, ze vSechny Lagrangeovy multiplikdtory jsou nezaporné.
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2.3 Nerovnostni omezeni

Pokud KKT podminky nejsou splnény, je aplikovan gradientni krok, vyuzivajici metodu
gradientni projekce. Algoritmus gradientni projekce byl popsan v sekci 2.3.1. Provadime
pouze jednu iteraci vypoctu, protoze smyslem tohoto kroku neni primé hledéni optima,
ale pouze uprava pracovni mnoziny. Po provedeni projekéniho kroku tuto pracovni mno-
zinu upravime dle toho, kterd omezeni jsou aktivni.

Pokud algoritmus narazil na omezeni, je nutné provést projekci Newtonova kroku,
abychom pridali aktivni omezeni do pracovni mnoziny. Projekce Newtonova kroku je
provedena pomoci algoritmu ezact line search popsaného v [8]. Jedna se o iterativni al-
goritmus, ktery hleda po ¢astech linearni cestu k minimu. Pro ilustraci tohoto algoritmu
uvadim nésledujici obrazek prevzaty z [8].

4
4 u(tz) u(ts)

Ui

Obrazek 2.5. Funkce algoritmu Newtonova projekéniho kroku

V tomto kroce je projektovan diive vypocteny Newtonuv krok Awu na omezeni. K tomu
je vyuzit vektor maximélnich délek ¢. Vektor ¢ je v tomto pripadé sefazen od nejmensich
hodnot po nejvétsi, tedy t; je nejmensi z prvkua vektoru £.
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Kapitola 3
Vypocet Newtonova kroku

Zpusob vypoctu a optimalizace Newtonova kroku je hlavni naplni této prace. Jsou zde
uvedeny dva zpusoby formulace tohoto kroku. V obou pripadech je pouzito Lagrange-
ovych multiplikdatori a metody nulového prostoru pro aplikaci omezeni. Tato omezeni
jsou, jak jiz bylo uvedeno, pouze jednoduché omezeni shora a zdola a jsou aplikovana
jen na vstupy.

V Newtonové kroku hledame posun Au,

u=u; + Au. (3.1)

V pripadé prvniho zptsobu je vyuzito kondenzovaného QP, tento zptsob je v soucasné
dobé velmi rozsiten a dlouhodobé se pouziva.

Druhym zptsobem je Rychly Newtontv krok, v této formulaci se problém sklada z
vétsiho poctu rovnic, ovsem zaroven je vyuzita specifickd podoba matic, a diky tomu
je vyznamnym zpusobem urychlen vypocet v porovnani s kondenzovanou formulaci,
predevsim pro problémy s dlouhym predikénim horizontem.

Déle je v této praci uvedena paralelizace Rychlého Newtonova kroku. Problém je pre-
formulovan tak, ze vzroste dimenze problému, nicméné jeho struktura se stane vhodnou
pro paralelizaci.

I 3.1 Newtoniiv krok pro kondenzované QP

Smyslem kondenzované formulace je v tomto pripadé eliminovat stavy, ¢imz je problém
preveden na optimalizaci vstupti. V kondenzované formulaci, ktera je popsana v sekci
1.6 je prepsan nasledovné.

min J := %A’U,THA’U, + ffAu (3.2)

Au

Za podminky :

u<u<7u,
kde fI' = 2,TPTQV a H=V'QV + R.

Dosadime-li nyni z (3.1) do (3.2), dostaneme nésledujici vztah.

1 1
n&inJ = §AuTHAu + (fF +ul H)Au + (§uZTH + f1)u (3.3)
u

Za podminky :
FAu=0

Matice F' je matice udavajici, které vstupy lezi na omezeni. Cleny rovnice (3.3) neob-
sahujici Awu jsou v této iteraci konstantni, a proto pii minimalizaci nehraji roli. Déle je
tedy nebudeme uvazovat.
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3.2 Rychly Newtoniv krok

Zavedeme novou proménnou

gl =f +ul'H.

Pouzitim Lagrangeovych multiplikatora 2.2 vytvorime Lagrangeovu funkci

1
L(Au, p) := 5AuTHAu + g7 Au+ u" FAu.

Nyni je tieba vyresit nasledujici soustavu rovnic.

(F D)E)-(3)

Nasledné je mozné tuto soustavu resit pomoci metody nulového prostoru, popsané v
2.2.2.
Nejprve rozepiseme Awu.

Au=YAu, + ZAu, (3.5)

Dosazenim (3.5) do (3.4) a pienasobenim Z7 ziskdme vyslednou rovnici.

Z'HZAu, = -Z"g; (3.6)

Tato rovnice je podobna vysledné rovnici obecného reSeni problému v kondenzované
formulaci, s tim rozdilem, Ze tato rovnice je upravena pomoci matic Z, resp. Z”, které
vybiraji pouze radky, resp. sloupce prislusné neaktivnim omezenim pro danou iteraci.
Pro ziskani plného vektoru pouzijeme vztah

Au = ZAu,.

V tomto pripadé vynasobeni matici Z doplni vypocteny vektor o nuly v soutadnicich,
které jsou na omezeni.

B 3.2 Rychly Newtoniv krok

Tento zpusob vypoctu vychazi opét z obecné formulace QP problému. Znovu je pouzita
substituce za u

u = u; + Au.

Problém vypada néasledovné

1 ra 1 - ~
min J := §xTQ:1: + iAuTRAu + Au” Ru;

z,Au
Za omezeni :
BAu + Az = q—f?ui
FAuy=0. (3.7)
Matice @ a R predstavuji rozsirené vahové matice, tak jak byly popsany v 1.5 a 1.6 .
V této formulaci bylo pouzito posunuti v proménné u, avsak proménna x zistala ve

stejné podobé. Je to proto, ze Newtonuv krok provadime pouze v proménné u, a hodnotu
stavu pro jeho vypocet znat nemusime.
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3. Vypocet Newtonova kroku

Protoze v této formulaci jsou opét kladena pouze rovnostni omezeni na vstupy, pouzi-
jeme Lagrangeovy multiplikatory

]. “ 1 fn o~ ~ ~ ~
L\ u) = §mTQ:c + iAuTRAu + Au’ Ru; + AT (BAu + Az — q + Bu;) + p' (FAu).

KKT podminky problému (3.7) tedy budou vypadat nasledovné

R B FT\ [Au —Ru,

_Q al T = 0 (3.8)
B A A q — Bu; '
F 7’ 0

Dale pristoupime k metodé nulového prostoru (viz 2.2.2). Obdobné jako v predchozim
pripadé se tim zmensi problém o jednu maticovou rovnici.
Soustava rovnic poté vypada nasledovné

v E? Au, Ci
Q A x = 0 , (3.9)
I A A q — Bu;

kde plati ¥ = Z'RZ, T = BZ a ¢; = —Z" Ru;.

Po Gaussové eliminaci je mozné rovnici (3.9) zapsat nasledovné

v E? Au, Ci
Q A z =10]. (3.10)
G A v

Soustava rovnic pro vypocet Au, je poté

GA=wv (3.11)
VAu, = (¢; —TT)N), (3.12)

kde G =T¥ 7 4 2@_1;4\1T av=—q+ Eui +T'Wt¢;. Je nutné, aby @ bylo inverto-

vatelné.
Vysledné Aw, rozsitime obdobné jako v pripadé kondenzované formulace

Au = ZAu,.

Struktura problému je znazornéna na obr. 3.1 jako jedna velkd matice, skladajici se z
jednotlivych ¢asti. Modré body predstavuji nenulové prvky, na osach jsou vyznaceny
rozmeéry matice.

7 obrazku 3.1 je vidét, ze cely problém je velmi ridky, tedy obsahuje malo nenulovych
prvki, v porovnani s celkovym poctem prvku.

Matice ¥ je matice Rs odebranymi sloupci a radky, zstava diagonalni. Matice @ je
témér diagondlni, az na posledni ¢len, odpovidajici matici @y. Matice T' je blokové
diagonalni, jedné se o matici Bs odebranymi sloupci.
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3.2 Rychly Newtoniiv krok
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Obrazek 3.1. Struktura problému v Rychlé formulaci pro n, = 5, n, = 3, N = 11 a zidné
aktivni omezeni

Na diagonale matice A je zaporné vzatd jednotkova matice, pod hlavni diagonalou jsou
bloky tvorené maticemi A.

Pokud bychom uvazovali tvrdé omezeni na stavy, pravé v tomto kroce by mohlo dojit
k tomu, zZe systém ztrati plnou hodnost v duasledku tpravy matic.

Zatimco matice H méla rozmeér nejvyse Nn, x Nn,, matice G mé rozmér nejvyse Nn, X
Nng, ovsem hlavni vyhodou tohoto pristupu je fakt, ze diky tridiagonalni strukture
matice G nyni pocet nenulovych prvka této matice roste pouze linedrné, zatimco v
pripadé matice H roste kvadraticky.

Vyse uvedeny fakt je demonstrovan na obr. 3.2 na prikladu systému, kde n, = 9,n,, = 3.
Je vidét ze pro systém s vice stavy nez-li vstupy, coz je casty pripad, je pro maly pre-
dikéni horizont vyhodnéjsi kondenzovana formulace. Ovsem s nartistajici délkou pre-
dik¢éniho horizontu se stava vyhodnéjsi Rychly Newtonuv krok.

B 3.2.1 Paralelizace vypoétu

Paralelni vypocet Newtonova kroku vychézi z predchozi metody Rychlého Newtonova
kroku. Smyslem této paralelizace je moznost rozdélit vypocetné narocnou ¢ast vypoctu
na nékolik mensich problémd, jejichz vypocet bude probihat ve vice procesech paralelné
a tim urychlit cely vypocet Newtonova kroku.

Zptsob paralelizace uvedeny v této praci neni jedinou moznosti paralelizace. Jiny postup
je uveden napfiklad v [15].

Kritickou ¢asti, tedy vypocetné narocnou je v tomto pripadé vypocet Choleskyho roz-
kladu matice G v rovnici (3.11). Jak jiz bylo zminéno, matice G je blokové tridiagonalni
a smyslem paralelizace bude upravit tuto matici na blokové diagonalni tvar, protoze vy-
pocet bude poté mozné lehce paralelizovat.
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3. Vypocet Newtonova kroku

x 10*
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Obrazek 3.2. Porovnani poc¢tu nenulovych prvki

Pripomenme, ¢emu je rovna matice G.
T GA 5T
G=TUV T"+AQ A

V této rovnici je prvni ¢len TW'T7 blokové diagonalni a ¢len E@_lﬁT je blokove
tridiagonélni, a zaroven &nf i matici G tridiagonélni. Ukolem je tedy upravit matici A
tak, aby G byla pouze blokové diagonalni. Jednotlivé bloky G budou stéle tridiagonalni.
Zavedeme novy vektor p. Vektor p se sklada z vybranych prvka vektoru x. Vybirame
je vhodné podle toho, jak moc chceme problém paralelizovat. Tyto prvky jsou stavové
vektory v jednotlivych krocich rizeni,

.
p=| 7 |, pro0<ji<jp<...<jm<N. (3.13)
ijYL
Matice A m4 nasledujici podobu,

-1
A I
A I
V. . (3.14)

o)
I

A I
Dalif snahou bude odstranit matici 4 reformulac ztratové funkee z (3.7) tak, aby byla
umoznéna paralelizace.

1 A 1 ~ =~
min J := 5:1:TQ:1: + iAuTRAu + Au’ Ru;

x,Au

Za podminek :
BAu+ A,z + Ap=q-— Bu;
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3.2 Rychly Newtoniiv krok

Jx+Ip=20
FAu=0 (3.15)

V této formulaci se jiz matice A nevyskytuje, bylo vsak zavedeno nékolik novych matic.
Matice A, je strukturou podobna matici :4, ovsem pod diagondlou ji chybi nékteré
bloky matice A. Tyto bloky chybéji na mistech odpovidajicich poloze prvka vektoru p.
Tuto strukturu demonstruje vztah (3.16). Zvolil jsem N =6, a [{p;}| =2,

—1I
A I
A I
A, = r . (3.16)
A I
—I

Matice A, je blokové diagonalni a pocet bloku této matice, ny je o jedna vétsi nez pocet
prvkl vektoru p, dale oznaceno jako n.

Matice A, se sklada z blokt matice A, které jsou na stejnych fadcich, na kterych chybi
v matici A,. Pocet sloupct je stejny jako velikost vektoru p.

Déle uvadim priklad mozné podoby matice A, (3.17) pro stejny problém jako v pripadé
matice A,

A, = . (3.17)

Nové pridanéd rovnice Jx + Ip = 0 vyjadiuje fakt, ze vektor p je sloZzen z vybranych
soutradnic vektoru z, viz (3.13). Matice I je jednotkovd matice.

Matice J vybird prislusné soutadnice vektoru . Pro problém, na kterém byla demon-
strovana struktura matic A, a A, vypadd nasledovné.

,_(00 T 0 0 0
“\00 0 0 -I o0

Dalsim krokem je zavedeni Lagrangeovych multiplikdtort.

1 X 1 fy o~ o~ A~
Lovpg) = i:z:TQ:L'—F5AuTRAu+AuTRui+)\T(BAu+AI:z:+App—q+Bui)+uT(FAu)+¢T(J.'z:—l—Ip)I
(3.18)
Poté je vyuzita metoda nulového prostoru, jako v predchozich postupech, ¢imz je pro-
blém zmensen o posledni rovnici.
Po tpravich vypadé soustava nasledovné,

v 1 Au, Ci
Q Al JT z 0

T A, A, A | =|q-Bu |, (3.19)
AT I P 0
J I é 0
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kde plati ¥ = ZTRZ, T = BZ, ¢; = —Z" Ru; .
Nyni tuto soustavu upravime pomoci Gaussovy elimina¢ni metody a ziskame tim vy-
slednou soustavu.

v FT A’U’z Ci

G -4, VT
& W

= —V; (320)

o« > 8
€

G=To'T” + 4,0 'AT &-4TG'A, V' =-AQ J
vi=r;—T¥ ¢, w,=AG'vi hi=-VG'vi+Wo 'w,
W =TI+ AV M=Wwe& W -VG V' +JQ J"

7 této maticové rovnosti dopocitdme hodnoty proménnych dle nasledujicich vztahi.

M¢p = h;
Pp = (w;
G\
VAu,

(w; — W'¢)
(Vi + App—vi)
(Ci — FT)\)

Jak jiz bylo uvedeno, hlavnim prinosem tohoto postupu je Uprava struktury matice G,
ktera je nyni blokové diagonalni.
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Obrazek 3.3. Ukazka struktury matice G pro n, =5, n, = 3, N = 11 a zaddné aktivni omezeni
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3.2 Rychly Newtoniiv krok

Na obr. 3.3 je uvedena ukazka mozné struktury matice G. Tato matice je rozdélena na
¢tyri bloky, tedy |[{p;}| = 3.

Bloky je vhodné volit stejné velké, aby vypocetni slozitost byla rovnomérné rozlozena.
Na obr. 3.4 je zndzornéna celd matice levé strany rovnice (3.20), sklddajici se z jednot-
livych matic, obdobné jako v pripadé Rychlého Newtonova kroku. Modré body opét
predstavuji nenulové prvky, na osich je vyznacen rozmér celého problému.

Matice AL m4 plnou hodnost, diky plné diagondle, avSak matice A, plnou hodnost
nemd. Obé tyto nové matice jsou ridké.

Matice J, kterd vybira prvky z, ze kterych se sklada vektor p, je sloZzena z jednotkovych
matic.

Matice VT se sklad4d z diagondlnich matic, coz vychézi z jejiho predpisu V7 =
—A4,Q T

Nakonec je zde nékolik matic, které se vyskytuji v rovnicich prislusejicich novym pro-
ménnym p a ¢.

Matice @ je blokové diagonalni, pocet jejich bloka je o jedna mensi nez pocet bloki
matice G. Struktura matice W7 je podobnd struktufe matice AL, opét ma nenulové
prvky na diagondle, a nad diagonédlou bloky nenulovych prvka. Pocet téchto bloku je
zévisly na poctu blokt matice G. Je jich o dva méné nez v matici G.

Posledni matici je matice M, ktera je blokové tridiagonalni. Jeji velikost opét zavisi na
poctu blokii matice G. Cim vice blokft bude tuto matici tvofit, tim vétsi bude matice
M.

Ze struktury matic tedy plyne, Ze zvySovani poc¢tu blokt matice G sice vede k lepsim
moznostem paralelizace této matice, ale na druhé strané se tim zvétsuje velikost matic
Ma®.
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Obrazek 3.4. Struktura paralelizovaného Newtonova kroku pro n, = 5, n, = 3, N =
11, |{p;}| = 3 a zZadné aktivni omezeni
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3. Vypocet Newtonova kroku

Hlavnim omezenim tohoto algoritmu je nemoznost omezit stavy pomoci tvrdych ome-
zeni. Tento nedostatek se da castecné napravit pridanim mékkych omezeni na stavy.
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Kapitola 4
Porovnani efektivity

Algoritmus metody kombinované gradient /Newtonovy projekce s vyuzitim paralelizova-
ného Newtonova kroku jsem implementoval ve vyvojovém prostiedi MATLAB. V této
kapitole je nejprve demonstrovana funkcnost reguldtoru, poté je uvedena teoreticka
uvaha o zrychleni vypoctu, nasledovand numerickym testem.

I 4.1 Demonstrace funkce

Nejprve je demonstrovana samotna funkcénost algoritmu, a to na nasledujicim piikladu
dynamického systému spojenych zavazi. Je nutné podotknout, ze pro samotny pribéh
rizeni neni zpusob vypoctu Newtonova kroku rozhodujici, respektive vsechny pristupy
déavaji stejné vysledky. Rozdil je v rychlosti vypoctu Newtonova kroku.

Jedna se o model dvou zavazi spojenych pruzinou, z nichz jedno je dale pripojeno
pruzinou k nehybnému objektu, napriklad zdi. Tento systém ma ¢tyti stavy, rychlosti
obou zavazi a vychylky téchto zavazi. Dale uvazujme, ze mizeme primo pusobit na obé
zavazi, systém ma tedy dva vstupy. Parametry systému jsem volil tak, ze je mirné tlu-
menym oscilatorem. Pribéh vychylky v ¢ase pro nefizeny systém a nenulové pocatecni
podminky je uveden v grafu 4.1.

—s—poloha 1.zavazi
——poloha 2.zavazi

1 /N e
AN / o\ /
A N Ve
053 // \V/4 \».,/4
N/ \/ N/

'/ N

Vychylka stavu [-]

£ 10 20 .30 40 50 60
Cas [-]

Obrazek 4.1. Ukédzka chovani spojenych zdvazi pri nulovych vstupech

Pr1i tizeni systému bude v tomto pripadé cilem co nejrychleji zastavit kmitani, tedy
privést stavy k nule. Déle stanovime omezeni na vstupy, jako maximum uvazujme 1 a
jako minimum —1. Graf v zavislosti na Case takto fizeného systému je na obrazku 4.2.
Z tohoto grafu je vidét, ze systém se dostane do ustaleného stavu pomérné rychle i pres
to, ze na vstupy jsou kladena omezeni.
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4. Porovnani efektivity
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Obrazek 4.2. Ukézka chovani spojenych zavazi pri nulovych vstupech

I 4.2 Zrychleni vypoctu

Hlavnim cilem této prace je otestovat zrychleni vypoctu zptsobené paralelizaci Newto-
nova kroku. Smyslem paralelizace je rozdélit problém na nékolik mensich, které mohou
byt vypocteny paralelné. S tim souvisi otazka jaky pocet paralelnich procesu je opti-
malni. Tedy na kolik ¢asti je nejvyhodnéjsi problém rozdélit za predpokladu, ze je k
dispozici dostatek vypocetnich jednotek.

B 4.2.1 Teoreticka tivaha

Paralelizace, jak jiz bylo uvedeno, je dulezita pro vypocet Choleskyho faktorizace matice
G. Velikost této matice je zavisla na délce predikéniho horizontu N. Dalsim dtlezitym
parametrem urcujicim slozitost vypoctu je velikost vektoru p. Jako velikost vektoru p,
oznaceno n,, uvazujme pocet stavovych vektorii £ v ném obsazenych, nikoliv pocet jeho
prvki. Pocet stavi, ktery je také dilezity v urceni rozmért uvazujme konstantni. Dale
oznacme ny = n, + 1 pocet blokd matice G.

Se zvysujici se velikosti vektoru p je mozné vypocet rozlozit na vice c¢asti, ale na druhé
strané roste narocnost vypoctu pomocnych matic, a také dalsich vypocti s témito
maticemi.

slozitost fadové O(n3).

V pripadé, ze vektor p je prazdny, tedy neni pouzita paralelizace, jsou pro urceni slozi-
tosti klicové dva ¢leny. Slozitost sestaveni matice G a vypocet Choleskyho faktorizace
této matice. Matice G mé néasledujici predpis, G = T'U~'T7 +21@7121T. Druhy clen této
rovnice je konstantni, lze ho tedy predvypocitat a pro nasi tvahu nehraje roli. Prvni
¢len m4 slozitost priblizné O(Nn2), protoZe matice I je blokové diagonaln{ matice s N
bloky velikosti 1, X n, a matice ¥~! je diagonalni.

Choleskyho faktorizace matice G mé slozitost priblizné O(%(SN — 2)n3), coz plyne z
tridiagonalni struktury této matice.

Pristoupime-li k paralelizaci, maticovych operaci bude vice, avsak bude mozné je para-
lelizovat.
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4.2 Zrychleni vypoctu

Sestaveni matice G je mozno paralelizovat, a v takovém pripadé bude slozitost priblizné

O(nib (Nn3)). Choleskyho faktorizace této matice bude mit slozitost O(% %) Dalsi

slozitou operaci je vypocet matice @, tedy vyrazu AgGilAp. Ten ma slozitost priblizné
O(n, n3), protoze matice A, obsahuje n, matic A, a protoze vypocet je symetricky.
Slozitost vypoétu Choleskyho faktorizace matice ® se dé zaokrouhlit na O(3(n3)),
protoze je mozné ji paralelizovat. Predposlednim vypoc¢tem, branym v tvahu je ¢len
Wo W7, ten m4 slozitost priblizné O((3n,—2)n3), coZ plyne ze struktury matice W7,
Poslednim ¢lenem je Choleskyho faktorizace matice M. Tato matice ma tridiagondlni
strukturu, a proto je sloZitost této faktorizace priblizné O(3(3n, — 2)n2).

(2N-2)n3 I

np
(5np — %)ni Derivaci tohoto vztahu a polozenim této derivace nule dostaneme predpis

2N 2
EN 15°

Sectenim téchto Clent a s tim, ze ny, = n, + 1, ziskdvame vysledny vztah

pro teoreticky optimalni pocet paralelnich blokt: n, =

B 4.2.2 Numericky test

Na testovacim skriptu vypocétu Newtonova kroku jsem testoval dobu vypoctu tohoto
kroku v zavislosti na velikosti n,.

Pro méreni doby trvani vypoctu jsem pouzil funkce tic a toc. Problémem v pripadé
MATLABu je fakt, ze zmérené doby trvani vypoc¢tu se mohou lisit, protoze pritazeni
vypocetnich prostredku funkci zalezi na opera¢nim systému. Proto jsem test desetkrat
opakoval se stejnymi vstupnimi daty, a nasledné jsem bral nejmensi dosazeny cas, pro-
toze ten je nejblize ¢isté dobé vykonavani funkce.

Pro zefektivnéni maticovych operaci je pouzito sparse ukladani matic.

Pro paralelizaci jsem dale pouzil funkci parpool, pomoci které jsem vytvoril Sestnact
procest MATLABu, pro kazdy procesor jeden. Samotnd paralelni ¢dst algoritmu, tedy
vypocet Choleskyho faktorizace, byla vykonavana v par for smycce.

Paralelizaci jsem testoval na systému s néasledujicimi parametry.

Procesor: Intel Xeon E5-2687W0; 3,10GHz; 16 cores, Opera¢ni pamét: 128GB RAM.
Software: MATLAB R2014b s Parallel Computing Toolboxem.

Jako testovaci data jsem zvolil nékolik ndhodné vygenerovanych systému. Nasledné jsem
na nich testoval tii skripty. Prvni méril celkovou dobu vykondvani Newtonova kroku v
paralelni formulaci, druhy méril jen ¢istou dobu vykonavani par for smycky pro vypocet
Choleskyho faktorizace matice G. Treti skript méril dobu vypoc¢tu pomocnych matic a
vektort, tedy rezii pfidanou ve srovnani s neparalelizovanou formulaci. Vysledky téchto
skripti jsem vykreslil do grafli, na kterych je znazornéna doba vykonavani prislusné
funkce v zavislosti na mife paralelizace, tedy na poctu bloki matice G.
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Obrazek 4.3. Graf doby trvani Newtonova kroku v zavislosti na poc¢tu blokia matice G pro
ng =50 a N =80
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Obrazek 4.4. Graf doby trvani Choleskyho faktorizace v zavislosti na poc¢tu blok matice G
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Obrazek 4.5. Graf doby trvani vypoctu pomocnych matic v zavislosti na poc¢tu bloku matice
G pron, =50 a N =80
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Obrazek 4.6. Graf doby trvani Newtonova kroku v zévislosti na poc¢tu bloka matice G pro
ng, =75 a N =80

7 téchto grafl je vidét, ze paralelizace predstavena v této praci a nasledné implemento-
vand v MATLABu vypocet nezrychlila, pravé naopak. Vypocet Choleskyho faktorizace
se zrychlil, ovSem rezie nutna pro tuto paralelizaci byla prilis vysoka a se zvysujicim se
ny, rostla.

Pro zrychleni celého vypoctu by bylo pravdépodobné nutné zefektivnit maticové vy-
pocty, coz se v ramci této prace bohuzel nepodarilo. Druhou moznosti by mohla byt
odlisné formulace paralelizace, obsahujici méné maticovych operaci.

Zavérem praktického porovnani tedy je, ze se v této praci nepodarilo prokazat, ze
paralelni varianta kombinované gradient/Newtonovy projekce v této praci uvedend je
rychlejsi nez-li ptivodni formulace.

32



0.2r-

0.18-

Doba trvani [s]
o o o
53

°©
T

e
=}
=]

Poget bloku

4.2 Zrychleni vypoctu

+ Paralelizace Newtonova kroku [ « Paralelizace Newtonova kroku
.
. ¢ e
® .
2l he b4 . . ']
.
T
2
= .
o
>
N
1.5r .
. . . .
o ° 1L e
i L i i i i i I
12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Poget bloku

Obrazek 4.7. Graf doby trvani Choleskyho faktorizace v zavislosti na poctu bloku matice G
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ng =90 a N =50
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Kapitola 5
Zavér

V tvodu této prace (1) byl stru¢né predstaven koncept MPC a nékolik moznych formu-
laci MPC tlohy. V kapitole 2 bylo popsano nékolik metod pro reSeni tlohy kvadratického
programovani s omezenimi i bez omezeni a nékteré z nich byly pro ilustraci porovnany
na modelovém prikladu. V kapitole 3 bylo uvedeno nékolik moznych zptsobt vypoctu
Newtonova kroku pro metodu kombinované gradient /Newtonovy projekce a byla porov-
nana struktura feseného problému v jednotlivych formulacich. V predposledni kapitole
(4) byla na prikladu spojenych zavazi zndzornéna funkénost implementovaného regulé-
toru zalozeného na metodé kombinované gradient /Newtonovy projekce, a poté zde byly
uvedeny vysledky numerickych testi paralelizace Newtonova kroku.

Implementovat prediktivni regulator i paralelni prediktivni regulator se podarilo, a srov-
nani s jiz existujicimi vypocetnimi programy (qpOASES, [16]) ukézaly, Ze regulace po-
moci téchto regulatort dava spravné vysledky. Pii porovnani efektivity paralelizace
se vSak ukazalo, Ze paralelizace uvedena v této praci a implementovand v prostiedi
MATLAB neni efektivnéjsi nez neparalelizovana formulace. Paralelizace zefektivnéla
vypocet Choleskyho faktorizace, coz byl predpoklad, nicméné vypocty pridané v du-
sledku reformulace problému byly natolik naroc¢né, ze celkova doba vykondvani Newto-
nova kroku byla pro paralelizovanou formulaci vyrazné delsi nez pro neparalelizovanou.
Problémem byla fada maticovych operaci, které se v dusledku reformulace objevily a
jejichz vypocetni slozitost byla vyrazné vétsi, nez bylo o¢ekavano.

V budoucnu by bylo vhodné implementovat algoritmus efektivnéjSim zpusobem, nebo
dokonce v jiném programu nez MATLAB. Maticové funkce by bylo vhodné programovat
napriklad primo v programovacim jazyce C.

Zavérem této prace je tedy konstatovani, ze cile této prace byly splnény, avsak nepo-
darilo se prokazat, ze by zde predstavend paralelizace znamenala zrychleni vypoctu
Newtonova kroku.
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Priloha A
Obsah CD

Disk prilozeny k této praci obsahuje nékolik souborovych adresara.

« MATLAB - Obsahuje zdrojové kédy reguldtoru a dalsich skriptt pro MATLAB.

 Tex - Obsahuje zdrojové kody textu bakalarské prace v jazyce TEX, vyuzivajici makra
balicku ®mac, a dle obsahuje obrazky pouzité v bakaldiské praci.

- BakalarskaPrace - Obsahuje text bakalarské prace ve formatu pdf
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