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Abstrakt

Tato prace se zabyva navrhem semidiskrétniho numerického algoritmu pro feseni Kuznécovovy
rovnice nelinearni akustiky pro popis stojatych zvukovych vin v akustickych rezonatorech a jeho
implementaci na grafickych kartdch NVIDIA pomoci technologie CUDA. K vypoctu derivaci podle
prostorovych souradnic je pouzita metoda centralnich kone¢nych diferenci a Fourierova metoda.
Uvedené algoritmy jsou pouzity pro provedeni zakladnich numerickych experimenti v oblasti sto-
jatych zvukovych vin koneénych amplitud v akustickych rezonatorech proménného pritrezu. Obé
metody jsou porovnany z hlediska presnosti a rychlosti s verzi pracujici jednovldknové na CPU.
Uvedeny program muze byt upraven i pro feseni jinych evoluénich parcialnich diferencidlnich rovnic
¢i jejich soustav.
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Abstrakt

This work deals with design of semidiscrete numerical algorithm for solving non-linear acoustic
Kuznetsov equation for describing standing waves in acoustic resonators and its implementation
on NVIDIA GPUs using CUDA technology. Derivatives with respect to spatial coordinate are
calculated using central finite differences and Fourier methods. These algorithms are used to con-
duct basic numerical experiments with finite-amplitude acoustic waves in axisymmetric resonators.
Speed and accuracy of both methods are assesed and compared with single-threaded CPU imple-
mentation. The programme can be modified even for solving other types of evolutionary partial
differential equations or their sets.

Keywords

CUDA, GPU, numerical solution, partial differential equation
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1. Uvod

Generovani akustickych poli extrémnich amplitud v pevnosténnych osové symetrickych rezonato-
rech ma vyuziti v mnoha oborech, napt. termoakustice ¢i mediciné. Pro maximalizaci efektivity za-
fizeni je nutné zvolit nejvhodnéjsi tvar rezonatoru, aby nedochazelo ke vzniku réazovych vin (viz [1]),
ve kterych je disipovana energie ve formé tepla. Kvalitu navrhu tvaru rezonatoru je nutné nejdiive
overit vypoctem. Analytické feSeni prislusnych rovnic (reprezentovanych nelinedrnimi parcidlnimi
diferencidlnimi rovnicemi) vSak neni zndmo ani pro nejjednodussi pripad (rezonator konstantniho
prufezu), je proto nutné jej hledat numericky. Tato procedura je vSak velmi ndro¢né na vypocetni
vykon pocitace, proto je pro Teseni tohoto problému vhodné vyuzit masivni paralelizace. Jednim
z komerc¢né (a cenové) dostupnych nastroju pro masivni paralelizaci je pouziti GPGPU, tedy gra-
fickych procesoru schopnych provadét obecné vypocty (ty jsou v dnesni dobé obsazeny na vétsiné
grafickych karet).

Tato préace popisuje implementaci feSice provedenou pomoci technologie CUDA, kterd umoznuje
vyuzit vypocetni potencial grafickych karet NVIDIA na obecné vypocty.



2. Matematicky model

V pevnosténnych rezonatorech proménného prifezu vyplnénych plynem je mozné generovat akus-
tické pole extrémnich amplitud [1]. Obvykle jsou tyto rezondtory osové symetrické, jejich polomér
muzeme vyjadrit jako funkci prostorové soutadnice z, tedy r = r(z). Uvazujeme piipady, kdy
nejvétsi polomér rezonatoru je mnohem mensi nez jeho délka [, proto muzeme veli¢iny popisujici
akustické pole g, povazovat za jednorozmérné, tedy ¢, = qq(x,t), kde t je ¢as. Zvukové viny lze
budit naptiklad tak, Ze rezondtor se pohybuje periodicky ve sméru své osy se zrychlenim a5 = as(t),
pole je tedy buzeno objemovou setrvac¢nou silou.

Obrazek 1. Rezonator buzeny objemovou setrvacnou silou.

2.1. Modelova rovnice

Akustické pole vysokych amplitud lze v pevnosténném rezondtoru proménného prufezu popsat
jednorozmérnou vlnovou rovnici (viz [2]):

P g0 (72390) __9 (390)2 =19 (a@)Q_
ot?2  r20zx Oz Ox 2¢3 Ot

Bt i
das 0 O 23 [t 1 0 [ Op(z,T)
FTR T = = (e LU

Kde ¢ je rychlostni potencial, as je zrychleni rezonatoru, ¢ je ¢as, x prostorova souradnice ve sméru
osy rezonatoru, r = r(z) je polomér rezonatoru, vy je adiabaticky exponent, § = [(+4n/3+k(1/cy —
1/ep)]/po je koeficient diftize, n a ¢ jsou koeficienty ptiéné a podélné viskozity, « je koeficient tepelné
vodivosti, cp a cy je mérna tepelna kapacita pii konstantnim tlaku a objemu a pg je rovnovazna
hustota plynu. Koeficient € je definovan jako € = \/mo[1+(7—1)/ V' Pr], kde vy = 1/ po je kinematicks
viskozita a Pr = ncp/k je Prandtlovo ¢islo.

Cleny na levé strané rovnice (1) predstavuji bezeztratovou Websterovu linearni vinovou rovnici,
prvni dva ¢leny na pravé strané reprezentuji nelinearni jevy, treti ¢len reprezentuje ztraty akustické
energie v objemu plynu, ¢tvrty clen ztraty v mezni vrstveé.
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2. Matematicky model

Akusticky tlak a akustickd rychlost mohou byt z rovnice (1) spocteny:

Oy
YT B (22)
Oy 00 8@) Po (&p) 1 ( >82
/ _ _ -r v
P= Ty T st s < ot 2 \ Oz CT3) Hiz (2b)

Na rozhrani plynu a (pevnych) stén rezondtoru mé normélova komponenta vektoru akustické rych-
losti stejnou hodnotu jako norméalova komponenta rychlosti stény. Z toho miizeme odvodit okrajové
podminky:

¢
Oz
Uvazujeme, ze na pocatku neni zadnd vlna v rezonancéni dutiné pritomna, a plyn je homogenné
rozlozen. Z toho muzeme odvodit poc¢atecni podminky pro cely rezonator:

Ip
Dt l1=0

=0 a v(x:l,t):a—w

v(x =0,t) = - o

—0. (3)

=l

p(t=0,2)=0 a =0 pro x € (0,1). (4)

2.2. Uprava rovnice

Analytické feSeni rovnice (1) spliujici okrajové podminky (3) nebylo dosud nalezeno ani pro nej-
jednodussi pripad r(z) = konst, ale je mozné jej najit numericky.

Rovnice (1) je integrovana v ¢ase. Z tohoto divodu je vhodné snizit fad derivaci v ¢ase pomoci
nésledujicich tprav. Z rovnice (1) mizeme psat:

82g0_008 909
5%2_7"2833( 8x>+0( ) (5)

kde ¢len O(u?) reprezentuje viechny ¢leny druhého ¥adu z rovnice (1). Pokud dosadime (5) do
druhého ¢lenu pravé strany rovnice (1), dostaneme:

y-10 (&0) _7—1&08%_7—1a(r 890) 9
2¢¢2 ot \ot) & otot2 2 9z \ Ox) Ot

Podobné muzeme psat pro ¢tvrty clen na pravé strané rovnice (1):

53 50 [ ,0% .
08t3_8x< aat)w(“)'

Dosadime zpét do rovnice (1) a ¢leny ¢tvrtého fadu vypustime (vyslednd chyba bude zanedbatelné
mald):

Pp g O (7«2890) __9 (90) (r 890) ¢ _
ot?2  r20zx Oz 0 7“2 ox ) Ot
)

daS 0 82 2c3e [t 1 0 [ 9p(x,7)
—r— 4y = — — |r dr. (6)
dt  r20zx axﬁt VT2 ) oot — T O Oz
Posledni ¢len na pravé strané rovnice (6) predstavujici ztraty v mezni vrstvé komplikuje nume-
rickou integraci rovnice. Nastésti je mozné tento ¢len vynechat a nahradit absorbcni koeficient §

koeficientem ¢’ > §, pfi zachovdni dobré shody s namérenymi daty (viz [3]). Rovnice (6) pak m4
tvar:

P g0 (ﬁ‘%’) __9 (890)
ot?2  r20zx Oz ot \ oz

+O(uh).

7_18(T26w>6‘pxda5+5/8 2 0% (7)
r? Ox dx) Ot at 2oz \| orot
Rovnice (2b) muze byt stejnym zpusobem pfepsdna na:

=y o (5) -2 (50) + (v 3n) s (59)
P'=—pog, —poast+ o5 | 5 5 ¢+ 2 250 \" 35 ) (8)



2. Matematicky model

2.3. Bezrozmérné veli¢iny

Pro ucely numerické integrace je vhodné pouzit bezrozmérné velic¢iny:

T
X ==
l

. T =, R:%, A= o=2F yv=" a4 p
kde w je thlova rychlost buzeni rezonatoru a

TCo
wo = ——
l
je thlova rychlost piislusici prvni rezonanc¢ni frekvenci (odpovidajici pulvlné) rezondtoru s kon-

stantnim prufezem r(z) = konst. Po substituci bezrozmeérnych veli¢in do rovnice (7) dostavame:
g 16( 2“’) __ 19 (34))2
oT?  TPR?OX \ 09X/  QOT \0X
—10% 9 0P\ X dA G 0 O’

i <R2 ) ( 2 ) ’ (9)

Tamrarax \ax)  aar T marzax 'V axar

kde Q = w/wy je bezrozmérnd frekvence a G' = mwod’ /3 je atenuaéni koeficient. Po zavedeni nové
proménné ¥ = 9& /9T lze rovnici (9) prepsat do tvaru:

ov. 209 0¥ ( 1 _H@>10(R23@)_
or  QIX0X w202 Q 290X 0X
X dA, G 0 , OU
0 dr T PORax (R ax) (102)
oD
o = b (10b)

Akusticky tlak a akusticka rychlost s pouzitim v bezrozmérnych proménnych jsou spocteny dosa-
zenim do (2a) a (8):

0d
v = 71'6087, (11&)
202 2 !
A mQ 2_1(‘9‘1)> G8(23‘1’>
P = pomch [ QU — A X + 5 v 5 \9x + Bk R ax )| (11b)

kde G’ = mwo(C 4 4n/3)/(pocd).
Okrajové podminky vyjddrené pomoci bezrozmérnych veli¢in maji tvar (z (3)):
0P 0P
— =0 a — =0. (12)
0X |x—o 0X |x—1
Jako pocatecni podminku opét uvazujeme homogenni rozlozeni plynu v dutiné v nulovém case,
tedy z (4):
®(T=0,X)=0 and ¥ (T'=0,X)=0 pro X €(0,1). (13)



3. Metody numerického reseni

Tato kapitola se zabyva numerickymi metodami pouzitymi k feSeni soustavy rovnic (10). Parcidlni
diferencidlni rovnice jsou v tomto pripadé prevedeny na soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic,
které jsou nasledné integrovany pomoci algoritmii pro integraci soustav obycejnych diferencialnich
rovnic.

3.1. Diskretizace prostorové souradnice

Problém feseny na pocitaci je nutné diskretizovat. Bezrozmérnd prostorova souradnice X nabyva
hodnot od 0 do 1. Diskretizujeme s krokem h = 1/N:

X;=ih, i=0,1,2,...,N.

Veli¢iny popisujici akustické pole pak prejdou do tvaru Q(X,T) — Q(X;,T) = Qi(T).

3.2. Vypocet derivace podle prostorové souradnice

Soustava rovnic (10) obsahuje derivace podle prostorové soufadnice. V této praci byly pro jejich
vypocet pouzity dva pristupy: metoda konec¢nych diferenci a Fourierova metoda. Pri pouziti Fourie-
rovy metody je k vypoctu prostorovych derivaci vyuzita informace z celé vypocetni oblasti, narozdil
od metody konecnych diferenci, kdy je k vypoctu derivaci vyuzita informace pouze z bezprostied-
niho okoli daného bodu. Pii pouziti metody konec¢nych diferenci je tieba specialnim zptsobem
osetrit krajni body vypocetni oblasti, viz nize, k ¢emuz je pouzita extrapolace. Fourierova metoda,
ve které se pracuje se spektrem, navic v principu umoziuje jednoduse provadét filtraci dat (pro

3.2.1. Metoda konec¢nych diferenci

Tato metoda je zalozena na aproximaci prostorovych derivaci (viz dodatek A.1) v rovnici (10a)
pouzitim metody centralnich kone¢nych diferenci:

2Q o Qic2 —8Qi—1 +8Qit1 — Qito

X | x_x. 12h ’

9*Q —Qi—2 +16Q;—1 — 30Q; +16Q;11 — Qit2 (14)
ox?| 1212 |

Kde @ predstavuje akustickou veli¢inu ® nebo W. Soustava rovnic (10) se tim zjednodusi na soustavu
nelinearnich obycejnych diferencidlnich rovnic

dv;
dTZ = F(®i2,..., P2, Via,..., Vi, X;, T), (15a)
do;

= ¥, 15b
dT & (15b)

které mohou byt vyfreseny nékterou z metod pro reSeni obycejnych diferencidlnich rovnic (viz 3.3).

Rovnice (15) nemohou byt ovSsem integrovany pro i = 0,1 a N — 1, N, pro vypocet derivaci
pomoci centralnich konec¢nych diferenci v téchto bodech totiz potrebujeme informaci mimo prostor,
ve kterém rovnici feSime. Tento problém lze obejit tpravou usporddani bod, pro néz dlohu resime



3. Metody numerického reseni

Stinovy bod Hrani¢nibod ———Body vypocetni oblasti—————— >

° ° . . . *— 3
-h 0 h 2h 3h 4h 5h x

Obrazek 2. Usporadani diskretizovaného vypocetniho prostoru.

(viz obrézek 2). Derivace pro krajni body Xy a Xy jsou dané okrajovymi podminkami:

00| _ o v _ov

= — :O a :0.
x, 9Xlxy

Akustické veli¢iny ¥ a ® v bodé Xy mohou byt spoc¢teny pri znalosti derivace (okrajové podminky)
a prilehlych bodu podle vzorce (odvozeni viz dodatek A.2):

_ 18Q1 —9Q2 + 2Q3

1
Qo 11 (16)
Podobné je mozné spocist ® a ¥ v pomocném (stinovém) bodé X_; = —h:
6Q1 +8Q2—3
O~ Q1 ﬁQ Qs (17)

Znalost hodnoty v tomto bodé ndm umozni vypocitat ¥ a & v bodé X; = h (pro vypocet derivace
potiebujeme znat dvé sousedni hodnoty z obou stran). Podobné vyresime okrajovy bod pro Xy a

pomocny bod Xy
18nv-1 —9n_—2+2n_3

~ 18
6QN-1+8QN—2 —3QN— 3
Qny1 & 11 (19)
P1i pouziti metody koneénych diferenci je tedy soustava rovnic (15) fesena proi =1,2,..., N —

1, hodnoty v bodé Xy a Xn jsou extrapolovany (vztahy (16) a (18)). Prostorové derivace jsou
aproximovany pomoci vztaht (14), pro body Xy a X jsou prvni derivace nulové.

3.2.2. Fourierova metoda

Tato metoda vyuziva faktu, ze derivaci funkce mizeme ve frekven¢ni (kmito¢tové) oblasti vypocitat
algebraicky pomoci jejtho Fourierova obrazu. Rozvoj periodické funkce y Fourierovou fadou mé tvar
(viz [4])

Z Yiee Tk, (20)
k=—00
kde i je imaginarni jednotka, L je délka jedné periody, a Y3 jsou jednotlivé Fourierovy koeficienty,
které lze ziskat integraci:

Derivace funkce y(x) ve vztahu (20) ma podobu:

dy( i — d xi = (2 ri
yx dx Z Yie Tk = 3 — (Ve Th) = 3 (mkz> Ve T, (21)

k=—00 k=—o00

Druhou derivaci lze ziskat opétnou derivaci vztahu (21):

o0

dy(z) d & 27i 2mip, d ( 2mi, 2miy >
- = Vil k ) e The = ViR ke T ) =
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3. Metody numerického reseni

Pro tucely vypoc¢tu na pocitaci je nutné pouzit diskrétni algoritmus. Spojita funkce y(z) je diskre-
tizovana v N bodech:

yn:y(TLf]) n=20,1,2,3,..,N -1
Fourierova fada (20) je pak aproximovana pomoci diskrétni Fourierovy transformace (viz [4])
1 N1 iy,
ey S o

puvodni funkci ziskdme pomoci zpétné Fourierovy transformace:
N-1 o
yn = Ve N Fm (24)
k=0

V tomto pripadé pracujeme s prubéhem, ktery ma vzdy na okrajich nulovou prvni derivaci (to
vyplyvé z okrajovych podminek (3)). Proto je nutné provést pred aplikaci Fourierovy transformace
sudé periodické prodlouzeni. Vysledna Fourierova fada bude mit nenulové pouze kosinové koefici-
enty, je tedy zaruceno, ze prvni derivace na okrajich bude nulovi. Na obrazku 3 je znédzornéno sudé
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Obrazek 3. Sudé periodické prodlouzeni prubéhu pro N = 12.

periodické prodlouzeni diskrétniho prubéhu. Pri sudém prodlouzeni jsou ‘zrcadlové’ kopirovany
jednotlivé body s vyjimkou prvniho a posledniho. Vysledny priitbéh tvoii jednu periodu periodicky
prodlouzené funkce. Na takova data je jiz mozné primo aplikovat diskrétni Fourierovu transformaci.
Algebraickou tpravou ve frekvenéni oblasti ziskdme obraz derivované funkce. Zpét do prostorové
oblasti jej prevedeme zpétnou Fourierovou transformaci.

Pii pouziti Fourierovy metody je tedy soustava rovnic (15) feSena pro vsechny body, tedy i =
0,1,2,..., N. Pro praktickou implementaci byl vyuzit algoritmus FFT z knihovny cuFFT [5]. Prvni
derivaci Ize z obrazu ziskat podle (21). Clen odpovidajici Nyquistové frekvenci (maximaln{ obsazené
frekvenci) vynésobime 0, ¢imz je zajistén vybér ‘minimdlné oscilujici* fady reprezentujici derivaci
puvodni funkce (viz [4]). Druhou derivaci lze z obrazu ziskat podle (22).

3.3. Integrace v casové oblasti

Numerické feSeni pocatecni ilohy pro obycejné diferencidlni rovnice a jejich soustavy je iteracni
proces, ve kterém odhadujeme hodnotu funkce v nasledujicim ¢asovém kroku na zakladé predcha-
zejicich hodnot, popripadé pocatecnich podminek. Nejjednodussi metodou integrace diferencialni
rovnice je Eulerova metoda (viz [6]), jejiz pfistup je intuitivni

Yn+1l = Yn + htf(tnvyn) + O(h%)a

kde h; je krok integrace a f je funkce kterd vraci derivaci odhadovaného prubéhu v bodé ¢, (v
tomto piipadé odpovida rovnicim (10)) Kvtli malé presnosti a numerické nestabilité se tato metoda
nepouziva.
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3.3.1. Metoda Rungova-Kuttova 4. fadu

Tato metoda aproximuje hodnotu funkce v jednom kroku pomoci ¢ty vyhodnoceni funkce pravé
strany, vyslednd hodnota je jejich linearni kombinaci. Jednotlivé odhady maji tvar:

kl = hf (tmyn)7 (25)

1 1
ky = hf(tn+ =h.yn+ =k ),
2 f( +2 y+21>

1 1
b = hf (o + ghon+ 5ha).
ky = hf(tn+hayn+k73)'

Hodnota funkce v nasledujicim kroku pak je:

Yntl = Yn + 1k1 + 1/@ + 17<33 + 1k4 +O(h?), (26)
6 3 3 6
viz napr: [6], [7].
Tato metoda se narozdil od Eulerovy metody vyznacuje dobrou stabilitou a vyssi presnosti. Da
se pouzit i na soustavy rovnic; f pak prejde na vektorovou funkci f, Cleny y, ki1, ko, k3, k4 prejdou
na vektory y, k1, ks, ks, k4.

3.3.2. Metoda prediktor-korektor

Prvni ¢ast této vicekrokové metody, prediktor, aproximuje hodnotu funkce v dalsim kroku na
zékladé nékolika zndmych predchozich hodnot. Pouzita byla metoda Adamsova-Bashforthova 4.
radu (viz [7])

h
Yn+l = Yn + ﬁ[55f(tna yn) - 59f(tn —h, yn—1)+

Pro vypocet hodnoty v dalsim kroku potiebujeme znét 4 hodnoty predchozi. Kviili tomu je nutné na
pocatku integrace pouzit jinou jednokrokovou metodu, napriiklad Runge-Kutta 4. fadu (viz 3.3.1).

Pro zpresnéni vypoctu je zde jesté druhd ¢ast metody, korektor. Ta pri znalosti predchozich kroku
a aproximovaného kroku nésledujiciho vytvori novy, presnéjsi, odhad néasledujicitho kroku. Pouzita
byla metoda Adamsova-Moultonova 5. Fadu:

h
Yn+1 = Yn + %[251.]0@71 + h7 yn-f—l) + 646f(tn7 yn)_
Tato metoda pro vypocet dalsiho kroku pottebuje vyhodnotit funkei f(x,y) pouze dvakrat, coz
vede k rychlejsimu vypoctu, pokud je toto vyhodnoceni ¢asové narocné. Nicméné PK45 metoda je

i méné numericky stabilni. Podobné jako u RK4 je mozné PK45 snadno rozsitit na reseni soustav
rovnic.

3.4. CFL podminka

Nutnym predpokladem pro stabilitu numerického feseni vlnové rovnice je splnéni CFL (Courant-
Friedrichs-Lewy) podminky. Pro evolu¢ni rovnici tvaru

ou ou
je CFL podminka nasledujici
At
= <1 (30)
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t t

° L] [ ] L]
° L] [ ] L]
At . . At = °
Ax X Ax X
(a) Stabilni pripad. (b) Nestabilni pripad.

Obrazek 4. CFL podminka ve vypocetnim prostoru a ¢ase pro metodu 2. radu.

kde u je veli¢ina zavisld na case a prostorové souradnici a v je rychlost sifeni zmény dané veli¢iny
prostorem. Nerovnice (30) vyjadiuje skutecnost, ze rychlost Sifeni informace vypocetnim prostorem
musi byt vétsi nebo rovna rychlosti sifeni informace v matematickém modelu (diferencidlni rovnici)
(viz [7] a [6]). Situace je ilustrovana na obrazcich 4a a 4b. Jednotlivé body vypocetniho prostoru jsou
zobrazeny jako tecky, Gerné jsou znamé (vypoctené), Sedé nevypoctené, éervené je oznacen bod, pro
ktery vypocet pravé probihd. Pro vypocet derivace podle prostorové souradnice metodou konec¢nych
diferenci druhého fadu je nutné znat z minulého ¢asového kroku dvé okolni hodnoty. Maximalni
rychlost sifeni informace vypocetnim prostorem je tedy jedno Az za jeden casovy krok (At). Na
obrazku je toto vyobrazeno ¢ervenymi useckami. Rychlost sifeni informace v matematickém modelu
(tedy rychlost sifeni vzruchu veli¢iny u) je oznacena Sedym trojihelnikem. V tomto trojihelniku
jsou tedy zahrnuty vsechny body, na nichz je zavisly vypocet hodnoty pro ¢erveny bod (na zakladé
matematického modelu). Pokud tato oblast piesahuje pres hranice vyznacené cervenymi tseckami,
znamena to, ze ve vlastnim vypoctu nebude tato ¢ast brana v potaz, coz miize zpusobit nestability
feseni.

Maximélni velikost ¢asového kroku je zavisld na velikosti kroku podél prostorové souradnice.
Tato maximalni velikost ¢asového kroku je pro zajisténi konvergentniho feseni zavisld i na pouzitém
numerickém algoritmu. Experimentalné bylo zjisténo, ze pro metodu PK45 je vhodné nastavit At =
Ax /4, pro metodu RK4 je vhodné nastavit At = Az /2 (Az je nastaveno pomoci N: Az =1/(N—1)
pro jednotkovou bezrozmérnou délku rezonatoru).

3.5. Shrnuti

Soustava parcidlnich diferencialnich rovnic (15) byla integrovana tak, ze prostorové derivace byly
aproximovany pomoci metod uvedenych v sekci 3.2. Takto vznikla soustava obycejnych diferencidlni
rovnic byla integrovdna metodami RK4 (sekce 3.3.1) a PK45 (sekce 3.3.2). Velikost kroku v ¢asové
oblasti je zavisld na velikosti prostorového kroku (sekce 3.4). V tomto ptipadé byl numericky al-
goritmus (vzhledem k velikosti kroku) stabilnéjsi s vyuzitim metody RK4, bylo tedy mozné pouzit
vétsi krok.



4. Implementace

4.1. Pouzita technologie

V této sekci jsou zminény pouzité technologie a knihovny.

4.1.1. CUDA

CUDA je technologie pro GPGPU od spolecnosti NVIDIA, zahrnuje knihovny a kompilatory pro
C/C++ a Fortran. Moznou alternativou je OpenCL, které podporuje vétsi mnozstvi zarizeni (GPU
od AMD i NVIDIA, viceprocesorové systémy apod.). Vzhledem k optimalizaci na jednu platformu
by CUDA méla na systémech s grafickymi procesory NVIDIA vykazovat lepsi vysledky.

Grafické akceleratory

V prvnich pocitacich bylo vykreslovani obrazu obstardano samotnym CPU, coz vyrazné zpomalo-
valo béh ostatnich aplikaci. Pokusy o feseni tohoto problému vedly k vyvoji prvnich grafickych
akceleratori, specializovanych procesort, které obstaravaly vykreslovani a snizily tim zatez CPU,
ktery je pouze instruoval a zasoboval daty. Prvni grafické akcelerdtory mély pevné danou grafickou
pipeline — shadery mély pevné danou funkci. Vyvoj GPU byl tizce svazany s vyvojem grafickych
APT jako OpenGL a DirectX, které se objevily v 90. letech. Po roce 2000 se zacaly objevovat prvni
GPU s programovatelnymi shadery (vertex, geometry, fragment), jejich funkci bylo tedy mozné
ménit, ovsem stéle byly vyuzitelné pouze v oblasti grafickych operaci. Prvni pokusy o vyuziti po-
tencidlu GPU pro tcely obecnych vypoctu tedy musely byt slozité maskovany jako vypocty grafické
(stinovani a osvétleni 3D scén apod.).

GPGPU

GPGPU (general-purpose GPU) je graficky procesor schopny provadét vypocty nesouvisejici pifimo
se zpracovanim grafickych scén. Grafické karty jsou schopné velmi silné paralelizace (architektury
SIMD - Single Instruction, Multiple Data a novéjsi SIMT — Single Instruction, Multiple Thread),
jsou proto velice efektivni na problémy, kde je na velké mnozstvi dat aplikovan stejny algoritmus (pro
vhodné problémy fadové rychlejsi oproti CPU). Paralelizace na CPU je oproti tomu typu MIMD
(Multiple Instructions, Multiple Data), tedy soubézné bézici na sobé nezavisla vldkna vykonavajici
ruzné algoritmy na riznd data (ackoliv moderni CPU maji k dispozici i vektorové instrukce, které
umoznuji podobné jako u GPGPU aplikovat v jednom kroku stejnou operaci na vétsi mnozstvi
dat, nicméné ne v takovém méritku). Rychlost riustu vykonu mezi generacemi grafickych karet
je znatelné rychlejsi nez je narist vykonu CPU (GPGPU priddvaji vykon zvysovanim mnozstvi
jednoduchych, univerzéalnich vypocetnich prvku, vypocetni jadra CPU jsou komplexnéjsi), GPGPU
je tedy perspektivni oblast. Zdroje: [8], [9]

4.1.2. HDF

HDF (Hierarchical Data Format) je format pro ukladani velkych objemu numerickych dat, spra-
vovany organizaci HDF Group. Vzhledem k otevienosti tohoto formétu a liberalni licenci (BSD)
je implementovan v fadé aplikaci, napt. Matlab a Octave. Seznam projektti vyuzivajicich HDF je
k nalezeni na [10].
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4.1.3. Pthreads

Pthreads (POSIX threads) je standard popisujici API pro préci s vldkny. Ackoliv je primarné
urcen pro UNIXové systémy, existuji implementace i pro Microsoft Windows. Moznou alternativou
je OpenMP, které ale neposkytuje takovou kontrolu nad funkei programu (automaticky se stard
o synchronizaci pristupu k paméti apod.), coz bylo v tomto pripadé neziddouci. Pthreads nabizi
pro synchronizaci pristupu k proménnym semafory a mutexy. V této praci bylo vyuzito jednoduché
schéma béhu programu (dvé vldkna pristupujici k jednomu poli, ktera si preddvaji informaci zda je
mozné do pole zapisovat/¢ist). Pro implementaci byly vyuzity pouze semafory. Pod GNU/Linux je
pthread soucasti knihovny glibc. Zdroj: [11]

4.1.4. cuFFT

CUDA poskytuje pro vypocet FFT/IFFT knihovnu cuFFT. Pro vypocet FFT jsou pouzity al-
goritmy Cooley-Tukey a Bluestein. Knihovna je soucasti zdarma distribuovaného CUDAToolkit.
Zdroj: [5]

4.2. CPU implementace

Jako prvni byla provedena implementace na CPU. Tato verze byla pouzita jako referenc¢ni pro
méfeni Casu, pouziva objektovy piistup (C++). Obsahuje dvé t¥idy, ODEsolver a RHS. Trida
ODEsolver obsahuje metody pro integraci v ¢asové oblasti, tfida RHS obsahuje metody pro nu-
merickou diferenciaci podle prostorové souradnice (metodou CFD) a funkci pravé strany. Zdrojovy
kéd dale obsahuje funkce main() a time_ diff(), kterd je vyuzita pro vypocet ¢asu béhu programu.
Tato verze je obsazena v souboru sre/cpu/wave__solver.cpp.

4.3. GPU implementace

GPU verze je psana bez pouziti OOP. Disponuje nékolika odlisnostmi, zavedenych zejména kvili
zrychleni béhu programu:

e Volba frekvence vypisu podél prostorové souradnice (krok vypisu v prostoru)

e Vypis ve formatu HDF

— rychlejsi vypis oproti textovému

— mensi velikost vystupnich dat (data uloZena v bindrni podobé) pii stejné nebo vyssi
presnosti

— rychlejsi nac¢itani v Matlabu/Octave

e Buffer vypisu

— snizeni poc¢tu volani funkci pro vypis, zapis vétsiho mnozstvi dat najednou

— pamétové naro¢néjsi nez verze bez bufferu (coz ale s ohledem na velikost paméti moder-
nich grafickych karet neni prekdzkou v pouziti programu)

e Paralelni béh programu

— dvé vldkna, jedno instruujici grafickou kartu, druhé vypisujici vypoctena data

— zrychleni béhu programu (vypis bude provadén soubézné s vypoctem dalsiho kroku)

— snizuje optimélni velikost bufferu (hlavni vldkno musi pfed zapisem vypoctenych dat
pockat, nez jsou vypsana data z minulého kroku), ¢imz Setfi pamét

e Vypis pribéhu vypoctu
P1i vypoctu je pro reprezentaci redlnych cisel pouzit typ double. GPU jsou schopny se single—
precision typem (float) pracovat se znatelné vyssi rychlosti (divodem je nizsi pocet aritmetickych
jednotek pro double), nicméné tento typ nemd dostatecnou presnost pro fyzikalni simulace.

Pro vétsi prehlednost byla implementace na GPU rozdélena do dvou ¢asti: verze CFD a FFT.
Na obrézku 5 je znazornén algoritmus Tesice, spoleény pro obé verze. Bloky, jejichz vykonavani je
provedeno na grafické karté, jsou oznaceny textem CUDA. U bloki, v nichz je FeSena synchronizace
vlaken na CPU je zobrazen maly semafor. Samotny integracni krok je popsan v dalsich sekcich.
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Nastaveni integraénich

parametr(

out_init()

precompute_calc()

integrate()

Soubezné vykondvani

Metoda
integrace
v tase

Prediktor-korektor

Runge-Kutta 4, *rkaﬁnidiffj()
\iypotet jednoho kroku
v tase metodou RK4,
prepocet p,v a vypis

CUDA

CUDA +rk47ﬁnidiffj()

Vypocet jednoho kroku
v Case metodou RK4

pe_*0) ¢

Buffer zapinén

CUDA

print_thread_func()

Vypis pfipraven

Zadost o
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druhého vidkna
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Uvolnéni paméti

Uzavieni vypisu

Obrazek 5. Diagram GPU implementace Tesice.
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Po startu programu jsou nastaveny parametry integrace:
e N: jemnost diskretizace prostorové souradnice
e print__type: typ vypisu vypoctenych dat, mozné hodnoty jsou TEXT (vystup do textového
souboru) nebo HDF (Hierarchical Data Format, viz sekce 4.1.2)
e integration__method: metoda integrace v ¢ase, mozné hodnoty jsou PC pro prediktor-
korektor a RK4 pro Runge-Kutta 4
e print__step: frekvence vypisu v ¢ase — hodnota 2 znamenad, ze se vypisuje kazdy druhy krok
e print_ step_ X: frekvence vypisu v podél prostorové souradnice — hodnota 2 znamena, ze se
bude vypisovat kazdy druhy diskretizovany bod v rezonatoru
e buff steps: velikost bufferu, do kterého jsou uklddany vypoctené hodnoty tlaku
Déle jsou nastaveny fyzikalni parametry simulace:
e G: atenuacni koeficient
e GAMMA.: adiabaticky exponent
OMEGA: bezrozmérna frekvence
c0: rychlost sireni akustickych vin v daném prostredi
rho0: klidova hustota daného prostredi
max__T: bezrozmérny cas, do néjz je integrovano
A0: amplituda bezrozmérného budiciho zrychleni

4.3.1. CFD verze

Pro vypocet funkce pravé strany (derivace prubéhu podle ¢asu) je nutné znat derivace podle pro-
storové souradnice (viz (10)). Ty je mozné spocitat metodou koneénych diferenci (CFD), kterd je
pomérné nenarocnd (derivace diskretizovaného priubéhu v daném bodé je linedrni kombinaci hodnot
prubéhu v sousednich bodech). Pro krajni body je vSak nutné znat hodnoty bodi mimo vypocetni
prostor. Ty je mozné aproximovat, nicméné jejich vypocet pomoci CUDA je neprili§ efektivni, pro-
toze zaméstnavd minimalni mnozstvi vlaken, a kazdé z nich vykonava jiny vypocet. Vypocet na
kartou a CPU. Proto byl vypocet krajnich hodnot implementovan pomoci kernelu (CUDA funkce
vykondvané na GPU). Blokova schémata vypoctu jednoho kroku touto metodou jsou na obrazku
6, zdrojovy kdd je v souboru sre/gpu/wave__solver.cpp.
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Obrazek 6. Vypocet jednoho kroku integrace pro CFD verzi.

4.3.2. FFT verze

Pro vypocet derivace podle prostorové souradnice je téz mozno vyuzit poznatku, ze ve frekvencni
oblasti je derivaci moZno provést prendsobenim obrazu signdlu prislusnym koeficientem (viz [4]).
Toho bylo vyuzito v FFT verzi fesice, kterd prubéh veli¢in prevadi do frekvencéni oblasti pomoci
FFT (rychlé Fourierovy transformace), v té provede derivaci (je nutné znat prvni i druhou de-
rivaci podle prostorové souradnice), a poté provede inverzni FFT, ¢imz je ziskdn ¢asovy prubéh
derivovanych signali. Vyhodou tohoto pristupu je, ze se vypocet derivace v kazdém bodé pouziva
informace z celé vypocetni oblasti, tato metoda je tedy presnéjsi (i proto, ze nepouzivd méné presné
hodnoty krajnich a stinovych bodu). Je také snadno mozné implementovat filtrovani dat ve frek-
ven¢ni oblasti a tim docilit lepsi stability (v soucasné podobé je v programu filtrovand nejvyssi
pritomna (Nyquistova) frekvence pro prvni derivaci). Zdrojové kédy demonstrujici tento postup
jsou v adresafi testy knihoven/fft _diff. Byla vyuzita implementace FFT z knihovny cuFFT. Blo-
kova schémata vypoctu jednoho kroku touto metodou jsou na obrazku 7, zdrojovy kod je v souboru

sre/gpu/wave__solver__fft.cpp.
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4. Implementace

periodic_extension()

E Periodické prodlouzeni
8 y -> PSI, PHI
CUFFT lib ¢
<
Q FFT PSI -> fPSI
Q
CUFFT lib Y
<
Q FFT PHI -> fPHI
Q
diff Y() Y
< . ) -
(a) Diferenciace ve frekvencni
8 oblasti - fPSI -> fdPSI, fddPSI

diff Y() Y

E Diferenciace ve frekvencni
8 oblasti - fPHI -> fdPHI, fddPHI

CUFFT lib Y
g
Q| inverzni FFT fdPSI -> dPSIdX
O
CUFFT lib Y
g
g inverzni FFT fddPSI -> d2PSIdX2
v}
CUFET lib Y
g
Q| inverzni FFT fdPHI -> dPHIdX
QO
CUFFT lib Y
g

Qlinverzni FFT fddPHI -> d2PHIdX2
¥]

Obrazek 7. Derivace podle prostorové soufadnice pomoci FFT.
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rk4_fin_diff next_step()Y

4. Implementace

E FFT diferenciace podle
8 prostorové souradnice - y[0]
rk4_fin_diff k) Y
<
g Vypocet k;
O
Y
< .
[a) FFT derivace podle
8 prostorové souradnice - y[1]
rk4_fin_diff k0 Y

<
g Vypocet k,
Q
Y
< .
[a) FFT derivace podle
8 prostorové souradnice - y[1]

rk4_fin_diff k0 Y

<
g Vypocet ks
O
Y
< )
Q FFT derivace podle
8 prostorové souradnice - y[1]

S Vypocet y[1]
O

\i

Vyména ukazatell:
y[0] <=> y[1]

(a) Vypodet jednoho kroku me-
todou Runge-Kutta 4.

pc_predictor()

g Prediktor:
g yl4] = y[3] + L (55K — 59K + 37k — 9ks)
Q zkopirovani k, do y_temp

Y

E FFT derivace podle

8 prostorové souradnice - y[4]
pc_rhs() Y

a RHS:
pc_corrector() Y

T Korektor:

g 4] = y[3] + 5 (251K + 646k; — 264k, + 106ks — 19y temp)
Q

Y

FFT derivace podle
prostorové souradnice - y[4]

- rhs() ¢

RHS:
ky = f(t + hvy[4])

Y

Vyména ukazatelQ:
y[3] <=> y[4]
ks <= ks <=k, <=k; <=k,

CUDA

ko]
a

CUDA

(b) Vypocet jednoho kroku me-
todou prediktor-korektor.

Obrazek 8. Vypocet jednoho kroku integrace pro FFT verzi.
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4. Implementace

4.3.3. Kontrola pfistupu k paméti

cuda-memcheck

Obé verze byly zkontrolovany programem cuda-memcheck na pritomnost chyb v pristupu k paméti
na grafické karté (device). Vysledky byly negativni.

Valgrind

Obé verze byly zkontrolovany programem Valgrind na pritomnost chyb v pristupu k paméti na
systému (host). Kromé chyb hldsenych kvili pouziti CUDA knihoven (Valgrind neni uzpusoben
pro pouziti s CUDA) byly vysledky negativni.

4.3.4. Historie verzi

Pti psani GPU implementace feSice byl vyuzit verzovaci systém Git. Historie verzi se nachézi
v adresari sre/gpu/.git.

4.4. Prace s aplikaci

V této sekci je uvedena zékladni obsluha programu. Uzivatelské rozhrani je ¢isté textové (bez GUI)
z divodu jednodussi kompilace a snadného pouziti na vzdédlenych vypocetnich serverech.

4.4.1. Modifikace parametri

Veskeré parametry jsou specifikovany piimo v kédu, ve funkci main() (s vyjimkou N — parametrem
jemnosti prostorové diskretizace, ktery je specifikovan v zahlavi programu formou pojmenované
konstanty). Vypis je mozné vypnout definovinim makra DO_NOT_PRINT, nejlépe v zdhlavi
programu. Procentudlni vypis vypoctu je zapnut definovinim makra PRINT PROGRESS (ve
vychozim nastaveni je definovan v hlavickovém souboru wave_solver.h).

4.4.2. Kompilace

Projekt obsahuje Makefile pro automatizaci prekladu. Pro kompilaci nutné se prepnout do adresare
src/gpu/ a spustit:

> make

nvcc -o wave_solver -arch=sm_20 -1hdf5 wave_solver.cu print_lib.cpp
nvcc -o wave_solver_ fft -arch=sm_20 -1hdf5 -lcufft wave_solver fft.cu \
print_lib.cpp

Pro rychlost béhu programu muze byt vyhodné vytvorit symbolicky odkaz na soubory na tmpfs
(filesystem na RAM paméti, ve vétsiné distribuci je /tmp v podobé tmpfs):

> mkdir /tmp/ws && cd /tmp/ws
> 1n -s $PROJECT_ROOT/src/gpu/* ./
> make

Kde $SPROJECT _ROOT je adresar, kde je uloZena tato prace. Je nutné mit dostatecné mnozstvi
volné paméti na /tmp. Prace s velkymi daty je na tmpfs znatelné rychlejsi, a v ptipadé SSD disku
SetTi i zivotnost.

4.4.3. Spusténi
Po kompilaci je mozné program spustit pomoci prikazu:

> ./wave_solver
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4. Implementace

Pro FFT verzi pak:

Program oznami priblizné mnozstvi alokované paméti a velikost vystupnich dat:

Vystup je v souborech T.hd5 (¢as), p.hd5 (pro tlak) a v.hd5 (pro rychlost).

4.4.4. Prace s daty

V aplikaci Octave je mozné data nahrat pomoci prikazu:

V aplikaci Matlab je mozné data nahrat pomoci prikazu:
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5. Mé&Feni vykonu

Tato sekce se zabyvd mérenim ¢asu béhu riznych metod CPU a GPU verzi programu. Casy jsou
porovnany a je zkouman vliv parametri integrace na rychlost a pamétovou néroc¢nost aplikace.

5.1. HW sestava

V této sekci jsou uvedeny systémové parametry zarizeni, na nichz byla méreni provedena.

5.1.1. Zafizeni A

Zaiizeni A je skolni server (herodes) umistény v budové CVUT FEL.
e OS: OpenSUSE 13.2 ’Harlequin’ 64-bit
e Motherboard: MSI P67A-GD55 (MS-7681)
e Procesor: Intel i7-2600
— Pocet jader: 4
— Nomindlni frekvence: 3,4 GHz
RAM: 16 GB
e GPU: 2x GeForce GTX 580 (GPUO: 3071 MB, GPU1: 1535 MB)
— Frekvence GPU: 772 MHz [12]
— Pocet CUDA jader: 512 [12]
— Propustnost paméti: 192,4 Gb/s [12]
— Compute capability: 2.0 [13]

5.1.2. Zafizeni B

Zatizeni B je bézny desktop.
e OS: Archlinux 64-bit
e Motherboard: Asus M5A99FX PRO R2.0
e Procesor: AMD FX-6300
— Pocet jader: 6
— Nomindlni frekvence: 3,5 GHz
RAM: 16 GB
e GPU: GeForce GTX 750 (2048 MB)
— Frekvence GPU: 1020 MHz [14]
— Pocet CUDA jader: 512 [14]
— Propustnost paméti: 80 Gb/s [14]
— Compute capability: 5.0 [13]

5.2. Metoda méreni

5.2.1. Automatizace

Meéfteni bylo automatizovano pomoci skriptu v programovacim jazyce Python. Skript umoznuje
modifikaci parametrt integrace ve zdrojovém kédu, jeho kompilaci a spusténi. Vysledky méteni pak
ulozi do souboru ’out’. Zakladni verze zdrojového kédu se nachiazi v mereni/measure.py, jednotlivé
jeho mutace a vysledky méreni jsou v podslozkach adresére mereni/. Skript ocekava veskeré zdrojové
kédy ve slozce, kde se sdm nachézi. Aby se omezil vliv nerovnomérného zatizeni systému (vliv béhu
jinych aplikaci apod.), je kazdé métreni opakovano a do vystupniho souboru je zapsdn prumérny
cas. Pocet opakovani je mozné nastavit.
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5. Meéreni vykonu

5.2.2. Metoda méreni casu

Po dokonceni vypoétu vypisuje program ¢as béhu, méfeny pomoci POSIXové funkce clock gettime().
Tato funkce umoznuje méreni strojového ¢asu (na cely proces ¢i jedno vlakno) nebo redlného ¢asu
béhu aplikace na zakladé pouzitého parametru. Pro méreni v této aplikaci byl pouzit parametr
CLOCK_MONOTONIC, ktery méri redlny béh casu. Pokud tento parametr neni k dispozici, je
pouzit CLOCK_REALTIME, ktery ma oproti MONOTONIC nevyhodu v tom, Ze je ovlivnén
pripadnou zménou nastaveni systémového ¢asu v priubéhu méfeni. Rozhodnuti, ktery parametr je
pouzit, je u¢inéno v prubéhu vykonavani programu.

5.2.3. Aproximace funkcnich zavislosti

Aproximace funkce doby integrace v zavislosti na ruznych integracnich parametrech umozni od-
had ¢asu nutného pro béh programu. To je vyhodné v situaci, kdy chceme maximalizovat néjaky
parametr (napt. N, Tina.) pfi zachovani 'rozumnych’ ¢asti. Byla provedena aproximace obecnou
mocninou (y = az?). Ta je provedena metodou polynomialni regrese s jistymi obménami (viz nize).

Metoda polynomialni regrese
Nezndma funkce f(x) je aproximovana polynomem n—tého stupné:

f(x) = ag + a1 + agx® + azx® + ... + anz™ + e(x) (31)

Kde €(z) je rozdil aproximované a skute¢né hodnoty funkce v daném bodé. Pfi znalosti hodnoty
funkce f(z;) v k bodech z; chceme ziskat koeficienty ag, ay, ..., a pro zvolené n. Tuto situaci muzeme
maticoveé zapsat jako:

1 o 22 23 2f .. 2} @0 f(@)
2 .3 .4 n| |91 f(x2)
1 = $% ac% azi . T a F(ay)
n
L oxs a3 a3 23 .. 3 as| = | flza)| T €(x) (32)
2 .3 .4 5
1 o, o oy =, ... xf 4 | F(20)
Coz po zanedbéni €(z) odpovidd maticové rovnici
Xa=y, (33)
jejimz Tesenim pro a ziskame:
a=(XXT)"1xTy (34)

Cimz obdrzime hledané koeficienty. Zdroj: [15]

Aproximace obecnou mocninou

Aproximace na funkci y = az® je provedena metodou polynomialni regrese, nejdifve je ale nutné
zlogaritmovat namérené hodnoty:

f(z) = ax® (35)

In(f(x)) = In(az’) = In(a) + b - In(x) (36)

Tim jsme problém hleddni parametri a a b zjednodusili na hledani koeficientii polynomu prvniho
stupné, tedy linearni funkce. Na tento problém je mozné aplikovat polynomialni regresi. Upravime
rovnici (32):
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5. Meéreni vykonu

Resenim této rovnice (dle (34)) je mozné ziskat piimo parametr b. Parametr a je nutné nejdiive

odlogaritmovat:
a = e (38)

Cimz jsme ziskali vSechny parametry nutné pro aproximaci obecnou mocninou.

5.3. Porovnani CPU a GPU verzi metody CFD

V porovnani slo o zméreni rychlosti samotného vypoctu, bylo proto vypnuto vypisovani, které by
stejnomérné zatézovalo vsechny verze. Tim pddem odpadl vliv parametrtu print_step_ X (krok vy-
pisu podél prostorové soutadnice), buff step (velikost bufferu pro vypis) a print_type (vypis do
textového forméatu nebo HDF). Parametr print_step_ T byl nastaven na 1, aby dochazelo k pre-
poctu na bezrozmeérny tlak a rychlost v kazdém kroku. Hodnoty N, pro néz byly zjiSteny ¢asy béhu,
byly voleny jako celoc¢iselné nasobky mnozstvi CUDA jader na daném zafizeni, tedy 512 (k N je
nutno jesté pricist 2 kvili krajnim bodum). Toto zarovndni by mélo mit za nésledek efektivnéjsi
vyuziti vypocetniho potencidlu GPU. Testovano tedy bylo pro IV:

N=512k+2 ke{l,2,34,56,7,8,9} (39)

Pocet vldken v jednom bloku byl nastaven na 32, pocet bloku byl dopocitan jako (N — 2)/32.
Dva krajni body nejsou zahrnuty, ty jsou prepocitdny v jiném kernelu (volaném s 4 bloky po 2
vldknech). Volani kernelu s tak nizkym poctem vldken neni prilis efektivni (vypocet zatézuje velmi
malou ¢ast GPU), nicméné prenos dat a vypocet na CPU by byl velice pomaly, byla proto zvolena
tato metoda.

Cas integrace Tyqz byl nastaven na 107, pomér AX /AT byl nastaven na 6.5. Tato hodnota byla
zvolena tak, aby byl vypocet numericky stabilni a konvergoval v celém intervalu méfenych N (u
obou metod). Pro nizké hodnoty N toto vSak neni nejefektivnéjsi pristup, pri feSeni konkrétniho
problému je vhodné experimentalné nalézt nejmensi moznou hodnotu poméru AX/ AT tak, aby
vypocet byl jesté stabilni (¢as vypoctu je pfimo timérny velikosti AX/ AT).

Veskeré soubory k testu (zdrojové kédy, automatizujici skript a vysledky) jsou v adresaii me-
reni/4.3.

5.3.1. Zafizeni A

V tabulce 1 jsou namérené casy pro zafizeni A (tabulka byla z prostorovych divodu zkrécena).
Z téch byly aproximovany funkce zavislosti ¢asu béhu na parametru N (viz tabulka 2). Naméfené
casy prolozené aproximacni kiivkou jsou na obrazku 9.

N o514 1026 1538 2050 2562 3074 3586 4098

CPU PK45 7,6s 30,0s 67,5s 119,.8s 189,0s 269,7s 367,4s 4834s
CPU RK4 10,7s 43,1s 95,5s 170,5s 265,1s 382,4s 522,8s 683,2s
GPU PK45 3,0s 68s 114s 17,0s 23,0s 30,2s 37,7s 47.4s
GPU RK4 3,6s T79s 129s 19,1s 252s 33,0s 40,9s 51,1s

Tabulka 1. Casy béhtt CFD verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni A.

CPU PK45 t(N) =29 - N199 s

CPU RK4  t(N) =41 N2000 ¢

GPU PK45 t(N) =570 N1359 ;5
)

GPU RK4  t(N) =872 N1318 5

Tabulka 2. Aproximované funkce zavislosti ¢asu béhu na N.
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5. Meéreni vykonu

—CPU PK45
CPU RK4

200 I— GPU PK45

GPU RK4

Cas [s]

Obrazek 9. Casy béhit CFD verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni A.

5.3.2. Zarizeni B

V tabulce 3 jsou naméfené ¢asy pro zafizeni B (tabulka byla z prostorovych diuvodu zkricena).
Z téch byly aproximovany funkce zavislosti ¢asu béhu na parametru N (viz tabulka 4). Naméfené
casy prolozené aproximacni kiivkou jsou na obrazku 10.

N 514 1026 1538 2050 2562 3074 3586 4098

CPU PK45  89s 353s 79,7s 1427s 234,9s 317.8s 4355s 570,3s
CPURK4 12,5s 50,1s 111,8s 201,2s 310,2s 459,1s 609,3s 809,35
GPU PK45  56s 12,1s 19,6s 28,7s 39,0s 5l1s 64,2s 79.2s
GPURK4  64s 14,1s 232s 345s 47,5s 63,0s 80,3s 100,0s

Tabulka 3. Casy béhit CFD verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni B.

CPU PK45 t(N) =32 N2007 ;5
CPU RK4  t(N) = 46 - N2 ;5
GPU PK45 t(N) =1
GPURK4 t(N)=1

Tabulka 4. Aproximované funkce zavislosti ¢asu béhu na N.

5.3.3. Zavér

Doba béhu CPU implementace vykazovala ve vSech pripadech témér presnou kvadratickou zavislost
na velikosti N. GPU implementace oproti tomu vykazuje zavislost na N s exponentem v intervalu
(1,3 — 1,4). Masivni paralelizace tohoto problému na GPGPU tedy pfinesla nezanedbatelné zlepseni
casové zavislosti.

Ackoliv grafické karty na obou zarizeni obsahuji stejny pocet CUDA jader, je GPU na zarizeni
A znatelné rychlejsi. To je zpusobeno vétsim poctem aritmetickych jednotek pro double precision
a vySSi propustnosti paméti (Sitka pamétové sbérnice u GTX 580 je 384 bitii oproti 128 bittm na
GTX 750).
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5. Meéreni vykonu

—CPUPK45]| : : : :
1000 [T CPURKA oo TS —— TS S
—GPUPK45| : : 5 5 5

GPU RK4

Cas [s]

Obrazek 10. Casy béhit CFD verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni B.

5.4. Porovnani CFD a FFT verze na GPU

Stejné jako u porovnani 5.3 bylo i v tomto piipadé vypnuto vypisovani, coz zamezilo vlivu parametrii
print_step_ X (krok vypisu podél prostorové souradnice), buff _step (velikost bufferu pro vypis) a
print__type (vypis do textového formatu nebo HDF'). Parametr print_step_ T byl nastaven na 1,
aby dochézelo k pfepoc¢tu na bezrozmérny tlak a rychlost v kazdém kroku. Cas integrace T}nqz byl
nastaven na 107.

Veskeré soubory k testu (zdrojové kédy, automatizujici skript a vysledky) jsou v adresafi me-

reni/4.4.

5.4.1. Casova zavislost na N verze CFD

Testovani pouze na GPU umoznilo ovérit casové zavislosti pro vyssi N:
N=512k+2 ke{1,3,57,09,611,13,15,17,19} (40)

Pocet vlaken v jednom bloku byl nastaven na 32, pocet blokt byl dopo¢itan jako (N —2)/32. Pomér
AX/ AT byl nastaven na hodnotu 12,5. Tato hodnota byla zvolena tak, aby byly vSechny metody
stabilni a konvergovaly v celém rozsahu V.

Zartizeni A

V tabulce 5 jsou namérené ¢asy pro zafizeni A (tabulka byla z prostorovych duvodu zkrécena).
Z téch byly aproximovany funkce zavislosti ¢asu béhu na parametru N (viz tabulka 6). Naméfené
casy prolozené aproximacni kfivkou jsou na obrazku 11. Na obrazku je patrné, Ze posledni dveé
nameéiené hodnoty nesouhlasi s odhadem — ¢as béhu pro tyto N je znatelné vyssi, nez bychom
ocekavali. To je pravdépodobné zpusobeno tim, ze od urcitého N nedochazi k maskovani latence
pristupu k paméti. Pri vypoc¢tech na GPGPU je nejpomalejsim ¢lankem pristup k paméti, proto
pokud warp (nejmensi organizaéni jednotka vldken technologie CUDA) pozadé o ptistup k paméti,
jsou béhem jeho vyfFizovani tato vldkna (kterd pouze ¢ekaji na data z paméti) zastoupena jinymi
vlakny, kterd mohou pokracovat v praci. Timto zplisobem je docileno vyssi efektivity vyuziti GPU.
Od urcité trovné dojde k ,saturaci“, tedy béh dalsich vlaken jiz nekompenzuje latenci paméti. To
zplisobi, ze zavislost ¢asu béhu na N by méla byt opét tmérnsd N2.
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5. Meéreni vykonu

N 014 1538 2562 3586 4610 5634 6658 7682 8706

GPU PK45 59s 219s 44,3s 72,6s 121,2s 168,8s 2224s 280,6s 373,3s
GPU RK4 7,0s 248s 48,5s 787s 1351s 181,3s 234,8s 293,2s 396,0s

Tabulka 5. Casy béhtt CFD verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni A.

CPU PK45 t(N) =407 - N9 s
GPU RK4  t(N) =620- N14%9 5

Tabulka 6. Aproximované funkce zavislosti ¢asu béhu na N zafizeni A.

GPU RK4 e

Cas [s]

Obrazek 11. Casy béhit CFD verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni A.

Zarizeni B

V tabulce 7 jsou naméfené casy pro zafizeni B (tabulka byla z prostorovych diavodu zkrécena).
Z téch byly aproximovany funkce zdvislosti ¢asu béhu na parametru N (viz tabulka 8). Namé-
fené Casy prolozené aproximacni kiivkou jsou na obrazku 12. U této kiivky také pozorujeme efekt
jako v minulém piipadé — pro vysoka N se objevi skok neodpovidajici aproximovanym hodnotam.
V tomto pripadé efekt neni tak patrny, je mozné, Ze je to zpusobeno vyrazné nizsi propustnosti
paméti grafické karty na tomto zatizeni. Plnd saturace (kdy uz nedochdzi k maskovani latence
paméti) by se tedy projevila az u vyssich N.

N 514 1538 2562 3586 4610 5634 6658 7682 8706

GPU PK45 10,6s 37,6s 75,0s 123,3s 193,3s 257,7s 337,4s 428,1s 536,6s
GPU RK4 12,2s  44,6s 91,3s 154,3s 248,0s 334,7s 443,7s 568,55 718,55

Tabulka 7. Casy béhit CFD verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni B.
GPU PK45 t(N) =1275- NM18 ;5

GPU RK4  t(N) = 1007 - N%475 s

Tabulka 8. Aproximované funkce zdvislosti ¢asu béhu na N zafizeni B.
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5. Meéreni vykonu

—GPU PK45| g ; ;
800 [ GPU R4 g B e e

Cas [s]

Obrazek 12. Casy béhit CFD verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni B.

5.4.2. Numericka stabilita CFD verze v zavislosti na hodnoté AX/ AT

Pomér AX/ AT je nutno nastavit tak, aby byl vypocet numericky stabilni (vys$si hodnota zlepsi
stabilitu). Prili§ vysoka hodnota ale zbyte¢né zvysuje pocet iteraci vypoctu a tim padem jej zpoma-
luje. Protoze nejmensi stabilni hodnota tohoto poméru zdvisi na mnoha faktorech (mimo jiné napft.
na CFL podmince, viz 3.4), je v praxi vhodnéjsi hodnotu nastavit zkusmo a ovérit experimenty.

V této sekci jsou uvedeny vysledky méreni nejmensi stabilni hodnoty poméru AX/ AT pro pevné
dané fyzikalni a integra¢ni parametry (uvedené nize) a riznd N:

N =512k+2  ke{1,3,57,9,11,13,15,17,19} (41)

Cas integrace Tyqe byl nastaven na 107. Parametr print_step_ X byl nastaven na 4, print_step_ T
na 5. Oba tyto parametry na stabilitu nemaji vliv, pouze ovliviiuji, jak c¢asto (a kolik dat) je
vypisovano. Nastaveni fyzikalnich parametri bylo nasledujici:

e G=0,01

e y=14

e w=10

e co = 345,0
e pg=12

e Ay = 0,0005

Testovani bylo ¢astecné automatizovano, skript upravovil hodnoty poméru AX/ AT, zkompiloval a
spustil program, poté vyzval uzivatele k intervenci. Ten vypoctend data nacetl do externi aplikace
(napr. Octave nebo Matlab) a ohodnotil, zda jsou vysledky spravné (a vypocet byl tedy numericky
stabilni), ¢i ne. Na zdkladé vstupu od uzivatele skript ddle upravuje hodnotu poméru, dokud se
nedostane na hranici stability. Hledani je provedeno délenim intervalii — je urcen interval, kde se
presna hodnota nachazi, poté je rozdélen na poloviny, a je uréeno ve které poloviné se nachézi
hledana hodnota (bindrni hledéni). Tento postup je iterativné opakovan, dokud neni interval mensi
nez stanoveny limit (v tomto pripadé 0,0625). Skript poté nalezenou hodnotu (horni limit intervalu)
vypise, a pokracuje k dalsimu N.

Z diavodu nutnosti casté uzivatelské interakce (a vykreslovani velkého mnozstvi dat) byl test
proveden pouze na lokdlnim zafizeni (B). V tabulce 9 jsou naméfené ¢asy pro zafizeni B (tabulka
byla z prostorovych duvodu zkricena). Z téch byly aproximovany funkce zévislosti AX/ AT na
parametru N (viz tabulka 10). Aproximovano bylo metodou polynomidlni regrese na mnohoélen
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5. Meéreni vykonu

dX/dT

0 2000 4000 6000 8000

Obrazek 13. Grafy nalezenych minimélnich hodnot pro stabilni a konvergentni vypocet AX/AT pro zarizeni
B.

prvniho stupné (linedrni funkei). Naméfené hodnoty prolozené aproximacni kiivkou jsou na ob-
razku 13. Veskeré soubory k testu (zdrojové kody, automatizujici skript a vysledky) jsou v adresafi
mereni/dt__dx.

N 514 1538 2562 3586 4610 5634 6658

GPUPK45 0,79 1,72 3,09 431 559 6,89 8,09
GPURK4 0,29 087 156 219 284 347 4,12

Tabulka 9. Nalezené minimaln{ hodnoty pro stabilni a konvergentni vypocéet AX/ AT pro metody RK4 a
PK45 na zafizeni B.

GPU PK45 42%(N)=12,291-107*N —8575-10"2 N >70
GPURK4 £%(N)=6,303-107*N —7,623-10"2 N > 121

Tabulka 10. Aproximované funkce zévislosti AX/ AT na N pro zafizeni B.

5.4.3. Porovnani metod PK45 a RK4 verze CFD s minimalizovanym AX/ AT

Znalost minimalnich stabilnich poméra AX/ AT umoznila provést porovnani metod PK45 a RK4
z hlediska rychlosti pti zohlednéni stability kazdé metody. Metoda prediktor-korektor je aritmeticky
méné ndroc¢nd, metoda Rungova—Kuttova 4. Fadu je oproti tomu numericky stabilnéjsi (viz [6]), coz
umoznuje pouzit mensi AX /AT a tim béh zrychlit. Test byl proveden na obou zafizenich, pro stejna
N jako v piipadé predchézejictho testu. Hodnoty AX/ AT byly brany z tabulky 9. Nastaveni para-
metru bylo stejné jako v predchozim testu (vypisovani vSak bylo vypnuto). Veskeré soubory k testu
(zdrojové kody, automatizujici skript a vysledky) jsou v adreséti mereni/dt_dx/pc_rk_compare.

Zartizeni A

Namétené vysledky jsou v tabulce 11. Z téch byly aproximovény funkce v tabulce 12. Casovd
zévislost na N odpovida N?* | coz je zptisobeno tim, Ze s rstem N (¢(N) ~ N'?%) roste i AX/ AT
(t(AX/ AT) ~ N') . Vysledna casové zavislost vznikne slozenim téchto dvou zévislosti. Graf
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5. Meéreni vykonu

— GPU PK45

120f] T T e B P Bronmnnnnnnnn. .

GPU RK4

Cas [s]

Obrazek 14. Naméfené ¢asy s minimalizovanym AX/ AT na zafizeni A.

s vynesenymi hodnotami a aproximac¢nimi kfivkami je na obrazku 14. Pro srovnani s rychlostmi
béhu vypocétu s neoptimalizovanym AX/ AT je mozno nahlédnout do tabulky 5. Je patrné, ze
spravné nastaveni AX/ AT mé vyznamny vliv na rychlost béhu aplikace.

N o514 1538 2562 3586 4610 5634 6658

GPU PK45 0,3s 22s 7,58 16,2s 353s 59,1s 89,8s
GPU RK4 0,1s 1,3s 43s 93s 21,2s 33,5s 499s

Tabulka 11. Naméfené ¢asy s minimalizovanym AX/ AT na zafizeni A.

GPU PK45 t(N) = 0.08N2 s
GPU RK4  t(N) = 0.04N?3 s

Tabulka 12. Aproximované funkce zavislosti ¢asu na N pro zafizeni A.

Zarizeni B

Namérené vysledky jsou v tabulce 13. Z téch byly aproximovany funkce v tabulce 14. Graf s vy-
nesenymi hodnotami a aproximac¢nimi kfivkami je na obrazku 15. Pro srovnani s rychlostmi béhu
vypoctu s neoptimalizovanym AX/ AT je mozno nahlédnout do tabulky 7. Je patrné, Ze spravné
nastaveni AX/ AT mé vyznamny vliv na rychlost béhu aplikace.

N 514 1538 2562 3586 4610 5634 6658

GPU PK45 0,6s 4,2s 14,7s 33,7s 69,4s 112,7s 172.8s
GPURK4 0,2s 2,6s 95s 224s 47,7s 783s 1234s

Tabulka 13. Naméfené ¢asy s minimalizovanym AX/ AT na zafizeni B.

Zavér

Pro konkrétni fyzikalni a integra¢ni parametry vypoctu je metoda RK4 rychlejsi, ackoliv je arit-

Vv
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5. Meéreni vykonu

GPU PK45 t(N) =0.16N?% s
GPU RK4  t(N) = 0.03N2"5

Tabulka 14. Aproximované funkce zavislosti casu na N pro zarizeni B.

— GPU PK45 ; : :
GPU RK4 g 5 °

Cas [s]

Obrazek 15. Naméfené ¢asy s minimalizovanym AX/ AT na zafizeni B.
pomeér kroku prostorového a ¢asového (AX/ AT).

5.4.4. Casova zavislost na N verze FFT

Testovano bylo pro N:
N =512k ke {1,2,3,4,5} (42)

Pocet vldken v jednom bloku byl nastaven na 32, pocet bloku byl dopo¢itan jako (N +31)/32. Pomér
AX/ AT byl nastaven na hodnotu 5,5. Tato hodnota byla zvolena tak, aby byly vSechny metody
stabilni a konvergovaly v celém rozsahu N. Funkce FFT z knihovny cuFFT pracuje nejefektivnéji
s daty, jejichz velikost je mocninou 2 (viz [5]). Zavislost ¢asu béhu na N byla proto aproximovana
pouze z N, které jsou sudymi nasobky 512.

Zarizeni A

V tabulce 15 jsou naméfené Casy pro zarizeni A. Z téch byly aproximovany funkce zavislosti ¢asu
béhu na parametru N (viz tabulka 16). Naméfené casy prolozené aproximacni kiivkou jsou na
obrazku 16. Pro liché ndsobky (s vyjimkou 1) 512 je patrné, Ze vypocet bezel vyrazné pomaleji nez
pro sudé. To je zpusobeno knihovnou cuFFT, kterd pracuje efektivnéji s mocninami 2.

N 012 1024 1536 2048 2560

GPU PK45 28,8s  83,2s 235,5s 163,3s 448,9s
GPU RK4  51,6s 150,6s 429,6s 293,1s 811,1s

Tabulka 15. Casy béhit FFT verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni A.
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5. Meéreni vykonu

GPU PK45 t(N)=0,012- N1®
GPU RK4  t(N)=10,022- NL® 5

Tabulka 16. Aproximované funkce zavislosti ¢asu béhu na N zarizeni A.

—GPUPK45f = s P : |
GPU RK4 | : ;

800

Cas [s]
o

Obrazek 16. Casy béhit FFT verze pro metody RK4 a PK45 na zaifzeni A.

Zarizeni B

V tabulce 17 jsou namérené Casy pro zalizeni B. Z téch byly aproximovany funkce zavislosti ¢asu

béhu na parametru N (viz tabulka 18). Namérené casy prolozené aproximacni kiivkou jsou na
obrazku 17.

N 512 1024 1536 2048 2560

GPU PK45 48,4s 118,0s 346,7s 303,2s  986,1s
GPU RK4  85,8s 213,0s 631,8s 549,2s 1808,6s

Tabulka 17. Casy béhit FFT verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni B.
GPU PK45 t(N) =10,012- N1325
GPU RK4  t(N)=10,020- N34

Tabulka 18. Aproximované funkce zavislosti ¢asu béhu na N zafizeni B.
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5. Meéreni vykonu

— GPU PK45
GPU RK4 §
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Obrazek 17. Casy béhit FFT verze pro metody RK4 a PK45 na zafizeni B.

5.5. Vliv parametri integrace na pamétovou narocnost a rychlost
vypoctu

V této sekci je prozkouman vliv integracnich parametri na rychlost vypoctu a velikost vystupnich
dat. Nalezena minima jsou zavisla na konkrétnim piipadé, proto je vhodné pii pouziti ovérit jejich
platnost experimenty. Vypocty derivaci podle prostorové souradnice byly provedeny metodou CFD,
integrace metodou RK4. Tyto testy byly provadény pouze na vykonnéjsim zarizeni A. Vypis nebyl
provadén na ramfs, ale na HDD se souborovym systémem ext4. Veskeré soubory k testu (zdrojové
kédy, automatizujici skript a vysledky) jsou v adresati mereni/integration__params.

5.5.1. Format vypisu

Vypis do textového formatu byl vyuzit zejména pri odladovani programu. Vystup v této podobé je
mozné ¢ist pomoci textovych editoru. Implementace tohoto vypisu je jednoduché, avsak nevhodna
pro pouziti v praxi, nebot tento vypis je neefektivni jednak prostorové (k zapisu jednoho raciondl-
niho ¢isla s pfesnosti na 16 platnych cislic je nutné pouzit priblizné 17 B, oproti tomu typ double,
ktery mé podobnou presnost, vyuziva 8 B), a jednak i rychlosti (dlouhy ¢as naciténi do dalSich
aplikaci, ktery je zpusoben konverzi z textového formatu). Vypis do formatu HDF je sice imple-
opét zpusobeno konverzi z nativniho formatu double do textového), viz tabulky 21 a 22. Naméfené
hodnoty ¢asu prolozené aproximacni k¥ivkou jsou na obrazku 18. Format HDF je také tsporné;jsi,
jak vyplyva z tabulek 21 a 22.

Nastaveny krok vypisu podél casové i prostorové soutadnice byl 1, velikost bufferu byla 1000
krokt, pomér AX/AT byl 2,0. V programu byl pro odhad velikosti vystupniho souboru pouzit

N 514 1026 1538 2050 2562

TEXT 8,1s 32,7s 74,2s 134,3s 208,5s
HDF  1,1s 24s 40s 61s 10,3s

Tabulka 19. Tabulka zavislosti rychlosti béhu na N pro rizné formaty vypisu.
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Velikost [kB]

5. Meéreni vykonu

Cas [s]

0 500 1000 1500 2000 2500

Obrazek 18. Graf zavislosti rychlosti béhu na N pro ruzné forméaty vypisu.

5e+06

4e+06

3e+06

2e+06

1e+06

Obrazek 19. Graf zavislosti velikosti vystupnich dat na N pro ruzné forméaty vypisu.
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5. Meéreni vykonu

TEXT t(N)=26-N2%ps
HDF  t(N) =248 - N'34 s

Tabulka 20. Aproximované funkce zavislosti rychlosti béhu na N pro rizné formaty vypisu.

N 514 1026 1538 2050 2562

TEXT 213,5MB 851,4MB 1913,0MB 33984MB 5307,6 MB
HDF 126,4MB 504,1MB 1133,2MB 2013,6 MB 3145,3 MB

Tabulka 21. Tabulka zévislosti velikosti vystupnich dat na N pro ruzné formaty vypisu.

TEXT s(N)=0.82N2kB
HDF  s(N)=0.48N?kB

Tabulka 22. Aproximované funkce zavislosti velikosti vystupnich dat na N pro ruzné formaty vypisu.

empiricky odvozeny vztah:

g <N, T, AX) Trnax 1 1

1
,— | = N . —. -—kB 43
o AT hT k‘T k X « ( )
Kde S je velikost vysledného souboru v kB, kr je krok vypisu podél casové soutadnice, kx je
krok vypisu podél prostorové souradnice a « je konstanta, jez pro HDF nabyva hodnoty 128 a pro
textovy vypis hodnoty 75,87. Koeficient hr je krok integrace, spocteny jako:
1 1
hr = T (44)

_1 AX
N-1 2%
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6. Priklady numerickych vysledkii

V této sekci jsou uvedeny piiklady vystupt programu. Veskeré soubory (obrazky, skripty pro
Matlab/Octave, zdrojové kody Fesice) jsou v adresati obrazky.
Parametry byly nastaveny:

e G=0,01

e v=14

e =10

o co=345,0m/s
o po=12kg/m3
e Ay =0,0005

e 32X =05

o ez = 5007

e N =1026

e print__step = 10
e print_step X =1

6.1. Rezonator s konstantnim priurezem

V této sekci jsou uvedeny vysledky béhu programu pro konstantni prarez (R(X) = 1) rezonéatoru
vyplnéného vzduchem za normélnich podminek. Rezonator je buzen na prvnim vlastnim kmitoc¢tu
(Q=1,0).

Na obrézku 20 je zobrazen akusticky tlak na koncich rezonatoru (grafy se prekryvaji). Po krét-
kém prechodovém jevu je dosazen ustdleny stav. Vidime, Ze tento stav je stabilni a nejsou pritomny
zadné vychylky, které by svédcily o numerickych nestabilitdch vypoctu ¢i kumulaci numerickych
chyb. Na obrazku 21 je detail pribéhu akustického tlaku v ustaleném stavu na koncich rezonatoru.
Je vidét, ze tlak na opacnych koncich rezonatoru méa stejnou amplitudu a je v protifazi. Jasné pa-
trnd je také rdzova vina (periodicky se opakujici prudkd ndbéznd hrana), kterd zptisobuje zvySenou
disipaci akustické energie. Obrazek 22 zachycuje pohyb rédzové viny (tlaku) rezondtorem v pravi-
delnych casovych intervalech v prubéhu jedné periody (v ustdleném stavu). VIna se pohybuje od
pocatku rezonatoru (X = 0) k jeho konci (X = 1), kde se odrazi v protifazi a pohybuje se zpét k po-
catku. Na obrazku 23 je zobrazena akustickd rychlost uprostied rezonatoru. Je opét patrna razova
vlna (prudka ndbéznd a sestupnd hrana). Symetrie pribéhu je zpisobena buzenim na rezonancéni
frekvenci. Obrazek 24 zachycuje v pravidelnych ¢asovych intervalech pohyb razové viny (rychlost)
rezonatorem v pribéhu jedné periody.
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6. Priklady numerickych vysledki
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Obrazek 20. Casovy vivoj akustického tlaku na koncich rezondtoru.
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Obrazek 21. Casovy vivoj akustického tlaku na koncich rezondtoru - ustéleny stav.
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6. Priklady numerickych vysledki

1.5 T T T T T T T T T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X[-]

Obrazek 22. Rozlozeni akustického tlaku podél rezonatoru béhem jedné periody.
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Obrazek 23. Casovy vyvoj akustické rychlosti uprostied rezonatoru - ustaleny stav.
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6. Priklady numerickych vysledki

30

v [m/s]

_30 ! ! ! ! ! ! ! ! !
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X[-]

Obrazek 24. RozloZeni akustické rychlosti podél rezondtoru béhem jedné periody.

6.2. Rezonator proménného prifrezu

V této sekci jsou uvedeny vysledky béhu programu s nastavenym proménnym prurezem rezonatoru
R(X) =0,268- X +0,0352941. Nastaveni parametru bylo stejné jako v minulém ptipadé, s vyjimkou
parametru = 1,2930439285. Tato frekvence odpovida prvnimu vlastnimu kmitoc¢tu pro tento tvar
(komoly kuzel). Na obrazku 25 je zobrazen pribéh akustického tlaku na uzsim konci (X = 0) a
na $irsim konci (X = 1) rezonatoru. Tlak na uzsim konci je vyrazné vyssi nez na SirSim konci
(podstavé kuzelu), coz je rozdilné oproti rezondtoru s konstantnim prufezem (obrazek 20). Ve
srovnani s rezonatorem konstantniho prirezu je také patrné, ze pro kuzel je delsi prechodovy jev.
Obrazek 26 zachycuje detail pribéhu akustického tlaku na pocatku a konci rezonatoru v ustaleném
stavu. Oproti rezonatoru konstantniho prifezu (obrazek 21) lze vidét, ze dosazeny tlak je znatelné
vysst (priblizné 6 - 10* Pa proti 1 - 10* Pa), vidime Ze kuZelovy rezondtor je vhodnéjsi nez vélcovy.
Dalsim dulezitym rozdilem je, Ze tento prubéh netrpi razovymi vinami, ve kterych se disipuje
energie (ndbezné i sestupné hrany nejsou tak strmé). Obrazek 27 zachycuje v pravidelnych ¢asovych
intervalech pohyb vlny rezonatorem béhem jedné periody. Vlna se na konci odrazi v protifazi.
7 tvaru ktivek je mozné usoudit, Ze neni piitomna razova vina. Celkové tedy mutzeme fici, ze tvar
komolého kuzelu je vhodnéjsi nez valce — je dosazeno vyssich tlakta pii absenci rézové viny.
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6. Priklady numerickych vysledki

x 10
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Obrazek 26. Casovy vivoj akustického tlaku na koncich rezonatoru - ustéleny stav.
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Obrazek 27. Rozlozeni akustického tlaku podél rezonatoru béhem jedné periody.
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7. Zaver

V ramci této price byl implementovan fesi¢ Kuznécovovy rovnice pro GPGPU a byl provétren z hle-
diska numerické stability a konvergence vypoctu. Byly implementovany dvé verze — wave__solver.cu
pro metodu konec¢nych diferenci a wave _solver_fft.cu pro metodu Fourierovu. Obé tyto verze umoz-
nuji integraci v ¢ase metodami Runge-Kutta 4. fddu a prediktor—korektor (prediktor 4. fadu, ko-
rektor 5. fadu). Urychleni vypoctu bylo dosazeno pouzitim bufferu pro vypis (¢imz se snizil pocet
volani funkci pro vypis a zvétsil se objem dat na jedno volani), vypisem do bindrniho formétu
HDF a paralelizaci vypisu (dvouvldknova implementace). P¥i numerickych testech bylo zjisténo,
ze metoda RK4 je oproti PK45 pro tento pripad méné ¢asové naroc¢né i pres vyssi aritmetickou
naroc¢nost — divodem je jeji lepsi stabilita, kterda umoznuje nastavit vétsi krok. Pro srovnani byla
rovnéz implementovana jednovldknova CPU verze (metody RK4 a PK45, vypocet derivace podle
prostorové soufadnice metodou kone¢nych diferenci). Bylo ovéreno, ze GPGPU verze prinasi zlep-
Seni Gasové zéavislosti (pro N do pfiblizné 8000 odpovidajici piiblizné N1*) oproti CPU verzi (jejiz
zavislost je tmérnd N?) a je vyrazné rychlejsi.

Nevyhodou verze pouzivajici metodu konecnych diferenci je neefektivni vyuziti grafické karty pri
vypoctu krajnich bodi. Verze pouzivajici metodu Fourierovu timto nedostatkem netrpi — splnéni
okrajovych podminek (12) je vynuceno pouzitou metodou a neni proto nutné specidlnim zpusobem
osSetrovat krajni body. Tato metoda je ale pomalejsi, nicméné protoze pracuje ve spektralni ob-
v kmitoctové oblasti). Byla provedena rozsahla testovani algoritmu na dvou zafizenich a zdkladni
numerické experimenty s rezonatory konstantniho a proménného prirezu a bylo ukazano, ze v du-
tinovém rezonatoru tvaru komolého kuzele lze generovat stojaté akustické vinéni vyrazné vyssich
amplitud nez v rezonatoru tvaru vilce.
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Priloha A.
Konecné diference

V naésledujicich prilohdch jsou ukézany postupy vedouci k ziskani vztaht pro aproximaci derivaci
a extrapolaci okrajovych bodi metodou konecnych diferenci.

A.1. Aproximace prvni a druhé derivace metodou centralnich

konec¢nych diferenci

Funkéni hodnoty f(z £ h), f(z £ 2h) mohou byt spoc¢teny rozvojem do Taylorovy fady jako:

flath) = f@)+ [O@h+ L@+ fO @ +

77101"(@ (x)h® + ..., (45)

fle+2n) = f(z)+2fD(@)h+2fP(2)h? + §f<3> (z)h® +

1 1
— r4) 4, = ¢(5) 5
+24f (z)h™ + 12Of (x)h” +

2@t 1+ 2O (5 4 L 6 ()6
+3f (x)h +15f (x)h +45f (x)h”> + ..., (46)
fle=h) = f@) = fO@h+ 3@ — < fO @ +
1 1 1
+32 FO@)nt - 20 FO (z)h® + 0 FO@)ns — .., (47)

fla—2h) = f(x)—2fO(@)h+ 27O @2 — O @) +

2@yt Ay as A 6) 06
+3f (x)h 15f (x)h —|—45f (x)h e (48)

kde f()(z) predstavuje i-tou derivaci funkce f podle z.
Nejdriv eliminujeme tfeti derivaci z rovnic (45)-(48):

3f(r+2h) —24f(x+h) = —-21f(x)

D (@)t + 2 FO (2)h5 + % FO@AS 4.
3f(z—2h) —24f(x —h) = —21f(z)+18fW(x)h — 6P (z)h? +

FO @t =2 O @pn + L Ot +

Odectenim téchto vysledku ziskame:
6
3f(x+2h) — 24f(x + h) + 24f(x — h) — 3f (x — 2h) = =36V (2)h + gf<5>(a;)h5 +...,

coz muze byt prepsano jako

f(x —2h) = 8f(x — h) +8f(x+ h) — f(x + 2h)
12h

fV(z) = +O(n*). (49)

Vztah (49) muze byt pouzit pro aproximaci prvni derivace metodou konecénych diferenci. Chyba
aproximace klesa se ¢tvrtou mocninou velikosti diference h.
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Déle eliminujeme ¢tvrtou derivaci z rovnic (45)-(48):

3f(z+2h) —48f(x+h) = —45f(zx)—42fD(z)h — 18FP) (2)n? —
4O )k 4 % FO @) + é FO@S 4.
3f(x—2h) —48f(x —h) = —45f(x)+ 42D (x)h — 183 (z)h? +

4 7B (2)h3 — % £O @) + é FO @S 4 ...
(50)

Sectenim téchto vysledkt ziskdme
2
3f(z + 2h) — 48f(x + h) — 48f(z — h) + 3f(x — 2h) = —90f () — 36/ (x)h? + 5f<6> (x)h® + ...,

coz muze byt prepsano jako

f(z —2h) +16f(x — h) —30f(x) + 16 f(x + h) — f(z + 2h)
12h2

F(z) = - +O(hY).  (51)

Vztah (51) mize byt pouzit pro aproximaci druhé derivace metodou kone¢nych diferenci. Chyba
aproximace klesa se ¢tvrtou mocninou velikosti diference h.
A.2. Extrapolace metodou konecnych diferenci

Vychézime z predpokladu, ze f) (), f(z+h), f(x+2h), a f(z+3h) jsou zndmé a f(z) a f(z —h)
budou aproximovany. Rozvoj funkce f(x) Taylorovou fadou je:

fla—n) = f@)~ fO@h+ S f Q@R — S fO@R 4 o f O+, (52)
flath) = f@)+ O@h+ L fO@h® + éf(?’) @+ o fD@ht ., (53)
Flet2h) = @)+ 2@+ 2D @+ O + 2 fO@ht +., (54)
Fltsh) = @) +3/O@h+ o @+ DO @ + 2B @nt . (55)

Druhd derivace muze byt odstranéna pouzitim rovnic (53) a (54):
3

Af(x +h) — F(z +2h) = 3f(x) + 2f D (2)h — §f< ) (2)h® — %f(‘*) (@) + ... (56)
a podobné rovnicemi (53) a (55):
18f(z + h) — f(z + 3h) = 16f(z) + 12fD(2)h — 6O (2)h> — 6D (2)h* + .. .. (57)

Rovnice (56) a (57) mohou byt pouzZity pro eliminaci tiet{ derivace:
36f(x + h) — 18f(x + 2h) + Af (z + 3h) = 22f (x) + 12D (2)h + 37D (x)n* + .. .. (58)
Odtud muzeme psat

_18f(x 4+ h) — 9f(z + 2h) + 2f(z + 3h) — 6fWV (z)h
N 11

f(z) +O(h%), (59)

odtud vidime, ze chyba odhadu hodnoty f(x) klesd se ¢tvrtou mocninou h.
Podobné je mozné eliminovat druhé derivace pouzitim vztahu (52) a (54)

Af(z —h) — f(z+2h) = 3f(z) — 65V (x)h — 23 (z)h® — %f@) (x)h* + ... (60)
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a vztahu (52) a (55) jako

18f(z — h) — 2f (x4 3h) = 16f () — 24V (2)h — 123 (2)h3 — 6 W (2)n* +

Rovnice (60) a (61) mohou byt pouzity pro eliminaci tfeti derivace:

6f(z — h) — 6f(x 4 2h) + 2f(x + 3h) = 2f (x) — 12f W (2)h + 3f D (x)h* 4 .. ..

Kone¢né, rovnice (58) a (62) jsou pouzity pro eliminaci f(z), tedy

6f(z + h) +8f(x 4 2h) — 3f(z +3h) — 11f(z — h) = 24D (z)h — 5D ()h* + . ...

Odtud muzeme psat

f(z+h) +8f(x+ 2h) — 3f(x + 3h) — 24fD(z)h
11

fa—hy=" + o),

odtud vidime, Ze chyba odhadu hodnoty f(z — h) klesé se ¢tvrtou mocninou h.
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