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1 Uvod

Tato diplomové préace si klade za cil popsat numerické feseni tilohy linearni elasticity s
kontaktem. Kontaktem je myslen kontakt télesa s prekazkou. Zde téleso podléha Hooke-
ovu zékonu, u kterého predpokladame malé deformace. Prekazkou je mysSlena fyzikalni
hranice piedepsana n&jakou funkei, kterou uvazujeme jako absolutné tuhou. Uloha line-
arni elasticity, zapsané jako Navier-Lamého soustava PDR s okrajovymi podminkami je
rozsifena o okrajové podminky, které dovoluji kontakt. Ulohu lze vyjadfit jako variaéni
nerovnost prvniho druhu. Varia¢ni nerovnost nelze pouzit piimo, z toho divodu je tloha
prevedena penalizac¢ni metodou na soustavu nelinearnich rovnic.Metodu koneénych prvku
uzivame pro numerické feseni linearni elasticity. Ulohu s kontaktem Fesime Newtonovou
itera¢ni metodou.

Drive nez za¢neme s formulaci teorie varia¢ni nerovnosti, priblizime zde ptivod teorie, jeji
myslenku na jednoduchém piikladu a obory jejiho uplatnéni. Prvni préci o teorii variac¢ni
nerovnosti publikoval G. Fischera (1963), ktery se zabyval mechanikou tuhého télesa. Dru-
hou praci uvedl G. Stampacchia (1964), ktery se zabyval teorii potencialu v elektrostatice.
Nova teorie si nasla cestu do oborti mechaniky kontinua, matematického programovani,
nebo optimalizace a dalsich. Zpracovanim tvodu do teorie varia¢ni nerovnosti se zabyval
J.L. Lions a dalsi.

Parafrazujme piiklad varia¢ni nerovnosti na nasledujicim piikladu télesa zavéseného na
pruziné viz [11]. M&jme téleso o hmotnosti m zavéSené na pruziné s tuhosti k. Na té-
leso pusobi gravitac¢ni sila dana jako mg, zde g je gravita¢ni zrychleni. Celkovou energii
systému vyjadiime jako

II(u) = %k'zf — mgu. (1)

Zde u je posunuti télesa o hmotnosti m. Pouzijeme-li variaci polohy du na (1) obdrzime
0(u) = kudu — mgdu = 0, (2)

zde upravou obdrzime polohu télesa s minimem potencialni energie. Druhou variaci polohy
celkové energie soustavy (1) obdrzime

8 (u) = k. (3)

Zde (3) vyjadfuje minimum energie systému (1) v u = %2. Zavedme hranici S jako
omezeni pfedepsané vztahem

S(u)=h—u>0, (4)

hranici S povazujeme diky podminkce v (4) za neprostupnou, parametr h reprezentuje
vzdalenost mezi omezenim a pocatecéni polohou télesa. Tim jsme omezili virtudlni posuv
ou < 0 atedy musi spliovat okrajové podminky na hranici S. Potom lze varia¢ni formulaci
(2) prepsat jako

kudu — mgdu > 0. (5)

Zde z nerovnosti (5) plyne
ku < mg, (6)

a tedy ou < 0 na hranici S§. Nerovnost (5) je nazyvana variacni nerovnost. Nahradme
variaci posunuti tak, ze du = v — u kde v testovaci funkce pfipustnych posuvi. Pro
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testovaci funkei musi platit podminka v — A < 0 v misté kontaktu. Potom Ize nerovnost
(5) prepsat jako
ku(v —u) —mg(v —u) > 0. (7)

Nyni hleddme minimum potencialni energie Il(u)s télesa na hranici §. Obdobny pfi-
klad hledani minima potencialni energie soustavy s kontaktem uvadi krom mnoha jinych
Roudrigues, J.F. ve své knize Obstacle Problem in Mathematical Physic |7].

2 Matematické nastroje

Cilem této kapitoly je uvést zakladni matematické nastroje (a znaceni), které v pozdéjsim
textu pouzijeme k vyhodnoceni deformace néjakého mysleného télesa pod vlivem zatizeni.
Za timto ucelem vznikd potieba mérit vzdalenost mezi prvky z,y € V, kde V C R je
prostor spojitych funkci. Funkce d : V' xV — R je metrika, pokud pfifazuje dvojici prvka
x,y € V realné ¢islo a pro libovolné z,y,z € V a plati

d(z,y) = |z —yl,

d(z,y) >0,

dlz,y) =0 & ==y, (®)
d(z,z) <d(xz,y) +d(x, z).

Dvojice (V,d) je nazyvana metricky prostor. Nebudeme zde uvadét vice pojmu metrickych
prostori, které jsou uvedeny v publikaci [15].

V dalsich castech se budeme opirat o predpoklad linedrni zmény polohy dvou prvki
x,y € V, nebo budeme pracovat s linearnimi operatory. Z toho divodu pokracujme
uvedenim pojmu normovany linedrni prostor a linearni operator. Prostor V' nazveme
linearni, pokud v ném jsou definoviny oprace souc¢tu a souc¢inu prvka x,y € V. Tedy, Ze
plati nasleduji vlastnosti:

r+y=y+uzx,
(T+y)+z=a+y+2),

r+0=xVreV, 40e€V,

x4+ (—x)=0Ve eV, I(—x) €V,
a(Bz) = (aB)a,

1-2=u=x,
(a+ B)e = az + B,
a(z+y) = az + Py.
O linearnim prostoru V fikdme, Ze je normovany, pokud existuje zobrazeni, které kazdému

prvku z € V prifadi nezaporné ¢&islo ||z||. Symbol ||-|| : V' — R nazyvame norma prostoru,
pokud pro libovolné prvky x,y € V plati

2] =0, lz]] =0 =2 =0,
laz]| = [efllz]] o eR, (10)
||z +yll < [l=ll + 1yl
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Kazdy normovany lineérni prostor je metricky prostor. Dukaz této véty viz [12], [15].
Necht V' je normovany linedrni prostor , ktery je tplny. Pak prostor V nazyvame Bana-
chovym prostorem.

Na zakladé vlastnosti uvedenych v (9) pouzivame linearni operator L : V — V| ktery
pritadi kazdému prvku z,y € V realné ¢islo, pokud plati

L(z +y) = L(z) + L(y), a1
L(ax) =alL(z) a€R.
Linearni operator v ptfipadé L : V — R nazyvame linearni funkcional. Vime, Ze linearni
operator je spojity, pokud je omezeny. Mnozina vSech spojitych operatorta tvoii dualni
|L(»)]

prostor V'’ s normou definovanou pro L € V' dle ||L|| = SUPy ey, - Dualitu prostoru

rozumime jako zobrazeni zna¢né symbolem (-,-) =V’ x V' a definované dle:

L(y) = (f,9), (12)

proy € V a f € V'. Dukaz predchozich tvrzeni viz publikace [12], [15]. Linearni operator
L nazyvame kontraktivni, pokud dvojice (V,d) je uplny metricky prostor, L : V — V a
existuje konstanta 0 < k < 1 tak, ze pro libovolné z,y € V plati

d(L(x), L(y)) < kd(x,y). (13)

Véta 1. Necht' V' je Banachiv prostor a L je kontraktivni operdtor z prostoru V do V.
Pak existuje pravé jeden pevny bod x* tj.

L(z*) = 2*. (14)

Dikaz Banachovy véty o pevném bodé (véta 1) viz [15].

Nyni linearni prostor V' rozsifme skalarnim soucinem, abychom mohli provadét operace
s¢itani a sou¢inu vektora z prostoru V. Pokud existuje zobrazeni (-,-) : V' x V — R, které
pritadi dvéma prvkim z,y € V pravé jedno realné ¢islo (z,y) € R. Nazveme prostor
V' linearni prostor se skaldrnim souc¢inem a pro libovolné prvky z,y,z € V a konstantu
a € R plati

(z,2) =0,

(x,2) =0 & z=0,

(z,9) = (y,2), (15)
(az,y) = a(z,y),

(x4+y,2) = (z,2) + (y, 2).

Zobrazeni oznacené symbolem (-,-) nazyvame skalarni souc¢in. Kazdy linearni prostor
V' se skalarnim sou¢inem je také normovanym prostorem s normou definovanou jako
|z|| = (x,2)"2. Uplny linearni prostor se skalarnim soucinem nazyvime Hilbertovym
prostorem, viz [12], [15].



Zobrazeni a : V x V — R je bilinearni forma, pokud pro libovolné z,y,z € V priradi
realné ¢islo a € R a plati

a(z+y,2) =a(z,y) + a(x, 2),
a(z,x +y) = a(z,x) + alz,y), (16)
alaz,y) = aa(z,y) « € R,
a(z,ay) = aa(z,y) «a€R.
Pokud je navic bilinearni forma symetricka ( je lineaarni i v druhé slozce ) plati
a(z,y) = a(y,z) prox,y€V. (17)

Bilinearni forma je spojita, pokud existuje konstanta M > 0 takové, Ze a pro libovolné
prvky x,y € V plati
|a(z, y)| < Ml|z|[|[y]]- (18)

Bilinearni forma je V-elipticka, pokud existuje m > 0 a pro libovolny prvek x € V plati
a(x, z) = mifxl]||]]. (19)

Bilinearni forma je pozitivné semi-definitni, pokud plati
a(z,y) > 0. (20)

Véta 2. Necht L je spojity linedrni operdtor na linedrnim prostoru H se skaldrnim sou-
cinem (+,-). Pak existuje pravé jedno f € H takové, Ze pro libovolné v € H plati

(f;v) = L(v). (21)

Dikaz véty 2 (Riezsova véta o reprezentaci) viz [16], [6]. Nasledujici kapitoly uvadi Le-
besgueovy a Sobolevovy prostory, které jsou uplné. Zuplnéni linearniho prostoru uvadi
publikace [15].
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2.1 Lebesgueovy prostory
Oznac¢me pro 1 < p < oo prostory funkei V' = LP(Q), které spliiuji rovnost
LP(Q) = / lu(z)|Pdx < +o0 Yu eV. (22)
Q
Oznaceni 2 je pro oblast se souvislou Lipschitzovsky spojitou hranici. Norma v prostorech
LP(§2) je dana
1
lullisey = (| fute)lrda) (23)

Pro p = 2 je prostor se skalarnim soucinem L*(€2) dany dle

(u,v) = (u,v)2() = /Qu(:r:)v(:v)dac, (24)

kde symbolem (-,-) ozna¢ujeme skalarni souc¢in na L*({2). Rozsffen{ prostoru LF(2) pro
p = oo rozumime tak, ze plati

L>(Q) = {u: Q — R, ess sup,cqlu(z)| < +oo}. (25)

Za timto ucelem je nutné definovat ess sup prirozené rozsifeni operdtoru suprema mé-
Fitelnych funkei a operdtoru infinum viz [16]. Pro libovolné 1 < p < oo prosotr LP(f2)
Banachiiv, a navic je prostor LP(2) separabilni, pravé kdyz 1 < p < co. Prostor L?(2) je
reflexivni, pravé kdyz 1 < p < oo a je Hilberttuv, pravé kdyz p = 2 viz publikace [6], [13],
[14], [16].
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2.2 Sobolevovy prostory

V omezené oblasti s Lipschitzovsky spojitou hranici ozna¢me W*?(Q) Sobolevtiv pro-
stor. Pro k € Na 1 <p < oo a je definovany tak, ze

WEP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) |a| < k}, (26)

kde oo = (ay, ..., ) je multi-index a D*u chapeme jako derivace ve smyslu distribuci viz
publikace [16], [6], [13]. Pro 1 < p < oo definujme seminormu v Sobolovové prostoru tak,
Ze plati

1
[ulkpn = lulwro) = () 11D%ullg,0)7, (27)
|a|=k
a normu,
1
lullkpa = llullwrs@) = (Y 1D%ullg,0)7- (28)
laf<k

Normu a seminormu lze definovat i pro p = oo, viz publikace [16]. Soboleviiv prostor
je pro p¥ipad p = 2 Hilbertiiv prostor oznaceny H*(Q) = W#2(Q), obdobné definujeme
normu a seminormu. Sobolevova véta o vnoreni predklada vlastnosti funkei z prostoru
WkP(Q) pro dimenze 1 < n oblasti Q C R¢ viz publikace [16], kterych lze vyuzit pfi Feseni
okrajovych tloh. Pro dimenze n > 1 nejsou okrajové hodnoty funkci dobte definovany.
Za timto ucelem uzijeme vétu o stopach, viz [16] a definujme prostor testovacich funkei
tak, ze plati

Hi(Q) ={ve HY(Q) :v=0nadN}. (29)

Funkce z toho prostoru jsou nulové na hranici.
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2.3 Greenova véta

Uvazujme funkce u,v z prostoru H'(Q) = W12(Q), kde Q € R? je omezena oblast s
Lipschitzovsky spojitou hranici 92 = T'. Greenova véta [6], [16] pak ukazuje platnost

vztahu 9 9
u v
—vdr = ds — —d 30
Q(%vx /Fuvns /Quaxa: (30)

v

pro libovolné u,v € H'(Q), kde n = (ny, ..., ng) rozumime vné&jsi jednotkovou normalu k
hranici (2.

Nésledujici vztahy jsou odvozené z (30). Vztah s Laplaceovym operatorem

ou
/ Auvdr = / —uvds — / Vu - Vudz Vu,v € H'(Q), (31)
Q r on Q
kde Au = Zle % je Laplaceuv operator, Vu = (88—;1, s aa—;;)T je gradient funkce u a
% = Vu - n je parcialni derivace v normélovém smeéru.

Vztah s divergenci vektorové funkce u = (uy, ..., ug)

/Q (divu)vdz = /F (u-n)vds — /Q (u- Vvdz Yu,v € H'(Q), (32)

d  Ou
i=1 83)1‘ .

kde divergenci funkce u rozumime divu = )

2.4 Laxova -Milgramova véta

Uvazujme problém takovy, ze hledame u € V' charakterizované vztahem
a(u,v) = L(v) YveV. (33)

Existenci pravé jednoho feseni (33) lze dokdzat uzitim Laxovy-Milgramovy véty [16], [12].
Pokud V' je Banachiv prostor, L je linearni forma na V | a(-,-) je symetricka bilinearni
forma na V' a déle pokud existuji kladné konstanty M, m, C' tak, ze pro libovolné u,v € V
plati

|au, v)] < Ml[ul|[v]], (34)
a(v,v) > ml[v]]%, (35)
[L(v)] < Cllo]], (36)

pak existuje pravé jedno feseni (33). Dikaz uvedeného vztahu, viz [16] nebo [6].
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3 Teorie variac¢nich nerovnosti

Cilem této kapitoly je uvedeni teorie varia¢ni norovnosti. V néasledujici podkapitole je
tuvodem uvedena formulace minima funkce jako variaéni nerovnost viz publikace [3], [6].
Na tvod navazuje uvedeni formulace varia¢ni nerovnosti 1. a 2. druhu viz publikace [6],
[4], [2]. V dalsi podkapitole je uvedena existence a jednoznacnost feseni vari¢nich nerov-
nosti viz publikace [6], [4], [2]. Kapitola teorie varia¢ni nerovnosti je uzaviena uvedenim
diskretizace problému pomoci MKP viz publikace [4].

3.1 Formulace minima funkce jako varia¢ni nerovnosti

V tato ¢asti uvedeme formulaci minima funkce jako varia¢ni nerovnosti. Uvazujme pro-
blém hled4ani minima funkce f(x) na intervalu I = [a, b, viz také [3]. Tedy hledame zq € T
tak aby platilo

f(wo) = min f(x), (37)

kde f je realna hladka funkce. Pro lokdlni minimum zy € I mohou nastat tifi mozné
pripady:

1)a<xy<b potom f'(xg) =0,
2)xg=a potom f'(zg) >0, (38)
3)xg =0 potom f'(zg) <O0.

Interval I je konvexni mnozina, tedy pro libovolné z € [ je také konvexni kombinace
xo + t(x — x9) € I. Funkce g(t) definovana pro libovolné = € I predpisem

g9(t) = flzo+t(x —m)) t€(0,1) (39)
nabyvé svého minima na (0, 1) pro ¢t = 0. Plati tedy
g'(0) = f'(xo)(x —x9) >0 Vzel. (40)
Vsechny uvedené piipady (38) lze tedy zapsat jako jednu nerovnost
I (zo)(x — 20) >0 Vo e 1. (41)

Problém minimalizace funkce f ( tedy na konvexni mnoziné ) na intervalu I je zapsan
jako jedna nerovnost.
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3.2 Formulace Varia¢ni nerovnosti 1. a 2. druhu

Formulaci problému uvedeme na zékladé publikaci [4] a [6]. M&me Hilbertiv prostor
V, kde symbolem (-,-) oznaCujeme skalarni souin a symbolem || - || zna¢ime normu
prostoru. Uvazujme formu a(-,-) : V. x V — R, ktera je bilinearni, spojita a V-elipticka
na V x V. a linearni spojity funkcional L : V' — R. Dale uvazujme mnozinu K, ktera je
konvexni neprazdnou a uzavienou podmnozinou prostoru V. Uvazujme déale konvexni a
zdola polospojity funkcionél j : V — R, kde rozumime, Ze R = RU=00. Funkcional j ma
vlastnosti takové, ze j Z 400 a j(v) > —oo V v € V' . Funkcional j nazyvame konvexni,
pokud plati

J(1=tu+tv) < (1—=1t)j(u)+tjv), Vte(0,1)Vu,veV. (42)

Z publikace [6] vime, Ze funkcionélu j je zdola polospojity, kdyz plati implikace pro
vSechny v € V
Unsoo — v ve V = lim inf j(v,) > j(v). (43)

U— 00

Nyni formulujme varia¢ni nerovnost 1. druhu a 2.druhu. Méjme dany spojity funkcional
L definovany na V(tj. L € V'). Uvazujme variacni nerovnost 1. druhu: hledame u € K
tak aby platila nerovnost

a(u,v —u) > L(v —u) Vv € K. (44)

Pokud zavedeme funkcional j , uvazujme problém varia¢ni nerovnosti 2. druhu: hledame
u € V tak aby platilo

a(u,v —u) 4+ j(v) — j(u) > L(v — u) Yo eV. (45)

V pripadé, ze v problému (45) je funkcionél j(v) = 0 nebo kdyz K = V' v problému (44)
se redukuje na problé nalezeni u € V' tak, ze plati nerovnost

a(u,v —u) > L(v —u) Vv e V. (46)
a tedy problém (44) a (45) se redukuje na variaéni rovnost
a(u,v) = L(v) Vv e K. (47)

Varia¢ni nerovnost (44) lze zapsat jako varia¢ni nerovnost (45) uzitim specialné defino-
vaného funkcionalu j(v).
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3.3 Existence a jednoznacnost reSeni

V této kapitole formulujme existenci a jednoznac¢nost feseni varia¢nich nerovnosti 1. druhu
(44) a 2. druhu (45). Véty a dukazy jsou k tomuto tucelu ¢erpany z publikaci viz [4], [6]
nebo [5].

Uved me tedy vétu, kterd formuluju jednoznacnost feSeni varia¢ni nerovnosti 1. druhu.
)

Véta 3. Méyme V' redlny Hilbertiv prostor, a mnoZinu K C V', kterd je neprdzdnd,
uzavrend a konvexni. UvaZuyme a : V. — V, kterd je spojita V-eliptickda a bilinedrni
forma a linedrni omezeny funkciondl L € V. Potom md variacni nerovnost 1. druhu (44)
jednoznacné reseni u € K.

Diikaz. Uvazujme dvé feSeni u; € K a us € K problému (44) tak, Ze plati
a(uy, v —uy) > L(v — uy) Vv e K (48)

a(ug, v — ug) > L(v — ug) Vv e K (49)

Dosadme do nerovnosti (48) v = uy a do (49) v = uy, nerovnosti se¢teme a pouzijeme
V — elipticitu formy af(-, -)

alluy — ui]]? < alug — up,ug —up) <0 (50)
Z nerovnosti (50) vyplyva, ze u; = us protoze a > 0. Tim je dokézana jednozna¢nost

feseni (44), viz také publikace [6], [4] nebo [5].

Diikaz. Dikaz existence feseni problému (44) ukdZeme pievedenim na problém pevného
bodu, viz [6], [4] nebo [2]. Dle Rieszovy véty o reprezentacich, viz véta 2 definujeme
zobrazeni A : V. — V tak, ze a(u,v) = (Au,v) pro Yu,v € V. Dle stejna véty, existuje
f €V tak, ze L(v) = (f,v) Yv € V. Varia¢ni nerovnost prvniho druhu (44) lze prepsat
nésledovné: Hledame u € K tak, Ze

(Au,v —u) > (f,v—u) YveK (51)

nebo také

(Au— fio—u) >0 VoveK. (52)
Vztahy (52) a (51) pak lze pro p > 0 také zapsat jako

(u—p(Au— f) —u,v—u) <0 YoeK. (53)

Nerovnost (53) je ekvivalentni problému: Hledame u € K takové, Ze
u= Pg(u—p(Au— f)) pro p>0, (54)

kde Py oznac¢uje operator projekce V' — K v normé || - || prostoru V. Uvazujme zobrazeni
Wk : V — V definované tak, ze Wk (v) = Px(v+ p(L — Av)) a ukaZeme, zZe operator Wy
je kontraktivni

Wi (v1) = Wi (0a)|[* < [Joz = vi* + p?[| Av2 — v)|[* — 2pa(vs — v1,v2 — v1)

(55)
Wi (v1) = Wi (u2)[]* < (1+ p*[|AlI* = 2pa)|[v2 — vi]|*
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2a
T IAl]2

o pevném bodé funkcionalu (véta 1) viz [6], [15] existuje pevny bod operatoru Wy, ktery
je také feSenim varia¢ni nerovnosti prvniho druhu (44).

Tedy operator Wi je kontraktivni zobrazeni pokud p € (0 ). Tedy dle Banacovy véty

V dalsi ¢asti uvedeme dle publiksce [6] vétu o jednozna¢nosti a existenci feSeni varia¢ni
nerovnosti druhého druhu (45), stejnou problematikou se také zabyvaji autoii publikace
4]

Veéta 4. Méjme V' redlny Hilbertiv prostor, a : V x V. — R spojitou, V-eliptickou bi-
linedrni formu, spojity a omezeny funkciondl L : V — R a konvexni, zdola polospojitij
funkciondl j : V — R, ktery md takové vlastnosti, e j # 0,7 > —oo. Potom je resent
u € V wariacni nerovnost 2. druhu (45) jednoznacné.

Diikaz. Zde uvedeme dikaz prejaty z monografie [6], [4] nebo [5]. Dikaz provedeme ve
dvou krocich, nejprve diikaz jednoznacnosti: Uvazujme dvé feSeni u; a uy tak, ze plati
nerovnosti

a(uy, v —uy) + j(v) — j(ur) (v—uy) YvoeV (56)

> L
a(ug, v —uz) + j(v) — j(ug) > L(v — ug) Yo eV. (57)

Dosadme do nerovnosti (56) v = uy a do (57) v = uy, nerovnosti se¢teme a pouzijeme
V — elipticitu formy a(-, -)

alluy — up|]? < aluy — ug,up —up) <0 (58)

Z nerovnosti (58) vyplyva, ze u; = us protoze a > 0. Tim je dokézana jednozna¢nost
feseni (45).

Diikaz. Zde uvedeme diikaz existence feSeni (45) prevzaty z monografie [4],[6] ktery uka-
zeme obdobné jako pro (44), problém (45) prevedeme na problém pevného bodu, viz
véta 1. Dle Rieszovy véty o reprezentacich, viz véta 2 definujeme zobrazeni A : V. — V
tak, ze a(u,v) = (Au,v) pro Yu,v € V. Déle dle stejna véty existuje f € V tak, ze
L(v) = (f,v) Yv € V. Problém (45) preformulujeme nésledovné. Pro libovolné p > 0 a
u € V uvazujme problém (ry): Hleddme w € V' tak, Ze

(w,v —w) + pj(v) — pj(w) >

(u,v —w) + pL(v —w) — pa(u,v —w) Yv V. (59)

u

Dle [4] ma problém (77) feSeni u € V' pro viechny p > 0. Pro vSechna p > 0 definujme
zobrazeni f, : V. — V tak, ze f,(u) = w kde w je pravé jedno feeni problému (7).
Nasim cilem je ukézat, Ze zobrazeni f, je kontraktivni pro vhodné p. Pokud je zobrazeni
f, kontraktivni, mé dle véty 1 pevny bod u. Mé&jme dveé FeSeni uy,us € V a w; = f,(u;)

pro ¢ = 1,2 a pro libovolné p > 0 tak, ze plati

wy, Uy — wr) + pj(wa) — pjur) >

( ) (u1) >

(ur, we — wq) + pL(wy —wy) — paluy, we — wy)
( ) (

( ) )

p
T o) — pilun) > (60)

+ pL(w; — we) — pa(ug, wy — wy),
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seCtenim a Upravou nerovnosti obdrzime

[ fo(ur) = folu)ll < ([T = pAlllfuz — uall. (61)

Tedy zobrazeni f, je kontraktivni pokud ||/ — pA|| < 1pro0 < p < Hiﬁ a dle Banachovy
véty ((véta 1) existuje pravé jeden pevny bod u, ktery je také feSenim varia¢ni nerovnosti
2. druhu (45).

(u,v =) +pj(v) — pju) = (62)
(u,v —u)+ pL(v —u) — pa(u,v —u) YveV

proto
a(u,v —u) +jw) —jlu) > Llv—u) YveV (63)

mé pravé jedno teseni.

3.4 Minimum funkcionilu a varia¢ni nerovnost pro symetrickou
formu

V této ¢asti uvazujme, Ze a(-, -) je symetrickd forma a plati véty 3, 4. Variacni nerovnost 1.
druhu (44) je ekvivalentni problému hledéni minima funkcionalu. ReSeni minimaliza¢niho
problému je: Hleddme u € K tak, Ze

J(u) < Jw) YveK (64)

kde funkcionél J : V' — R je definovany

J(v) = %a(v,v) L), (65)

Varia¢ni nerovnost 2. druhu (45) je pak ekvivalentni hledani minima funkcionalu, kde
formulace minimaliza¢niho problému je: Hledame u € V'

J(u) < Jw) YveV (66)
kde funkcinal J : V' — R je definovany
1
J(v) = §a(v,v) + j(v) — L(v). (67)
Dikaz uvadi napft. 4], [6].

3.5 Diskretizace pomoci MKP

V této ¢asti uvedme formulaci pfiblizného feSeni vari¢nich nerovnosti (44) a (45) metodou
kone¢nych prvku. Inspirujme se z publikaci [6] nebo [4]. V uvedenych publikacich se také
odkézeme na formulaci ditkazu tvrzeni pfiblizného feseni.

V prvni fadé je uvedena formulace pfiblizného feSeni problému varia¢ni nerovnosti (44)
tak, ze: Zvolme parametr h > 0, a kone¢né prvkovy prostor V;, C V a K C V}, neprazd-
nou, uzavienou a konvexni podmnozinu. Potom dimenzi konecné prvkového prostoru
oznaCme dim V), = n, kde n < oo je pocet prvki prostoru.
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Piiblizné teSeni problému (44) nalezené metodou koneénych prvkia formulujme tak, ze
hledame u;, € K} pro, které plati

aup, vy — up) > Lvy, — up). Yoy, € K, (68)

V této ¢asti pokracujme formulaci pifiblizného feSeni problému (45) uzitim metody ko-
necnych prvki. Drzme se vyse definovanych konecné prvkovych prostort, a navic pred-
pokladejme aproximaci funkcionélu j(-) funkcionalem jj(-) pro ktery, plati ze vlastnosti
uvedené vétou 4 plati pro funkcional i na prostoru Vj,. Potom hledejme w, € V), tak, ze
plati

a(uh,vh — Uh> +jQ(Uh) — jo(uh) > L(Uh — uh) Yoy, € Vj,. (69)
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4 Matematickd formulace linearni elasticity

Tato kapitola si klade za cil uvést struény popis teorie linearni elasticity, tedy popsat
stav napjatosti elastického télesa. Prvni ¢ast kapitoly je vénovana matematické formulaci
tenzoru napéti. Druha c¢ast kapitoly uvadi matematickou formulaci tenzoru deformace.
Treti ¢ast dava do souvislosti tenzor napéti a tenzor deformace v Hookeové zobecné-
ném zakonu, ktery nam umozni ziskat jednoznac¢né feseni problému linearni elasticity [§],
[9]. Kapitolu uzaviraji ¢asti vénované uvedeni matematické formulaci problému linearni
elasticity, uvedeni problému linearni elasticity jako soustavy parcialnich diferencialnich
rovnic a formulace slabého TesSeni. Zavérem je uvedena diskretizace problému za tcelem
numerického feseni metodou koneénych prvka, viz [15], [12], [16].

4.1 Tenzor napéti

V této kapitole se budeme zabyvat silovym stavem rovnovahy télesa, a charakteristikou sil,
které na téleso pusobi, a které v kone¢ném dusledku vyvolaji deformaci télesa. Predpokla-
dejme téleso, které se nachazi v kartézkém souradném systému a oznac¢me ho symbolem
Q) € R%. Stav rovnovahy uvazujme v libovolné zvoleném objemu V' C € s povrchem S.
Sily, které zptsobi deformaci télesa, jsou charakterizivany jako objemové nebo plosné.
Tyto sily jsou spolu v rovnovaze, pokud jsou splnény rovnice proi =1, ....d

/ FdV + / Tyds = 0, (70)
\% S

kde v rovnici (70) ¢len F; reprezentuje vektor objemovych sil vztazeny na libovolny objem,
integral pres objem vyjadiuje objemovou silu. Druhy integréal vyjadiuje vyslednou plosnou
silu, kde vektor T} reprezentuje vektor napéti vztazeny na povrch objemu V. Vektor napéti
je ve vztahu s tenzorem napéti v Cauchyho rovnici

ﬂ = aijnj, (71)

kde o;; oznacuje tenzor napéti a n; oznacuje kladné orientovanou vnéjsi normalu k po-
vrchu S. Slozky tenzoru napéti jsou pruméty vektoru napéti T; viz publikace [8]. Pokra-
¢ujme tak, ze druhy integral v (70) pFevedeme na objemovy integral uzitim Greenovi véty
(30) tak, ze

/Tids = / oijnds = 995 =dV. (72)
S S v Ox;
Dosazenim posledniho integralu z (72) do (70) a po tpravé obdrzime rovnici
Oo;j
T+ —2)dV =0 73
[ @+ Gav =0 (73)

pro libovolny kontrolni objem V' C Q. Pokud je rovnice (73) rovna nule, pak je i integrant
roven nule a obdrzime diferencialni Navierovu rovnici rovnovahy pro ¢ =1,....d

aO'ij

F;
+ afl'j

= 0. (74)
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Jedné se o soustavu rovnic, které popisuji rovnovazny stav v libovolném bodé P € V.

Obdobnym zpiisobem popisme momentovou rovnovahu, které vyhovuje rovnice

/ €k FpdV + / €kt rds = 0. (75)
\4 S

Postup je analogicky s vyse uvedenym postupem. Druhy integral v rovnici (75) prevedme
uzitim Gaussovi véty (30) na objemovy integral tak, Ze

0
/Gijk.ilﬁkadS:/Eijk(O'jk‘i'xj%)dV (76)
s v Ty

Dosazenim objemového integralu z rovnice (76) do rovnice (75) a tpravou obdrzime
rovnici momentové rovnovahy

0
/ €ijk (% T + ok + l’j%)dv =0 (77)
1% L

Dosezenim podminky rovnovahy (74) rovnice (77) obdrzime rovnici rovnovahy v integral-
nim tvaru

/ Eijko-jk:dv = 0. (78)
Vv

Pro zvoleny objem V' plati rovnice (78) pravé tehdy kdyz integrand vyhovuje rovnici
€ijk0jk — 0. (79)

Vztah(79) reprezentuje soustavu t¥i rovnic momentové rovnovahy v libovolném bodé P €
V, kterd mé devét clent. Tenzor napéti o;; ma tii zavislé slozky, a Sest nezavislich slozek.
Pro urceni napjatosti kolem libovolného bodu P € V stac¢i znat Sest velicin, které vsak
neurc¢ime z rovnic rovnovahy. Protoze tyto rovnice méme jen tfi. Z momentové rovnovahy
plyne, Ze tenzor napéti o;; je tenzor druhého fadu, mé devét slozek a je symetricky
O0i5 = Oji, viz [8], [9]
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4.2 Tenzor deformace

V této kapitole uvedme tenzor malé deformace. Deformace zde znamené posunuti ¢astic
télesa vlivem vnéjstho zatizeni. Odezni-li ptisobeni vnéjsich sil, deformace télese vymizi.
To se projevy tak, ze ¢astice télesa se vrati na svoje ptivodni pozice. K popisu tohoto cho-
vani nam zde postaci tenzor malé deformace. Pfedpoklddejme platnost transformacnich
vztaht pro vektory v ortonormaéalni bazi kartézkého souradného systému, viz publikace
[15]. Mé&jme dva blizké materialové body P, Q) € 2 deformovaného télesa, které se nachazi
v referencnich soufadnicich. Bod P se nachazi v souradnicich z € €2, bod () se nachazi v
soufadnicich x + dz. Pfedpokladejme posun bodu P po traektorii vektoru posubuti v do
deformovanych soufadnic y = x 4+ u. Déle pfedpokladejme posun bodu () do deformova-
nych souradnic u + du. Body v deformovanych souradnicich ozna¢me P’, Q)" a vzdalenost
mezi nimi dy. Tedy bod P’ je v soufadnicich y = x 4+ u, bod @)’ je v soufadnicich y + dy.

y=x+u dy y+dy
P’ ,(}—f—f—ff—f—:p Q
/// ;
" / /
/ / u+du
/’/ /,
/ dx i o

P/ﬁj"/f_f_f_f_ff_f_*\) Q
/ X x+dx

Obrazek 1: Deformace bodu P,Q

Nyni chceme ukazat jak zavisi dy na dz. Vzdalenosti bodu v druhé mocniné defermova-
nych soufadnic a referen¢nich soufadnic od sebe odecteme tak, ze

1PQI = (dx,), (80)

PQE =Y (A 8

kde dx; =) SikOimdxpdry, a dy; =Y, (0 + %)dzk. Dale odecteme (80) od (81)

i,k,m

[PQP —PQIP =) (dy)* =) (dz:)’, (82)

i [

a upravou obdrzime

IP'QP—|PQI = 26 mdarday,. (83)

k,m
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Kde €, je tenzor konecné deformace, ktery je vyjadien devitici ¢isel

1, Ouy 8um Z ouy; (9uZ

Clm = _( 8xk al’m

84
2 axm 8xk (84)
Tonzor kone¢né doformace (84) je nelinearni rovnice, kterd zahrnuje stavy elasticity a
plasticity. V plastickém stavu mohou nastavat zna¢né posunuti a deformace. Pro potieby
popisu malych deformaci je feSeni dle vztahu (84) nepraktické. A navic, zpiesnéni od
nelinearniho ¢lenu

| | <
81’ k axm
je velmi malé ¢islo. Zanedbejme proto ¢len (85). Timto krokem obdrzime tenzor malé
deformace ey,

<1, (85)

1 % Oy,

5( + 8_a:k)' (86)

Ckom =
’ 0T,

4.3 Konstitutivni vztah tenzoru napéti a tenzoru deformace
Vztah tenzoru napéti a tenzoru deformace uvadi do souvislosti zobecnény Hookuv zakon

045 = Uijki€El, (87)

kde Cjji je symetricky tenzor 4. fadu. Prvky tohoto tenzoru jsou tzv. elastické koeficienty.
Symetrii tenzoru lze vyjadrit tak, ze pro libovolné ¢, 7, k, [ plati

Cijkl = Ciirn & Cijiy = Cijpr. (88)

V rovnici (87) uvadime tenzor malé deformace (86) nebot se drzime dfive uvedeného
predpokladu malych deformaci. Vyznam symetrie tenzori o;; , e;; a Cyjp; uvadi publikace
[8], [9] kde jsou podrobné rozebrany mechanismy snizeni poctu elastickych koeficientu.
Vztah (87) lze zapsat ve tvaru

Oi5 = >\6ijekk + 2,ue¢j. (89)
Zde A, p jsou Lamého konstanty, které lze vyjadrit jako

E
21+v)’
B Ev
(141 —-2v)

W=
(90)

kde v je Poissonova konstanta a F je Younguv modul pruznosti.

4.4 Formulace problému linearni elasticity jako soustavy PDR

V této ¢asti formulujme problém linearni elasticity jako soustavu parcialnich diferencial-
nich rovnic s okrajovou podminkou. Formulace je zaloZena na stavu rovnovahy elastického
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télesa, ktera je uvedena v kapitole 4.1 a Hookeové zakonu z kapitoly 4.3 nebo viz [8], [16],
[9].

UvaZzujme oblast 0 C R? (d = 2,3), ktera reprezentuje tuhé, deformovatelné, izotropni a
homogeni téleso s Lipschitzovsky spojitou hranici 0. Hranici 0€2 ozna¢me symbolem I"
a rozdélme ji na disjunktni ¢asti I' = I'p U T'y. Cast hranice oznacené I'j) reprezentuje
vetknuti télesa a predepisujeme na ni vektor posunuti © = 0 nebo u = g. Na ¢asti hranice
oznacené 'y predpoklddame ucinek plosnych sil a predepisujeme zde vektor vnéjsiho
zatizeni t;. Stav rovnovahy do kterého se dostane elastické téleso vlivem pisobeni plosnych
a objemovych sil je popsany Navierovou rovnici (70), kterou lze prepsat jako soustavu
parcialnich diferencialnich rovnic, viz [8], [9], [16].

Tedy hleddme nezname pole posunuti u € [H}(Q)]? tak, Ze pro i = 1,...,d plati

B aO'Z'j(U)

) = Ry (o)

kde F; jsou slozky objemovych sil a 0;; je tenzor napéti. Na d€) jsou splnény okrajové
podminky
u; = 0nalp, (92)

Uij(u)nj = tz na FN, (93)

kde n; je jednotkovy vektor vnéjsi normaly, t; je vektor vnéjsich zatézujicich sil a (92),
(93) jsou okrajové podminky. Rovnice (91) se nazyva Navier-Lamého rovnice, viz [8], [9].
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4.5 Slaba formulace problému linearni elasticity

Vynéasobme rovnici (91) testovaci funkei v € V' a integrujme ji pres oblast 2, tak Ze
obdrzime

9oij(u)

o 0x;

kde pro testovaci funkei plati V = {v € V : v = OnaI'p}. PouZzijme greenovu vétu (32)
na pravou stranu rovnice

/aaij—<u>vidx: /Uij(u)njvids_/aij(u) o dz VveV. (95)
Q r @ 0

€L ZLj

vidr = / Fudx Yv eV, (94)
Q

Dle okrajovych podminek (92) a (93) obdrzime

80’,']' (U,)
o Ox;

vidx:/ tivids—/aij(u)%dx Yo eV. (96)
T'y Q O

Kde vime, Ze ¢len tenzoru napéti je symetrickyo;; = o1

6vi B 1 6vi (%j
Uz‘j(u)a—% = 5((7’](“)8_% + 055 (u) 8@-)' (97)
Zménou poradi indexti obdrzime
1 ov; v,
5(%’(“)8—% + Uij(U)a_.QZji) = oij(u)ei;(v). (98)

Dosadme (98) do (96) a obdrzime slabou formulaci problému lineérni elasticity: Hledame
u €V takové, ze

/Oij(u)eij<v)d$:/Fi'Uidx+/ tivids YveV. (99)
Q 9] FN
Oznacme formu a dle
a(u,v):/aij(u)eij(v)dx, (100)
Q

a formu L dle

L(v) = / Fvdx +/ tvds. (101)
Q 'y
Problém (94) pak lze zapsat ve tvaru, ze hledame u € V' tak, ze
a(u,v) = L(v) (102)

pro libovolné v € V. Problé vyjadieny jako (102) je ekvivalentni problému hledani minima
funkcionalu. Hledamu v € V' takové, ze

J(u) < J(v), (103)

pro libovolné v € V viz [16]. Existence a jednoznac¢nost tulohy (94) ve slabé formulaci je
ovérena Lax-Milgramovou vétou.
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4.6 Diskretizace

V této ¢asti kapitoly popiSeme numerické feseni problému linearni elasticity (91) metodou
kone¢nych prvku dle [16]. Vime, Ze plati rovnost vztahi (100) a (101)

a(u,v) = L(v) YveV. (104)

Zvolme parametr h > 0, a koneéné prvkovy prostor V;, C V' s dimenzi dimV}, = n, kde
n < oo je pocet prvku prostoru V;. Namisto problému (104) budeme hledat piiblizné
feSeni problému tak, Ze hleddme w, € V}, pro, které plati

a(uh,vh) = L(’Uh) Y, € Vh, (105)
nebo vyjadrenim pomoci bazové funkce ¢; prostoru Vj, plati
a(up, ¢;) = L(¢p;) proi=1,..n. (106)

Podminka plati pro vSechny bazové funkce. Regent problému (104) hledejme ve tvaru

up =y gy, (107)
i=1

Dosazenim (107) do rovnice (106) fesime soustavu linearnich rovnic ve tvaru
Zai<¢i>¢j) :L(¢]) pI’Oj = 17"7”7 (108)
i=1

kde, pro i = 1, ...,n jsou «; neznamé koeficienty rovnice. Rovnici (108) pfevedeme na tvar
Auy =0, (109)
kde matice A a vektor b jsou vyjadieny uzitim bazovych funkci ¢; prostoru V} dle

aij = a(¢i, ;)
bi = L(¢).
Déle vime, Ze matice A je symetrickd a pozitivné definitni, dukaz viz [16]. Odhad chyby

piiblizného feSeni provedeme dle Céova lemma viz [16]. Pokud je w feSenim problému
(104) a wy, je feSenim problému (105) pak plati

(110)

M
lu—=unl] < —lfu—wnl|  Vop € V), (111)
m

pro libovolné v, € V},. Zde konstanty M > 0 a m > 0. Dikaz uvadi viz [16].
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5 Matematickid formulace uloh s kontaktem

V této kapitole se zabyvejme formulaci problému kontaktu dvou téles také nazvany Signo-
riniho problém, viz [1]. Formulace kterou zde uvedeme je zalozena na uziti aparatu vari-
acni nerovnosti, viz kapitola 3.2 a teorie linearni elasticity, viz kapitola 4. V uvodni ¢ésti
se zaméfime na formulaci kinematickych podminek kontaktu télesa, které podléha Hoo-
keovu zakonu s fyzikalni hranici, které reprezentuje absolutné tuhé téleso. V dalsim textu
jsou kontaktni podminky preformulovany do systému rovnic, které definuji Signoriniho
problém. Na zévér uvedeme slabou formulaci problému s kontaktem, ktery se také nazyva
Signoriniho problém [1| nebo také problém s piekazkou [6], [2], [4].

5.1 Matematicky zapis podminek kontaktu a Signoriniho pro-
blém

Predpokladejme oblast Q C R? pro d = 1,..,n reprezentujici (materidlové) téleso s
povrchem oznacenym I' = 002 v kartézském souradném systému pro ktery plati [' =
I'p Ul'r UT,.. Vyznam I'p, I'r je vysvétlen nize v textu této kapitoly. Na ¢asti po-
vrchu I'. predpokladame kontakt. Dale predpokladejme prekdzku S, kterd predstavuje
absolutné tuhé téleso. Dale predpokladejme, ze se budeme zabyvat ¢asové nezavislym
déjem. Deformace a posun materidlového bodu probihaji dle teorie uvedené v kapitole
4. Predpokladejme polohu bodu v nedeformovanych (referen¢nich) souradnicich, kterou
ozna¢me xr = (z;), bod v deformovanych (aktualnich) soufadnicich ozna¢me y = (y;).
Vektor posunuti bodu z z referen¢éni polohy do aktualni polohy ozna¢me u = (u;). Pro
tyto predpoklady plati, ze

Wi = Yi — Ti,
Y (112)
Yi = Ti + Uy,

pro ¢ = 1,...,n. Pfedstavu ilustruje obrazek 2 :

rr./. — T .\i‘ g S

/ Ui ‘/"/L\'\

‘ ,.,f/'/ "‘

/ . 2 )
/ lNo

Obréazek 2: Ilustrace kontaktu téles

Predstavme si, ze se téleso ) pohybuje ve sméru y3 smérem k piekdzce S se kterou
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predpokladédme kontakt, viz obrazek 2. Poloha prekazky S je déana predpisem

y =¥y (113)

Kde ¢ je funkce poloha prekazky S. Zabyvejme se déale polohou bodi x na I'., které je
dana predpisem
r = d(x;). (114)
Kde @ je funkce polohy bodi x € T'.. O funkcich ¥ a ® predpokladame, Ze jsou hladké a
spojité. Dale predpoklddejme Ze body x € I'. neproniknou povrchem piekizky S, a tedy
musi platit nerovnost
V(y:) = (). (115)
Dojde-li ke kontaktu, dostanou se body = € I'. do deformovanych soutadnic. Jejich poloha
pak odpovidé predpisu
y = z; + wi(zi, (7)), (116)
zde jsme vyuzili predpisu (112) pro deformovanou polohu ¢éastice a dosadili polohu bodu

x na I'., které odpovida predpis (114). Déle sestavme z podminky (115) kinematickou
podminku kontaktu tak, Ze plati nerovnost

y>x+u. (117)

Do nerovnosti (117) dosadme na levou stranu z (113), na pravou stranu dosadme (114)
a pro ¢ = 1,...,n obdrzime nerovnost

W(x; + wi(zy, P(x;))) > O(x;) + wi(x;, D). (118)

Obdrzeli jsme podminku vztazenou k nedeformovanym ( referenénim ) soufadnicim, ktera
je nelinearni. Pro vyjadieni podminky (118) vztazené k deformovanym souradnicim za-
vedme inverzni funkei y, ktera je dana predpisem

r = x(vi)- (119)

Podminku (118) s vyuzitim inverzni funkce y zapiSme ve tvaru

V(i) > (i)(yz) + a(ys), (120)
kde .
qj(yz) = O(x(vi)), (121)
a(y:) = ulx(y:)), ®(x(v:))
Déale musi platit, ze
(yi) = Y(zi + w). (122)

Nyni dejme do vztahu kinematické kontaktni podminky (118) se stavem napjatosti, ktery
vyvolal kontakt. V kapitole 4.1 jsme uvedli tenzor napéti o = o(y;), ktery zde vztahujeme
k deformovanym soufadnicim. Nyni predpokladejme, ze kdyz body =z € I'. nejsou v
kontaktu s pfekazkou S jsou normélové slozky tenzoru napéti o nulové. Nastane-li kontakt
bodu x € T, s prekazkou S, predpokladame Ze normalové slozky tenzoru napéti o budou
mit zapornou hodnotu. Tenzor napéti rozdélime na I'. normalové a na tecné slozky, tedy

dle
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on(y) = o3 (Y)ni(y)n;(y),

o-(y) = oijn;(y) — on(y)ni(y),
kde o, jsou normélové slozky tenzoru napéti, o, jsou tangencialni slozky tenzoru napéti
an = (n;) je proi = 1,...,n jednotkovy vektor vnéjsi normaly k povrchu I'.. Kinema-
tické kontaktni podminky (118) koresponduji se stavem napjatosti, pokud jsou splnény
nasledujici podminky na I,

(123)

u(yi) = ¥(yi), (124)

Uvedené podminky (124) jsou také nelinearni. Jejich linearizaci se budeme zabyvat v
souladu s [1].

Nyni popisme linearizaci kinematické kontaktni podminky(118) a (124) dle [1]. Pro posun
bodi v télese 2 ve smyslu malych prirastki lze prepsat (118) jako

U(z; + ui(z) + Aui(x)) > O(z;) + ul(z) + Au(z), (125)

pro x = ®(x;) € T, i = 1,..n. Zde Au; je maly prirtstek funkce ¢ v z; + u; + Au;.
Linearizovanou podminku (125) obdrzime rozvojem funkce ¢ v bodé y; = x; + u; dle

alﬂ(yz')
Dy

V(Y + Aug) = P(yi) + Au,(z), (126)

pro x = ®(z;) € I'., i = 1,...n. Dle [1] obdrzime upravou podminku
N(z +u(z))Au(z) < G(z,u), (127)

prox = &(x;) € I, i = 1,..n, zde N; = N(y;) je vné&jsi jednotkovy normalovy vektor k
povrchu pekazky S. Funkce G(z,u) = (¢¥(2;+u;(x))) reprezentuje mezeru mezi povrchem
I'. a povrchem prekazky S. Podminka (127) musi korespondovat s (124). Podminka (127)
je vztazena k povrchu prekazky S. Abychom ji vztahli k povrchu I'. nahradime vektor N;
vektorem n a funkci G nahradime funkei g dle [1], obdrzime systém rovnic kontaktnich
podminek v referencnich souradnicich

(128)

Kde u,(z) = u(x)n; je pole posunuti bodu ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi norméaly
n; k povrchu I'.. Pocate¢ni mezeru mezi povrchem I', a pfekazkou S reprezentuje funkce

g(z).

Nyni sestavme formulaci problému s kontaktem v souladu s publikaci [1]. Hranici I' = 99
rozdélme na ¢asti, na kterych predepiSseme okrajové podminky, tedy I' = I'pUl'pUT'... Cést
hranice s aplikovanym vektorem vnéjsich sil ozna¢me I'g, oblast hranice kde uvazujeme
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pevnou vazbu ozna¢me I'p viz kapitola 4.5 Oblast hranice, na které uvazujeme kontakt s
prekazkou S, jsme oznadili ['c.

Systém rovnic, ktery formuluje problém kontaktu, obsahuje rovnice (91), (92), (93) z
kapitoly 4.4 a okrajové podminky kontaktu (128) obdrzime systém rovnic

() fi vQ

0oij

—_

\V]

u; = nal'p

) —
)

3) 0i;(u ) =t; nalp
| (129)
)

)

e

(up, — g)op(u) =0 nal.

5) (un, —g) <0 nal,

6) on(u) <0 nal.

7)o.(u) =0 nal.
Mnéjme prostor V' € H(Q) a podprostor pifpustnych pusunuti K C V', ktery je defino-
vany, tak ze plati K = {v € V|v, —¢g < 0nal.}. Vime, Ze pole napéti o;;(u) odpovida
feSen u, tenzor malé deformace e;;(v —u) je produkovan premisténim materidlové ¢astice
v — u. Hledejme feseni u € K problému (129) tak, Ze rovnici 1) vynasobme testovaci
funkci v — u a integrujme pfes oblast €2, tim obdrzime

/QU”U —uldx—/flz w;)d. (130)

Nasledujici postup je analogicky s postupem uvedenym v kapitole 4.5 | kterym obdrzime

/Qaz-j(u)%dx = /Faij(u)nj(vi — u;)ds — /Q fi(v; — u;)dz. (131)

Vytesime okrajové podminky, Ze na integral pres hranici oblasti €2 aplikujeme okrajové
podminky z (129) a tedy integral rozepiSeme jako

/Faij(u)nj(vi —u;)ds = /FD oij(u)n;(v; — u;)ds + /FF ti(v; —u;)ds + /FC oij(u)n;(v; — u;)ds.

(132)
Zde integral pres hranici I'p je nulovy, Déle se zabyvejme integralem pfe hranici I'.
Uzijeme vztahy (123) a dle [1] plati

gij(w)ni(v; — u;) = on(u) (v, — up), (133)
kde v,, = v;n;, u,, = u;n;. Pokracujme tak, ze
oij(wn;(vi — w;) = op(u)(vy — un + g — g),
o3 (un;(vi — u;) = —on(u)(un — g) + on(u) (v — 9).
Zde plati, ze ¢len o, (u)(u, — g) = 0 dle okrajové podminky na I'.. A tedy plati, ze
oj(u)n;(vi — u;) = 0. (135)

(134)

Slabou formulaci problému s kontaktem (129) lze vyjadfit tak, ze hledame u € K a plati

/Qaij(u)el]( d:v>/fz Z—ul)dxjt/FF b (s — wy)ds. (136)

Slabou formulaci problému s kontaktem lze vyjadrit jako varia¢ni nerovnost prvniho

druhu (44).
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5.2 ZjednodusSené problémy

V této ¢asti uvedme zjednoduseny Signoriniho problém, viz [4], a problém s piekazkou,
viz [6]. Jmenované problémy predstavuji zakladni variacni formulaci problému kontaktu
téles.

5.2.1 ZjednoduSeny Signoriniho problém

Na zéakladé nasledujici véty (viz [4]) je formulovan zjednoduseny Signoriniho problém.
Véta 5. Necht H je redlny Hilbertiv prostor, a : H x H je bilinedrni forma, L je linedrni
forma na H a K je convexni kuZel v H s vrcholem v 0. Pak kaZdé Tesent problému
a(u,v —u) > L(v —u), (137)
je také resent
a(u,v) = L(v),
a(u,u) = L(u).
Kazdé tesent (138) je také FeSenim (137).

(138)

Méjme omezenou oblast 0 C R? s hladkou hranici I'. Uvazujme problém: hleddme v € K
tak, ze

yu > 07 % > g na Fa (]_39)

ou
fyu(% —g)=0 mnal.

Podmonozina pripustnych posuvii K je definovéna tak, ze K = {v € H}(Q),v > OnaT}
a plati K C V. Nasobenim (139) testovaci funkci v € K a uzitim (31) obdrzime variaéni

formulaci 5
/Vu-Vvdm+/uvdx = / fvdx—i—/—uvdF Yv € K. (140)
Q Q Q r on

Zde oznacme formu a jako

a(u,v) = / Vu~Vvdm+/uvdx. (141)
Q Q
Formu L oznac¢me jako
L(v) = / fodx + / ygudl. (142)
Q Q

Varia¢ni rovnost (140) uzitim okrajovych podminek (139) pfevedeme na variaéni nerov-
nost (44). Problém (139) je ekvivalentni problému varia¢ni nerovnosti prvniho druhu (44),
dukaz viz [4].
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5.2.2 Problém s prekazkou

Predpokladejme problém takovy, Ze hledame rovnovaznou polohu membrany, ktera je
pevné vetknuta na svych hranicich, a vlivem ptsobeni vnéjsi sily dojde k jeji deformaci.
Oblast membrany oznac¢me €2 a jeji hranici ['. Deformovanid membréna ptijde do kontaktu
s prekazkou, napriklad s pevnou deskou. Problém predstavuje princip hledani minima
celkové energie. Deformace membrany je reprezentovana feSenim wu, kde u je minimizér

celkové energie. Hledame u € K tak, ze
E(u) = inf{E(v)|lv € K}. (143)

Zde je energeticky funkcional F(v) formulovany jako

E(v) = /Q %(|Vv|2 — fov)dx. (144)

Zde K = {v € H}(Q)|v > 0naQ} je mnoZina pifpustnych posuvii. Polohu prekazky
definujme funkci i) pro kterou plati, ze v» < 0 na hranici I". Hledani minima celkové
energie (143) je ekvivalentni problému variaéni nerovnosti prvniho druhu (44). Hledame
u € K tak, ze
—Au—f>0 vQ
u—1Y>0 vQ (145)

(u=Y)(-Au—-f)=0 vQ

Zde je piekazka oznacena symbolem 1) € H'(Q) , pro kterou plati, Ze ¢» < 0 na hranici
[ a f € L*). PodmonoZina pifpustnych posuvii K je definovéna tak, ze K = {v €
H}(Q),v > v Q} aplati K C V. Potom je varia¢ni formulace problému(145) dle [6]:
hleddme u € K tak, ze

/Vu-V(v—u)de/f(v—u)dm Vv € K. (146)
0 Q

Varia¢ni nerovnost (146) je ekvivalentni minimalizaci kvadratického energetického funk-
cionalu na konvexni mnoziné, viz [6].
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5.3 Numericki FeSeni varia¢ni nerovnosti prvniho druhu

Cilem této kapitoly je predstavit itera¢ni metody numerického feSeni problému variacni
nerovnosti prvniho druhu (44). Pro tento ucel predstavme projekéni metodu a penalizaéni
metodu, viz [4]. Nejedna se zdaleka o jediné metody, viz napiiklad [6], [4], [3].

5.3.1 Projek¢éni metoda

V této ¢asti predstavme projekéni metodu. Tato metoda vychazi z dikazu existence
problému varia¢ni nerovnosti prvniho druhu (44) uvedeného v kapitole 3 nebo v [4]. Pro
pocatecni ug € V hleddme u, ;1 € V pro n > 0 pouzitim algoritmu

n" = Pr(u" — p(Au™ —1)). (147)

Kde p > 0 je konstanta, Pk je projekéni operator Py : V' — K al € V je linearni forma.
Pro konstantu p plati, ze kdyZ je p € (0, Hi%) pak je projekéni operator Pk kontraktivni
a u, — u je silnd konvergence v prostoru V. Projekéni metoda ma své omezeni. Napiiklad
nemuze byt pouzita kdyz K # V. Pro pfiklad uvedme algoritmus gradient-projekce, které
vychazi z (147) viz [4]. Pro pocateéni uy € V hledame u,+1 € V pro n > 0 pouzitim
algoritmu

u™t = Pr(u" — p(J'(u"))), (148)

kde J'(u) je Gateauxova derivace funkcionalu J v u, a plati J'(u) = Au — [ kdyz je
bilinearni forma af(-,-) symetricka.

5.3.2 Penaliza¢ni metoda

Cilem penaliza¢ni metody je, prevést problém variacni nerovnosti na nelinearni vari-
acni rovnost tim, ze pridame penalizacni ¢len. Za tim to ucel predpokladejme, Ze plati
predpoklady uvedené v kapitole 3.2. Problém varia¢ni nerovnosti prvniho druhu (44)
formulujeme tak, ze hledame u € K tak, ze

a(u,v —u) > L(v—u) YveK, (149)

pokud je forma a(-,-) symetricka je problém (149) ekvivalentni hledédni minima funkcio-
néalu tak, ze hleddme v € K a plati

J(u) < J(w) YveK. (150)
Zavedme novy funkcional J. : V' — R a hledejme jeho minimum u. € K tak, Ze plati
J(ue) < J(v) YveK, (151)
kde .
T0) = J(0) + <j(v), (152)

zde funkcional J(v) je uvedeny v kapitole 3.4 vztahem (65). V rovnici (152) vystupuje
penaliza¢ni parametr € > 0 a funkcional j : V' — R je néjaky funkcional splhujici
jv)=0 & veK,

i) >0 vev (153)
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V rovnici (152) oznac¢ime jako penaliza¢ni funkcionél j., pfidany ¢len % j(v), nebo-li

.1
Je = —J- (154)
€
Formulujme penalizovany problém (44) jako nelinearni varia¢ni rovnost tak, ze hledame

ue € V' a plati

alue, v) + (ji(u),v) = L(v) Yo eV, (155)

kde (j/(ue),v) = dje(ue,v) je derivace funkcionalu j. v bodé u. ve sméru v, symbolem
(+,+) oznac¢ujeme dualitu mezi prosotry V* a V.

Posloupnost feseni {u.} penaliza¢niho problému konverguje k feseni u € K, kdyz € — 0,
pokud jsou splnény predpoklady pro V', K, a(-,-), L(-) uvedené v kapitole 3.2, a predpo-
klady pro funkcionél j(-) uvedené v té samé kapitole, viz [4]. Tuto ¢ast o konvergenci lze
vyjadrit jako
lim ||u. — u|| =0,
e—0 ‘ ‘ (156)
lim j(u.) =0,
e—0

Dikaz limitniho vyjadieni (156) je uveden viz [4].

5.3.3 Aplikace penaliza¢ni metody

V dalsim textu se budeme zabyvat aplikaci penaliza¢ni metody uvedené v predchozi
kapitole 5.3.2. Pouzijeme Newtonovu itera¢ni metodu tecen. V rovnici (155) je nelinearni
¢len vyjadieny jako (j7(uc),v), ktery nahradime pfibliznym linearizovanym funkcionalem
tak, ze plati

(Ji(ue),v) = ge(u™) € R™. (157)
Linearizovany clen rozepiSeme jako
ge(uf) = ge(uf) + go(ul) (Wt —uf), (158)

zde funkci g (u*) rozumime jako

6oty = S((u) ), (159)

derivaci funkce rozumime jako

g.(uf) = —((w) ™ ()™ (160)
Zde € je penaliza¢ni parametr, hodnotu v bodé u* rozumime jako
ue = (S — u). (161)

Uvedené vztahy (158), (159), (160) a (161) dosadime do varia¢ni rovnice (155). Vyjadiime
uf*1 jako
uet = (AT — ge(ws)), (162)

kde k =1, ..., N je pocet iteraci.
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6 Numerické vysledky

V této kapitole jsou uvedeny vysledky numerického feSeni modelovych problémii line4drni
elasticity s kontaktem. Vysledky jsou ziskané metodou koneénych prvka uzitim ndmi vy-
vinutého kodu v programu Octave na oblasti €2 = (0,10) x (0, 1). Oblast a jeji triangulace
jsou generovany programem GMSH.

35



6.1 Priklad ¢.1

V této podkapitole je uveden piiklad ¢. 1. Mé&jme oblast 2 = (0,10) x (0, 1), ktera repre-
zentuje model vetknutého nosniku. Na této oblasti jsou generovany sité, které obsahuji
mnozstvi trojuhelnikovych elementt oznacené tri. Toto mnozstvi je uvedeno v tabulce 1:

’ | Pocet elementu ‘
| tri | 640 [ 2560 | 10240 |

Tabulka 1: Pocet elementti oblasti €2 prikladu ¢.1

Okrajové podminky, které reprezentuji vetknuti a ptsobeni vnéjsitho zatizeni jsou uve-
deny v (163) a na obrazku 3. Resme tedy tlohu linearni elasticity (91) bez uvazovaného
kontaktu nosniku s prekazkou. Okrajové podminky jsou predepsané dle (163), a jsou
reprezentované symboly ['p, 'y, ['r viz obrazk 3.

u; =0[mm] nalp,
oij(u)n; =0 [N -mm™2] naly, (163)
oij(u)n; = (0,—50) [N -mm™>] nalp.

o I'e

Obrazek 3: Oblast €2 pro priklad ¢.1 vetknutého nosniku.

Nyni feSme ten samy problém s uvazovanym kontaktem (129).

u; =0 [mm] nalp,

oi(uw)n; =0[N-mm~2] naly,

oii(u)n; = (0,=50) [N - mm 2| na T,

(u—8(z,y))on(u) =0 mnal,, prox € [0,10], y = —0.15, (164)
(u—S8(z,y)) <0 mnal,.proz € [0,10], y = —0.15,

on(u) <O[N-mm™2] nal,,

or(u)=0[N-mm™2] nal..
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Okrajové podminky jsou predepsané dle (164). Zde & = S(z,y) je prekazka se kterou
fedpokladame kontakt hranice I'.. Z toho divodu je oznacena cela spodni hranice jako
misto predpokladaného kontaktu, viz obrazk 4:

o Is

mezera=x-S

Obrazek 4: Oblast €2 pro priklad ¢.1 vetknutého nosniku s kontaktem.

Fyzikalni parametry modelu:
E=21-10° MPa

165
v =0.3. ( )

Zde konstanta F je Youngiv modul pruznosti a v je Poissonova konstanta. Pomoci téchto
konstant ur¢ime Lamého konstanty A a p viz (90).

37



6.2 Priklad ¢.2

V této kapitole je uveden piiklad ¢.2. Mé&jme oblast = (0, 10) x (0, 1), ktera reprezentuje
model vetknutého nosniku. V tomto piikladu je nosnik vetknuty na pravé a levé hranici
viz obrazek 5. Na oblasti {2 jsou generovany sités mnozstvim trjihelnikovych element,
Toto mnozstvi je oznaceno tri a je uvedeno v tabulce 2:

’ | Pocet elementu ‘
| tri | 496 | 1984 | 7936 |

Tabulka 2: Pocet elementt oblasti {2 ptfikladu ¢.2

Resme tedy tlohu linearni elasticity (91) bez uvazovaného kontaktu. Okrajové podminky
jsou predepséany dle (166), a jsou reprezentované symboly I'p, I'y, I'rp ,viz obréazek 5.

u;=0[mm] nalp
oij(u)n; = 0[N -mm™2 naly (166)
oij(u)n; = (0,—250) [N -mm™2] naly.

I
y /
M M

o ‘ o

Mn

Obrazek 5: Oblast €2 pro priklad ¢.2 vetknutého nosniku.

Nyni feSme ten samy problém s uvazovanym kontaktem (129).

u; =0 [mm] mnalp,

o(u)n; =0[N-mm™?] naly,

oii(u)n; = (0,—250) [N - mm~? na ',

(u—8(z,y))on(u) =0 mnal,, prox € [0,10], y = —0.05, (167)
(u—8(z,y)) <0 mnal,.proz € [0,10], y = —0.05,

on(u) <O[N-mm™2 nal,,

or(u) =0[N-mm™?] nal..

Okrajové podminky jsou predepsané dle (167). Zde S = S(z,y) je prekazka se kterou
fedpokladame kontakt hranice I'.. Z toho divodu je oznacena cela spodni hranice jako
misto pfedpokladaného kontaktu, viz obréazek 6.
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o o

mezera=x-S

Obrazek 6: Oblast €2 pro priklad ¢.2 vetknutého nosniku s kontaktem.

Fyzikalni vlastnosti modelu:
E=21-10" MPa

168
v =20.3. ( )

Zde je provedena zména fyzikdlnich vlastnosti proti pfedchozimu modelu.
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6.3 Numerické reSeni modelovych tloh

V této casti je uveden zpusob vyhodnoceni chyby numerického vypoctu, a numerické
vysledky piikladu ¢. 1, viz podkapitola 6.1 a prikladu ¢. 2, viz podkapitola 6.2.

V prvni ¢asti numerického vypoctu je uzita slabéd formulace problému linearni elasticity,
a metody kone¢nych prvka k sestaveni matice tuhosti A, a vektoru zatizeni b. Tim je
dosazeno dle kapitoly 4.5, soustavy rovnic

Au=b. (169)

Ptesnost numerického feseni u problému odhadneme z hodnoty feSeni v zvoleném bodé
u(A) maximélniho prihybu. Chybu numerického feSeni ozna¢me Ej,, kterou vypocitame
na siti s po¢tem elementii h a s parametrem zjemnéni v hodnoté 4 jako

B = u(A) — u(A)ys = CH(1 — (1)), (170)

zde h/4 oznacuje pocet elementt 4h, konstanta C' > 0 je nezndma chybova konstanta.
Obdobné chybu Ej,/4 vypocitame jako

Epjs = w(A)pys — u(A)njie = C’(;l)”h”(l — (%)”) (171)

Odhad chyby vyjadiime jako pomér (170) a (171)

Ey,
Ehnys

— 4", (172)

Zde n je pocet numerickych vypoctu.

Dalsim parametrem pro vyhodnoceni presnosti numerického reSeni je najit takové reseni
u problému (169), aby soucet slozek rezidii byl miniméalni, tady tak aby platilo

u € argmin ||[Au — b||, (173)
kde reziduum r je
r=Au—b. (174)
Soucet slozek rezidui pro n rozumime jako

n

Ir> =) _rt. (175)

i=1

Tento postup je zvoleny z toho divodu, Ze nezname piesné feSeni a tedy nejsme schopni
presné urcit chybu numerického vypoctu.

Déle je uvedeno numerické teseni piikladu ¢. 1, viz pod. kap. 6.1. Numerické feseni u
soustavy (102) s predepsanymi okrajovymi podminkami dle (163), reprezentuje posuvy
ve vrcholech triangulece ve sméru x a ve sméru y. Numerické vysledky maximalniho
pruhybu v bodé u(A), rezidua a odhad chyby jsou shrnuty v tabulce 3, graficky vystup,
viz obrazek 7.
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pocet elementt | max-prihyb rezidua odhad chyby
640 -0,8385 6,057 -10~% 0,024068
2560 -0,8681 2,544 .10~ | 0,0060169
10240 -0,8762 9.43 10718 0,0015042

Tabulka 3: Numerické vysledky ptikladu ¢.1

Soucet rezidui dle (175) uvedenych v tabulce 3 je Y. r? =

1=1"1

1,25-107Y pro i = 1,2, 3.

max prihyb- osa 'y
[ 0.0e+00
02

—04

— 06

l 8.7e-01

Obrazek 7: Deformace oblasti €2 pro priklad ¢.1 vetknutého nosniku.

Déle je uveden piiklad ¢.1 s kontaktem viz 6.1 a obrazek 4. Problém (129) s predepsanymi
okrajovymi podminkami (164) pirevedeme dle kapitoly 5.3.2 a 5.3.3 na soustavu rovnic
(162) kterou fesime iteracni Newtonovou metodou. Zde je sledovana konvergence nume-
rického feseni u, piikladu ¢.1 viz obr. 4 pro 10? iteraci a penaliza¢ni parametr s hodnotami
e=1-10"2,e=5-10"3 e =9-1073. Nasim cilem je ové&fit, e FeSeni u, konverguje pii
zmensovani penaliza¢niho parametru e dle kapitoly 5.3.2, a porovnat vzajemné dvé sité s
rozdilnym poctem elementi. Vysledky konvergence numerického teseni u, pro tri = 640
elementi, viz obrazek 8.

Zvysenim poctu elementi na tri = 2560, jsou feSeni nepouzitelné pro hodnoty penalizac-
nfho parametru e < 5 - 1073 viz obrazek 9.

Zmen$enim penaliza¢niho parametru € na hodnoty € = 16-1073, ¢ = 32-1073, ¢ = 64-1073
a pro tri = 2560 elementti, je dosazeno koknvergence, viz obrazek 10.

Zvysenim poctu elementi na tri = 10240 jsou feSeni nepouzitelnd pro hodnoty penali-
za¢niho parametru € < 5 - 107, Vysledky numerického feseni konverguji s penaliza¢nim
parametrem € pro hodnoty e = 16 - 1072, e =32 - 1072, ¢ = 64 - 10~ , viz obrazek 11.
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chyba

N

0 200 400 600 800 1000
iterce

Obréazek 8: Konvergence num. tes. u. s poc¢tem elementt ¢ri = 640.

chyba

0 200 400 600 800 1000
iterce

Obréazek 9: Konvergence num. fes. u. s poc¢tem elementt tri = 2560.

chyba

0 500 1000 1500 2000
iterce

Obrézek 10: Konvergence num. fes. u,. s po¢tem elementu tri = 2560.

chyba

0 500 1000 1500 2000
iterce

Obrazek 11: Konvergence num. fes. u. s po¢tem elementii tri = 10240.
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Hodnota penaliza¢niho parametru se pohybuje v fadu 1073. Z obrazka 10 a 11 si lze
véimnout, Ze zvySenim poc¢tu elementi pii € = 16 - 1072 dojde ke sniZeni rychlosti kon-
vergence. Uvedené vysledky ukazuji, Ze pfi snizovani hodnoty e, feSeni u. konverguje, viz
[4] nebo kapitola 5.3.2.

Dale je uvedena poloha ( poloha maximélniho prihybu i, ) v bodé u.(A), pro pocet
elementt tri = 2560, tri = 10240. Penaliza¢ni parametr je v hodnotach ¢ = 16 - 1073,
€=32-1073, ¢ = 64 - 1073. Jde o hodnotu na které se resenf u.(A) ustélilo v itera¢nim
cyklu. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 4:

e/tri | 2560 | 10240
16 -1073 | -0,1769 | -0,1637
32 -10~% | -0,1885 | -0,1696
64 -10% | -0,2047 | -0,1780

Tabulka 4: Penalizované poloha ,,;, v bodé u.(A) pro priklad ¢.1 vetknutého neosniku.

Maximélni prihyb v bodé u.(A) béhem itera¢niho cyklu osciluje kolem vysledné hodnoty

uvedené v tabulce 4, viz obrazek 17 pro tri = 2560, pro tri = 10240, viz obrazek 18.

Hodnota rozdilu v bodé u.(A) a polohy piekazky oznacend jako y.pyer ddna vztahem
yzbytek = S(O, _015) - ue(Axa Ay)v (176)

ktery udava polohu bodu u.(A) pod piekazkou S, viz tabulka 5:

€/tri 2560 10240
16 -107% | 0,026941 | 0,013708
32 -107% | 0,038512 | 0,019623
64 -107% | 0,054710 | 0,028012

Tabulka 5: Vy¢isleni hodnot y.pyer pro pitklad ¢.1

Nyni je uvedeno numerické teseni piikladu ¢.2 viz pod. kap. 6.2 v podobném smyslu
jako u prikladu ¢. 1. Stejnym postupem jako v predchozim ptikladu obdrzime numerické
vysledky soustavy (102) shrnuté v tabulce 6.

pocet elementt | max-prihyb rezidua odhad chyby
496 -0,3927 1,410 -10~2 0,012133
1984 -0,4102 7,111 -10721 | 0,0030331
7936 -0,4154 2,592 -1072° | 0,0075829

Tabulka 6: Numerické vysledky prikladu ¢.2

(2

Soucet reziduf dle (175) uvedenych v tabulce 6 je >°1 77 = 3,444-107% pro i = 1,2, 3.
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max prihyb- osa 'y
0.0e+00
[ 01

—02

—03

lA.Qe—O'\

Y

Obrazek 12: Deformace oblasti 2 pro ptiklad ¢.2 vetknutého nosniku.

Déle je uveden piiklad ¢. 2 s kontaktem, viz 6.2 a obrazek 6. Problém (129) s piede-
psanymi okrajovymi podminkami (167) prevedeme dle kapitoly 5.3.2 a 5.3.3 na soustavu
rovnic (162), kterou fesime itera¢ni Newtonovou metodou. Zde je sledovana konvergence
numerického fesenf u. piikladu ¢. 2, viz obr. 6 pro 10? iteraci a penaliza¢ni parametr pro
hodnoty e =4-1073, e = 6-1073, ¢ = 8 - 1073, Nasim cilem je ovéfit, Ze feseni u, konver-
guje pri zmensovani penalizacniho parametru e dle kapitoly 5.3.2, a porovnat vzajemné tii
sité s rozdilnym poctem elementii. Zde je zvolena odlisna prezentace vysledki. Vysledky
konvergence feseni u, pro sité s pocetem elementt tri dle tabulky 2 a pro penaliza¢ni
parametr € = 4 - 1073, viz obrazek 13:

tri = 496

tri = 1984

— tri=7936

chyba

0 200 400 600 800 1000
iterace

Obrazek 13: Konvergence num. fes. u, pro e = 4 - 1073,
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Vysledky konvergence fegeni u., pro penaliza¢ni parametr € = 6 - 1073, viz obrazek 14:

tri = 496

tri = 1984

— tri=7936

0 200 400 600 800 1000
iterace

Obrazek 14: Konvergence num. fes. u, pro e = 6 - 1073,

Vysledky konvergence feSeni ., pro penaliza¢ni parametr ¢ = 8 - 1073, viz obrazek 15:

tri = 496
tri= 1984
— 1ri=7936

0 200 400 600 800 1000
iterace

Obrazek 15: Konvergence num. fes. u, pro e = 8 - 1073,

Konvergence numerického feSeni pro zadané parametry e = 16 - 1073, ¢ = 32 - 1073,
€ = 64 - 1073 na siti s po¢tem elementii tri = 7936 elementti, viz obrazek 16:

chyba
=

0 200 400 600 800 1000
iterace

Obrézek 16: Konvergence num. fes. u,. s po¢tem elementu tri = 7936.
Uvedené vysledky potvrzuji, ze feSeni u, konverguje pfi zmensovani penaliza¢niho para-

metru, viz [4].

Déle je uvedena poloha ( poloha maximalniho prihybu 4, ) v bodé u.(A), pro pocet
elementt tri = 496, tri = 1984 a tri = 7936 penaliza¢ni parametr v hodnotéch e = 4-1073,
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€e=6-10"3% ¢ = 8-1073. Jde o hodnotu, na které¢ se

cyklu. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 7.

feseni u.(A) ustalilo v itera¢nim

€/tri 496 1984 7936
4-1073 | -0,081207 | -0,065801 | -0,057935
6-1073 | -0,088342 | -0,069519 | -0,059734
81072 | -0,094257 | -0,072679 | -0,061269

Tabulka 7: Penalizované poloha y,,;, v bodé u.(A) pro priklad ¢.2 vetknutého neosniku.

Maximalni prihyb v bodé u.(A) béhem itera¢niho cyklu osciluje kolem vysledné hodnoty
uvedené v tabulce 7, viz obrazek 19 pro tri = 496, pro tri = 1984, viz obrazek 20 a pro
tri = 7936, viz obrazek 21 .

Hodnota rozdilu v bodé u.(A) a polohy prekazky oznacend jako y.pyer ddna vztahem
yzbytek = S(O, _005) - us(Ama Ay)7 (177)

,viz tabulka 8: Poloha bodu u.(A) pro zvoleny penaliza¢ni parametr ¢ = 16 - 1073, ¢ =

€/tri 496 1984 7936

4.1073

0,031207

0,015801

0,007935

6-1073

0,038342

0,046519

0,009734

81073

0,044257

0,022679

0,011269

Tabulka 8: Vy¢isleni hodnot y.pyer pro pitklad ¢.2.

32-1073, € = 64 - 1072 na siti tri = 7936 elementt, viz tabulka 9:

¢/tri 7936
16-10~3 | -0,066098
32-10° | -0,073089
64-103 | -0,083015

Tabulka 9: Penalizované poloha ¢, v bodé u.(A) pro piiklad ¢.2 vetknutého neosniku
pro tri = 7936 element.

Maximaélni prihyb v bodé u.(A) béhem itera¢niho cyklu osciluje kolem vysledné hodnoty
uvedené v tabulce 9, viz obrazek 22 pro tri = 7936. Hodnoty boda u.(A) pod prekazkou
dle (177), viz tabulka 10:

7936
0,016098
0,023089
0,033015

16-1073
32:1073
64-1073

Tabulka 10: Vy¢isleni hodnot .y pro piiklad €.2 pro tri = 7936 pocet elementi.

46



Z vysledku pro priklad ¢. 1, viz tabulka 4, je vidét Ze zvySovani poc¢tu elementii sité je
spojené s zmensovanim hodnoty v bodé u.(A) ( s prihybem nosniku ). Snizovani hodnoty
penaliza¢niho parametru e hodnotu v bodé u.(A) zvysuje. Hodnota y,pyeer se v zavislosti
na zvysovani poctu elementi numerické sité snizuje, viz tabulka 5. Stejny trend zavislosti
hodnoty v bodé u.(A) na poé¢tu elementit numerické sité plati pro priklad ¢. 2, viz tabulka
7, tabulka 8, tabulka 9 a tabulka 10.
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6.4 Grafické vystupy
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Obrazek 17: Konvergence v bodé
ue(A) pro tri = 2560 elementi pro
priklad ¢.1.
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Obrazek 19: Konvergence v bodé
uc(A) pro tri = 496 elementii pro

priklad ¢.2.
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Obrazek 21: Konvergence v bodé
uc(A) pro tri = 7936 elementi pro
priklad ¢.2.
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Obrazek 18: Konvergence v bodé
ue(A) pro tri = 10240 elementu

pro piiklad ¢.1.
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Obrazek 20: Konvergencev bodé
ue(A) pro tri = 1984 elementt pro
priklad ¢.2.
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Obréazek 22: Konvergence v bodé
ue(A) pro tri = 7936 elementt pro
priklad ¢.2.



Olzréfzek 23: Pro penzil?i)— Obrazek 24: Pro penali- Obrazek 25: Pro penali-
zatni parametr € = 4-107% /¢ parametr € = 6- 1073, za¢ni parametr € = 8- 1073,

Obrazek 26: Deformace oblasti €2 pro ptiklad ¢.2 s kontaktem vetknutého nosniku pro
tri = 496 elementi.

Obvréfzek 27: Pro peneil;— Obrazek 28: Pro penali- Obrazek 29: Pro penali-
zagni parametr € = 4-107% /¢ parametr € = 6- 1073, za¢ni parametr ¢ = 8- 1073,

Obréazek 30: Deformace oblasti €2 pro priklad ¢.2 s kontaktem vetknutého nosniku pro
tri = 1984 elementu.

49



Dispiocement Dispiacement
10006

Diplacement ¥
10006,

= 2 A
Okzrz%zek 31: Pro penzil;— Obrazek 32: Pro penali- Obrazek 33: Pro penali-
zatni parametr € = 4-107% /¢ parametr € = 6- 1073, za¢ni parametr € = 8- 1073,

Obrazek 34: Deformace oblasti §2 pro piiklad ¢.2 s kontaktem vetknutého nosniku pro
tri = 7936 elementi.
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Obrézek 35: Pro penali- Obrazek 36: Pro penali- Obrazek 37: Pro penali-
za¢ni parametr € = 16-1073. za¢ni parametr € = 32-1073. za¢ni parametr € = 64-1073.

Obréazek 38: Deformace oblasti €2 pro priklad ¢.2 s kontaktem vetknutého nosniku pro
tri = 7936 element.
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7 Zavér

V této préci je uvedena matematickd formulace problému s kontaktem a jeji numerické
feSeni na prikladech vetknutého nosniku, viz kapitoly 6.1 a 6.2. Matematicka formulace
prikladi je sestavena na zakladé teorie eliptické varia¢ni nerovnosti, linearni elasticity a
deformace. Problém lineérni elasticity s okrajovymi podminkami vede na linearni PDR,
ktera prechazi na varia¢ni nerovnost. Dojde k tomu tak, Ze jsou predepsany okrajové
podminky omezujici pole posuvii u, které je feSenim problému linedrni elasticity.

Variac¢ni nerovnost nelze tesit pfimo. Z tohoto duvodu jsou v této praci uvedeny dvé
metody TeSeni variac¢ni nerovnosti. Prvni z uvedenych metod je projekéni metoda. Tato
metoda vychazi z diikkazu existence feseni varia¢ni nerovnosti viz kapitola 3.3. Jako dru-
hou metodu jsme v kapitole 5.3.2 uvedli penaliza¢ni metodu, ktera je také zvolena pro
numerické feSeni. Metoda je zalozena na myslence pridani penaliza¢niho funkcionalu,
pomoci kterého prevedeme problém na soustavu nelinearnich rovnic.

Postup numerického vypoctu je takovy, Ze je vyTresen problém linearni elasticity bez uva-
zovaného kontaktu. Poté je fesen problém s uvazovanym kontaktem jako soustava neline-
arnich rovnic. Uvedené vysledky ukazuji, Ze numerické feseni konverguje pii zmensovani
penaliza¢niho parametru, coz spliwje predpoklad, viz [4].
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