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Abstrakt: Tato price se zabyvd neutronovymi hvézdami a stavovou rovnici jaderné hmoty. Nejprve jsou
struéné popsany kompaktni hvézdy. Poté jsou popsany zdkladni matematické pojmy a zaveden prostor,
na kterém se pracuje. Nésleduje odvozeni TOV rovnice potfebné k popisu neutronovych hvézd. Déle se
zavedou termodynamické vztahy relevantni pro popis jaderné hmoty. Poté se porovnanim sil pdsobicich
ve hvézdach naleznou diferencidlni rovnice, jejichz feseni vede k vykresleni zdvislosti tlaki a hmotnost{
na poloméru kompaktnich hvézd. Tyto zavislosti jsou vykresleny nejprve pro bilé trpasliky (coZ jsou
Newtonovské hvézdy) a poté pro neutronové hvézdy, kam je jiZ potieba zahrnout efekty obecné teorie
relativity. Jako posledni jsou popsany pulsary, coZ jsou nejcastéji pozorované neutronové hvézdy a také
je zde odvozen vztah pro jejich charakteristicky vek.
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Abstract: This thesis deals with neutron stars and the equation of state of nuclear matter. First, com-
pact stars are briefly described. Then the basic mathematical concepts are described and spacetime is
introduced. This is followed by the derivation of the TOV equation needed to describe neutron stars.
Next, thermodynamic relations relevant to the description of nuclear matter are introduced. Then, by
comparing the forces acting in the stars, differential equations are found whose solutions lead to plotting
the dependence of pressures and masses on the radius of compact stars. These dependencies are plotted
first for white dwarfs (which are Newtonian stars) and then for neutron stars, where the effects of general
relativity must already be included. Lastly, pulsars, which are the most commonly observed neutron
stars, are described and a relation for their characteristic age is also derived.
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Uvod

Kompaktni objekty, jako jsou bili trpaslici, neutronové hvézdy a Cerné diry, predstavuji fascinujici
vesmirné objekty. Jedna se o zbytky hvézd, které si prosly konecnymi stadii svého Zivota.

Bili trpaslici jsou pozistatky stfedné hmotnych hvézd (jako je naSe Slunce), které vycCerpaly své ja-
derné palivo a odvrhly své vné&jsi vrstvy. Ziistane po nich husté jadro, ve kterém jiZ neprobihaji termoja-
derné reakce. Hmotnost sice maji srovnatelnou se Sluncem, ale jejich primér je srovnatelny s primérem
Zemé, coZ z nich Cini extrémné husté objekty. Poprvé byly teoreticky predpovézeny v roce 1926 Ralphem
Fowlerem [1] a prvni bily trpaslik, Sirius B, byl objeven v roce 1862 Alvanem Grahamem Clarkem [2].
Bili trpaslici nepodléhaji dal§imu kolapsu, nebot’ hvézdy jsou stabilni diky tlaku degenerovanych elek-
tronu [3].

Neutronové hvézdy jsou pozistatky masivnich hvézd, které explodovaly jako supernovy. Jsou tvo-
feny témét vyhradné neutrony a jsou extrémné husté. Prvni teoretickd predpovéd’ existence neutronovych
hvézd pochdzi od Waltera Baadeho a Fritze Zwickyho v roce 1934 [4], mySlenku existence neutronovych
hvézd mél v§ak uz napriklad Landau [5]. Poprvé byly pozorovany Jocelyn Bellovou, ktera byla PhD stu-
dentkou A. Hewishe a vénovala se vyzkumu scintilaci v meziplanetdrnim médiu zapfic¢inénych zafenim
kvazart [6]. Jocelyn objevila béhem analyzy dat z radiového teleskopu pravidelné se opakujici signal.
Ten byl natolik pravidelny, Ze zpocitku vypadal jako vysilany mimozemskymi bytostmi. Pozdéji ale
objevila dal3{ tfi takové zdroje z riiznych ¢asti oblohy, coZ napovidalo jejich pfirodnimu pivodu. Tyto
anomadlie se nazvaly ,,pulsujici rddiové zdroje*, zkrdcené pulsary a v dne$ni dobé jich jiZ zndme stovky
[7]. Postupem Casu se zjistilo, Ze pulsary musi byt rotujici neutronové hvézdy a tak byla diky préci Joce-
lyn Bell potvrzena existence téchto objektl. Stejné jako bili trpaslici ani neutronové hvézdy nepodléhaji
dals$imu kolapsu a nestavaji se z nich ¢erné diry, nebot’ jsou stabilni diky tlaku degenerovanych nukle-
ond [3]. Svou roli ve stabilité hvézdy vSak md i odpudiva sila mezi nukleony (coZ vyZaduje dals{ upravy
stavové rovnice).

Tato prace se zabyva bilymi trpasliky a neutronovymi hvézdami, pficemZ budeme pouZivat rtizné
stavové rovnice a zkoumat zavislost hmotnosti hvézd na poloméru. Znalost této zavislosti miZe byt uzi-
te¢nd napriklad pfi hledani stavové rovnici pro hustou jadernou hmotu. Takova stavova rovnice (anglicky:
equation of state, zkrdcené EOS) nam muize pomoct pochopit chovani hmoty v extrémnich podminkach,
napf. pod velkym tlakem nebo pfi dosaZeni vysokych teplot latky [8]. Takové podminky je t€Zké na-
podobit v pozemskych laboratorich. Neutronové hvézdy jsou ale jedny z nejvice hustych a extrémnich
objekti, které 1ze studovat, a vnitfek téchto hvézd tvoii pozadované extrémni prostfedi, ve kterém hmotu
chceme pozorovat. Studium hmotnosti, poloméru, rotace, srdZek neutronovych hvézd a také pulsard nim
tedy mohou poskytnout cenné informace o vnitin{ struktufe té€chto objektli. Stavova rovnice husté hmoty
je pak velmi dilezitd pro vyzkum supernov a struktury a evoluce kompaktnich objekt [9].
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Kapitola 1

Geometrie prostorocasu a Einsteinovy
rovnice

1.1 Kompaktni objekty

Abychom vsak mohli zkoumat kompaktni objekty a podminky v jejich nitru, je zapotiebi si nejdiive
zavést zakladni metriku a vysvétlit, s jakymi rovnicemi budeme pocitat a v rdmci moZnosti je odvodit.
V kompaktnich hvézdéach se setkdvaji vSechny Ctyfi fundamentalni sily pfirody (silnd a slabd jadernd,
elektromagnetickd a gravitacni) a to ¢asto v extrémnich podminkach. Primérna hustota je definovand
jako

- 3M (1)
P= 4R ’
kde M je hmotnost a R je polomér, pfi¢emz gravitani zrychleni na povrchu je
GM
g= R (1.2)

kde G = 6,6743 +0,00015 x 10~""m3kg~'s2 je gravita¢ni konstanta. Pro bilé trpasliky jsou hmotnosti
a poloméry zndmé v nékolika pfipadech, pro neutronové hvézdy lze hmotnosti dobfe urcit, pfi¢emz
rozsah polomérd pro neutronové hvézdy je omezen teorii, nebot’ pozorovani stdle zavisi na pouZzitych
modelech. Satelit NICER zm&fil polomér neutronové hvézdy PSR J0030 + 0451 na 12,71* '3 km [10].
Pomér gravitacni hmotnosti ku poloméru definujeme jako kompaktnost hvézdy:

_GM

= 2z
kde c¢ je rychlost svétla ve vakuu, kterd méfi, jak blizko je hvézda k tomu, aby se stala Cernou dirou o
stejné hmotnosti.

(1.3)

Neutronové hvézdy se sklddaji zejména z neutronti obsaZenych v jejich nitru (diky 84 rozpadu [3])
a lze je tedy chdapat jako velka jadra s hustotami srovnatelnymi (nebo vy$$imi) neZ ma jadro atomu
©jadro = 2,5 % 107kg - m™ [11]). AvSak zatimco béZn4 stabilni jddra maji hmotnostni &isla aZz do
A = 208 (pro olovo), neutronové hvézdy dosahuji hmotnostnich ¢isel az A = 107 [11]. Neutronové
hvézdy také nezéii jako béZné hvézdy, ale jsou pozorovany v optickém, rddiovém a rentgenovém pasmu.
Mladé neutronové hvézdy byly potom pozorovany piimo, nebot’ maji nejvyssi povrchovou teplotu ze
vSech zndmych astrofyzikdlnich objektd. Tyto vyzaiuji zejména v rentgenovém pasmu a jejich teplota je
priblizné 1 000 000 stupnt Celsia. Pulsary jsou potom neutronové hvézdy pohanéné rotaci, které bézné
pozorujeme radiovymi teleskopy.
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1.2 Gravitace a principy ekvivalence

Abychom se dostali k potiebné obecné teorii relativity, musime zacit u zdkladniho Newtonova za-

z Mz

kona, ktery fikd, Ze hmotnd Céstice citi silu

F=m;-a, (1.4)

P

kterd je imérnd zrychleni a. Koeficient m; budeme nazyvat setrva¢nou hmotnosti ¢astice. Gravitaéni sila
je pak dle Newtona
Fg — _mg . V¢’ (1.5)

tedy sila je imérna gradientu gravitaCniho potencidlu ¢ s koeficientem mg, ktery oznaCujeme jako gravi-
tacni hmotnost Céstice. Z experimentli vyplynulo, Ze v gravitacnim poli podléha kazdy objekt stejnému
zrychleni a = —V¢, které je nezdvislé na setrvacné nebo gravitaéni hmotnosti a tedy tyto dvé musi byt
stejné [11],

mg = m. (1.6)

Z tohoto plyne tzv. slaby princip ekvivalence (weak equivalence principle, zkracené WEP), ktery fika
»Nehledé na svou hmotnost podléhaji vsechny Cdstice v gravitacnim poli stejnému zrychleni. ““ [11].

Tento princip byl podroben mnoha testim a v sou¢asné dobé je zméfen s presnosti 10715 [12]. Lze taktéz
zavést takzvany Einsteindv princip ekvivalence (Einstein equivalence principle, zkracené EEP), ktery
tvrzeni zobectiuje na jakoukoliv formu hmoty (nikoliv jen na ¢4stice) a jeho znéni je:

., V dostatecné malé oblasti prostorocasu (t.j. prostorové a ¢asové ohranicené) neni mozné rozeznat
Zddnym experimentem, ktery nekomunikuje s okolim, zda se kond v gravitacnim poli anebo ve
zrychlujici vztaZné soustave.

Tato formulace principu ekvivalence umoZiuje transformovat rovnice specidlni teorie relativity (STR)
do jejich obecného tvaru v obecné teorii relativity (OTR) a ma dileZité implikace ve zpisobech, jakymi je
gravitace svdzédna s hmotou (nebot’ vSechny fyzikdlni zdkony aZ na gravitaci jsou zahrnuty ve formulaci
EEP). Atom je napf. sloZen a elektroni a jadra, které jsou dohromady svazané elektromagnetickou silou
(kterou popisuje kvantova elektrodynamika). Hmotnost atomu vSak neni sumou hmotnosti elektroni a
jadra, je totiZ o néco mensi [11]. Tento rozdil hmotnosti je ddn vazebnou energii atomu a tedy gravitace
se nevaze jen na hmotnosti jednotlivych ¢astic v atomu, ale také na vazebnou energii mezi nimi, ktera
je generovand elektromagnetickou silou a tedy gravitace je s elektromagnetickou silou provdzana. Totéz
plati také pro jadro atomu slozené z protonil a neutrond, avS§ak hmotnost jadra je opét niZsi neZ soucet
hmotnosti téchto ¢4stic. Tento tbytek hmotnosti totiZ tvofi silnd jadernd sila drZici nukleony pohromadé
a gravitace je tak provdzana i s touto silou.

Zamérme se nyni na myslenkové experimenty tykajici se principu ekvivalence a soustav, kdy prvni
je v klidu vystavend gravitatnimu poli a druhd se vdci prvni pohybuje se zrychlenim. Mé&jme raketu,
ktera se pohybuje s konstantnim zrychlenim v prostoru (coz je stejnd situace, jako kdyby raketa byla v
gravitacnim poli, napf. na Zemi pfi zvoleni spravného zrychleni). Dle EEP jsou experimenty provedené
uvnitf rakety ekvivalentni experimentim provedenym v raketé stojici na Zemi a z tohoto 1ze odvodit
dva velmi dilezité ddsledky principu ekvivalence: erveny posuv svétla vlivem gravitacniho zrychleni a
ohyb svétla zplsobeny gravitacnim polem.

Vezméme nyni elektromagnetickou vinu o fixni frekvenci, kterou bude emitovat zdroj na spodku ra-
kety a bude detekovdna na vrSku rakety. Bude-li raketa mit konstantni zrychleni, potom rychlost rakety
13



v Case detekce bude vétsi, neZ byla v Case emise paprsku (paprsku bude tudiZ déle trvat, nez doleti az
k detektoru oproti situaci, kdy by raketa letéla konstantni rychlosti). Tento efekt vede k poklesu frek-
vence viny (méfené na vrchu rakety) oproti frekvenci emitovaného paprsku a nazyva se cerveny posuv.
Zaménime-li detektor a zdroj paprsku, potom bude vina mit modry posuv méfitelny na spodku rakety.
Dle EEP je tato situace ekvivalentni raketé emitujici/detekujici elektromagnetické vlny v gravitatnim
poli o stejném (gravitacnim) zrychleni. Elektromagnetickd vlna emitovand v tomto poli ven z néj bude
mit tedy niZ$i frekvenci v porovndni s frekvenci vnéjSim pozorovatelem. Tomuto efektu se fikd gravi-
tatni Gerveny posuv a byl pfedpovézen obecnou teori relativity [11]. Cerveny posuv je mozno odvodit
pomoci znamého Dopplerova jevu pro nerelativistické rychlosti. Doppleriv posuv je zavisly na rozdilu
rychlosti zdroje a detektoru Av. Relativni posun vinové délky A1 mefeny detektorem v porovnani s pa-
vodni vlnovou délkou A pfi emisi ze zdroje je ddn jako

A/l_Av

N o 1.7

kde c jakoZto rychlost svétla reprezentuje rychlost viny a A obecné budeme znacit zménu, at’ uz délky,
Casu apod. V myslenkovém experimentu s raketou ma potom rozdil v téchto rychlostech ptivod v kon-
stantnim zrychlovani rakety béhem doby, kterou svétlo urazilo ze spodku lodi na vrsek At = Ax/c, kde
Ax je vzdédlenost mezi zdrojem a detektorem. Posun vinové délky paprsku je nyni ddn vztahem

Al a-Ar Ax

—a. X 1.8
Pl c “ c2 (1.8)

a dle principu ekvivalence je tento posun stejny, jako kdyby raketa byla v gravitaénim poli se stejnym
(gravita¢nim) zrychlenim v disledku gradientu gravitacniho potencidlu V¢ [11]:
Al Ax A¢p-Ax A¢
_— = V —_— = = —,
Pl 2 Ax-c2 2

(1.9

pricemz u potencidlu tentokrat pouzividme kladné znaménko, nebot’ vektor gravitacniho zrychleni smé-
fuje dovnitf a vlna se $if{ smérem ven. Zatim jsme uvazovali, Ze vzdilenost mezi zdrojem a detektorem je
velmi mald, nicméné vyraz (1.9) plati taktéZ pro obecné pfipady. Poznamenejme také, Ze A¢ zde prezen-
tované je kladné, takZe pozorovand vlnova délka se oproti emitované vinové délce zvetsi. Specifikujme
nyni vinovou délku paprsku emitovaného ze zdroje jako A, a tu méfenou na detektoru jako A4, pro které

plati
e (1.10)

pri¢emz disperznf relace pro svétlo je
c=A4-v, (1.11)

kde v je frekvence a pfislusny pomér frekvenci je tedy

z_j—(ugﬁz)_l ~1-22 (1.12)

kde jsme provedli Tayloriv rozvoj do prvniho fiddu v A¢/c? a predpoklad, Ze Ap/c* je malé. Faktor
cerveného posuvu z je potom definovén jako

Ag
1 = — 1.13
=4 (1.13)

e
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a tedy gravitaénimu Cervenému posuvu odpovida faktor

A
z= —f (1.14)
¢
Pro svételny paprsek emitovany z povrchu télesa o hmotnosti M a poloméru R je gravitacni potencial

déan vztahem oM

o= R (1.15)

a faktor ¢erveného posuvu pro vnéjsiho pozorovatele umisténého nekonecné daleko od télesa (napf. pfi

tniku svétla z gravitatniho potencidlu v konkrétnim misté §ificiho se do nekonec¢na, kde jiz gravitacni
pole neni) je

_GM

=7 (1.16)

Z

Vsimnéme si, Ze faktor Cerveného posuvu je roven kompaktnosti objektu (viz (1.3)) a nutno po-

dotknout, Ze tento faktor je odvozen pouze pro slabd gravitacni pole. Samotny cerveny posuv je pak
vzdy pfitomen v gravitacnim poli, ale je vyjadien obecnéjsim faktorem.

Druhou ptedpovédi EEP je ohyb svétla v gravitanim potencidlu. Predstavme si laserovy paprsek
emitovany na jedné strané rakety do detektoru umisténého na druhé strané rakety. Pohybuje-li se raketa
konstantni rychlosti, draha paprsku bude rovna primka. Bude-li raketa zrychlovat, bude mezi rychlostmi
pfi emisi paprsku a pfi jeho detekci rozdil. Detektor je tfeba umistit na spodek lodi, aby zméfil paprsek
a porovnal jeho drahu pfi konstantni rychlosti rakety a pro zrychlujici raketu. Draha paprsku jiz nebude
rovnd a paprsek se zakfivi v disledku zrychlovani rakety. Dle EEP by stejnd experimentdlni situace
nastala v gravitanim poli se stejnym (gravitacnim) zrychlenim, a tudiZ gravitacni pole zakfivuje drahu
svételnych paprskd.

Silny princip ekvivalence (angl. strong equivalence principle, zkrdcené SEP) je doplnéni EEP. Za-

timco EEP explicitné zanedbavad experimenty tykajici se gravitace, SEP explicitné zahrnuje vSechny
experimenty, v¢etné téch s gravitaci. Jeho znéni potom je:

,, V dostatecné malém okoli jakéhokoliv bodu prostorocasu lze provést transformaci soufadnic na
lokdlné inercidlni, ve kterych plati zdkony specidlni teorie relativity. “ [11]

SEP byl otestovan v nasi slunecni soustavé, nicméné gravitacni pole byla pomérné slab4. Dobfe by
se test provadel napf. v soustavé tff kompaktnich hvézd vzajemné se obihajicich. Takové systémy jsou
ve vesmiru pozorovatelné, napt. pulsar PSR J0337+1715 je soucésti systému obsahujici jesté dva bilé
trpasliky, pficemz tyto tfi objekty jsou gravitacné vzajemné propojeny [13]. Pozorovdnim tohoto systému
dosahli védci otestovani SEP do fadu 2,6 - 1076 [14].

1.3 Metrika a Einsteinovy rovnice

Zavedeme nyni metriku Casoprostoru, ve kterém budeme odvozovat rovnice. Zakladni princip Ein-
steinovy specidlni relativity (zkrdcen¢ STR) je, Ze rychlost svétla ma konstantni hodnotu rovnou ¢ ne-
zdvisle na soustavé soufadné. Pro svételny paprsek jsou relativni rozdily v Case dr a relativni rozdily ve
tfirozmérném prostoru dx, dy a dz vzajemné provazany tak, Ze rozdil druhych mocnin téchto veli¢in [11]

ds? = =% - d? + dx® + dy? + 42 (1.17)
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je nula. Tato rovnice je Lorentzovsky invariantni a spojuje ¢asové soufadnice s prostorovymi, tudiZ uva-
Zujeme Ctyfrozmérny Casoprostor. Plati:
=0 svétlupodobny,
ds?{<0 casupodobny, tzn. uddlosti jsou kauzalné spojené, (1.18)

> (0 prostoropodobny, tzn. udalosti nejsou kauzaln€ spojené.

Rovnici (1.17) 1ze tedy zapsat ve formé matice jako
ds? = 3" nyy di'dx” = 7, dit'dc”, (1.19)
uy

kde x* je Ctyfvektor v Casoprostoru (nultd souradnice odpovida Casové sloZce a dalsi tfi prostorovym) a
1w je metricky tenzor Casoprostoru v STR, pfi¢emz v kartézskych soufadnicich miiZzeme psét (pouZivime
konvenci, Ze ¢ = 1):

(1.20)

S - O O
- o O O

0
1
0
0

Casoprostorovy interval lze taktéZ zobecnit — napt. zavedenim sférickych soufadnic se ¢asoprosto-
rovy interval zobecni do tvaru:

ds? = —c2dr* + dr? + r2d6* + r* sin® 0d¢? = —c*di® + dr? + * - dQ2, (1.21)

kde Q2 = d6? + sin? 8d¢?. Metricky tenzor je potom

-1 0 0 0 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
B L W
Sy 0 0 2 0 , jehoinverze gt = 0 0 ,Lz 0 (1.22)
0 0 0 r2sin’6 0 0 e
r*sin” 0

a Casoprostorovy interval v obecné kiivém casoprostoru obecné relativity (OTR), tedy ctyfdimenzionalni

vzdélenost, je definovén jako:
ds’ = g, dx“dx”, (1.23)

kde g, je a tenzor druhého fadu a definuje samotny Casoprostor. Metrika zavisi na zvolenych soufad-
nicich. Pro pozorovatele neméniciho svoje prostorové souradnice musi byt casové nezavisld velicina a
tedy pro néj plati:

ds? = gog - ¢* - dr*. (1.24)

Nyni Ize definovat nezavislou skaldrni velicinu, tzv. vlastni ¢as T pozorovatele v klidu jako:
c?dr? = —ds? = —gy - ¢ - diP. (1.25)

Rozdily ve vlastnim €asu jsou tedy spojeny s nultym komponentem metrického tenzoru (vlastni ¢as jako
takovy je spojen s nultou souradnici) jako

AT = \=gg - At. (1.26)

Je dobré poznamenat, Ze Cas ¢ je zde chiapan jako soufadnice a nikoliv jako Cas, ktery méfime [11].
Podivejme se nyni na gravitaéni posuv ve spojeni s principem ekvivalence, pricemz emitujeme svételny
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paprsek ze spodku rakety na vrSek v gravitatnim poli, které je charakterizovdno gravitacnim potencidlem
¢. Frekvence pozorovana na detektoru v; bude posunutd oproti frekvenci emitovaného paprsku v, dle rce

(1.12),
v A
AU —f. (1.27)
Ve c
Frekvence viny je inverzni hodnotou ¢asového rozdilu mezi dvéma po sobé jdoucimi amplitudami.
Pomér frekvenci je tedy dan inverzni rozdila vlastnich ¢ast v misté zdroje emitujiciho zafeni a detektoru:

(e)
va _ Ate _ N"8w Aty Alg

= , =1, 1.28
Ve Aty @ At At, ( )
V800
atedy
_ g(e) A
va _ N"Ew0 ;1__f (1.29)
% c
e g
coZ plati pokud
2
8o = —(1 + %) : (1.30)

coz v limit¢! mdZe byt pouZito pro uréeni konstant metrického tenzoru v OTR (jednd se o dileZitou
limitu pro slaba gravita¢ni pole) a pfesné dava

1+ % - A
va _ 1t o, Pe—¢a 2¢d: __f. (1.31)
Ve 1+f—§ c c

Zaved’me nyni konvenci Ze ¢ = 1. Dle OTR zpisobuje zakfiveni Casoprostoru pfitomnost energie
(popsané tenzorem energie-hybnosti) [16] a Einsteinovy rovnice pole ndm fikaji, jak je metrika ¢aso-
prostoru ovlivnéna energii a hybnosti [15]. Rovnice se vSak mus{ postulovat, nikoliv odvodit, avSak je
mozné postuldt zaloZit na zndmych argumentech. Budeme se nyni zabyvat analogiemi podobné, jako
Einstein pri postulovani svych rovnic a poté je mozno odvodit ptislusné rovnice pohybu.

Myslenkové ,,odvozeni* zacind tak Ze bychom réddi nasli ronici, kterd bude spliiovat Poissonovu rovnici
pro Newtonovsky potencial:
V2¢ = 4nGp, (1.32)

kde V2 = §'9;0 ; je Laplacidn v prostoru a p je hustota. Ptejme se nyni, jaké charakteristiky by mélo mit
reSeni takové rovnice? Na levé stran€ (1.32) se nachazi diferencidlni operator druhého fadu, ktery ptisobi
na gravitacni potencidl a na pravé stran¢ je rozloZeni hmoty. Relativistické zobecnéni by potom mélo mit
formu rovnice mezi dvéma tenzory [15], pfiemZ vime Ze zobecnéni hustoty je tenzor hybnosti-energie
T,,. Gravitacni potencidl by pak mé¢l byt nahrazen metrickym tenzorem nebot’ pro g,y = —(1 + 2¢)
jsme museli propojit perturbaci metriky s Newtonovskym potencidlem?, abychom tispésné reprodukovali

'Limita pro slabé gravitaéni pole miiZe byt obdrZena také alternativnim odvozenim rovnice rudého posuvu zaloZené na
hy

zdkonu zachovdnf energie (zkrdcené ZZE). Foton o frekvenci v mé efektivni hmotnost m = 7 a jeho celkovd energie v Newto-

novském gravitainim poli s potencidlem ¢(x) je hv + mg(x). Porovndnim této energie u zdroje s podobnou energii u detektoru
(+/c?), Ap
(1+¢/) T

ddva vyraz % = , coZ se obvykle piSe jako ﬁ—: = a protoZe ¢/c* < 1, pak porovndnim s rovnici (1.29) najdeme
— 2_¢ T v
oo = (1 +3 ) v Newtonovské limité [15].

2Jedna se o Taylortv rozvoj (1.30).
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gravitaci. Lze tudiZ odhadnout, Ze nova rovnice bude mit 7, dmérny néjakému tenzoru druhého fadu v
derivacich metriky jako
2
v g)/zv x T,uVa (1.33)

ale radi bychom m¢éli rovnice zcela tenzorové. K dispozici mame Riemanntv tenzor Rf;w ktery je pravé
zkonstruovan z druhych derivaci metriky (z Christoftelovych symbold, viz (A.13)), av§ak nema spravny
pocet indexd, ale 1ze vzit jeho stopu, Ricciho tenzor, ktery je jiZ ma. Lakalo by nas tedy zapsat rovnice
gravita¢niho pole ve tvaru

Ry =T, (1.34)

kde « je néjakd konstanta. Einstein sim uvaZoval o takové rovnici [15], avSak nardZime zde na problém
se ZZE a ZZH"(zékon zachovani hybnosti). Chceme-li aby platil

VAT, = 0, (1.35)

pro rovnici (1.34), méli bychom
V¥R =0, (1.36)

coz viak neplati® Rovnice (1.34) viak implikuje, 7e R = kg"'T,, = kT a tudiZ dohromady mame
V,.T =0, (1.37)

ale protoZe kovariantni derivace je parcidlni derivace, kterd nam 1ik4, Ze T je konstantni skrz prostorocas,
musime hledat dal, protoZze 7' = 0 ve vakuu ale 7" # 0 pro hmotu. AvS§ak jiZ mame k dispozici symetricky
(0,2) tenzor konstruovany z Ricciho tenzoru: Einsteindv tenzor:

1
G/Jv = Ryv - ERgﬂy’ (1.38)
ktery vzdy spliuje VG, = 0 [15] a Ize tedy navrhnout
1
Ry — ERgW =Guy = kTyy (1.39)

jako rovnici pole pro metriku. Tato spliiuje vSechny jiZ zminéné poZadavky a konstanta k = 827G kde G
je gravitacni konstanta. Lze tedy psat findln{ tvar Einsteinovych rovnic:

1
Gy =Ry — ERg#V =8nG - Ty, (1.40)

pticemz se do rovnice jesté pridava Clen s kosmologickou konstantou A, avSak pro nés nenf dilezity. Ve
vakuu se potom jednd o 10 nelinearnich diferencidlnich rovnic

Ruy =0 (1.41)

a diky nelinearité existuji netrividlni feSeni: Schwarzchildovo ve vakuu, Tolman-Oppenheimer-Volkoffovo
feSeni a jind (ta jsou vSak pro tuto praci nedtlezita).

37 Bianchiho identit se d4 ukézat, Ze V*R,, = 1V,R.
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1.4 Schwarzchildova metrika a TOV rovnice

Schwarzchild naSel analytické feSeni pro Einsteinovy rovnice [11] ve vakuu (tedy tvaru (1.41)), tzn.
jednd se o metriku mimo hmotné objekty, nepopisuje vnitiek hvézd.. Ansatzem rovnice (1.41) je volba
stéricky symetrické metriky [11]. Transformujme tedy metriku do sférickych soutadnic tak, Ze bude tvaru

ds? = —A(r)df? + B dr* + C() r?dQ?,  kde  dQ? = d6* + sin® 0d¢?, (1.42)

pricemz A, B, C nezdvisi na 6 nebo ¢ (mame tedy mozZnost volby soufadnic nebot’ fyzika musi byt ne-
zavisla na volbé transformace [11] a Ize tedy volit novou radialni soufadnici jako ¥ = C(r) - r, takze
nyni
ds? = ~A(P) d* + B(H) d7* + 7 dQ?, (1.43)
a pro jednoduchost si 7 pfejmenujme zpét na r. Nynf jiZ madme k dispozici pouze dvé metrické funkce,
které je tfeba z Einsteinovych rovnic urcit. ZapiSme tyto v exponencidlnim tvaru, ve kterém je budeme
pocitat:
ds? = =0 dr? + ¥ dr? + 1 (d6? + sin” 0.dg?). (1.44)

Metricky tenzor mé tedy tvar

—e2™ 0 0 0 —e722) 0 0 0
0 e 0 ) y 0 e P00 0
8y = 0 0 0 , inverzné g" = 0 0 1 0 (1.45)
0 0 0 r2sin’6 0 0 0 5
r%sin“ 6

pricemz poZadujeme aby r > 0. Stale chceme najit feSeni rovnice (1.41) a tedy je tfeba najit komponenty
Ricciho tenzoru. Derivaci komponent g, 1ze najit F’jp a dalsi derivaci pak najdeme pozadované Ry, (viz
A.l):

Ry = 2P |- + /B —a'? - %o/) =0, (1.46)
Ri=a -dB +a* - %/3’ =0, (1.47)
Rp=e?P+rd -8)-1=0, (1.43)
R33 =sin®0-Ry =0, (1.49)

kde

e a = a(r) af = B(r) jsou funkce souradnice r.
e ' af jsou prvni derivace téchto funkci podle r.

e " je druha derivace funkce « podle r

a vSechny komponenty jsou rovné 0 nebot’ se jednd o feSeni (1.41), tedy vakuové. Propojenim rovnic
(1.46) a (1.47) dostavame

2
PRICET) “Roo + Ry = - (@ +B)=0 (1.50)
z ¢ehoZ dostaneme

o+ =0 (1.51)
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atedy a, 8 jsou si aZ na konstantu a znaménko rovny. Vezméme tedy
a=-+C, (1.52)
kde se konstanta ztratila diky poZadavku na asymptoticky plochy prostorocas (tedy pro r — co bude
C =0, [11]). Nyni pouZitim rovnice (1.48):
Rn=ePA+r-a-r-pg)-1
=2 (1+2r-a')-1
d

— 2a —
—a(r-e )-1=0 (1.53)
a tak 7"
reé®=r+K’ o &'=1+ = —800 (1.54)
kde K’ je n€jaka integracni konstanta, kterou nazveme Schwarzchildiv polomér [11]. Z pfedchozi ka-
pitoly vSak zndme Newtonovskou limitu pro gy, kterd je g, = —(1 + i—f) a gravitaéni potencidl ve
sférickém poli mé tvar ¢ = —%. Spojenim téchto poznatkii uréime, ze
2GM 2GM
K" =- 5 Ry = — (1.55)
c c
je Schwarzchildtiv polomér a metrika ma tedy tvar
R, Ry\™!
ds? = —(1 - —‘)dt2 + (1 - —S) 42 + r2de’, (1.56)
r r

Tato Schwarzchildova metrika ma dvé singularity, kdy pro r = 0 se jedna skute¢né o fyzikalni
singularitu, avSak pro r = Rg se jednd pouze o singularitu vzniklou volbou soufadného systému, jehoZz
zménou se singularita ztrati. Z metriky lze také vycist, Ze pro poloméry vétSi/mensi, nez r = Rg zméni
Casupodobné a prostorupodobné soufadnice znaménko, coZ odpovidd zdméné Schwarzchildovského ¢asu
s radidlni souradnici za horizontem udalosti (= bod, odkud neni névratu pro cokoliv mificitho do r < Ry)
a naopak. Casupodobna trajektorie se tak za horizontem stane drdhou mifici nevyhnutelné do singularity
v r — 0 [11]. DIle Birkhoffova teorému jakékoliv sféricky symetrické feseni Einsteinovych rovnic ve
vakuu je Schwarzchildovo feSeni [17]. Znamend to tedy Ze abychom ziskali celkové feSeni popisujici
gravitacni pole vné i uvniti hvézdy, musime hladce napojit interiérové feseni na Schwarzschildovo feSen{
popisujici vnéjSek . Pro toto interiérové feSeni poZadujeme sféricky symetrické feSeni Einsteinovych
rovnic a za metriku bereme ansatz (1.44). Pro odvozeni Einsteinovych rovnic je tieba ur¢it komponenty
Einsteinova tenzoru G, coZ plijde ur¢enim sloZek Ricciho tenzoru, z kterého lze urcit Ricciho skalar a
z toho ndsledné potiebny G,;, dle rovnice (1.40). Ricciho skaldr je tedy dan

2 1 2
R=2c% (—o/’ — @)+ + =B -a)- —2) += (1.57)
r r r
pfi¢emz Carky znaci derivace dle r. Slozky Einsteinova tenzoru jsou pak
1
Goo = _262(d—ﬁ) (Zrﬁ’ 1+ ezﬁ) (1.58)
;
1 /
Gn = ) (2roz +1- ezﬁ) (1.59)
1
Gy =r*e® (a/" + (@)Y -dB +—(a - ,B’)) (1.60)
r
Gs3 = sin* 0+ Go. (1.61)
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Pro pravou stranu Einsteinovych rovnic je tfeba specifikovat tenzor energie hybnosti 7. Vezméme

model idedlni kapaliny, kdy ma tenzor tvar
T, = (e+ Puyu, +P- gy (1.62)

kde u, je Ctyfvektor rychlosti v soustavé soufadné v klidu, #* = (1,0,0,0), € je hustota energie a P je
tlak. Berme hmotu, kterd nikam neproudi, tzn. hvézda je staticka:

0
0

0 (1.63)
r2sin®6- P

Déme-li jednotlivé slozky (nulté, prvni a druhé) Einsteinova tenzoru (1.38) a tenzoru energie hybnosti
(1.63) do Einsteinovych rovnic tvaru (1.40), ziskdme sadu tfi nezdvislych diferencidlnich rovnic:

1

—Ze_zﬁ (2r,8’ -1+ ezﬂ) =81G - € (1.64)

,

1

o (2ra/' +1— 6213) =87G- P (1.65)
(1.66)

r
1
e F (0/' + (@) - + ~( - /3’)) = 87G - P

a zavedeme také dalSi ansatz, ve kterém predstavime novou funkci hmotnosti m,(r) (hmotnost uvnitf
(1.67)

hvézdy):
-1
QB0 _ (1 3 2Gmr(r)) ’
r
pficemz na pravé stran¢ rovnice je tzv. Schwarzchildlv faktor. Na povrchu hvézdy je hmotnostni funkce
m,(r = R) = M. Ansatz vloZime do nésledujici diferencidlni rovnice:
d
4" _ greqr) (1.68)
dr
nebo jeji integralni forma:
-
m(r) = 4 f dr’ 7 e(r). (1.69)
0
(1.70)

Hmotnost (celé) hvézdy je tedy

R

M=m(r=R) = 471'[ ar' r* e(r'),
0

avSak nejednd se o redlnou hmotnost nebot’ v integrdlu se nevyskytuje skutecny pfirtistek objemu. Mu-

sime tedy jesté pfejit z Jakobidnu sférické transformace:
r*sinfdrdodgp —  éPr sin6drdode

a realnd hmotnost hvézdy je tedy
172
2Gm,
_2Gm (r)) )

R R

M= 477f dr’ r'? Pe(r) = 47'rf dr’ r'? (1 -
0 0 r
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Urceme nyni % = a’ z rovnice (1.65), kam zéaroven vlozime ansatz (1.67)

3 -1
da’(r) _ Gmr_(r) (1 + 471'r P(r))(l _ M) (173)

dr r2 m,(r) r

propojme se zdkonem zachovani V, T7*" = 0 a déle vyuZijme faktu, Ze pro naSe ucely je relevantni jen
u =v =1 coz vede na diferencidlni rovnici (z komponenty (1.66)) pro tlak P(r):

dP(r) _ B da(r)
P (e(r) + P(r)) P

(1.74)

Nynf jiZ stac¢i propojit rovnice (1.73) a (1.74) a ziskdme hledanou Tolman-Oppenheimer-Volkoff
rovnici (zkracen€ TOV rovnici):

3 -1
dP(r) _ _Gmr(r)e(r) (1 . P(r))(1 want P(r))(1 B 2Gmr(r)) ’ (1.75)

dr r2 e(r) m,(r) r

kterd dava informace o vyvoji tlaku uvniti kompaktni hvézdy, pfi¢emz na povrchu je P(R) = 0. Prvni
¢len v TOV rovnici, tzn. % = —Gw je Newtonovsky clen (z hydrostatické rovnovahy), dalsi
Cleny predstavuji relativistické korekce (dle OTR), kde prvni korekce modifikuje hustotu p(r) a bere v
potaz vazbu gravitace na hustotu energie e(r) a tlak hmoty P(r), druhd korekce modifikuje hmotnost

m,(r) a pfiddva dalsi ¢len z tlaku hmoty a posledni korekce modifikuje polomér a bere v potaz zakfiven{
Casoprostoru popsané Schwarzchildovym faktorem (1.67) [11].

Z Einsteinovych rovnic mame pouze tii nezavislé a to rovnice (1.68), (1.73) a (1.74) a lze ukazat, Ze
ze slozky 22 ((1.66)) Einsteinovy rovnice neplyne dal$i omezen{ kdyZ namisto toho pouZijeme podminku
zachovani energie a hybnosti. JelikoZ jsou v rovnicich ¢tyfi nezavislé veliCiny (dvé metrické funkce a(r),
m,(r), hustota energie €(r) a tlak P(r)), potfebujeme jesté jednu rovnici k feSeni soustavy. Touto rovnici
bude vztah mezi hustotou energie a tlakem ve tvaru

P = P(e), pripadné € = €(P), (1.76)

kterd zafixuje vlastnosti hmoty ze které je hvézda tvorena. Tento vztah se nazyva stavova rovnice (ang-
licky equation of state, zkrdcené EOS) a popisuje hmotu v klasickych i kvantovych systémech. Obdrze-
nim vSech Ctyf rovnic jsme schopni popsat vlastnosti kompaktnich hvézd [11].
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Kapitola 2

Z.akladni termodynamické vztahy

2.1 Husta hmota a EOS

Zabyvejme se nyni termodynamickym popisem souborii (mikronaninicky, kanonicky, grandkano-
nicky), pfi¢emz pozdé€ji budeme uvazovat nulovou teplotu (kvili Fermiho degenerovanym plyntim). V
mikrokanonickém souboru je vnitfni energie dana zdkladni rovnici termodynamiky [11]:

dU =-P-dV+T-dS + ) p;-dN;, 2.1)
i

kde V je objem, P je tlak, T je teplota, S entropie a y; je chemicky potencidl a N; je pocet Céstic, pficemzZ
index i vyjadfuje i-ty typ Céstice. Vnitini energie je homogenni funkce objemu, entropie a poctu ¢éstic
U=UW,S,Ny,
U=-PV+TS + ) wNi, 2.2)
1

pficemZ po vydéleni objemem ziskdme hustotu energie

e=—-P+Ts+ Zuini, (2.3)
i

kde n;, s jsou hustoty ptivodnich N;, S. Vyjadiime-li tlak, mame

P=—-€+Ts+ Zﬂini- 2.4)
i

Nasim cilem je najit stavovou rovnici, nebot’ ta urCuje vlastnosti hmoty v kompaktnich objektech
jako reakci hmoty (ve velkych objemech) na gravitaci, rotaci a elektromagnetickd pole. Pocitejme nyni
s hmotou (ktera se obecné mtize sklddat z riznych Castic), pro kterou plati prvni zdkon termodynamicky
(2.1). V chemické rovnovéze jsou reakce ¢astic kompenzované zpétnou reakei a N; je konstantni [11].
Uvazujme, Ze energie systému se neméni, Ze systém nekond prici a nevyménuje teplo s okolim:

dUu =0, dv =0 ds =0 (2.5)

a tedy (2.1) se redukuje na
dU=0= Z :dN;. (2.6)
i
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Pomoci chemického potencidlu jsme schopni popsat podminky, kdy jsou riizné druhy ¢astic v rovno-
vaze. Je také spojen s energetickymi stavy ¢éstic (coZ ovliviiuje hustotu energie a tlak) a taktéZ pomaha
urcit, jak hmota reaguje na zmény tlakd, teploty atd. Vezméme nyni hmotu v 8 rovnovéze, tzn. me¢jme
idedlni studeny plyn elektront, protond a neutronti v chemické rovnovaze, kde je zachované baryonové
¢islo a ndboj, leptonové Cislo se nezachovava a chemicky potencidl je 0 [11] (rovnovdha zahrnuje S8
rozpad). Chovejme se k neutronim a protontim jako k volnym ¢asticim, takze ke slabé interakci

n—-p+e +v, 2.7

dojde kdyZ mé elektron dostateCnou energii, aby prekonal hmotnostni schodek mezi hmotnostmi ne-
utronu m, a protonu m, a to m, —m, = 1,29 MeV [11]. Opacna reakce

p+te —n+v, (2.8)
je elektronovy zachyt. V chemické rovnovaze (T = 0, u, = 0) je chemicky potencidl ¢astic
He + lp = Un. (2.9

JelikoZ se jednd o fermiony, podléhaji Pauliho vyluovacimu principu a zapliuji postupné energe-
tické hladiny aZ do nejvys§i tzv. Fermiho energie ! Ef; (tzv. degenerovany plyn kdy jsou kvantové efekty
velmi vyznamné,) a pro nulovou teplotu je energie, kterou je potfeba dodat ke pfidani fermionu, ddna

pravé Ef;, kterd je rovna chemickému potencidlu

Mi = EF,,‘ = 1,]{%’1. + ml.z, (210)

2 ¥z

kde kr; je Fermiho hybnost a m; je hmotnost i-té ¢astice. Dosazenim tohoto do (2.9) dostdvdme

VG +md+ I3 k= \JiG -+ m2. @.11)

Podivejme se nyni na zpisob, jakym zjistit, které Castice jsou favorizované ve velmi hustych latkach.
Hustota poctu Castic je dana integralem pies vSechny obsazené stavy, takZe pro degenerovany fermionovy
plyn se jednd o tzv. Fermiho sféru (polomér této sféry se nazyva Fermiho vektor kr neboli Fermiho

hybnost):
Bk g (. 2 gl g s
n; = glf@ = %ﬁ do stfO d¢£ dk k- = _27'[2 ng,i = _67T2kF’i (212)

kde g, je faktor degenerace (neboli pocet moznych kvantovych stavl jedné Cdstice se stejnou hybnosti).
Hmota je navic elektricky neutrdlni a tak pocet protond a elektronti musi spliiovat:

ne=n, = g,-ki, =g, ki, (2.13)
a faktory degenerace pro elektrony a protony jsou g, , = 2s + 1 = 2 nebot’ s = 1/2 je spin Céstic, pak

kF,e = kF,p- 2.14)

ProtoZe hmotnost neutronu je vét$i nez souCet hmotnosti elektronu a protonu, tzn. m, + m, =
938.79MeV < m, = 939.57MeV, je plyn sloZeny z protont a elektronid energeticky vyhodné&jsi pii

'Fermiho energie je energie pod jejiZ hladinou je dostatek orbitali pro dany pocet &4stic v systému neboli energie, pod
kterou je tolik kvantovych stavi, kolik je Castic v systému. [18].
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nizkych hustotach. Pfi kritické hustoté elektrond se potom Fermiho energie elektrond a protont scitaji a
dohromady daji hmotnost neutronu, ty se tak v latce zacnou vyskytovat a jejich kr,, = 0. Z rovnice (2.11)
tak mdme

G+ m2+ I+ i = m, 2.15)

kde kr,;, < m, pro nerelativistické protony a tedy

\/k%’,e + mg ~my—my, & k%’,e = (my, — mp)2 - mi (2.16)

Zajima nas, pii jaké hustoté nastane takovato situace, coz zjistime z urCeni kritické hustoty protond.
Do rovnice (2.12) dosadime (2.16) pro kr,; a vyuzijeme také faktu Ze n, = n,, (elektricky neutralni ldtka):

1 3/2 -
n=5s [0mn = mp)? —mZ|"" % 7.4 % 10% em ™, (2.17)

e
z ¢ehoz jiz miZeme urcit kritickou hustotu jako

pp=mpy-n,~12x10"g-cm™. (2.18)

Pri zvySujici se hustoté se zvySuje taktéZ pocet neutronil a postupné se vytvori hmota tvofend ne-
utrony. Pro ultrarelativistické limity (tzn. kg; > m;) 1ze opét dosadit do (2.11) a vyuZit neutrality latky a
méame tak

kF,n = kF,e + k[:’p = ZkF’p (2.19)

a umocnime-li celou rovnici abychom méli k; (protoZe n o« g - k;) aopét g = 2, pak mdme
8n, = ny, (2.20)

coZ znamend, Ze na kazdy proton je v latce v tomto reZimu piitomno osm neutrond. Diivodem je energe-

ticka vyhodnost; je snazsi do systému dodat elektricky neutrdlni ¢astici namisto dvou nabitych ¢astic pro
zajisténi elektricky neutrdln{ latky [11].

2.2 Stavova rovnice

Zkusme nyni najit stavovou rovnici ve tvaru

P = P(e). (2.21)

JelikoZ se jednd o bilé trpasliky a neutronové hvézdy, které jsou stabilni diky tlaku degenerovanych
castic [3], budeme brit v potaz fermionovy plyn, nejprve elektronovy pro bilé trpasliky. Vyjdeme-li z
rovnice (2.12) a vyuzijeme-li fakt, Ze degeneracni faktor elektrond je g, = 2 a /i # 1, mame

3
kF

_ 222
372h3 (2.22)

n
kde kr je Fermiho energie. JelikoZ je kaZzdy elektron neutralizovdn protonem (a ty jsou zase spojeny s
neutrony v jadre), je moZzné zanedbat hmotnost elektronu m, nebot’ hmotnost jadra my je patficné vyssi
a hustota je pak ddna
A
o =nmy—, (2.23)

z
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kde /% je pocet nukleont na elektron. Dosazenim do (2.22) a vyjadfenim kr dostdvame

7 1/3
kp = h(A—p3n2) : (2.24)

mp

Hustoté energie taktéZ prevazuje hmotnost nukleontii a tedy € ~ pc?. Piispévek elektronii do hustoty
energie je dan [19]:

kr
Eelektrony(kF) o h3 f VkZCZ + my 2¢4 k2dk =

kde x = kg /m.c a celkova hustota energie je tedy

1 + x2 —sinh~ ' (x)], (2.25)

A
€= nmnz + €elektrony- (2.26)
Abychom dostali Zddanou stavovou rovnici, je tfeba si jeste¢ vyjadrit tlak p, pficemz ze vztahu (2.1)
vyuZijeme, Ze pfi 7' = O plati:

p=| Y| ol de e (2.27)
oV |,

dn dn

kde € je dano rovnici (2.26) a kde u je chemicky potencidl elektronli. Pouzitim rovnic (2.27) a (2.25)
dostdvame integral:

8 kr K m*cd
kp) = dk = —<¢ 2x° = 3x) V1 + 22 + 3sinh ! (x)].2 2.28
pkr) ey o Jeesmid YT [2x” - 3x) x2 + 3 sinh™' (x)] (2.28)

Vykreslenim zavislosti € na p dostaneme kiivku tvaru €*/3 [19] jak lze vidét z grafu 2.1.

Tento tvar stavové rovnice se také nazyva polytropickd. Vezmeme-li v tvahu relativisticky plyn (kdy
jsou elektrony natolik stlaceny, Ze se stavaji relativistickymi), tzn. kr > m,, rovnice (2.28) se zjednodusi

na
B m4C5 kg /mec 3 B mch
pikr) = 355 ), wdu= a5

4/3
—_— 3 ~ , 2.29
mec) 1272 (AmN d ) rel€ (2:29)

coZ je vyse zmitiovana rovnice tvaru €*/3 a kde

hc (Zp 3 )4/3
| .

rel = 150 Ay (2.30)
Dals$im piipadem je nerelativisticky plyn, tzn. kr < m,, kdy se (2.28) zjednodusi na
P = Kuonrer€"”, (2.31)
kde , s
Kuonrel = #zme(%?mz) 2.32)

a tedy pro nerelativisticky elektronovy plyn v bilych trpaslicich ma rovnice tvar €/3.

ZVypocet integrilu pro p a € viz A.2, (A.46), (A.26)
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Obrézek 2.1: Vztah mezi tlakem p a hustotou energie € v modelu Fermiho plynu. Jednotky jsou ergs/cm?.
Modri ¢éra je vykresleni zdvislosti z rovnic (2.28) a (2.25), oranZov4 je potom vykreslena kiivka y ~ x*/3
pro demonstraci podobnosti.

2.2.1 Polytropy
Podivejme se jesté podrobnéji na polytropy. Polytropické stavové rovnice jsou obecné rovnice tvaru
P=K-n, (2.33)

kde K, T jsou konstanty a pro I" obecné plati [11]:

olnP
= ,
dlnn

(2.34)

kde n je hustota poctu ¢astic. Otazkou zdstava, jak do této rovnice zakomponovat € abychom ziskali
pozadovany tvar P = P(¢). Vyjdeme ze znamych vztaht jaderné fyziky, konkrétné z vazebné energie Ej,

na nukleon: £
A — (2.35)
A np

kde np je hustota baryoni v litce, my je hmotnost nukleonil a € je hustota energie. Rovnici (2.35) 1ze
prevést na pozadovany tvar (2.33) pomoci termodynamickych vztahd. Zderivujme tedy vyraz podle %:

0 (E 1 0
O (E)_ L 0« 236
ong\ A ng Ong né
a taktéZ zname vztah pro € (tzv. Eulertiv vztah pro nulovou entropii, [11]):
€=-P + Up - np. (2.37)
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Dosazenim (2.37) do (2.36) dostdvame:

0 P 0 (E P
%€ _up a izz__2+ﬁ_>_.(_):_2. (2.38)
ong ny ny np ong \A ny
nyni Ize vyjadfit tlak:
o(%)
P=n; . 2.39
np al’lB ( )

Hustota energie je termodynamickym potencidlem vyjadfenym jako € = e€(n) anebo je tlak termody-
namickym potencidlem vyjadfenym jako P = P(u), av§ak rovnice ve formé (2.33) neni termodynamicky

potencidl a nelze pifimo dopocitat chybéjici termodynamické proménné (e, i). VyuZzije se tedy triku a
zinvertujeme termodynamicky vztah mezi tlakem a hustotou energie (vyjdeme pravé z rovnice (2.39)):

da5)

P P
=2 o dS=ldn=Kn"dn, (2.40)
dn  n? n n?
kde se zaroven dosadil vztah (2.33). Integraci této dostadvame:
K
- - + const. 2.41)
n I'-1

a je tedy tieba jest¢ urcit konstantu. VyuZijeme faktu, Ze pro malou hustotu ¢dstic n — 0 je £ — m (kde
m je hmotnost Castice) a tedy:

K r-1
=m- . ) 242
€E=m-n+ 1 n ( )
Nyni miZeme dopocitat chemicky potencidl u pro polytropy:
d€ K * r -1
- — = —-. i 243
e =" " (243)

ProtoZe se v této préci jednd o kompaktni objekty, které maji obecné velmi vysokou hustotu a jsou
popsané pravé polytropickymi EOS, je tieba ovéfit zda tato stavova rovnice nenf akauzalni 3, tzn. pokud
by rychlost zvuku cg v latce prekrocila rychlost svétla v pfirozenych jednotkdch ¢ = 1. Rychlost zvuku
v latce je dana

oP dPdn
2
=—=—— 2.44
ST 9~ dnde (244)
kde s pouZitim (2.33):
dpP d 1 1
R I S (2.45)
dn de n m+ K%nr—l
a tedy dosazenim do (2.44)
K-T- -1
c§ = —Fn (2.46)
m+ Kggnt=!
a lze-li zanedbat m, pak ziskdvdme zjednoduSeny vztah
2=T-1<1eT<2 (2.47)

a tedy polytopy jsou akauzdlni pro I' > 2. Limitujici pfipad je I' = 2, coZ zarovenl udava co nejvetsi
pomér mezi tlakem a hustotou energie jako P = € a tedy cg =1.

3Kauzalita znamend e pfi¢ina musi vZdy pfedchdzet viem svym nésledkim v jakékoliv vztaZné soustavé. Informace (mi-
kroskopické nebo makroskopické) nemohou byt nikdy pfeneseny pies prostorocasovy interval nebo pfes zaporny casovy nebo
zaporny svételny interval [20].
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2.3 Kompaktni hvézdy

Podivejme se nyni, jaké sily piisobi v kompaktnich hvézdach, pficemz budeme brat v dvahu New-
tonovské hvézdy, u kterych nejsou zapotiebi korekce OTR. Vezméme nyni homogenni sféru o celkové
hmotnosti M s polomérem R a hustotou p(r). Zintegrujeme-li hustotu celé sféry od 0 do R, ziskdme
hmotnost m,(r) obsaZzenou v poloméru r:

R
my(r) = f drp(r') = 4n f dr'r 2o/ (r), (2.48)
0
pri¢emz diferencidlni tvar rovnice je
dm,(r) 2 B _ 3 B
4 - 4rrep(r), kdy r=0->m,(0)=0, r=R->m(R)=M. (2.49)
,

a protoze €(r) = p(r) - 2, tak
dm,(r) 4rrte(r)
dr &2

(2.50)

Ve hvézdé proti sobé neustale ptisobi dvé sily: gravitaéni a tlakova a tyto udrzuji hvézdu v rovno-
véaze, tzn. nemé tendence se hroutit nebo naopak roztrhat. Budeme tedy uvazovat sféru v hydrostatické
rovnovaze (do poloméru r), tzn. Ze tlak na plochu A je vybalancovan gravitacni silou [11]. Pfidejme nyni
na sféru slupku o tloust'ce dr a libovolné ploSe A, hmotnost slupky bude

dm,(r) = A - p(r)dr. 2.51)
a tato bude putisobit gravita¢ni silou
dv,
dF, = —Gw, dv = 2dQdr, (2.52)
r

kde G je gravitaéni konstanta a dQ je dhlovy element slupky na stied sféry a plati dA = r2dQ a tedy

mr(r)p(r)rdedr G m,(r) - pdAdr

dF, = -G 2 = 2 (2.53)
Tlakov4 sila vyrovnavajici tuto gravitacni a pisobici na element plochy je ddna
dFp =dP(r)dA (2.54)
a porovnanim téchto (pro hydrostatickou rovnovahu) ziskdme:
~(r) - pdAd
dFp = dF, = dA - dP() = -G PIAL" (255)
r
a po vyjadieni
dp
() __Gminp(r) 256
dr r?
coz je presné prvni slozka TOV rovnice (1.75). Okrajové podminky pro tlak jsou
P0) = P, P(R)=0 (2.57)

kde Pc¢ je centrdlni tlak ve sféfe. Rovnice bude tieba prevést do bezrozmérného tvaru, abychom ziskali
chtény graf zavislosti M(r) na R a P(r) na R.
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Kapitola 3

Zakladni prehled vysledku pro stavovou
rovnici jaderné hmoty

3.1 Bili trpaslici

Bili trpaslici jsou mrtvé hvézdy o hmotnosti M,,; zhruba jednoho Slunce (M,; = Mg), o poloméru
pfiblizné R,; ~ 5000 km a hustoté kolem p,q ~ 10°® g/cm? [3]. Takové hvézdy jiz nespaluji jaderné
palivo, ale postupné chladnou vyzafovanim svoji zbytkové energie.

Bili trpaslici jsou stabilni diky tlaku degenerovanych fermionu, konkrétné elektrond, ktery zabranuje
hvézdé v dal$im kolapsu, aviak tento fakt astronomové zpo&itku nevédéli. Ze se jednd o kompaktni
objekty vsak bylo patrné z prvnich pozorovani téchto hvézd. Hmotnost hvézdy Sirius B (jedna z hvézd
binarniho systému) byla napiiklad uréena aplikaci tfettho Keplerova zakona!, pfi¢emz prvni odhady se
pohybovaly od 0,75 Mg do 0,95 M, [3]. Z&fivy vykon L hvézdy byl odhadnut ze znalosti vzdélenosti od
Zem¢ a pozorovanym tokem na ﬁ zarivého vykonu Slunce. V roce 1914 potom W. S. Adams pozoroval
ze spektra Siriuse B [21], Ze se jednd o ,,bilou* hvézdu o teploté prfiblizné 8000 K a pouzitim Stefan-
Boltzmannova zékona L = 47R*0T* (kde o = 5,67 - 1078 Wm™2 K™ je Boltzmannova konstanta)
se polomér hvézdy R urcil na ~ 18800 km. V soucasné dobé jsou hodnoty veli¢in pro Sirius B M =
1,018 £ 0,011 Mg a R = 0,00864 + 0,00012 Ry, kde Ry je polomér Slunce [11]. A. Eddington to
zhodnotil jako [22]:

»Mdme hvézdu hmotnou priblizné jako Slunce a o poloméru jako md Uran.
a po ovéreni velikosti hvézdy z méfeni Cerveného posuvu Adamsem konstatoval, Ze

wAdams zabil dvé mouchy jednou ranou, nejen, Ze nasel novy zpiisob, jak otestovat Einsteinovu
obecnou teorii relativity, ale také zjistil, Ze ldtka 2000krdt hustsi neZ platina je nejen moznd, ale
dokonce pritomna ve vesmiru. “ [3].

Nebylo vsak jesté jasné, pro¢ hvézdy nekolabuji, az do srpna roku 1926, kdy Dirac formuloval Fermi-
Diracovu statistiku (jejiz zédklady poloZil pravé Fermi). V prosinci roku 1926 potom R. H. Fowler pouZil
tuto statistiku na svij vyzkum kompaktnich hvézd, aby vysvétlil fyziku bilych trpasliki a zjistil, Ze tlak
zabranujici gravitatnimu kolapsu hvézdy je pravé tlak degenerovanych elektroni [1].

'Druhé mocniny obé&Znych dob planet jsou pifmo imémé tfetim mocnindm hlavnich poloos jejich drah. Treti Keplertiv
zakon implikuje, Ze doba obéhu planety kolem hvézdy se rychle zvySuje s polomérem jeji drahy.
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Model bilych trpaslikid berouci v potaz relativistické efekty do stavové rovnice degenerovanych elek-
tronil potom zkonstruoval Chandrasekhar v roce 1931 [23]. Ten zjistil, Ze pro bilé trpasliky existuje ma-
ximdlni hmotnost Mcpandra = 1,4 Mg, pfiCemZ presnd hodnota zavisi na sloZeni hmoty ve hvézdée. Tato
maximalni hodnota hmotnosti je pojmenovana po svém objeviteli jako Chandrasekharova hmotnost a
vice ji rozebereme v ndsledujici podkapitole.

3.1.1 Vztahy mezi hmotnosti a polomérem polytrop a Chandrasekharova hmotnost
Budeme pracovat s jiZ odvozenymi rovnicemi pro kouli v hydrostatické rovnovéze a pro polytropy.
Ty jsou obecné definované jako (2.33), 1ze je vSak napsat také jako
P=K -p, (3.1

kde p = m - n je hustota pro &astici o hmotnosti m a K’ = K/m". Pro sféru v hydrostatické rovnovaze pak
plati viz (2.56):
dP(r) _ _ o) - p()

dr r? (3-2)
pfi¢emz pro m,(r) plati viz (2.48):
my(r) = f dr3p(r') = 4n fo ' dr'rp(r') (3.3)
a celkova hmotnost koule M o poloméru R je tedy:
M =m.(R) = 4r LR dr'r?p(r). (3.4)

K nalezeni feSeni diferencidlni rovnice (3.2) udélejme nésledujici predpoklady: gradient tlaku necht’
je dan priblizné rozdily mezi tlakem v centru (tzn. r = 0) P, = P(0) a tlakem na povrchu (r = R)

P(R) = 0. Primérn4 konstantn{ hustota je
3M

0= 35
P= 153 (3.5)
a vezmeme-li ¥ = R na pravou stranu rovnice (3.2), ziskdme:
dP AP P(0)-P(R) P, mp
—r—ar— =L x-G— 3.6
dr © AR R R~ R (36)
a dosazenim (3.5) dostdvame:
M M M?

Takovy vztah spojuje centrdlni tlak s hmotnosti a polomérem obycejné hvézdy v hydrostatické rov-
novize. Dile pouZijme stavovou rovnici pro polytropy, kde P o« p! a zbavme se tak centrélniho tlaku:

r 2
M) « M (3.8)

_ pr —=-T ’
Pkt k ) <
r
priemz P, o« G%—j je tlak zptsobeny gravitaci a P, oc K’ - (R—A’g) je tlak pasobici proti gravitacni sile.
Jejich srovnanim tak mame podminku na stabilitu hvézdy a po dpravach Ize dojit k vyrazu

’

K
M1 R « ol const. 3.9)

Pomoci této rovnice jsme pak schopni najit podminku pro polomér hvézdy v hydrostatické rovnovaze
v zavislosti na polytropickém faktoru I':
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r
e prol’ < 4/3: Gﬁg—f roste a K’ - (%) klesd spolu s R — 0, tedy gravitace bude hvézdu smrst’ ovat
a tlak pisobici proti této sile nebude dostatecny. Hvézda zkolabuje do ¢erné diry. Tato moznost je

tedy nestabilni.

. ; ) , \3/2
e pro I' = 4/3: z rovnice (3.9) ndm vyjde R = 1 a M = const., mdme tedy M o (%) . Zkusme
se jesté podivat na K’. Pro ultrarelativistické elektrony vezméme rovnici (2.29) a oznacme K’ =

hcz 23’ (kde m,, je hmotnost nukleonu), z ¢ehoz lze vidét proporéni vztah K/ « m; 3 a ted
1222\ Am, J prop n y
mame 3 s
1 1 1 1
n
a s vyuzitim vztahu G = 1/ m%, kde mp je Planckova hmotnost, ziskdvame
m

coZ je tzv. Chandrasekharova hmotnost.

e pro I' = 5/3: pro takovy polytropicky index se jednd o nerelativistické elektrony viz (2.31) a vztah
mezi hmotnosti a polomérem je
M- R* = const., (3.12)

takZe hmotnost je nepfimo imérnd objemu jako M o % a tudiZ s klesajicim polomérem hmotnost
narQsta.

e pro ' = 2: bude vztah mezi polomérem a hmotnosti zjednodusen na
M°R? = const. — R = const., (3.13)
a tedy polomér je nezavisly na hmotnosti hvézdy a neméni se.
e prol’ =2 + ¢ kde § > 0: vztah mezi hmotnosti a polomérem hvézdy bude
M - R = const. (3.14)
a tedy hmotnost hvézdy se zvySuje se zvétSujicim se polomérem.

e proI" — oo: ziskdvame limitn{ piipad pro nestlacitelnou kapalinu s konstantni primérnou hustotou
p o« M/R3. Mame tedy M> TR ~* = const., coz 1ze upravit:

M - R% = const, (3.15)
kdy mtizeme Cleny neobsahujici I' v exponentu zanedbat a tedy
M -R™3 = const. & R® « M, (3.16)
coz odpovida pripadu sféry, kterd je stabilni sama o sobé

Chandrasekharova hmotnost se d4 odvodit zavedenim tzv. Lane-Endenovych funkei a vyuZzitim vztahti
pro polytropy a kompaktni hvézdy. Jedna se vSak o delsi proces a pro tuto praci je dileZity spiSe vysle-
dek. Zavedeni funkcf a jejich pouZiti v rovnicich je dobfe vysvétleno v knize Compact stars [11]. Dle
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teorie vyvoje hvézd lze predpokladat, Ze se bily trpaslik sklddd z> “He, '’C nebo '°0. Vezméme tedy
jiZz odvozeny vztah pro Chandrasekharovu hmotnost [11], kterd je tvaru

27\’ me \o
Mchandra = 1,456 Mg (X) ‘ (ﬁ) , (3.17)

kde m, = m('>’C/12 = 931,49 MeV a my/A je pomér hmotnosti ku nukleonovému c&islu A a pomér
Z/A je pro vSechny jmenované prvky % = % PouZitim hmotnosti protonu m, namisto 1, by se hodnota
predfaktoru u Chandrasekharovy hmotnosti zménila na 1,435 M. Pro bilého trpaslika sloZzeného ze
7eleza °Fe by byl pomér % = % = 0,464 a tedy limitni hmotnost takového objektu by byla vyznamné
mensi, Mc;mndm(56Fe) = 1,257 M, avSak takovy bily trpaslik nemiZze podle standardni teorie vyvoje
hvézd vzniknout [11]. Takovy objekt taktéZ zatim nebyl pozorovan. Chandrasekharova hmotnost je tedy
maximalni hmotnost bilého trpaslika a svou hodnotou se bliZzi hmotnosti Slunce v zavislosti na slozen{

bilého trpaslika.

3.1.2 Bezrozmérné diferencialni rovnice pro bilé trpasliky

Pro bilé trpasliky ndm vystaci zaobirat se prvnim ¢lenem z TOV rovnice (1.75), tzn. Newtonov-
skym ¢lenem, plynu v hydrostatické rovnovaze a budeme tedy integrovat provazané diferencidlni rov-
nice (1.68) (pfi¢emz je nyni potfeba brat ¢ # 1) a prvni ¢len v TOV rovnici. Bil{ trpaslici nijak vyznamné
nezakfivuji prostorocas kolem sebe a navic efekty obecné relativity zacinaji byt dilezité ve chvili, kdy
pomér fz—Ag (tedy kompaktnost hvézdy, viz (1.3)) zacne byt nezanedbatelny (coZ se stane pravé v piipadé
neutronovych hvézd, [19]).

Definujme funkci M(r) = A;[l((:) kde My = 1,989 - 1033 g a dosazenim do prvniho &lenu TOV rovnice
(1.75) méame:

dp(r) _ GMoe(WM _ R Me(r)

dr R 02

kde Ry = GjZ’@ = 1,47 km, G = 6,6743 - 1078 cm’g~'s7? a ¢ = 2,997924 58 - 10'°cms~!. Veli¢iny
p(r), €(r) maji rozmér erg/cm® a tak definujme také bezrozmérnou hustotu energie € a tlak p jako:

(3.18)

P =€&pD, (3.19)
€=€F, (3.20)

kde € ma rozmér hustoty energie a jedna se o Skélovaci faktor.

Pro polytropu Ize tedy psat

p=K-€’, (3.21)
kde K = K - eg_l je bezrozmérné, aviak je snaz§i vyfesit rovnici (3.18) pro p, takZe si vyjadieme e(p):
€= %. (3.22)
e
Dosazenim téchto bezrozmérnych veli¢in do (3.18) tedy ziskavame:

dp _ GeM() _ eM(r) Ry _ M»p(n'” P M(r)

— == =- — = Ry=——— - @, (3.23)

dr c2rie r? € 2R r?

2Vzhledem k tomu, Ze se jednd o kompaktni objekt, by byl bily trpaslik jako diamant.
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kde R R
0 0
=5 = 1’ (3.24)
K (K'Eo YWy

pfi¢emz rovnice (3.23) ma rozmér km™!, protoZe a a Ry maji rozmér km. Hodnotu « si lze libovolné
volit a pro danou hodnotu « 1ze potom z rovnice (3.24) dopocitat € jako:

ni-r
o-(2(2)) .

Do bezrozmérného tvaru je také tieba prevést rovnici (2.50), kam zavedeme jizZ bezrozmérné p(r) a m(r)
a ziskame:

M _ 4rr’e 4”r2€o(ﬁ)1/y _ B2 B\

- = = 3.26
dr My Mg \K (3.26)
kde 4
74))
B=——- (3.27)
M®C2K

Rovnice (3.26) m4 taktéZ rozméry 1/km, konstanta S potom 1 /km?.

Tyto provazané diferencélni rovnice (3.23) a (2.50) budeme integrovat od stfedu hvézdy, tj. r = 0.
Pocatecni podminky tedy budou pro M(@0)=0a pro p(r) > 0, pficemz polomér hvézdy R a jeji hmotnost
M(R) = M se budou mé&nit v zdvislosti na volb& téchto po&ite¢nich podminek. Z divodd numerické
stability ulohy je také dobré volit konstanty «, 8 vzdjemné neprili§ odliSné. Integrace probéhne v pro-
gramovacim jazyce Python. PouZivdme funkci solve_ivp z knihovny scipy pro Python, kterd k feSeni
pouZziva explicitni metodu RK45 (adaptivni metoda typu Rungu-Kutta)

3.1.2.1 Nerelativisticky fermionovy plyn z elektronu

Vezméme nejprve piipad, kdy bude centrdlni tlak hvézdy maly a elektrony tak budou nerelativistické,
tzn. kp < m,. Pro hvézdu to znamend, Ze degenerovany tlak elektrond je schopen udrZet mensi hmot-
nost (aby hvézda byla v rovnovéze) a tedy se bude jednat 0 méné hmotné bilé trpasliky, nez v pripadé
vysokych centrdlnich tlak. Hvézdy v tomto rezimu lze popsat pomoci rovnice (2.31), tedy polytropicky
exponent je y = 5/3. Dopocitejme konstantu Kj,,,r.; pomoci vztahu (2.32) a dile zkusme zvolit konstantu
a = 0,05 km a tedy dle (3.25):

€ = 2,488 - 10°7 ergs/cm® = 0,01392 Moc?/km? (3.28)
Dopoctéme jesté konstantu 5 dle (3.27) a mame tak

B =0,005924 km ™. (3.29)

Pro integraci jsme nejprve zvolili hodnotu p(0) = 1072, aviak takova hodnota ndm vritila hvézdu
o hmotnosti M ~ 3 Mg a poloméru R ~ 5300 km, avSak dle Chandrasekharovy hmotnosti (3.17) je takovy
trpaslik nemoZny. Problémem je, Ze takovy centrdlni tlak nespliiuje nds nerelativisticky predpoklad, tedy
kr < m,. Je tieba vybrat mnohem mensi centralni tlaky, napf. p(0) = 4 - 10”1, V tabulce 3.1.2.1
I1ze vidét porovnani hodnot polomérd R a hmotnosti M pro jednotlivé pocatecni centrdlni tlaky p(0).
Hmotnosti téchto trpasliki jsou pomérné nizké a zavisi na volbé centralniho tlaku (¢im niZsi tlak, tim
niz§{ hmotnost hvézdy), poloméry potom se snizujicim tlakem nardstaji. Na grafech 3.1 a 3.2 jsou potom
vykresleny zavislosti M(r) narap(rynar.
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Obrézek 3.1: Hmotnost bilého trpaslika M(r) v Mg, vykreslend v zavislosti na jejim polom&ru r v km.
Kfivka je vysledkem integrace provdzanych diferencidlnich rovnic (3.18) a (3.26) v nerelativistickém
reZimu pro centralni tlak p(0) = 10716,
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Obrazek 3.2: Bezrozmérny tlak bilého trpaslika p vykresleny v zavislosti na jejim poloméru r v km.
Kfivka je vysledkem integrace provdzanych diferencidlnich rovnic (3.18) a (3.26) v nerelativistickém
reZimu pro centralni tlak p(0) = 10716,
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ﬁnonrel(o) Rnonrel [km] Mnonrel [MO]
10713 10613,5 0,3940
10716 13360,4 0,1974

Tabulka 3.1: Tabulka spoctenych hodnot polomérd R v km a hmotnosti M v Mg, pro bilé trpasliky v
nerelativistickém reZimu.

3.1.2.2 Relativisticky fermionovy plyn z elektronu

Integrujme nyni rovnice v relativistickém rezimu, tzn. plati kr > m,. Tento rezim tedy plati pro
ty nejhmotné&jsi bilé trpasliky, nebot’ budou ve svém centru mit nejvétsi tlak, ktery zptsobi, Ze stlacené
elektrony budou relativistické. Takovd kompaktni hvézda se d4 popsat prave rovnici (2.29), kde exponent
polytropy je ¥ = 4/3. Metodou pokus-omyl zvolime konstantu a:

a =Ry =1,473km, (3.30)
z ¢ehoz 1ze dle rovnice (3.25) dopocitat

€ = 7,463 - 10°% ergs/cm® = 4, 17 Moc? /km?. (3.31)

Vsimnéme si, Ze tato hustota energie je mnohem vyssi, neZ pro hvézdu v nerelativistickém rezimu.
Pro kr > m, lze dopocitat S pomoci rovnic (2.30) a (3.27) a hodnota je tedy

B =152,461/km>, (3.32)

coZ je sice zhruba tficetkrat vétsi, neZ a, ale pro nasi numerickou metodu zvladnutelné. Zprvu zkusme
zvolit pocéatecni tlak p(0) = 1. Z této pocatecni podminky vSak vychdzi hvézdy o poloméru R ~ 2 km,
avak dle ocekavani bychom méli ziskat polomér hvézd R ~ 10* km. Problém tkvi v hustoté energie
€ = 4,17 Moc?/km?. Zkusme odhadnout stfedni hodnotu hustoty energie bilého trpaslika o daném
R ~ 10* a hmotnosti M, jako pomér jeji klidové energie ku objemu:

M@C2

(e) ~ = 1072 Myc? /km?, (3.33)
coZ je mnohem mensi, neZ predchozi spoctend hodnota. Navic, plati-li (2.29), pak by tlak mél byt asi
2000krat mensi, neZ hustota energie. Zkusme tedy zvolit pocateéni tlak jako p(0) ~ 1071,

V tabulce 3.1.2.2 1ze vidét jednotlivé hodnoty polomért R a hmotnosti hvézdy M v zavislosti na volbé
pocatecnich podminek, pfi¢emz si Ize pov§imnout, Ze hmotnost hvézdy se (témér) neméni s ménicim se
centrdlnim tlakem p(0).

ﬁrel(o) Rrel [km] Mrel [MG]
10714 4958,3 1,2438
10715 8808,5 1,2410
10-16 15696 1,2449

Tabulka 3.2: Tabulka spoc¢tenych hodnot polomérti R v km a hmotnosti M v Mg, pro bilé trpasliky v rela-
tivistickém rezimu.

Tento vysledek je spravny [19]; hmotnost bilého trpaslika nezdvisi na volbé tlaku v jeho stfedu.
Je tomu tak nebot’ zvySovanim centrdlniho tlaku se hvézda stava pouze vice kompaktni, nikoliv vice
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hmotnou. Na grafech 3.3 a 3.4 1ze vidét zavislost M(r) nara p(r) nar. V§imnéme si, Ze pro r g 8 000 km
se tlak velmi zmens$i a monoténné klesa k nule (oproti pfedchozimu nerelativistickému rezimu, kdy
hvézda takto rychly pokles tlaku neméla). Pro hvézdu by to znamenalo, Ze ma vysokou posledni vrstvu
(atmosféru) [19]. Tyto hvézdy maji také mensi polomér nez v predchozim nerelativistickém rezimu.

o = =
© o N

M(r) [Mo]
o
o

0.4
0.2
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0 2000 4000 6000 8000
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Obrézek 3.3: Hmotnost bilého trpaslika M) v Mg vykreslend v zavislosti na jejim poloméru r v km.
Kfivka je vysledkem integrace provdzanych diferencidlnich rovnic (3.18) a (3.26) v relativistickém re-
zimu pro centrélni tlak p(0) = 10713,

Ani jedna z téchto polytrop vsSak neni zcela fyzikdlni nebo alespoii ne pro vSechny reZimy. Nere-
lativisticky predpoklad totiZz selhdva pro centrdlni tlaky p(0) > 107!# (tzn. pro hmotn&ji{ a také Castéji
pozorované bilé trpasliky) a relativisticky reZim zase nebude fungovat pro piipady, kdy se tlak limitné
blizi 0, tzn. ve svrchnich vrstvach hvézdy. Otdzkou tedy je, zda jsme schopni najit takovou stavovou

rovnici, kterd by byla schopna pokryt cely rozsah tlakd pro bilé trpasliky.

Takovy ptipad pro bilé trpasliky v této praci zahrnovat nebudeme, nebot’ se do néj ponoiime vice
az v sekci pro neutronové hvézdy. Predpis pro stavovou rovnici takového reZimu by mél obecné byt
tvaru

€P) = Aonret D7 + Arer - B, (3.34)
pfiCemZ druhy Clen bude prevlddat pro vysoké centrdlni tlaky (nebot’ jde o relativisticky reZim), avSak
prvni Clen bude vyznamnéjsi pro nizké centrdlni tlaky, tedy pro nerelativistické kompaktni objekty. Ta-
kovou rovnici pak lze pouZit namisto p(r) v pravych strandch rovnic (3.26) a (3.23) pro bilé trpasliky

a taktéZ v bezrozmérnych diferencidlnich rovnicich pro neutronové hvézdy, které teprve odvodime.

3.2 Neutronové hvézdy

V &asti o bilych trpaslicich jsme zavedli Chandrasekharovu hmotnost Mcpanarqa = 1,4 Mg. Co se vSak
déje s hvézdami prekracujicimi hmotnosti Slunce? Roli OTR v tpravé zavislosti hmotnosti na poloméru
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Obrazek 3.4: Bezrozmérny tlak bilého trpaslika p vykresleny v zdvislosti na jejim poloméru r v km.
Kfivka je vysledkem integrace provdzanych diferencidlnich rovnic (3.18) a (3.26) v relativistickém re-
zimu pro centrélni tlak p(0) = 10713,

hvézdy poprvé uvedl Kaplan [3]. Navrhl, Ze OTR indukuje dynamickou nestabilitu pro poloméry mensi,
neZ 1,1-103 km. Po objevu neutronu si védci uvédomili, Ze pii velmi vysokych hustotdch budou elektrony
s protony vytvaret neutrony (jako je tomu v (2.7)). Motivaci tedy byl ndpad, Ze zdroj energie hmotnéj-
§ich béznych hvézd by mohl byt inverzni 5 rozpad. Pozdéji pdnové Schatzman [24] a nezdvisle Wheeler
a Harrison [25] zakomponovali inverzni 8 rozpad do stavové rovnice pro bilé trpasliky a ndsledné Schat-
zman a Harrison, Wakano a Wheeler ukdzali, Ze ndsledkem bude taktéZ dynamick4 nestabilita v nejvice
hmotnych (tzn. M > M) bilych trpaslicich o polomérech R < 4- 103 km [26]. Objekty by nebyly stabilni
aZz dokud by vSechny elektrony a protony nebyly stlaceny dohromady. Pfi tak vysokych hustotich by
se vSak plyn sklddal prevazné z neutrond a v takovém piipad€ by pro hmotnost platilo M ~ Mg a pro
polomér pak R ~ 10 km. To znamenalo novou tfidu kompaktnich objektti - neutronovych hvézd, které
byly navrZeny ve tficatych letech.

Myslenku hvézd, ve kterych jsou Castice stlaceny natolik, Ze se objekt podobd gigantickému jadru
atomu mél uz Landau [5]. V roce 1934 pak Baade a Zwicky navrhli, Ze pii velmi vysokych hustotich
a malych polomérech by existovaly tzv. neutronové hvézdy, které by byly gravitatné mnohem silnéji
svazané neZ bézné hvézdy [4]. Navrhli také, Ze takové objekty by se mohly tvorit pii vybuchu hvézd,
tzv. supernovich. Prvni vypocty tykajici se modelu neutronovych hvézd sloZenych z idedlniho plynu
volnych neutront pfi vysokych hustotach potom provedli Oppenheimer a Volkoff [27]. Do té doby se
obecné predpoklddalo, Ze v béZnych hvézdach (jako je napf. Slunce) je zdrojem slunecni energie ne-
utronové jadro (a pravé inverzni 8 rozpad). S porozuménim termojadernych reakci se vSak neutronové
hvézdy nijak vyznamné nezkoumaly.

V roce 1962 vsak byly objeveny zdroje rentgenovych paprskii nepochdzejici ze Slunce a zajem o ne-
utronové hvézdy tak vzrostl. Astronomové si mysleli Ze teleskop zaznamenal mladou a horkou neutro-
novou hvézdu a zacali pracovat na vypoctech chladnuti té€chto objektl. S timto objevem se teoretikové
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zacali zajimat o vlastnosti rovnovahy kompaktnich hvézd a celkové o kolaps jadra hvézd, avSak fyzici
stale nebrali myslenku neutronovych hvézd (nebo Cernych dér) vazné [3]. To se vSak zménilo v roce
1967, kdy Jocelyn Bell pozorovala pravidelné se opakujici radiovy signdl [6]. Gold narvhnul, Ze by se
mohlo jednat o rotujici neutronové hvézdy a tato myslenka je pfijimana dodnes [28]. Trvalo tedy pies 30
let, neZ se z mySlenky neutronovych hvézd stala obecné pfijimand teorie patiici do teorie vyvoje hvézd.

3.2.1 Bezrozmérné diferencialni rovnice pro neutronové hvézdy

V ptipadé neutronovych hvézd je jiZ potfeba do rovnic zavést taktéZ korekce obecné relativity, které
je ovSem také nutno prevést do bezrozmérného tvaru. Budeme pouzivat stavové rovnice pro plyn tvo-
feny pouze neutrony, avsak takovyto model neodpovidd zcela redlnym neutronovym hvézdam, protoze
ty se sklddaji taktéz z urCité ¢asti z protont a elektront, aby neutrony nepodléhaly samovolnému roz-
padu slabou interakei [19]. Model plynu slozey pouze z neutroni také zanedbava nukleon-nukleonové
interakce, které vSak vyznamné prispivaji k celkové hustoté energie. V této praci v§ak chceme zejména
ukdzat rozdil v pouZiti celé TOV rovnice pro neutronové hvézdy oproti pouZiti pouze jejiho prvniho
¢lenu pro sféru v hydrostatické rovnovaze pro bilé trpasliky, pro coz ndm bude postacovat plyn sloZeny
pouze z neutront.

Stejné, jako v piipadé odvozovani bezrozmérnych diferencidlnich rovnic pro bilé trpasliky, vyuZzi-
jeme zavedeni veliCin (3.19) a (3.20) a vyuzijeme také (3.21) a M(r) = AA/(J—(@’) Toto dosadime do celé
TOV rovnice, tedy

dp(r) M(r)e(r) p(r) r p(r) 2GM(n)\”
=— 1 1+4 1- . .
5 G 3.3 ( + E(r))( + ﬂM(I")Cz)( e ) (3.35)
Dosazenim p(r) a M(r) pak ziskdvame rovnici
—_ e j— 3 — A A -1
dp(r) _ _GeM@ M) L+ p(r)eo L+ dnr p_(r)eo |- 2GM(r)Mg ’ (3.36)
dr rr g e(r) Moc® M) ctr
déle dosazenim (3.20) a Ry = GZZ]‘D se rovnice prepiSe do tvaru
—_ N — 3 — -— -1
dp(r) - R, e(MM(r) |+ [_)(r) L+ 4rr ' ;ir)eo |- 2M(r) Ry| . (3.37)
dr r? €(r) Moc?  M(r) r
Naposledy dosadime (3.22) a (3.24) a ziskdvdme tak
dp() __ P OMO) (| PO\, A p0e)(r=2MOR,
dr r? €(r) Moc?® M) r
—1/y . _ - 3=,
= oL rz(r)(l +17v1(r)1<”7)(/\4(r)+ 4”22‘;;”60)( 2/\_;( = ) (3.38)
© r— Ry

Vztah pro druhou diferencialni rovnici do nasi soustavy je potom stejny, jako pro bilé trpasliky, tzn.

M)
dr

drey

prr -, kde B=——.
M@CZE Y

(3.39)
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Pocatecni podminky budou stejné, jako v pfipade bilych trpaslikd, tedy pro M(@©0)=0a pro p(r) > 0,
pricemz polomér hvézdy R a jeji hmotnost M(R) = M se budou ménit v zdvislosti na volb& pocateCnich
podminek. Vykresleni zdvislosti (a tedy feSeni provdzanych diferencidlnich rovnic) p(r) a M(r) na R
probéhne opét v programu Python pouZitim funkce solve_ivp z knihovny scipy pro Python, kterd k feSen{
pouziva explicitni metodu RK45 (adaptivni metoda typu Rungu-Kutta).

3.2.1.1 Nerelativisticky fermionovy plyn z neutroni

V rezimu pro nerelativistické neutrony budeme postupovat velmi podobné, jako tomu bylo v pripadé
nerelativistickych elektroni v bilém trpaslikovi, pouze namisto hmotnosti elektronu m, pouzijeme hmot-
nost neutronu m,. V tomto reZimu tedy bude opét platit kr < m, a tedy polytropicky faktor je opét
v = 5/3. Dosazenim hmotnosti neutronu do vztahu (2.32) tedy mame

Kyonreins =

h? ( 3n2Z

5/3
—_ = 6,483 - 10726 cm? ergs?/°. (3.40)
1572m,,

Am,c?
Konstantu « si zvolme jako @ = 1 km a tedy z rovnice (3.25) a pouZzitim Ry = 1,47 km miZeme dopocitat
€ = 1,603 - 10*® ergs/cm® = 0,08969 Moc? /km?. (3.41)

ProtoZe K = K - Eg_l, Ize s vyuZzitim (3.21) a (3.27) dopocitat
K=1,914 a B=0,76361/km’, (3.42)

pfi¢emz a, B jsou podobného fadu. Abychom ziskali primérnou hustotu typické neutronové hvézdy
o hmotnosti cca 1 Slunce a poloméru 10 km [19], zkusme jako pocatecni podminku nastavit p(0) fadu
10™* a mensi. V grafech 3.5 a 3.6 lze vidét vykresleni zavislosti hmotnosti M(r) na poloméru r a p(r)
na r jako vysledek integrace rovnic (3.39) a (3.38). Stejné jako v piipade bilych trpasliki se jedna o méné
hmotné hvézdy a Ize si také v§imnout, Ze s klesajici hmotnosti ubyva gravitacni sila a hvézda tudiz ma
veétsi polomér.

3.2.1.2 Relativisticky fermionovy plyn z neutronu
V tomto rezimu vyuZijeme taktéZ polytropickou EOS, avsak polytropicky faktor je y = 1 a naSe

EOS mé tvar p = %e [11]. V takovém piipad€ je snadné dopoCitat konstanty, nebot’ plati K = K = 3
a konstantu & nechdme stejnou jako v pfechozim reZimu, tzn. € = 0, 08969 Myc?/km?>. Zvolme nyni

—

@ =3R) =4,428km, potom pS=3,3741/km’. (3.43)

V relativistickém rezimu o¢ekdvdme centrdlni tlaky vétsi, neZ fadové 10~*. Integrovat budeme opét
provazané diferencidlni rovnice (3.39) a (3.38). V grafech 3.7 a 3.8 Ize pak vidét vykresleni zavislosti
hmotnosti M(r) na poloméru r a p(r) na r pro pocateéni podminku centralniho tlaku p(0) = 0,001. Na
téchto grafech si lze povSimnout, Ze tentokrat ndm vysla hvézda o poloméru az 75 km. Problémem je totiz
tlak, ktery monoténné klesa k O a stdle se tak zmenSuje, nikdy vSak k 0 nedojde. Tento jev by mohl byt
zplsobeny tim, Ze Castice ve vné&jsich slupkach neutronové hvézdy jiZ nejsou relativistické nebot’ jejich
hustota klesa. Bylo by tedy dobré zkusit najit stavovou rovnici pokryvajici vSechny reZimy relativity -
od kr <« m,, po kr > m,, o coZ se pokusime v nésledujici ¢asti.
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Obrézek 3.5: Hmotnost neutronové hvézdy M(r) v Mg, vykreslend v zdvislosti na jejim polom&ru r v km.
Kfivka je vysledkem integrace provdzanych diferencidlnich rovnic (3.39) a (3.38) v nerelativistickém
rezimu pro centralni tlak p(0) = 107°.
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Obrézek 3.6: Bezrozmérny tlak hvézdy p vykresleny v zdvislosti na jejim poloméru r v km. Kfivka je
vysledkem integrace provdzanych diferencidlnich rovnic (3.39) a (3.38) v nerelativistickém reZimu pro
centralni tlak p(0) = 1076,
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Obrazek 3.7: Hmotnost neutronové hvézdy M) v My vykreslend v zavislosti na jejim poloméru r v
km. Kfivka je vysledkem integrace provdzanych diferencidlnich rovnic (3.39) a (3.38) v relativistickém
rezimu pro centralni tlak p(0) = 1073.
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Obrézek 3.8: Bezrozmérny tlak hvézdy p vykresleny v zdvislosti na jejim poloméru r v km. Kfivka
je vysledkem integrace provdzanych diferencidlnich rovnic (3.39) a (3.38) v relativistickém reZimu pro
centralni tlak p(0) = 1073.
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3.2.1.3 Stavy pro ruzné rezimy relativity

Zkusme tedy najit stavovou rovnici pro vSechny reZimy relativity. Jak jiZ bylo zminéno v ¢4sti o bi-
Iych trpaslicich, 1ze propojit stavovou rovnici pro nerelativisticky rezim s EOS pro relativisticky rezim
jako

é(p) = Anonrelﬁy5 + AvelD, (3.44)

kde tentokrat ve druhém Clenu (pievladajicim pro vysoké centralni tlaky) je exponent tlaku roven 1 a kde
Aponrel @ Arer jsou bezrozmérné konstanty, které l1ze urcit fitem. V tomto piipade je dobré zvolit Skdlovaci
faktor jako

4.5 2
M
€= —1 = 5346 1005 = 0,003006—2 (3.45)
(3n2h)3 cm3 km?
a konstanty Ajoprel, Arer 1ze s presnosti lepsi nez 1% urcit na [19]
Aponrel = 2,4216 a Ao = 2,8663. (3.46)

Zvolme @ = Ry = 1,476 km, z ¢ehoZ lze dopocitat § = 0,03778. Program ponechme podobny jako
v ptipad€ neutronovych hvézd v nerelativistickém reZimu a dosad’'me stavovou rovnici (3.44). Pro poca-
tecni tlak p(0) = 0, 01 pak ziskdme nédsledujici hodnoty poloméru R a hmotnosti M:

R =13,5km M =0,712 M, 3.47)

a pro takto hmotnou hvézdu jsou jiZ dobfe patrné efekty OTR, pricemZ z (1.3) lze vidét, Ze po zapoCitani
efektd OTR je rozdil oproti klasické Newtonovské hvézdé asi 8 %. Grafy zavislosti M na r a p na r jsou
k nahlédnuti na obrdzcich 3.9 a 3.10.

r [km]

Obrazek 3.9: Hmotnost neutronové hvézdy M) v My vykreslend v zavislosti na jejim poloméru r v
km. Kfivka je vysledkem integrace provazanych diferencidlnich rovnic (3.39) a (3.38) ve stavu pro rizné
rezimy relativity se stavovou rovnici (3.44) pro centralni tlak p(0) = 1072.
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Obrazek 3.10: Bezrozmérny tlak hvézdy p vykresleny v zavislosti na jejim poloméru r v km. Kfivka
je vysledkem integrace provazanych diferencidlnich rovnic (3.39) a (3.38) ve stavu pro rtizné rezimy
relativity pro centralni tlak p(0) = 1072,

Zkusme nyni vykreslit priibéh hmotnosti M na poloméru R pro vice hodnot centrdlnich tlakid p(0),
pfi¢emZ zvolme napft. p,,;,(0) = 10~* a p,,,.(0) = 10?. Na grafu 3.11 Ize pak vidét priib&h této zavislosti
s takovou konkrétni volbou centrdlnich tlaki, pocet krokli numerické metody byl nastaven na 100. Na
grafu lze vidét, Ze méné hmotné a mensi hvézdy se nachdzi vice vpravo a ndleZi mens$im centrdlnim
tlakim. Se zvétSovanim tlaki se zvétiuje také hmotnost, kterou hvézda miZe mit a byt stabilni. Cim
hmotnéjsi hvézda, tim vEtsi gravitaéni sila na ni pisobi a hvézda se tak vic stlacuje a tedy se zmensuje
jeji polomér (pfiblizné stfed grafu, kdy R *9km a M =~ 0,7 Mg). Pro hodnotu centrdlniho tlaku pfi-
blizné p(0) = 0, 027 dosdhneme maximalni hmotnosti hvézdy M,,,, = 0,74 M pro polomér R ~ 12 km.
Reseni za timto maximem (vlevo od né&j) pak odpovida nestabilnim hvézdam podléhajicim gravitaénimu
kolapsu, ze kterych se tudizZ stanou ¢erné diry. Poloha maxima této zavislosti a tedy hodnoty M, a k ni
piislusejicimu poloméru se budou ménit v zdvislosti na pouZité EOS [11]. Maximalni hodnoty pochéze-

3
jici ze zavislosti 3.11 jsou fddoveé podobné hodnotdm Landauovy hmotnosti My, = "% = % = 1,848 My

2L = 2 = 2,729 km, kde m je hmotnost fermiont a mp je Planckova
n n

hmotnost. Zavedeni Landauovy hmotnosti a poloméru je dobfe vysvétleno v knize Compact stars [11] a
fadové by mély obecné souviset s maximalnimi hodnotami hmotnosti a poloméri kompaktnich objekta.

a Landauova poloméru R; =

3.2.2 Pulsary

Jelikoz se tato prace zaobira neutronovymi hvézdami, je zapotiebi si priblizit kontext pulsard. Jak
jiz bylo zminéno, prvni pulsar pozorovala Jocelyn Bell-Burnell kdyZ pracovala na své praci ohledné
vyzkumu scintilaci v meziplanetarnim médiu, jejichZ ptivod 1ze hledat v zafeni kvasart [6]. Po nastaveni
radiové antény bylo jejim ukolem analyzovat data ve formé grafli na papite, které byly produkovany
v délce kilometrl. Jocelyn si vSimla pravidelné se opakujiciho signdlu vykazujici svij ptivod mimo
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Obrazek 3.11: Hmotnost hvézdy M(r) v Mg a polomér R v km pro neutronovou hvézdu tvofenou istymi
neutrony s pouzitim EOS pro femionovy plyn. Prava cast grafu ukazuje hvézdy s niz$i hmotnosti a vétSim
polomérem odpovida niz§im pocatecnim tlaklim, leva ¢ast jsou potom hvézdy podléhajici gravitatnimu

kolapsu.

slunecni soustavu. Tento signdl byl natolik pfesny, Ze mezi prvnimi ndpady na zdroj byli mimozemst’ ané.
Pozdéji vSak objevila dalsi tfi takové signély takového typu, coz uz poukazovalo na jejich pfirodni pavod.
Jednalo se opét o pulzujici radiové zdroje - zkrdcené pulsary, pfiCemZ tento ndzev vymyslel novindf
Anthony Michaelis [11]. Prvni objeveny pulsar mél pak periodu 1,3 s.

Pravidelné pulsy pritom mély tfi zdkladni charakteristiky:

o doba mezi pulsy byla kratkd v rozmezi milisekund - sekund
e pulsy byly extrémné presné

e doba mezi jednotlivymi pulsy se prodluzovala.

Emituje-li zdroj koherentné z néjakého mista, pak velikost tohoto mista (plochy) nemiZe byt vétsi, neZ
vzdalenost, kterou svétlo urazi za dobu emise a tedy zdroj zafeni nemtiZze byt vétsi, nez ér = c¢- ot ~ 4800
km, kde c je rychlost svétla, 6r je plocha zdroje a dt je doba emise. Dava tedy smysl, Ze zdroj spada do
kategorie kompaktnich objekt, tzn. kompaktni hvézdy nebo &erné diry. Cerné diry vSak musi interagovat
s obyCejnou hmotou, aby zarily (napr. mit kolem sebe akrecni disk) a tedy ty rovnou Ize vytadit. Navic,
ve fyzice plasmatu takto pravidelné opakujici se zdroje nejsou zvykem. Jako zdroje tedy zbyvd uvazovat
bud’ bindrni systémy, oscilujici kompaktni hvézdy nebo rotujici kompaktni hvézdy. Zkusme tedy prijit
na to kterd z téchto tvah je spravnd.

Bili trpaslici maji poloméry nékolika tisic km a tedy bindrni systém sloZeny ze dvou trpaslikd by
byl vétsi, nez je povoleny limit a tedy lze je taktéz vyradit. Binarni systém neutronovych hvézd by
byl povoleny, avSak jak se neutronové hvézdy stile pfiblizuji a ztraci energii v dasledku vyzarovani
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gravitacnich vIn, doba mezi pulsy by se zkracovala coZ nesouhlasi s pozorovinim. Lze tedy vyfadit
binarni systémy kompaktnich hvézd.

Podivejme se nyni na oscilace kompaktnich hvézd. Typicka oscilaéni perioda hvézdy T mizZe byt
popsédna predpokladem stojaté viny s vinovou délkou danou polomérem R sféry a tedy A4 ~ R. Disperzni
relace pro zvukovou vinu je pak dana rychlosti zvuku ¢, jako

R
cs=A-v~ T (3.48)

kde v je frekvence. Rychlost zvuku lze odhadnout pouZiti EOS tvaru ¢ = P./p, kde P, je centrdlni tlak
ap ~ M/R? je primérn4 hustota hvézdy. Centraln{ tlak 1ze brit z rovnice pro hydrostatickou rovnovéhu
jako

(3.49)

kde G je gravitani konstanta. Propojme rovnice (3.49), zminénou EOS a p a ziskdme kompaktnost

hvézdy
GM

2~ — =C. (3.50)
Oscilacni perioda se tedy da prepsat z rovnice (3.48) jako
R R 1 1 1 3\
T~—~—~—.R3/2~—~1h-(&) . (3.51)
\VC Gu VGM Gp p

Dosadime-li do rovnice priimérnou hustotu Slunce p = 1,4 g/cm?, ziskdme periodu jedné hodiny. Ty-
pickd primérna hustota bilého trpaslika je pak p = 10° g/cm? [11], ziskdme periodu v fddech sekund.
A dosazenim hustoty pro neutronovou hvézdy p = 10'* g/cm? ziskdme periody krat$i nez 1 ms. Takové
periody jsou shodné s témi pozorovanymi u pulsarl, ale pozorovany rozsah period pulsii ndm dava jen
jednu charakteristickou frekvenci z oscilaci.

Vezméme nyni rotujici kompaktni hvézdy. Maximalni dhlova frekvence w se d4 zjistit, pokud dame
do rovnovéhy odstfedivou silu s gravitani pro ¢astici o hmotnosti m nachézejici se na rovniku koule:

1/2
GMm GM
m-R-wl,. = T Wmax = (F) (3.52)
a tedy minimdln{ perioda rotace T, = 27/ Wpax je dand rovnici
1/2
R 0.2
Tonin = 0.47 - 1075 - (m)(?) , (3.53)

kde C je kompaktnost hvézdy. VSimnéme si Ze minimalni perioda ma stejnou parametrickou zavislost
jako (3.51), takZe bili trpaslici by méli T,,;, pfiliS§ vysokou pro vysvétleni milisekundovych period, za-
timco neutronové hvézdy mohou s tak nizkou periodou rotovat. Pulsary Ize tedy vysvétlit rotujicimi ne-
utronovymi hvézdami. Pacini kratce pfed objevenim tohoto faktu pouk4zal na to, Ze neutronové hvézdy
majici silné magnetické pole mohou produkovat elektromagnetické zareni

3.2.2.1 Kategorie pulsaru

Vétsina pozorovanych neutronovych hvézd byla objevena ve formé klasickych pulsari, avSak exis-
tuje vice tiid astronomickych objektl spojovanych také s neutronovymi hvézdami.
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e Magnetary: jednd se o neutronové hvézdy s extrémnné silnym magnetickym polem. Magnetary

2N 2

mivaji douhé periody (v fadech nekolika sekund) a neustéle zafi v rentgenovském spektru.

2N 2

e Centralni kompaktni objekty: body jasné zafici v rentgenovském spektru v centru zbytkd po su-
pernovéch.

e Izolované neutronové hvézdy: dosud objeveno 7 zdroji tepelného zéfeni pomoci satelitu ROSAT
X-ray [11]

e Rotujici rddiové zdroje: emituji kritké sporadické vytrysky radiovych vin, byly detekovany s del-
$imi periodami (v fddech nékolika sekund)

e Rychlé rddiové vytrysky (angl. fast radio burst, FRBs): zdroje rddiovych emisi s periodou v fadech
milisekund, byvaji lokalizovany mimo nasi galaxii

e Dvojhvézdy zarici v rentgenovském spektru: akrecni systémy emitujici rentgenovské paprsky,
partner neutronové hvézdy miZe byt masivni hvézda (M =~ 20 Mg nebo hvézda s hmotnosti po-
dobnou M. Nékteré takové zdroje vydavaji pravidelné pulsy a fikdme, Ze jsou pohanéné akreci.

Takov4 klasifikace urcité nema pevné hranice a neutronova hvézda mize spadat do nékolika kategorif.
Izolované neutronové hvézdy napiiklad vykazuji slabé pulsovani, coZ koresponduje se silnym magnetic-
kym polem a tedy by mohlo jit o magnetary.

3.2.2.2 Dipélovy model pulsari

Zkusme se nyni podivat na jednoduchy model rota¢n¢ pohdnénych neutronovych hvézd vyzatujici
pravidelné pulsy. Méjme rotujici kouli s magnetickym polem ve formé dipdlu, pricemz osy rotace a
magnetické poly nebudou na jedné piimce, viz 3.12.

Rotacni energie neutronové hvézdy je ddna

1
Eror= 51+ Q2 (3.54)
kde Q je dhlov4 frekvence a I je moment setrvacnosti popisujici rozloZeni hmoty télesa vzhledem k ose

rotace. Formdalné je pro sféru definovan jako

I= f dv - p(r) = 8?” f dr - p(r), (3.55)

kde r je vzdélenost do centra koule. Pro homogenni kouli s konstantn{ hustotou pg je pak dén

2
1:§M.R2:f-M-R2, (3.56)
kde R je polomér a M celkovd hmotnost koule. Pfedfaktor f je predfaktorem momentu setrvanosti
a pro konstantni hustotu energie mame f = 0,4, coZ odpovida nestladitelné kapalin€. Dosadimé-li za
hmotnost M = 1,4 Mg pro neutronové hvézdy a polomér R = 10 km a vyuZijeme-li f = 0,4 pro
konstantni hustotu energie, ziskdme

2
M R
I=1.11x10¥ke - m? —. 3.57

X ETRE m(1.4M®)(10km) 57
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Obrazek 3.12: Nacrt pulsaru. Cervené kiivky znizortiuji jeho magnetické pole, oranzové kuzely vytrysky
zéreni z polu a Cerné je znazornéna osa rotace, prevzato z [29].

Energetické ztraty zptuisobené rotaci koule jsou pak dany jako derivace rotacni energie:

dE, . . 4n?
=I1QQ =1QQ = -[—P, 3.58
dr P3 (3-58)

kde pfedpokladdme Ze se moment setrvacnosti v ase nemeéni a kde P = 2/Q je perioda hvézdy.

Podivejme se nyni na energii emitovanou z magnetickych pdli. Vezméme nejjednodussi konfigu-
raci magnetického pole jakoZto dip6l w magnetickym momentem m. Tento dipdl ma pak ve sférickych
soufadnicich tvar

_3e(m-e;)—m _ |m|

B=_"r"""r" T _

3 —3(2 cos® e, +sin0O - ep), (3.59)
r r

kde e, je jednotkovy vektor ukazujici ve sméru r a eg je jednotkovy vektor pro uhel ®. PouZijme nyni
Larmorovu rovnici pro elektromagnetickou emisi rotujictho magnetického dipdlu:

. 2
Ejad = —§|ﬁ1|2, (3.60)

kde teckovdni znac¢i Casové derivace. Na rovniku (tzn. ® = 90°) je magnetické pole

|m|

Bl == & m=Br. (3.61)
r
Na pélech (tzn. ® = 0°) je magnetické pole
1
B=2" o m=-B (3.62)
3 2

Vezméme thel a jako thel mezi osou rotace (paralelni na osu z) a magnetickym dipélovym momentem.
Pak pro tento moment plati

—>m= %BR3(sin(a) cos(Q), sin(@) sin(Q1), cos(a)) (3.63)
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kde mame r = R protoZe se nachdzime na pélech. Zderivujme tedy (3.62) dvakrat dle Casu:
1 1
jin = —EBR3(sin(a) - Q% cos(Q), sin(a) - Q% sin(Q), 0) — |iin]* = 5BZRGQ“ sin® a. (3.64)

Porovnejme nyni energetické ztraty z rotace s energetickymi ztratami z magnetického dip6lového mo-
mentu:

. 1 . .
Erud = —ngRéﬂ“ sin @ = Ejp = IQQ (3.65)

a nastavme sina = 1 abychom ziskali minimalni B:

B, =-6—— (3.66)

[3 1 -
Bin > o7 T VP P. (3.67)

Dosadime-li polomér typicky pro neutronové hvézdy, tj. R = 10 km a moment setrvacnosti I = 10 kg
m?, ziskdame B ~ 108 T. Z rovnice (3.65) si vyjadfeme :

a s pouZitim Q = 2% ziskame

. 1 RS, 3
Q= _EB T sin“(a) - Q°, (3.68)

kde ozna¢me K = %BzRT6 sin() a tedy
- Q=-KQ3. (3.69)

Separaci proménnych lze tuto diferencidlni rovnici vyresit:

0 . do 11 ,
E:—KQ HEZ—K(],I(—)—E'&:—KZ-FC, (370)

kde konstantu ¢’ uréime z pocate¢nich podminek jako

1
t:2KQZ—cprot=0—>Q=QO—>c=2KQO (3.71)
a tedy nakonec feSeni vyjadiené v Case ¢ (nazyvané charakteristicky vék pulsaru) je
1 Q?
t= 1-—), 3.72
2KQ2( Qg) G.72)

kde Qg je dhlova frekvence pulsaru v dobé jeho vzniku, tzn. pro t = 0. Rotuje-li pulsar jiZ od svého
zrozeni velmi rychle, I1ze brat Qy <« Q a lze tak zanedbat druhy ¢len v zdvorkdch v rovnici (3.72) a
charakteristicky vek je tak zjednoduSen na

1
I= —— 3.73
2KQ3 (3.73)
avSak K obecné je zavislé na Q dle rovnice (3.70) a dosazenim do (3.73) tak mame
1 Q P
= - 3 (3.74)

B2 20 2P

3ProtoZe se perioda s asem zvysuje tak P je kladné a v rovnosti jiZ nenf znaménko -.
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coZ je mnohem vyhodnéjsi tvar nebot’ k uréeni charakteristického véku pulsaru ndm nyni sta¢i znét jeho
uhlovou rychlost nebo periodu. Pro pulsar v srdci Krabi mlhoviny je tento charakteristicky vék napf.
t = 1260 let.

Zminme se jeSt€ o Casovém vyvoji pulsard v obecnéjsi forme, kdy vezmeme
Q=-KQ", (3.75)
kde n je tzv. braking index a 1ze ho experimentalné€ urcit pomoci druhé casové derivace Q jako

Q-0
o

(3.76)

Tento index ndm tedy fik4, jak rychle rotace pulsaru zpomaluje. Kvili druhé Casové derivaci jsou vSak
zapotiebi dlouhodobd pozorovani a mame k dispozici pouze nékolik namérenych dat, ze kterych napf.
pro pulsar v Krabi mlhoviné vychazi n = 2,342 [11].

Na obrdzku 3.13 je k nahlédnuti P — P diagram. Z grafu lze vy&ist nasledujici charakteristiky:

e Pro magnetickd pole mezi 10'>—10'* G a véky pulsari mezi 10> — 10° let se jednd o mladé pulsary,
které 1ze najit ve zbytcich po supernovich (napf. pulsar v Krabi mlhoving).

e Pro magnetické pole > 10'* G a7 do 10" G a vék pulsart ~ 103 — 10 let jde o pulsary s extrémné
silnym magnetickym polem a nazyvaji se magnetary. Jejich periody jsou jedny z nejvétSich pozo-
rovanych, takZe to vypadd Ze energetické ztraty zplisobené etrémnim magnetickym polem rotaci
pulsaru dost zpomaluje.

e Nejvic pulsari lze najit v hodnotdch magnetického pole ~ 10'? G a staré ~ 103 — 10° let. Takto
star$i pulsary maji o néco slabsi magnetické pole nez Cerstvé zrozené pulsary.

e Pro magnetickd pole ~ 10® — 10'° G a stéf{ pulsaru ~ 10° — 10'° let Ize najit pulsary v bindrnich
systémech. Maji relativné slaba magneticka pole (oproti ostatnim pulsartim) coZ jim dovoluje na-
sédvat hmotu z jejich partnerské hvézdy. S periodou pouhych nékolik milisekund se jedna o jedny
z nejrychleji rotujicich neutronovych hvézd. Jsou také velmi staré a jejich vék muize byt fadové
srovnan s vékem vesmiru [30].



KAPITOLA 3. ZAKLADNI PREHLED VYSLEDKU PRO STAVOVOU ROVNICI JADERNE HMOTY51

Pulsars

I\IIIII"‘__\_‘H—\ T T T T 1717 T T T T 117 T ||||*||

0 L Tt-_10t% g -
10 l*a. L. ¢

log,, [Period derivative]

~-_10% G
—929 s Ll Ll . Ll Ll

1 10 100 1,000 10

Period (milliseconds)

Obrézek 3.13: Pulsarovy diagram; perioda a jeji derivace zobrazené v grafu. Carované linie predstavuji
charakteristické magnetické pole, ¢arovano-teckované charakteristicky vék. Symboly hvézd odpovidaji
pulsarim nachazejicim se ve zbytcich po supernovéch, vyplnéné Ctverce reprezentuji magnetary a kruhy
predstavuji pulsary v bindrnich systémech, pfevzato z [11].



Zaver

Cilem prace bylo sezndmit se se zdkladnimi termodynamickymi vztahy pro hustou jadernou hmotu
a uvést zakladni pfehled vysledkd pro stavovou rovnici jaderné hmoty relevantni pro neutronové hvézdy.
Neutronové hvézdy jsou mrtvé zbytky velmi hmotnych hvézd a jejich studium je relevantni zejména pro
hledéani stavové rovnice husté jaderné hmoty a pro vyzkum hmoty v extrémnich podminkach. V préci se
vénujeme také bilym trpaslikim, coZ jsou poziistaky po stfedné hmotnych hvézdach.

Nejprve jsme se sezndmili s principy ekvivalence a zaobirali jsme se problematikou cerveného po-
suvu. Poté jsme popsali geometrii kfivého prostoru a zavedli metriku. Tu jsme zobecnili do sférickych
soufadnic a zavedli tzv. vlastni ¢as 7. Popsali jsme si zpusob, jakym energie (resp. tenzor energie-
hybnosti) zakiivuje Casoprostor kolem sebe a zavedli Schwarzchildovu metriku. Hledali jsme feSen{
Einsteinovych rovnic pro vakuum a pro vnitiek hvézdy (TOV rovnice). Prvni ¢len TOV rovnice pak
popisuje hvézdu v hydrostatické rovnovaze, dalsi ¢leny jsou korekce OTR.

Nésledné jsme odvodili zdkladni termodynamické vztahy, které se vyuZivaji pro popis husté hmoty.
K nalezeni stavové rovnice poZadovaného tvaru jsme pak vyuZili vztahy z jaderné fyziky a nakonec jsme
nasli stavovou rovnici ve formé polytropy. Konkrétni polytropické indexy I jsme ur¢ili pro relativisticky
a nerelativisticky plyn fermiont. Vyfesili jsme také otazku kauzality v husté hmoté a nasli podminku pro
polytropicky index.

Poté jsme se vice zaméfili na sily ptisobici v kompaktnich hvézdach pro ptipad, kdy nezahrnujeme
OTR korekce z TOV. Nasli diferencidlni rovnice pro hmotnost a tlak. Diskutovali jsme podminky na
polomér bilych trpaslikid pomoci polytropického indexu. Spolu s tim jsme zavedli také pojem Chandra-
sekharovy hmotnosti, kterd predstavuje horni hranici hmotnosti bilych trpaslikii. Diferencidlni rovnice
pro kompaktni hvézdy v hydrostatické rovnovdze jsme jeSt€ museli upravit do bezrozmérného tvaru a
ndsledné jsme jiz dokdazali vykreslit grafy ukazujici zavislost hmotnosti a tlaku na poloméru bilych tr-
paslikd. Pro relativisticky plyn ndm vyslo, Ze hmotnost nezdvisi na volbé centrdlniho tlaku a s vys$§im
centrdlnim tlakem je hvézda jen vice kompaktni.

U neutronovych hvézd jsme jako diferencialni rovnici pro tlak brali celou TOV rovnici kvili efek-
tim OTR. Tuto jsme také prevedli do bezrozmérného tvaru. V relativistickém reZimu pak vysly hvézdy
o polomérech az 75 km, za coZ miiZe tlak, ktery nikdy neklesne aZ k nule. Pro neutronové hvézdy jsme
poté fesili pripad latky nachdzejici se v obecné riiznych reZimech relativity a vykreslili jsme také zavis-
lost hmotnosti na celkovém poloméru hvézdy R. V takové zavislosti Ize vidét, Ze maximalni hmotnosti
hvézdy je M. = 0,74 M, pro polomér R ~ 12 km. Resent za timto maximem pak odpovidé nestabilnim
hvézddm podléhajicim gravitatnimu kolapsu.

s Yz

V posledni ¢ésti této prace jsme se pak sezndmili s pulsary, coZ jsou hojné pozorované rotujici ne-
utronové hvézdy. Dokazali jsme, Ze se skutecné jedna o neutronové hvézdy. Uvedli jsme, jak pulsar ztraci
energii kvili své rotaci a dokazali jsme tak odvodit vztah pro charakteristicky vék pulsard, ktery tak lze
odhadnout pouhym pozorovanim thlové frekvence.
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Priloha A

Matematicky aparat

A.1 Derivace v zakriveném prostorocase a krivost

Uptesnéme si pojmy tykajici se vektort a jejich derivaci v zakfiveném prostoru. Te¢né vektory tvoii
teny prostor a tyto vektory piSeme jako
v ="1le,, (A.1)

kde v jsou slozky vektoru v soufadnicich v bazi a e, je jednotkovy vektor zvolen€é baze. Pro bazi zvole-
nou jako e, je vektor ¥ kontravariantni. Zavedeme dudlni bdzi jako:

e’e, =0, (A.2)
kde 6, je Kroneckerovo delta. Vektor v, je kovariantni kdyZ mame bazi zvolenou jako v,e a skalarni
soudin je

vt = 0 gy, (A.3)
Derivace te¢ného vektoru je potom derivace soucinu:
o0 =0,(V"ey) = €,0,0" +v"0e, (A4
kde d,e, je dalsi vektor, ktery oznaCime jako
oue, = FﬁveA (A.5)
coz se nazyva Christoffeltiv symbol. Dosazenim (A.5) do (A.4) tedy mame

duv =0, v"e, + vvrﬁyeﬂ = (90" + v’ll“z/l)ev, (A.6)

kde 90" + v/ll"; 1 = Vuu” je kovariantni derivace. Pro tenzory jsou pak vztahy stejné, akordt je tieba
zohlednit vSechny indexy:
VA = 0 A" + T AY + T A (A7)

a plati
V9" = 0. (A8)
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Christoffeldv symbol se d4 také vyjadrit pomoci metriky ndsledovné:

1
rﬁv = Eg/lk(gkwl + Gy — gyv,K) (A9)

o
kde Guvk = 3_;

V zaktiveném prostorocase je také potfeba ddvat si pozor na posunuti vektor. V plochém prostoru
se vektor po posunuti obecné nemeéni, ale v zakiiveném prostoru mizZe byt vektor po posunuti zménén.
Tato zména se da vyjadrit pomoci kovariantnich derivaci jak

V.V =V, V0 = RE ot (A.10)

kde RZ ,, J& Riemanniiv tensor, ktery ndm poskytuje informace o zakiiveni prostoru. Vezmeme-li stopu
(A.10), ziskame tzv. Ricciho tenzor pro ktery plati

Ry =R}, (A.11)
coz je tenzor druhého fadu. Stopa Ricciho tenzoru je potom Ricciho skaldr
R =R, (A.12)
Pro Ricciho tenzor plati
Ry =Ty, =T =T Do + T, (A.13)
kde T2, , = ;&T9,
A.2 Hustota energie a tlak
Chceme vyfesit integrél pro hustotu energie dany rovnici (2.25):
8 ke
€= Gany fo K2¢2 + m2cAk>dk (A.14)
pouZzijme substituci k = m,c sinh(u), pak dk = m.c cosh(u)du. Pfepsani integrantu:
k* = (m,c sinh(u))* = m2c? sinh?(u), (A.15)

\/kzc2 +m2ct = \/(mec sinh(u))2c2 + m2c* = myc? Alsinh?(u) + 1 = m.c? cosh(u). (A.16)

dosadime za k:

kr arsinh rz—‘;
f K22 + m2cHi3dk = f ( )mecz cosh(u)(mec sinh(u))*mec cosh(u)du = (A.17)
0 0

mec

arsinh(k—F)
=m*e f cosh?(u) sinh?(u)du = I (A.18)
0

e

Vyuzijme identitu cosh2(u) =1+ sinhz(u) a tedy:
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arsmh(m—Fp
I=mic f sinh?(u)(1 + sinh?(u))du = (A.19)
0
arsinh( f;—’:p ) arsinh( ,i—f( )
= mic f sinh?(u)du + f sinh*(u)du |. (A.20)
0 0
Nyni integrujeme jednotlivé Casti:
1 — cosh(2 inh(2
fsinhz(u)du - fﬂdu _ 4 _ sinhQw) (A21)
2 2 4
2 2
h(2u) — 1 h?(2u) — 2 cosh(Qu) + 1
fsinh4(u)du _ I(%) du = fcos (2u) 4c:os QQu) + d (A22)
Dale:
1 h(4 inh(4
f cosh®(2u)du = f +C+(u)du - g + S“‘T(”) (A.23)
1 h(4 h(2 1 inh(4 inh(2
f sinh® (u)du = f * 0088 () _ cos 2( “ . Jdu = g Lo 3(2 u _ Sm4( “ ?1‘ (A24)
Tedy vysledny integral je:
8 4.5 arsinh :1—‘; arsinh %
_ onmeC f ( )sinhz(u)du + f ( )sinh4(u)du (A.25)
Qrhy3 | Jo 0
m4 5
;h3 [(2x3 + 0V + 22— sinh_l(x)] , (A.26)
kde x = XE
Pro tlak mdme vyfesit integral dany (2.28):
po_x kF(kzc2 + m2e®) V2 dk (A.27)
3c(2mh)3 ' '

PouZijeme opét substituci k = m,c sinh(¢). Pak dk = m,c cosh(¢) dt a oznaCme T = sinh™! (kp/mec).

Dosazenim do integralu tedy mame:

8 r -
p= Tﬂhﬁ f ((mee sinh()2? + m2e*) " (mee sinh(0))*m.c cosh(r) dr (A.28)
Cc(£Tt 0
8m ’ 4 3,0: 12 —1/2 o 1.4
= W ; m,c”(sinh”(¢) + 1) sinh™(¢) cosh(r) dt (A.29)
T
- % f (1 + sinh(r)) /2 sinh*(¢) cosh(#)ds (A.30)
0
60 T 1
= cosh() sinh? (1) cosh(r)dt (A.31)
0

_9Q f sinh*(1)dr (A32)



ReSme nyn{ integral:

T
f sinh*(r)dz,
0

kde vyjadiime sinh4(t) pomoci sinh?(¢) a pouZijme identitu sinh?(¢) =

T T 2
inh*(1)d = gﬁﬁﬂ;g
fo sinh*(£)dt = fo ( > dt

ziskame

T (cosh(2r) — 1)
[ == e

1 (T h(4?) + 1
=—f (M—2cosh(2t)+l) dr
)y 2

cosh(2)-1,
—

a vyuzitim cosh?(2f) = %

= l fT lcosh(4t) —2cosh(2t) + é dr
T4, \2 2

{1 . . 3
= Z(g sinh(4T) — sinh(2T') + ET)

takZe integral se prepiSe na:

11 3
p= % : 4—1(g sinh(4T) — sinh(2T) + 5T)

kde si ozna¢me K = % - zlt a pokracujme ve vypoctu:

p= K( sinh(27) - (% cosh(2T) - 1) + %T)

= K(z sinh(7') cosh(T) - (:ll(coshz(T) +sinh*(T)) — 1) + %T)

= K(z sinh(7T") cosh(T) - (% + sinh®(T) — 2) + %T)

= K(Z sinh3(T) cosh(T) — (% sinh(T") cosh(T) + %T)

kf

() , P —
apo dosazeni T = sinh \"™/, zavedeni x = % a ¢ = cosh(sinh™!(x)) = V1 + x2 ziskdme
e

p=K(£6x 3o+ 3 sinn™)
- §(<2x3 ~30) V1 +22 + 3sinh™' (1))

- 26—?4((2)63 =30 V1 + 22 + 3sinh™! ()
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