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Abstrakt

V bakalarské praci predstavime problém MIN POWER SYMMETRIC CONNECTI-
viTy (MINPSC), ktery je na obecnych grafech NP-tézky. Problém MINPSC
ma uplatnéni v sitich, kde pro dany uzel chceme zmensit jeho spotiebu energii
na co nejmensi droven a pozadujeme pritom, aby kazdy uzel mohl komuniko-
vat s ostatnimi. V této praci zkouméame problém MINPSC ze pohledu dvou
strukturdlnich parametru. A to z vrcholového pokryti a sousedské riaznorodo-
sti.

Klicova slova komunikaé¢ni sité, optimalizace vysilaciho vykonu, teorie grafi,
parametrizované algoritmy, vrcholové pokryti, sousedska rtznorodost

Abstract

In this bachelor thesis, we introduce MIN POWER SYMMETRIC CONNECTIVITY
(MINPSC) problem which is NP-complete. The application of the problem is
in networks, where we want to reduce a consumption of energy as much as
possible. And while it is required to have a connection between each node in
the network. In this thesis, we examine the problem MINPSC from the point
of view of two structural graph parameters. Vertex cover and neighbourhood
diversity.

Keywords communication networks, optimization of transmission power,

graph theory, parameterized algorithms, vertex cover, neighbourhood diver-
sity
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Kapitola 1

Uvod

Min Power Symmetric Connectivity, zkracené MinPSC, je problém nalezeni
minimélniho celkového prenosového vykonu nutného k zajisténi konektivity
symetrické bezdratové komunikacni sité. V bezdratovych sitich jsou uzly ty-
picky napéajeny bateriemi, a proto je dilezité efektivné spravovat jejich energii,
aby se prodlouzila doba jejich provozu. Zakladni myslenka spoc¢iva v tom, ze
kazdy uzel nastavuje sviij vysilaci vykon na minimalni moznou troven, ktera je
stale dostatecnd k udrzeni komunikace s jeho sousedy. Toto nastaveni musi byt
provedeno tak, aby bylo zajisténo, ze cela sit zustane souvislou. To znamena,
Ze musi existovat alespon jedna komunikacéni cesta mezi kazdymi dvéma uzly v
siti. Dulezitym aspektem je symetrie, coz znamen4, Ze pokud uzel A muze ko-
munikovat s uzlem B, pak i uzel B musi byt schopen komunikovat s uzlem A s
pouzitim stejné nebo nizsi drovné vysilacitho vykonu.

Popsany problém ma aplikaci v mnoha situacich, kdy tradi¢ni sité by byly
na implementaci moc drahé nebo nékdy az nemozné. Mohlo by se jednat v
pripadé historickych budov, kde instalace komunikac¢ni sité pomoci kabelu by
byla z vizualniho hlediska neprijatelny krok. Déle miZzeme zminit situaci, kdy
nastala katastrofa, napriklad povoden. V této situaci, kdy vybudovana sif je
nefunkéni, je potfeba zajistit prozatimni sit.

Tato préace ma nésledujici strukturu. V kapitole [2| si v kostce zavedeme
pojmy, které v této praci budeme pouzivat. Ve kapitole 3 pfedstavime pred-
chozi zndme vysledky MINPSC. V kapitole 4 se podivdme na tento problém z
pohledu vrcholového pokryti a v kapitole 5|z pohledu sousedské rtiznorodosti.



Kapitola 2

Znaceni

Ozna¢me mnozinu pfirozenych ¢isel N jako {0,1,2,3,...}. Zapisem [d], kde
d € N myslime mnozinu pfirozenych ¢isel {1,2,...,d}. Zapisem |Jz myslime
mnozinu Jz = {z | (Jy)(z € y) A (y € x)}, coz znamend sjednoceni mnozin
obsazenych v mnoziné z. Naptiklad pro z = {{1,2},{2,3,4}} by platilo, ze
Jz je mnozina {1,2,3,4}.

2.1 Teorie grafti

Predpokldddme, ze jsme obeznameni s zakladnimi pojmy teorie grafii. V této
kapitole definujeme pojmy bez hlubsiho vysvétleni, které budeme nadéle pou-
zivat. Dle potfeby doporuc¢ujeme napiiklad nasledujici literaturu [1].

Konecéng prosty graf je dvojice G = (V, E), kde V(G) je koneénd mnozina
vrcholi a E(G) C (V(QG)) je mnozina hran. Méjme graf G = (V, E). Znacenim
V(G) myslime mnozinu vrchol grafu G'a E(G) mnozinu hran grafu G. Cislem
n € N budeme typicky znacit velikost mnoziny vrcholu a ¢islem m € N velikost
mnoziny hran. Ohodnoceny graf je neorientovany graf G = (V, E) s vdhovou
funkci w : E(G) — R. Pro orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V(G) je
kone¢nd mnozina vrcholi a mnozina hran E(G) se skldda z hran e = (u,v) €
E(G) takovych, ze u a v jsou v V(G). Napfi¢ této praci budeme uvazovat
kone¢né prosté grafy. Misto toho, abychom psali koneény prosty graf, budeme
psat graf.

Méjme mnozinu vrcholu B C V(G) grafu G = (V, E). Pro graf G = (V, E)
definujme podgraf jako graf G' = (V'  E') takovy, ze V(G') CV(G) a E(G') C
E(G). Graf G[B] = (B, E') je indukovany podgraf grafu G, pokud pro kazdy
dva vrcholy uw € V(G[B]) a v € V(G[B]) plati, ze {u,v} € E(G[B]) pravé
tehdy, kdyz {u,v} € E(G).

Pro graf G = (V, E) definujme otevrené sousedstvi vrcholu v, znacime
Ng(v), jako Ng(v) := {u € V(G) | {u,v} € E(G)} Déle zadefinujeme uzavrené
sousedstvi vrcholu v pro néjaky graf G = (V, E), zna¢ime Ng[v], jako Ng[v] :=



Definice problému 3

Ng(v) U{v}. Stuperi vrcholu v, znac¢ime degq(v), definujme jako degq(v) =
|INg(v)|. Mnozinu I € V(G) pro néjaky graf G = (V, E)) nazveme nezdvislou
mnozinou, pokud pro kazdé dva vrcholy w € I a v € I plati {u,v} € E(G).
Bipartitni graf je graf G = (AU B, E), kde A a B jsou nezavislé mnoziny a
pro kazdou hranu {u,v} € F(G) plati {u,v} C A x B.

Cesta P délky m € N, znac¢ime P, je graf ({0,...,m},{{i,i + 1} | i €
{0,m — 1}}). Pokud pro cestu P;, kde i € N, plati, ze u = v; a v = v;41, pak
mluvime o u-v-cesté neboli o cesté z u do v. O grafu G = (V, E) tekneme,
ze je souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy v € V(G) a v € V(G) existuje
u-v-cesta. Cyklus C' délky n € N, nebo prosté cyklus, je graf takovy, ze C), =
([n], E(P)U{{1,n}}. Pokud graf G = (V, E') neobsahuje cyklus jako podgraf,
fekneme, Ze je acyklicky.

Strom je graf G = (V, E) takovy, ze je souvisly a acyklicky. Pro strom
T = (V,E) definujme list, coz je vrchol u € V(T) takovy, pro ktery plati
degr(u) = 1. Kostra K grafu G = (V, E) je podgraf takovy, ze K je strom
a plati V(K) = V(G). Pro orientovany graf G = (V, E) fekneme, ze je silné
souwvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy existuje orientovana cesta mezi témi
vrcholy.

» Definice 2.1. Méjme graf G = (V, E) s vahovou funkciw : E — N. MnoZinu
Q definujme jako obor hodnot vihové funkce. MnoZiné QQ budeme rikat rizné
typy vah. Velikost QQ budeme znacit q.

Navic potrebujeme zakladni tvrzeni o stromech, které pozdéji v textu vyuzi-
jeme.

» Tvrzeni 2.2 (Postupnd vystavba stromu [2]). Pro dang graf G a jeho list
v jsou ndsledujici dve tvrzeni ekvivalentni.

(i) G je strom

(ii) G[G\ {v}] je strom.

2.2 Definice problému

Hlavni problém, kterym se budeme zabyvat, je MIN POWER SYMMETRIC CON-
NECTIVITY, zkracené MINPSC. Ve zbytku prace se budeme drzet zkricené
verze problému.

» Definice 2.3 (MINPSC [3]). Méjme souvisly ohodnoceny graf G = (V, E),
ktery md n vrcholi a m hran. Cilem je najit kostru K = (V, F), F C E, grafu
G, kterd minimalizuje

Z max )w({u,v}).

eV (G) {uv}eE(K



Parametrizovana slozitost

B Obrazek 2.1 Instance problému MINPSC s optimalni kostrou vyznacenou tucné
modfe a u kazdého vrcholu je Sedé jeho ohodnoceni

Kostre grafu G, kterd resi vyse popsany problém, budeme fikat optimalni
a hodnotu, kterou kostra nabyva z pohledu ucelové funkci, budeme znacit
OPT(G).

Uvéadime ilustrac¢ni ptiklad, na kterém aplikujeme nasi definici.

Na obrézku 2.1 je vidét, ze kdybychom chtéli vybirat jenom nejlehéf hrany,
a tedy hranu s vahou 7 nevybereme, nemusime dojit k optimalnimu fesSeni.
Optimalni feseni ma cenu 28, ale v ptipadé vybirani nejleh¢i hrany bude cena
takovéto kostry 29.

Pro nase potfeby budeme chtit vyuzit rozhodovaci verzi MINPSC, kde
rozhodneme, jestli pro dané k a pro danou instanci I problému MINPSC plati
OPT(I) < k.

Daéle budeme potiebovat zavést cenu za kostru, at uz se jedna optiméalni
nebo ne. Intuitivné se jedna o to, kolik celkové zaplatime za kazdy vrchol v
ucelové funkci. Méjme kostru K pro néjaky graf G a funkci w : K — N, kterda
ma predpis

w(K) = Z {W{?géc(mw({u, v}).
veV(Q)

Celkové cena je hodnota, kterou nabyva funkce w(K) pro kostru K.

2.3 Parametrizovana slozitost

V této sekci zadefinujme klicové pojmy z parametrizované slozitosti, jejichz
definici lze najit v [4]. V odkazu najdeme vice detailu.

» Definice 2.4. Parametrizovany problém je formalni jazyk L C »* x N,
kde ¥ je konec¢né fixni abeceda. Instanci formalniho jazyka L budeme znacit
(z,k) € ¥* x N, kde k je parametr.

» Definice 2.5. O parametrizovanému problému L C ¥* x N fekneme, ze
je édstecné polynomidlnd, anglicky slice-wise polynomial, (XP), pokud existuje



Parametrizovana slozitost

algoritmus A a dvé vycislitelné funkce f, g : N — N takové, ze pro (x,k) €
¥*x N algoritmus 4 rozhodne korektné, jestli (x, k) € L v ¢ase, ktery je omezen
f(E)-|(z,k)[9%). XP je tifda vSech ¢asteéné polynomidlnich parametrizovanych
problémn.

» Definice 2.6. O parametrizovanému problému L C ¥* x N fekneme, ze
je fixné parametricky zvlddnutelny, anglicky fized-parametr tractable, (FPT),
pokud existuje algoritmus A a vycislitelnd funkce f : N — N a konstanta c
takovd, ze pro (z, k) € ¥* x N algoritmus A rozhodne korektné, jestli (z, k) € L
v Case, ktery je omezen f(k) - |(x,k)|°. FPT je tfida vSech fixné parametricky
zvladnutelnych problém.



Kapitola 3

Znamé vysledky

V této casti kapitoly se uvedeme na kratky prehled predchozich vysledkd. O
problému MIN POWER SYMMETRIC CONNECTIVITY se vi, ze je NP-tézky a
tedy za béznych predpokladu vylucuje existenci efektivniho algoritmu. [5]

Bentert et al. [3] popisuji pfistupy, jak muzeme ziskat odhad na spodni
ohodnoceni vrcholi v kazdém optimalnim FeSeni. Nabizi se trividlni odhad
takovy, ze se podivame na kazdy vrchol u a vezmeme nejmensi vahu hrany mezi
vSemi hranami incidentnimi s vrcholem u. Vice rafinovanéjsi odhad popiseme
nasledovné. Méjme funkei £ : V' — N takovou, Ze plati £(v) je nanejvys takové,
jaké ma ohodnoceni vrchol v v néjakém optimalnim reSeni. Definujme predpis
pro £ nasledovné

l(v) = gggug{l/l(ré/)w({u,v}),

kde C' je mnozina souvislych komponent grafu V(G) \ {v}.

Problém MINPSC byla uvazovan z hlediska parametru poc¢tu souvislych
komponent, kde kazda z nich je indukovand hranami, které musi byt ve vy-
sledném fteseni. Takovy graf budeme oznacovat jako povinny graf Gj.

» Definice 3.1. Povinny graf G; ohodnoceného grafu G = (V, E) indukovany
spodnim ohodnocenim vrcholi £ : V — N se sklddd ze vSech vrcholi grafu G a
hran {u,v} takovych, Ze musi byt ve vysledném reseni. Tedy pro kazZdou hranu
nutné obsazZenou v optimdlnim reseni plati ndsledujict

min{l(u),l(v)} > w({u,v}).

Povinny graf nemusi byt dan odhadem spodnich ohodnoceni, které jsou po-
psané vyse. Mlzeme zadan jako vstup, kdy senzorové sité neboli graf ztratil
spojeni kvili chybdm senzori [6].

Kromé parametrizace byla uvazovand reseni s pomoci celoc¢iselného linear-
niho programovani [7].

Pro néjaké instance problému MINPSC se muze stdt, Zze neumime nalézt
optimélni feseni v rozumném case. A proto muze byt dobré volba zkusit feseni
aproximovat.



Bentert et al. [3] ukazuji, ze MINPSC-ALB, MIN POWER SYMMETRIC CON-
NECTIVITY ABOVE LOWER BOUND, coz zadefinujeme zahy, je NP-tézké apro-
ximovat s faktorem o(log(n)).

» Definice 3.2 (MINPSC-ALB [3]). Méjme na vstupu souvisly neorientovany
graf G = (V, E) s vdhovou funkci w : E — N. Cilem je najit kostru T' = (V, F)
takovou, Ze mininalizuje

Z max(T)w({u,v})— Z . min(G)w({u,v}).

eV (T) {u,v}eFE eV (G) uv}eR

MINPSC-ALB se divda na MINPSC z jiného pohledu. Snazime se minimali-
zovat rozdil celkové hodnoty kostry a hodnoty, kde bychom pro kazdy vrchol
vybrali hranu, kterd ma nejmensi vdhu a je s nim incidentni.

Mohli bychom se neomezovat na neorientované grafy, tedy na problém MIN-
PSC, mizeme se podivat i na orientované grafy, tedy na problém MIN POWER
ASYMMETRIC CONNECTIVITY, zkrdcené MINPAC. [§]

» Definice 3.3 (MINPAC [8]). Méjme silné souvisly graf G = (V, E) a viho-
vou fuknci w : E — N. Cilem je najit siln€ souvisly podgraf H grafu G takovi,
zZe minimalizuje

2y )

Oproti MINPSC se lisi tim, Ze instance problému jsou orientované grafy. Tim,
Ze je na vstupu orientovany graf, hledame silné souvisly podgraf misto kostry
v MINPSC. Daéle je rozdil v ucelové funkci. V pripadé MINPAC se divame
na hrany, které z vrcholu vychazeji. V ptipadé MINPSC nerozlisujeme, které
vychézeji a které vchéazeji.

Predtim Chen et al. ukdzali, ze MINPAC je NP-tézky uz pro dvé vahy. [9]

Kdyz se omezime na dvé ruzné typy vah, existuje (11/6)-aproximacni al-
goritmus, ktery pracuje v dase O(n?). A také existuje i (9/5)-aproximaéni
algoritmus, ktery je podstatné méné efektivni. [10]

Jako dalsi uvazovanou parametrizaci zminime pocet silné souvislych kom-
ponent, ktery budeme znacit ¢ € N. Tento parametr ziskdme tak, ze urcime,
které hrany budou obsazené v kazdém optimalnim feseni. Takovy graf ozna¢me
G;. Podobné jak u MINPSC. A poté se podivame, kolik komponent silné sou-
vislosti graf G; ma. Existuje algoritmus, ktery je zalozen na dynamickém pro-
gramovani a pracuje v case O(c?-2¢-n+m+4¢-32¢73/2) Jedn4 se o podobny
parametr jako v pripadé MINPSC. [8]

Dalsi parametry, které uvazuji Bentert et al. [8], jsou pocet ruznych vah
a vrcholové pokryti nebo pocet orientovanych hran nutnych k tomu, abychom
vytvorili acyklicky graf, anglicky feedback edge number. Pro pocet raznych
vah a vrcholové pokryti lze aplikovat na vstupni graf redukéni pravidlo. A
tim dosahnout toho, ze vstupni graf bude mit nejvyse (¢ + 1)?* + 2 vrcholi,



kde z je velikost vrcholového pokryti a ¢ je pocet riznych vah. A pro posledni
parametr feedback edge number, ozna¢me ho g, 1ze problém MINPAC vyresit
v dase O(2°09) +n +m).



Kapitola 4

Vrcholové pokryti

V této kapitole si popiseme XP algoritmus parametrizovany vrcholovym po-
krytim. Pokud parametr vrcholové pokryti zesilime tim, ze pridame pocet riz-
nych typu vah ¢, dostaneme FPT algoritmus.

Predtim nez si popiSeme algoritmy v této kapitole, zavedeme si znaceni,
kterého se budeme drzet v této podkapitole.

4.1 Zakladni pojmy

» Definice 4.1 (Vrcholové pokryti). Méjme graf G = (V, E). Vrcholovgm
pokrytim nazveme podmmnozinu vrcholi M takovou, Ze pro kaZdou hranu e =
{u,v} plati, Ze w € M nebo v € M.

V této kapitole budeme vrcholové pokryti znacit M a velikost vrcholového
pokryti d. Déle se podivame na vrcholy mimo vrcholové pokryti, které mizeme
rozlozit do omezeného poc¢tu mnozin na zakladé sousedstvi z M.

» Definice 4.2 (@) Méjme graf G = (V, E) a jeho vrcholové pokryti M.
Necht mame I =V (G) \ M, kterd je nezdvisla mnozina. Vytvorme rozklad I,
ktery budeme znacit F, a to tak, Ze pro kazdou X C M definujme

Ix ={vell|{v,z} € E(G) proxz e X NMv,z} ¢ E(G) prox ¢ X}.

4.1.1 Algoritmus parametrizovany vrcholovym po-
krytim

» Tvrzeni 4.3. Méjme graf G, jeho vrcholové pokryti M, velikost vrcholového
pokryti d. Pro kazdou kostru T grafu G plati, Ze pocet vrcholi n, které nejsou
listy v'T, tj. jsou vnitrni vrcholy v'T, je nejuyse d+k < 2-d—1, kde k je pocet
vnitrnich vrchold v T mimo M.
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Dikaz. Zvolme néjakou kostru grafu G a oznac¢me si ji T'. Pro pocet vrcholi
plati |[V(T)| = d+ k + ¢, kde k je pocet vrcholu, které jsou vnitini vrcholy
v T a jsou mimo M, a £ je pocet vrcholu, které jsou listy v T a lezi mimo
M. Déle z véty o charakterizaci stromt plati |V(T)| = |[E(T)|+1 > 2 -k +
{ + 1. Tato nerovnost plati, protoze kazdy vnitfni vrchol v 7' m4 alespon dvé
hrany. A takovych vrcholi v T je alespon k. A kazdy list ma praveé jednu hranu,
kterych je v T alespon ¢. Takovymto zplsobem zapocitdme kazdou hranu
nejvyse jednou. Z vyse uvedeného vztahu dostdvame nerovnost d + k + ¢ >
2-k+ 0+ 1, jejiz upravou dostavame k < d — 1. K obéma strandm staci pricist
d a dikaz je dokoncen. O

K tomu, abychom popsali algoritmus, je zapotiebi zadefinovat pojem mnozina

vvv,

» Definice 4.4. Méjme neorientovany graf G = (V, E), w : E — N a kostru
K grafu G. Vezmeme si mnozinu hran E' C E(G) takovou, Ze kaZdd hrana
{u,v} € E' nastavuje ohodnoceni vrcholim v kostre K. MnoZiné L budeme

vvyvos

(i) LCUE

(i) Pro kazdy ¢ € L plati, Ze je list v kostre K a nastavuje ohodnoceni vrcholu,
se kterym je v kostre K incidentni.

(#ii) pro kazdé dva rizné vrcholy uw € L, v € L neexistuje vnitrni vrchol, kterého
by v kostre K sdilely.

iv) neexistuje mnoZina L' C akovd, ze L' splriiuje (ii) a (iii) bod této
j staj Yina L' C |JE' takovd, Ze L' splriuje (ii ii1) bod tét
definice a pritom |L| < |L/|

Myslenka je takova, ze chceme najit takovou mnozinu L, kterd zarudi, ze
hodnoceni vnitinich vrcholl néjaké K se nebude ménit. Déle chceme najit
pro kazdy list £ € L najit jeho odpovidajici vnitini vrchol, pokud existuje.
Nechceme ale brat pro dany vnitini vrchol vSechny takové listy, které nastavuji
ohodnoceni. Sta¢i ndm jeden.

Je vidét z (iii) bodu definice, Ze mohutnost mnoziny L je nejvyse 2-d — 1,
protoze pocet vnittnich vrcholtt mize byt nejvyse 2 -d — 1.

Pfed tim nez se pustime do algoritmu, vysvétlime si intuici, kterd za nim
stoji. Nejdrive si vybereme vnitini vrcholy, pro néz najdeme nejtézsi listy. Pak
se zbyva vyporadat s ostatnimi listy, coz se da hladové vyTesit za polynomidlni
cas.

Ted si popiseme algoritmus. Méjme graf G = (V, E). Z lemmatu’fi%‘vime, ze
kazda kostra mé nanejvys 2-d — 1 vnitinich vrcholi. Budeme postupné zkouset
pro kazdé i z mnoziny {1,...,2d — 1} vSechny volby vnitinich vrcholii z mno-
ziny vrcholi grafu G. Na i zvolenych vrcholil zkonstruujeme vsSechny mozné
kostry. Libovolnou z nich si ozna¢me K. Ke kostre K existuje nanejvys i lista,



Zakladni pojmy

ktery ovliviiuji ohodnoceni ¢ vnitinich vrcholti. Budou vytvaret mnozinu nejtéz-
sich listu. K této kostie K postupné zvolime pro kazdé j z mnoziny {1,...,i}

vy,
VvV,

Vv,

huje zadné vrcholy, a tedy zadné vnitini vrcholy grafu G, vybereme pro u
hranu s nejmensi vahou mezi vSemi hranami takovy, které jsou s vrcholem u
incidentni. Jinak o ném vime, ze potfebujeme zvolit jednu hranu e s nim,
tj. s vrcholem wu, incidentni a také incidentni s vrcholem v ze zvolenych vnitt-
nich vrcholi kostry K. Pro vrchol v musi platit, Ze existuje takova hrana s
nim a s u incidentni, kterd ma mensi vdhu nez ohodnoceni pritazené vrcholu v.
Vrchol u pripojime k takovému v, ktery spliuje vlastnost v predchozi vété a
vaha hrany mezi nimi je nejmensi mozna. Protoze vybérem hrany e ohodno-
ceni vrcholu v nemiizeme ovlivnit, mizeme tim ovlivnit jen samotny list. Staci
tedy vybrat hranu e s nejmensi vahou. Ve vysledku dostaneme kostru, kte-
rou porovname dle definice problému s dosavadnim vysledkem, a vybereme z
dvou koster tu, kterd ma mensi vyslednou vahu. Na konci algoritmu dostaneme
optimé&lni kostru.

Algorithm 1 pro MINPSC parametrizovany vrcholovym pokrytim(VP)

1: function MINPSC(G = (V, E), w: V — N,d)

2 K+

3 Pro kazdé i € {0,...,2d — 1}:

4: Pro kazdou kostru K’ na ¢ vrcholech:

5 Pro kazdé j € {0,...,i}:

6 Pro kazdou volbu nejtézsich lista L o velikosti j:

7 Pro kazdy nejtézsi list z L pripoj k odpovidajicimu

vnitfnimu vrcholu K’.

8: Pro kazdy vrchol u € V(G) \ (LU V(K'):

9 Vyber vnitfni vrchol v, kterému u nezvysi jeho
ohodnoceni a zaroven vaha je nejmensi mozna.

10: Pokud K = () nebo w(K') < w(K):

11: K+ K’

12: vrat K

13: end function




Zakladni pojmy 12

» Tvrzeni 4.5. Méjme ohodnoceny graf G = (V, E)s vrcholovym pokryti M o
velikosti d. Vijse popsang algoritmus bézi v case |V(G)|9@ - |E(G)|O@.

Dukaz. Volime mnozinu vnitinich vrchola I, kterych je nejvyse 2-d — 1 dle
lemmatu @ Pocet voleb vSech vnitinich vrcholt je nejvyse Zfi;l (IV(G )|) <

K2
(2d—1)-|V(G)|??~1. Konstrukce kostry K na || vrcholech nés stoji (|E|(I‘G_Ilm) <

|E(G))|T-1 < |E(G[))]?* 2 < |E(G)|**2. Poté je potieba ke kostfe K vy-

vvv/s

] ]

: 1 :
=0 1=0

Pro kazdy nejtézsi list najdeme jeho odpovidajici vnitrni vrchol, coz popiseme
takto [T125 (1] — 1) < ([I])! < (2d — 1)2*1.

Zbyva se jenom podivat na vrcholy, které nepatii do kostry K a nejsou
nejtézsimi listy. Pro kazdy takovy vrchol se podivame k jakému vnitinimu
vrcholu v z konstruované kostry miizeme s nejmensi vahou pripojit a pritom
nezvysit ohodnoceni vnitini vrcholu v. Celkem to bude (|V(G)| — |I| — |L]) -

|E(G)| < |V(G)| - |E(G)]. Celkova slozitost je nanejvys

(2d = 1) - [V(G)PTH-[B(G)P2 - V(G P - (2d = 1)*7H - [V(G)] - | E(G)]
< V(@)D - |B(G)[O1Y.

O

» Tvrzeni 4.6. Méjme graf G = (V, E), vrcholové pokryti M a velikost vr-
cholového pokryti d. Vyse popsany algoritmus je korektni.

Dikaz. Méjme optimalni feSeni H. Nejdrive volime postupné vsechny volby
vnitinich vrchold, kterych je dle lemmatu 4.3 nejvyse 2d — 1, na kterych vy-
tvorime kostru. Pro danou volbu vnitinich vrcholi existuje mnozina nejtéz-
sich listt takova, ze kazdy vnitini vrchol je sousedem s nejvyse jednim vr-
cholem z mnoziny nejtézsich listd. V tomto odstavci zkousime vSechny mozné
kombinace. Tim padem mezi vS§emi kombinacemi je kombinace, kde jsme zvolili
vnitini vrcholy a nejtézsi listy takové, které jsou v optimalnim reseni H.

V poslednim kroku algoritmu vybirdme hranu pro kazdy vrchol u, ktery
jsme neoznacili jako vnitini vrchol a ani jako nejtézsi list. Pro v hledame hranu
takovou, kterou napojim na zbytek grafu. Mazu napojit na list kostre H nebo
na vnitini vrchol.

Pokud se napojuji na vnitini vrchol, hledam takovy vnitini vrchol, kte-
rému nezvedne ohodnoceni a pfitom vaha hrany je nejmensi mozné. Pro spor
predpokladejme, ze jsme se mylili. Existuji dva pripady, které postupné roze-
bereme.
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Pripad 1 Existuje list £ v H takovy, ze se napoji do vnitiniho vrcholu,
kterému nezvedne ohodnoceni, ale vaha hrany neni nejmensi mozna. Nas algo-
ritmus pro kazdy takovy £ vezme nejmensi vahu hrany takovou, kde nezvedne
vnitinimu vrcholu ohodnoceni. Kromé takovych listi £ zadny jiny vrchol nas
algoritmus neovlivni. Tim vytvori nis algoritmus feSeni H', které je ale lepsi
nez optimélni, coz je spor.

Pripad 2 Existuje list £ takovy, Ze se napoji do vnittniho vrcholu, kterému
zvedne ohodnoceni a vaha hrany je nejmensi moznd, coz je spor s tim, jak
jsme postupovali. V predchozim kroku jsme zajistili, Ze se ohodnoceni vnitrnich
vrchold nezvysi.

Pokud se ale napojuji na list, coz poznam tak, zZe algoritmus zadnou hranu
nevybral pro u, protoze by jinak zvysil ohodnoceni jinému vrcholu. V tomhle
pripadé vybereme miniméalni hranu pro vrchol u, coz je korektni, protoze kazdy
vrchol mé ohodnoceni, které se rovnd minimalni vaze hrany mezi hranami, se
kterymi je incidentni. Jako priklad uvedeme graf se dvéma vrcholy, ktery je
spojen hranou. O

Protoze existuje algoritmus, ktery bézi v case |V(G)|C@D . |E(G)|°@D, patif
MINPSC parametrizovany vrcholovym pokrytim do tfidy XP rozhodovacich
problém1.

4.2 Algoritmus parametrizovany vrcholovym pokry-
tim a poctem rtznych typa vah

Na zacatku si zadefinujeme, jak budeme vytvaret rozklad. Na vstupnim grafu
vytvorime tfidy na vrcholech mimo vrcholové pokryti podle sousedi, coz jsou
vrcholy z vrcholového pokryti. Navic nas zajima pro kazdy vrchol jeho soused-
stvi ve vrcholovém pokryti a jaké jsou vahy hran.

Nésledujici definice odrazi nase pozadavky na faktorizaci. Poznamenejme,
ze pokud mezi dvéma vrcholy néjakého grafu G neexistuje hrana, doplnime
hranu mezi né nekonecné vahy.

» Definice 4.7. Méjme graf G = (V, E), vrcholové pokryti M = {v1,...,v4}
velikosti d a rizné typy vah Q = {p1,...,pq} @ oznacne pgy1 = +o0o0. Necht
I =V(G)\ M, kterd je nezdvisla mnozina. Vytvorme rozklad I, ktery budeme
znacit F, a to tak, Ze pro kazdé rq,...,rq € [q+ 1] definujeme

I{(rl,...,rd)} = {’U el | Vi € [d] : w({u,vz}) = p',«l.}.

Piiklad takového rozkladu uvddime na obrazku 4.1

Poznamenejme, Ze tiidy popisované ve vyse uvedené definici mohou byt i
prazdné. Na obrdzku by to byla trida napriklad I(5 5 5.

Nejdiive nastinime myslenku a poté si to popiSeme formalnéji. Zacneme
pozorovanim.
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I(10.11,12)

12

M

I(4,5,00)

B Obrazek 4.1 Rozklad grafu G s vrcholovym pokrytim M = {v1, v, v3} a vahami
hran z mnoziny @ = {4,5,10,11, 12}

» Pozorovani 4.8. Méjme graf G = (V, E). Kazdy vrchol grafu G md nejvgse
tolik rizngch ohodnocent, kolik je pocet rizngch typu vah.

Na zdkladé toho pozorovani vyzkousime vSechny volby ohodnoceni pro vr-
choly z vrcholového pokryti. Tim dosdhneme toho, Zze ohodnoceni téchto vr-
choli se nebude ménit v dalsich krocich. Poté budeme aplikovat redukéni pra-
vidlo, dokud je to mozné. Myslenka redukéniho pravidla je takové, Ze na konci
budeme mit graf, ktery méa pocet vrcholi omezeny vici vrcholovému pokryti a
poctu raznych typu vah.

Pozdéji se budeme divat na hrany takové, které nezvednou ohodnoceni

vrchol z vrcholového pokryti. Zavedeme si takovou mnozinu, aby to bylo
prehlednéjsi.
» Definice 4.9. Méjme graf G = (V, E), vrcholové pokryti M, mizné typy vah
Q a f jakozZto ohodnoceni vrcholi ve vrcholovém pokryti, tj. f : M — Q a
faktorizaci F. MnoZinou R, kde u € F pro néjakou tridu F € F , oznacime
hrany splnujict

{{u, v} [ve M Aw({u,v}) < f(v)}-

Ted to popiseme formalnéji.

Pro orientované grafy a problém MINPAC existuje redukéni pravidlo, které
vyuziva vrcholové pokryti a pocet riznych typu vah ﬂgﬂ Jenomze je pro orien-
tovany graf.
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My v této kapitole vezmeme zminéné redukéni pravidlo pro orientovany
graf a modifikujeme ho pro neorientovany graf.
Nejprve si zadefinujeme pozorovani, které pozdéji pouzijeme.

» Pozorovani 4.10. Méjme souvisly graf G. Pokud existuji vrcholy u € V (G)
av € V(Q) takové, Ze Ng(u) C Ng(v), pak plati, Ze indukovany graf G bez
vrcholu u, tj. G[V(G) \ {u}], je souvisly.

» Redukcéni pravidlo 4.11. Méjme neorientovany graf G, jeho vrcholové
pokryti M a jeho faktorizaci F. Pro libovolnou tridu F € F o velikosti alesporn
dva smazeme libovolny vrchol z této tridy.

Co stoji za povsimnuti, je, ze kdyz odstranujeme vrchol z néjaké t¥idy, odstra-
novany vrchol se stava listem v konstruované optimélni kostre. A za kazdy list
zaplatime minimalni vahu hrany, se kterou je incidentni.

Dale si popiseme, jak s pouzitim redukéniho pravidla ziskame FPT algo-
ritmus. Budeme redukéni pravidlo aplikovat, dokud je mozné. Kdybychom se
podivali na optimalni feseni pred a po aplikaci redukéniho pravidla, zjistime,
ze za vrchol, ktery odstranujeme, zaplatime minimélni vahu hrany takové, ze je
incidentni s odstranovanym vrcholem a vrcholem, kde jsme uhodli ohodnoceni.

» Tvrzeni 4.12. Méjme graf G, jeho vrcholové pokryti M wvelikosti d a pocet
rizngjch typti vah q. Redukcni pravidlo bézi v case O((q+1)%) - |[V(G)|- |E(G).

Dukaz. Méjme na vstupu instanci I problému MINPSC a proménnou ¢ = 0,
do které pri kazdém pouziti redukéniho pravidla budeme ukladat hodnotu vr-
cholu, ktery chceme odstranit z instance I. Dokézeme, Ze potom, co skonc¢ime s
aplikovanim redukénich pravidel, zbude instance I’ problému MINPSC takovd,
7e pocet vrcholit I’ je nanejvys (¢+1)¢, kde ¢ pocet typti vah. V instanci mohou
nastat z pohledu redukéniho pravidla dva pripady.

Pokud je pocet vrcholfl instance I nanejvys (¢ + 1)¢, vratim ¢ = 0 a in-
stanci I.

Pokud je pocet vrcholii instance I alespon (q + 1)¢, aplikujeme redukéni
pravidlo 4.11, dokud v kazdé t¥idé nezbude jeden vrchol. Aplikace probih4 tak,
7e si piipravime pole D o velikosti (¢ + 1)?, kde kazdé policko odpovidé tomu,
jestli je tam uz néjaky vrchol z grafu G, anebo ne. Pro kazdy vrchol u € V(G)
se podivame, jestli ve tridé, kam vrchol u patii, je néjaky uz prvek. Pokud tam
neni, nastavime pro tuto tiidu hodnotu True. Pokud tam ale je, vytvorime
indukovany graf G[V(G) \ {u}] . Podivame jakd védha je minimdlni v mnoziné
R,,. Oznacme si ji min, a nastavime ¢ = ¢ + min,,. O

Protoze v algoritmu pouzivime parametr pocet riznych typu vah, potfebu-
jeme prozkoumat, jestli kazda vaha se d4 omezit. Jinak po skonceni algoritmu
nelze spolehnout na to, ze instance problému MINPSC je omezené v parame-
trech poctu ruznych typu vah a vrcholovém pokryti. Na to, jestli se to da,
odpovidame kladné a to vyuzitim techniky popsanou v ¢lanku.
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» Tvrzeni 4.13 ([12]). Pro vstupni instanci (G = (V, E),w) MINPSC, kde
m = |E|, miZeme spocitat v polynomidlnim case instanci (G,w) MINPSC
takovou, zZe

(i) vdha nejtézsi hrany v oboru hodnot W je omezena nanejvys 24m?® . (2m +
1)™(m +2),

(ii) souvisly podgraf T = (V, F) grafu G je optimdlni reseni pro (G,w) prdvé
tehdy, kdyz T je optimdlni Teseni pro (G,w).

» Véta 4.14. Méjme ohodnoceny graf G = (V, E), vrcholové pokryti M o veli-
kosti d. Vijse popsangj algoritmus pracuje v case O(q?- (q+1)4-|V(G)|-|E(G))).

Dukaz. Abychom zkusili vSechny volby pro vrcholy z vrcholového pokryti
grafu G, bude nés to stat ¢?. A poté aplikujeme redukéni pravidlo, coz zvlad-
neme za (¢ + 1)% - |V(G)| - |E(G)|. A nakonec vyfesime vzniklou instanci I’
velikosti O((q + 1)¢ + d), kterou si oznaéme ny/, tj. pocet vrcholi. Mizeme
pouzit hrubou silu, coZ zvladneme za O(np ™' ~1). O

» Tvrzeni 4.15. Méjme ohodnoceny graf G = (V, E), vrcholové pokryti M o
velikosti d. Vyse popsany algoritmus je korektnd.

Dukaz. Méjme optimalni feseni H pro graf G. Pro vrcholy z vrcholového
pokryti vybirame vSechny mozné volby ohodnoceni. Tim zkusime i ohodnoceni
odpovidajici optimalni feseni H.

V dalsim kroku algoritmu se divime na kazdy vrchol s ve tridé F € F
o velikosti dva. U vrcholu s volime, kterou hranou ho pfipojime ke zbytku
grafu G. Hranu volime z mnoziny R;. Jednd se o podobny krok, jak jsme to
délali v algoritmu|4.1.1.

Nejdrive se zamyslime, jestli potrebujeme pro vrchol s volit vahu hrany z
mnoziny Rg. Urcité musime volit hranu z takovéto mnoziné. Kdybychom volili
hranu mimo takovouto mnozinu, zvysime ohodnoceni vrcholu ve vrcholovém
pokryti, coz je spor s tim, Ze jsme spravné nastavili ohodnoceni vrcholim ve
vrcholovém pokryti, které jsou v optimalnim feseni H.

Ozna¢me dva ruzné libovolné vrcholy s a s’ tiidy F. Takové dva ruzné
vrcholy existuji, protoze F' obsahuje alespon dva vrcholy. Predpoklddejme,
ze pro vrcholy s a s" plati max,ecn,, () (w({v, s}) < max,en, () (w({v,s'})).
Kdyby to neplatilo, upravime graf tak, ze prohodime vSechny incidentni hrany
vrcholu s a s’. Formalnéji, jen vrcholy s a s’ prohodime a mnozinu hran zmé-
nime a to tak, Ze

E(H) = {{v,v'} | {v,v'} € E(H) AMv,v'} N {s,s'} =0 }u
{{v,s} [ {v,s'} € E(H)} U {{v,s'} | {v, s} € E(H)}.

Déle muzeme predpoklddat, ze Ny (s) € Ny (s'). Pokud by to neplatilo, lze pro
vrchol §” doplnit hrany s vrcholy Ny (s) \ Ng(s'). Touto operaci nezménime
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cenu H, protoze za vrchol s’ zaplati uz maximdlni hrana z predpokladu. Pro
libovolny vrchol v” z mnoziny Ng(s) \ Ng(s') plati, Ze jeho ohodnoceni je
alespont w({v”, s}). A pfidanim hrany {v”, s’} se ohodnoceni nezméni, protoze
w({v”,s'}) = w({v”, s}). Ostatni vrcholy nijak neménime.

Z pozorovani m plyne, ze H[V(G) \ {s}] je souvisly. Je acyklicky, pro-
toze H je acyklicky a odstranénim vrcholu acykliénost nezménime.

Podivejme se na ohodnoceni vrcholu s. Ozna¢me ming minimalni vahu
hrany, ktera je incidentni s vrcholem s a pfitom tato hrana patii do mno-
ziny Rs. Odstranénim vrcholu s z grafu G dostévame graf G'. H[V(G) \ {s}] je
feseni pro graf G’ a celkové zaplatime maximalné OPT(G) — ming, protoZe u
zaplati alespon mins. Tedy dostdvame OPT(G) > OPT(G') + mins.

Méjme graf G = G[V(G) \ {s}]. Méjme optiméln{ kostru H grafu G'. Ke
kostie H' pfiddme vrchol s a pfiddme takovou hranu, kterd je v Ry a je nejmensi
moznou vahu. Tim, ze jsme pridali hranu, jsme nemohli zvednout ohodnoceni
vrcholu u, ktery je incidentni s touto hranou. Vrchol u je ve vrcholovém pokryti,
kde kazdy vrchol ma pevné dané ohodnoceni. Vahu nové pfidané hrany si
oznaéme mings. Tedy vrchol s je list a z véty o trhéni listu plyne, ze takovy
graf je strom. Protoze obsahuje vSechny vrcholu grafu G, jedna se o kostru. A
tedy i o TeSeni, za ktery zaplatime nejvyse OPT(G) < OPT(G') + ming

Ozna¢me mins minimélni vdhu hrany takové, které je v Rs. Poté spojenim
obou nerovnosti dostavame

OPT(G) = OPT(G") + mins. O



Kapitola 5

Sousedska ruznorodost

V této kapitole si predstavime dva parametry. A to sousedskou ruznorodost
a barevnou sousedskou rtiznorodost. Pro barevnou sousedskou rtiznorodost
ukdzeme, ze existuje algoritmus, ktery bézi v ¢ase FPT. Pro sousedskou ruz-
norodost dokazeme, ze kdybychom chtéli pouzit tento parametr pro vyreseni
MINPSC, ztstava problém MINPSC NP-tézkym.

5.1 Zakladni pojmy

V této podkapitole si zadefinujeme pojmy, které budeme dale v této kapitole
pouzivat.

» Definice 5.1 (Sousedské ruznorodost). Méjme graf G = (V, E). Pro dva
vrcholy w,v grafu G Tekneme, Ze patri do stejné tridy sousedské riznorodosti,
pokud Nglu| = Ng[v]. Pocet téchto trid grafu G budeme znacit nd(G).

» Definice 5.2 (Hranové obarveny graf). Méjme graf G = (V, E) s hranami
rozlozenymi na Ei,...Ey trid pro k € N a vytvorime graf G' = (V,E' =
Ule E;). Grafu G' budeme rikat hranové obarveny graf.

V definici proménnd k predstavuje pocet barev, kterd odpovida poctu raznych
typu vah neboli oboru hodnot funkce w.
Daéle potifebujeme védét, co to znamend byt sousedem podle i-té barvy.

» Definice 5.3 (Barevni sousedi). Méjme hranové obarveny graf G = (V, E' =
Ule E;) pro pocet barev k € N. MnoZinu N} [u] vrcholi pro néjaky vrchol u €
V(G), kde j € [k],definujme jako NL[u] = {v € V(G) | {u,v} € E;(G)} U{u}.

Sémanticky md pfedchozi definice vyznam takovy, Ze mnozina N} [u] pro né-
jaky vrchol u grafu G je tvorena sousedy vrcholu u, kteri maji stejnou i-tou
vahu hrany, kterd spojuje daného souseda a vrchol u.

Nakonec zadefinujeme barevnou sousedskou ruznorodost.

18
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» Definice 5.4 (Barevnd sousedskd ruznorodost). Méjme graf G' = (V, E' =
Ule E;) pro pocet barev k € N. Pro dva vrcholy u,v grafu G' tekneme, Ze patri
do stejné tridy barevné sousedské riznorodosti, pokud pro kaZdou barvu i € [k
plati N} [u] = Nk [v].

Poznamenejme, ze pro dany graf G budeme znacit cnd(G) velikost barevné
sousedské riznorodosti, anglicky coloured neighbourhood diversity, tedy pocet
ttid v barevné sousedské riiznorodosti.

5.2 Algoritmus parametrizovany barevnou soused-
skou rtznorodosti

Predtim, nez popiseme redukéni pravidlo a dokdzeme jeho vlastnosti, popiseme
si hlavni myslenku, kterd za nim stoji. Podobné jak v redukénim pravidle
pro vrcholové pokryti budeme postupovat i pro obarvenou sousedskou
ruznorodost, kde nejdrive vezmeme libovolny vrchol z kazdé tridy barevné
sousedské ruznorodosti, u kterého uhodneme ohodnoceni. A pak v kazdé tridé
definovanou barevnou sousedskou riznorodosti se budeme snazit zredukovat
pocet vrcholi na jeden. Na vSechny zredukované vrcholy krom jednoho se
budeme divat jako na listy v zkonstruované optimalni kostre.
ZacCneme pozorovanim.

» Pozorovani 5.5. Méjme graf G = (V, E). Kazdy vrchol uw € V(G) md tolik
ohodnocend, kolik je trid barevné sousedské riznorodosti, tj. cnd(Q).

V prvnim kroku algoritmu z kazdé tridy barevné sousedské rtznorodosti vy-
berme jeden vrchol, u kterého uhodneme jeho ohodnoceni. Téch je na zakladé
pozorovani ]ﬁ nejvyse cnd(G). Déale se podivime hrany, které jsou vybra-
nymi vrcholy incidentni. Pokud vaha takové hrany je vyssi nez vaha prirazena
vrcholu v predchozim kroku, takovou hranu odstranime. Poté aplikujeme na-
sledujici redukéni pravidlo.

Nasledujici definice je technicka. Chceme vSechny vrcholy, které jsme vy-
brali, seskupit do mnoziny.

» Definice 5.6. Méjme graf G = (V, E) s vrcholy, ktergm jsme uhodli ohodno-
cent, a tridy barevné sousedské riznorodosti grafu G. Ddle si oznacme mnoZinu
U, do které budou patrit vsechny vrcholy, které jsme z kazdé tridy barevné sou-
sedské ruznorodosti vybrali.

Daéle bychom chtéli kazdému vrcholu v priradit takovy vrchol u, ktery lezi ve
stejné barevné sousedské tiidé a plati u € U. Takovouto pomocnou funkci
oznac¢ime f : V — V. Nékdy budeme pouzivat i zobecnénou verzi, kdy mame
vice vrcholi nez jeden. Pro neprazdnou mnozinu vrcholu V' definujme f(V') =

{f(v) [ve Vi
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» Redukéni pravidlo 5.7. Méjme graf G' = (V, E = Ule E;), kde k je pocet
barev, s barevnou sousedskou riznorodosti cnd(G'). Pro libovolnou tridu N ba-
revné sousedské riznorodosti takové, Ze obsahuje alesporn dva vrcholy, smaZeme
libovolny vrchol uw ze tridy N takovy, Ze u ¢ U. Ve vysledku dostaneme graf

G" = [V(G)\ {u}].

» Tvrzeni 5.8. Mé&jme graf G' = (V,E = Ule E;) a mnozinu U spliujici
definici 5.6. Ddle mé&jme graf G" indukovany mnoZinou vrcholi V(G') \ {u},
kdeuw e V(G"),u ¢ U au € N pro néjakou tridu barevné sousedské riznorodo-
sti velikosti alespori dva, coZ je vrchol, ktery chceme v redukénim pravidle 5.7
odstranit. Oznacme u' € N, ktery je rizniy od u a v’ € U. Vztah mezi optimdl-
nim resenim grafu G' a optimdinim tesenim grafu G” lze popsat ndsledovné

OPT(G")=0PT(G")+ min (w({v,u})).

vef(Ner(w))
Predtim nez pfrejdeme na dikaz, vSimneme si, ze nam staci pracovat jen s
vrcholy z mnoziny U, protoze pro kazdy vrchol v existuje vrchol v/ € U,
ktery lezi ve stejné barevné sousedské ruznorodosti a pro ktery zaroven plati
w({u,v}) = w({u,v’'}). A poznamenejme, ze kdyz se budeme divat na vrchol
sousedy vrcholu u, nas budou zajimat takové vrcholy z U, které jsou ve stejné
tridé barevné riznorodosti jako sousedi vrcholu wu.

Dikaz. Nejdiive dokdzeme nerovnost

OPT(G') > OPT(G")+ min (w({v,u})).
(@)= OPT(@)+ _min (w({o.u})

Oznac¢me si H' jako optimdlni feseni grafu G’. Bez ijmy na obecnosti mizeme
predpokladat néasledujici nerovnost.

max (w({v,u})) < max w{v,u'})).
UENH/(U)( ({v,u})) vef(NH,(u,))( ({v,u'}))

Tato nerovnost k4, Ze v optimalnim feseni H’ bude mit vrchol v nanejvys tak
velké ohodnoceni, jaké mé vrchol v’. Kdyby to neplatilo, vezmeme si mnozinu
vSech incidentnich hran s vrcholem u v optimélnim feseni H’ a mnoZinu vSech
incidentnich hran s vrcholem v« v optimalnim feSeni H'. Tyto dvé mnoziny
prohodime. Kdybychom to chtéli formalné zapsat, jednalo by se o stejnou mys-
lenku jako v piipadé redukéniho pravidla 4.11) na bézi vrcholového pokryti a
poctu raznych typu vah.

Déle bez tjmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze plati Ny/(u) C
Ny (u'). Pokud by to neplatilo, lze pro vrchol v doplnit hrany s vrcholy z mno-
ziny Np(u)\ Ny (v'). Timto krokem se OPT(G') nezméni, protoze vrcholu v/
je piifazeno ohodnoceni, které jsme piedpoklédali, tedy max,en,, ) (w({v, u'})).
Pro libovolny vrchol v” z mnoziny Ny (u)\ Ny (u') plati, Ze jeho ohodnocenf je
alespont w({v”,u}). A pfiddnim hrany {v”, 4’} se ohodnoceni nezméni, protoze
w({v”,u'}) = w({v”,u}) . Ostatni vrcholy nijak neménime.
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Z pozorovani 4.10 plyne, ze H'[V'(G)\ u| je souvisly. Je zdroveri i acyklicky.
TudiZ se jednd o FeSeni neboli kostru grafu G”. Celkové ohodnoceni takto
vzniklého feseni je nejvyse OPT(G') — minye i, (u))(w({v,u})), protoze u
je ze souvislosti feseni H' ohodnocen alesponi min,ey, () (w({v,u})). Z vyse
uvedeného dostavame nésledujici nerovnost

OPT(G") > OPT(G") + i ) .
(@) 2 OPT(G") + _min = (w({v,u})

Ted dokazeme opacnou nerovnost.

OPT(G") <OPT(G")+ min (w({v,u})).
ve f(Ngr(u))
Ozna¢me si H” jako optimalni feseni grafu G”. Ke grafu H” pripojime vrchol
u s tim, Ze potrebujeme vybrat hranu. Budeme vybirat hranu nejmensi mozné
vahy mezi vrcholy z U. Protoze obsahuje vsechny vrcholy grafu G’, jednd se o
kostru. A tedy i o reseni, ktery bude ohodnoceno nanejvys

OPT(G") <OPT(G")+ min (w({v,u}))
vEf(Ngr(w))

Spojenim obou nerovnosti dostavame pozadovanou rovnost. O

» Tvrzeni 5.9. Redukcni pravidlo lze aplikovat v case O(n - end(Q)).

Dikaz. Méjme na vstupu instanci G a cnd(G) a ¢ = 0, do kterého budeme
uklddat minimalni hodnotu vrcholu, ktery chceme smazat. Dokazeme, Ze po
aplikovani redukéniho pravidla dokdzeme vytvorit graf G’ s tim, Ze pocet vr-
choli instance G’ je nanejvys cnd(G). Rozlisime tii pripady.

Pokud bychom méli V(G) < end(G), znamenalo by to, Ze existuji t¥idy
barevné raznorodosti, ktefl nemaji zadny vrchol. Takovyto graf jsme museli
dostat na vstupu. Z redukéniho pravidla jsme ho ziskat nemohli, protoze pred-
poklada, ze ve tridé sousedské rtuznorodosti existuji alespon dva vrcholy a
smaze vzdy jeden vrchol. Pokud takovy graf dostaneme na vstupu, dostavame
spor s definici barevné ruznorodosti, kterd nepovoluje prazdné tridy.

Kdyz mame |V(G)| = cnd(G), vratime G s tim, ze ¢ = 0.

Kdyz mame |V (G)| > cnd(G), pak aplikujeme redukéni pravidlo, dokud v
kazdé tridé barevné sousedské riznorodosti nezbude pouze jeden vrchol z U.
Aplikace probiha tak, ze si pfipravime pole D o velikosti cnd(G), kde kazdé po-
licko mé nasledujici vyznam. ,,Je tam néjaky vrchol z grafu GG, anebo ne?”Tedy
pokud je tam néjaky vrchol, tak je tam hodnota True. Pokud je tam neni zadny
vrchol, je tam hodnota False. Pro kazdy vrchol u € V(G) se podivame, jestli ve
ttidé barevné rtiznorodosti, kam vrchol u pat¥i, uz je néjaky jiny vrchol. Pokud
neni, tak nastavime pro tuto tfidu barevné riznorodosti hodnotu True. Pokud
ano, vytvorime graf G[V(G) \ u] a nastavime ¢ = ¢ + min,e s () (W{u, v}).

Casové zaplatime O(n - cnd(Q)).

Ve vysledku dostdvdme graf G’, ktery mé v kazdé ti¥idé barevné riznoro-
dosti jeden vrchol, a plati nasledujici vztah OPT(G) = OPT(G') + c. O
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Poznamenejme, Ze neni potieba néjakym zpiisobem omezovat vahy hran, jak
jsme to délali s vrcholovym pokrytim 4.11. V samotné definici barevné sou-
sedské rtuznorodosti jsou zohlednény vahy, neboli barvy, hran, coz ukazuje né-
sledujici pozorovani. U sousedské ruznorodosti staci, aby tfida méla stejné
sousedy, ale vahy na hranidch mohou mit libovolné, coz u barevné sousedské
riznorodosti je jinak.

» Pozorovani 5.10. Mejme graf G, typ vah q grafu G a barevnou soused-
skou riznorodost end(G). Typy vah q a barevnd sousedskd riznorodost jsou v
ndsledugjicim vztahu q < end?(G) + end(G).

Diukaz. Pro kazdou tfidu barevné ruznorodosti plati, ze ma nejvyse cnd(G)
tTid barevné rtiznorodosti, se kterymi sousedi. A pro kazdé dvé tridy sousedni
barevné raznorodosti plati, ze maji jeden typ vah.

V ramci jedné t¥idy barevné riznorodosti je nejvyse jeden typ vah. Z toho
plyne, 7e pocet riiznych typt vah je nanejvys ¢ < end?(G) + cnd(G). O

5.3 Barevna sousedska ruznorodost a sousedska ruz-
norodost

V této podkapitole si ukazeme, ze trid barevné sousedské ruznorodosti je ale-
spon tolik, kolik je t¥id sousedské rtiznorodosti. Déle si ukédzeme graf, kde pocet
trid barevné sousedské rtuznorodosti je imérny poctu vrcholi, ale pocet trid
sousedské ruznorodosti je 2.

» Tvrzeni 5.11. Méjme sowvisly graf G = (V,E) se sousedskou rizno-
rodosti nd(G) a s barevnou sousedskou riznorodosti cnd(G). Pro barevnou
sousedskou ruznorodost a sousedskou ruznorodost plati ndsledujici nerovnost
nd(G) < cnd(G).

Diikaz. Pokud kazda trida barevné sousedské riznorodosti grafu G je pod-
mnozinou néjaké tiidy sousedské riznorodosti grafu G, tak nerovnost, kterou
chceme dokézat, plati.

Predpokladejme pro spor, ze existuje tiida barevné sousedské rtznorodo-
sti F' grafu G takova, ze je podmnozinou alespon dvou rtznych t¥id sousedské
ruznorodosti. Dvé ruzné takové tiidy si oznaéme Fj, Fj a dokdzeme, Ze se
muselo jednat o stejnou t¥idu. Vezméme si dva vrcholy u € F| a v € Fj. Vr-
choly u a v maji stejné sousedstvi, protoze plati v € F' a v € F. Tim padem
musi byt ve stejné tridé sousedské ruznorodosti, coz je spor s tim, Ze jsme
predpokladali, Ze jsou ve dvou rtznych tridédch sousedské riiznorodosti. ]

Mizeme se ptat, na kolik se mohou lisit sousedska riznorodost a barevna verze.
Nasledujici lemma ukazuje, ze i kdyz sousedska riznorodost je konstantni, ba-
revna sousedska ruznorodost muze mit az tolik tiid barevné sousedské rtzno-
rodosti, kolik je pocet vrcholu v grafu.
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B Obrazek 5.1 Bipartitni graf se dvéma partitami o velikosti t¥i. Modra hrana sym-
bolizuje vahu hrany 2 a ¢ernad hrana symbolizuje vadhu hrany 1

» Tvrzeni 5.12. Pro kazdyn € N existuje ohodnoceny graf G = (V, E) takovy,
zZe |[V(GQ)| =2 - n, a zdroven plati, Ze nd(G) < 2 a cnd(G) = n.

Diukaz. Pro lepsi pochopeni demonstrujeme nejdiive nakresleni takového grafu
a poté si ho popiseme formalné&ji.

Vezmeme si dvé disjunktni mnoziny vrcholy o velikosti n. Vrcholy jedné
mnoziny si postupné oznacime vy, ..., v; a druhé mnoziny sousedské riznoro-
dosti oznac¢ime uq, . . ., ug, kde k € N ndm udava pocet prvkt v prvni tridé a po-
¢et prvki ve druhé tiidé. Vytvorime si mezi témito mnozinami bipartitni graf
K, i s nasledujici vahovou funkei

2 pokudi=j

w({ui, v;}) = {

1 jinak.

Takto zkonstruovany graf mé sousedskou riiznorodost 2, ale barevnou soused-
skou riznorodost potrebujeme zjistit. Trida barevné sousedské riznorodosti
patii pravé do jedné sousedské ruznorodosti. Pro t¥idu sousedské rtiiznorodosti
v1,...,v; plati, ze kazdé dva rtzné vrcholy v;,vj, kde 4,5 € [k],i # j, plati,
ze N?(v;) = {w;} # {u;} = N?(v;). Z toho plyne, Ze cnd(G) > k, protoze by
mohla nastat situace, kdy jedna ze tiid barevné riiznorodosti by méla vrcholy
vj, u;. Takovd situace by znamenala existenci tfidy barevné riznorodosti, ktera
ma jeden vrchol v jedné tridé sousedské riuznorodosti a druhy vrchol v jiné sou-
sedské ruznorodosti, coz je ve sporu s tim, ze kazda trida barevné sousedské
ruznorodosti je podmnozinou néjaké t¥idy sousedské rtiznorodosti, jak jsme
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ukdzali v dikazu lemmatu|5.11| Tedy kazd4 barevné sousedské ruznorodosti
ma jeden vrchol. V takovém grafu mame 2 - k£ vrchold, tedy mame 2 - k t¥id
barevné sousedské rtuznorodosti. O

5.4 Tézkost parametrizace pomoci sousedské ruz-
norodosti

Vyuzijme polynomiélni redukci z problému MINPSC na MINPSC s konstant-
nim poctem tiid sousedské riznorodosti. Hlavni myslenka je, Ze libovolnou
instanci problému MINPSC lze zuplnit, tj. vytvorit instanci grafu instanci upl-
ného grafu. Tim dosahneme toho, ze pocet tiid sousedské riznorodosti bude
konstantni. V tomto pripadé konkrétné se bude rovnat jedna. Nasledujici de-
finice formalizuje to, ¢emu budeme rikat zaplnéni.

» Definice 5.13. Kazdy graf G = (V, E) s vdhovou funkci w : E — N lze
prevést, neboli ziuplnit, na uplnyg graf G' = (V, E') s vdhovou funkciw' : E' — N,
kde E' = (‘2/) Méimee € E', u eV av € V. Vihovd funkce w' je definovdna
ndsledovné

(&) = {w<e'> ¢ € B(G)
maxg, upene) (w({u.v)) - [V(G)| ¢ ¢ B(G).

Zuplnéni libovolné instance MINPSC sice vytvori nova Teseni, ale optimalni
zachova, coz Tika nésledujici pozorovani.

» Tvrzeni 5.14. Méjme hranové souvisly ohodnoceny graf G a jeho zuplnént
G'. Pro dané grafy plati OPT(G) = OPT(G").

Diukaz. Méjme optimélni feseni H grafu G a optimélni feseni H' grafu G’.

H je pFipustné feseni ztiplnéného grafu G, tj. G'. A tedy i plati OPT(G) >
OPT(G).

A ted to dokdzeme opacnou nerovnost, tj. OPT(G) < OPT(G"). Kdyby
optiméalni feseni H' neobsahovalo Zddnou nové pfidanou hranu, pak by H’ bylo
feSenim G a OPT(G) < OPT(G'). Predpokladejme, ze H' obsahuje alespori
jednu nové pridanou hranu. Déale si ozna¢me A vahu hrany takové, kterd je
maximalni, tj. maxy, ,yep(q) w({u, v}). Dale vime, ze plati nasledujici

OPT(G) < A-|V(G)| < A-|[V(G)] - k < OPT(G"),

kde k je pocet nové pridanych hran, které jsou H’'. O k vime, Ze je celé kladné
¢islo. A tim to mame dokézano. O

Pred tim, nez dokazeme redukci, potiebujeme zadefinovat pojem polynomialni
redukce neboli Karpova redukce.
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» Definice 5.15 (Karpova redukce [13]). Pro rozhodovaci problém S a S’
méjme funkci f : S — 8" wycislitelnou v polynomidlnim case. Funkce f se
nazyvd Karpova redukce, pokud pro kazZdy x plati x € S prdave tehdy, kdyz
f(x)e s’

» Véta 5.16. MINPSC je NP-iuplny i pro grafy s sousedskou riuznorodosti
velikosti 1.

» Tvrzeni 5.17. Vyse popsand redukce odpovidd Karpove redukci f z MINPSC
do MINPSC s tim, Ze pro kazdé I € MINPSC plati, Ze nd(f(I)) = 1.

Dikaz. V ramci ziplnéni pridavame neexistujici hrany mezi dvéma vrcholy v
grafu G s védhou popsanou v definici [5.13 a ostatn{ hrany zachovdme. Tim
padem dostavame novou instanci MINPSC. Operace pridavani je linearné za-
visld na poc¢tu hran, coz se stihne v polynomidlnim case. A potom, co ziplnime
graf G, vznikne jedna klika, coz odpovida jedné t¥idé sousedské riznorodosti.
A pritom z Lemmatu [5.14] plyne, Ze optimalita mezi pivodni{ instanci a nové
vzniklou se zachova. O



Kapitola 6

Zaver

Cilem préce bylo prozkoumat problém MINPSC a to z pohledu dvou parame-
tru, vrcholové pokryti a sousedské rtuznorodost.

V kapitole 4| jsme navrhli vzhledem k vrcholovému pokryti XP algorit-
mus a s pridanou parametrizaci pomoci po¢tu raznych vah jsme vytvorili FPT
algoritmus.

Do budoucna se nabizi prozkoumat, jestli bychom dokazali jen pomoci
vrcholového pokryti navrhnout FPT algoritmus, anebo vyvratit existenci ta-
kového algoritmu, tedy ukdzat W{[1]-tézkost.

V kapitole |5 jsme ukéazali, ze kdybychom si chtéli pomoci sousedskou ruz-
norodosti, ztistava problém MINPSC NP-tplny. Pokud za¢neme nejen zohled-
novat sousedy, jak to je v pripadé sousedské rtiznorodosti, ale i vihy hran,
coz odpovida barevné sousedské riaznorodosti, dostdvame FPT algoritmus na
jednu stranu. Na druhou stranu pocet t¥id v barevné sousedské riznorodosti
miize byt az tmérny poctu vrchold v grafu, ackoliv ma graf pouze dvé tridy
sousedské ruznorodosti.
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