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Pokyny pro vypracovani

Regresni model zrychleného ¢asu (Accelerated failure time, AFT) je ndstrojem pro
statistickou analyzu a interpretaci cenzorovanych dat s vyuzitim zejména v oblasti
pfeziti a spolehlivosti. Pokud neni specifikovand zakladni rizikova funkce modelu, pro
odhady jeho parametrl neexistuje explicitni vyjadfeni a je potfeba je ziskat numericky.
Cilem prace je prozkoumat moznosti odhadd parametrd, postupy implementovat a
vyzkousSet na redlnych i simulovanych datech.

Cile:

1. Nastudujte a popiste problematiku statistické analyzy preziti s cenzorovanymi daty.
2. Predstavte nej¢astéji pouzivané regresni modely v této oblasti. Zamérfte se na model
zrychleného ¢asu a zplsoby odhadu jeho parametra.

3. Implementujte postupy odhaddl formou bali¢ku pro jazyk R.

4. Prozkoumejte chovani odhadl pomoci simulacénich experimentt s riznymi velikostmi
vzorkd, mirou cenzorovani apod.

5. Pfedvedte pouziti metod na redlnych datech, véetné interpretace vysledka.
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Abstrakt

Bakalarska prace se zaméruje na implementaci odhadu regresnich parametri u semiparametric-
kého modelu zrychleného ¢asu. V praci je postupné predstavena analyza preziti, pristup k analyze
preziti pomoci ¢itacich procesi a regresni modelovani v analyze preziti. Poté nasleduji kapitoly,
kde se detailné popisuji zvolené metody odhadu regresnich parametri a sestaveny R balicek. Vy-
brané metody jsou v zavéru otestovany jak na redlnych, tak na simulovanych datech. Na umélych
datech je provedena simulacni studie, kde jsou vybrané postupy testovany v nékolika vybranych
scénarich s ruznou procentudlni mirou cenzorovani, velikosti vzorku a riznymi rozdélenimi od-
chylek modelu. Prakticky vysledek préace je naimplementovany R balicek, ktery realizuje vybrané
metody odhadu regresnich koeficientt a obsahuje vSechny potfebné néstroje pro semiparamet-
rickou analyzu cenzorovanych dat.

Klicova slova model zrychleného casu, odhad regresnich parametri, analyza preziti, cenzoro-
vana data, semiparametrickd analyza, poradové metody, metoda nejmensich ¢tverct

Abstract

The bachelor’s thesis focuses on the implementation of regression parameter estimation in a se-
miparametric accelerated failure time model. The thesis first introduces survival analysis, the
approach to survival analysis using counting processes, and then regression modeling in survival
analysis. Subsequent chapters provide detailed descriptions of the chosen methods for estima-
ting regression parameters of semiparametric accelerated failure time model and the constructed
R package. The selected methods are tested at the end using both real and simulated data.
An extensive simulation study was conducted on simulated data, where were selected methods
tested with different scenarios including different procentual number of censoring, number of ob-
servations and different distributions of model deviations. The practical result of the thesis is an
implemented R package that executes selected methods for estimating regression coefficients and
includes all necessary tools for the semiparametric analysis of censored data.

Keywords accelerated failure time model, regression parameter estimation, survival analysis,
censored data, semiparametric analysis, rank based methods, least squares
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Seznam zkratek

AFT  Accelerated failure time model - model zrychleného ¢asu
i.i.d. independent and identically distributed - nezdavislé stejné rozdélené
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Uvod

Analyza cenzorovanych dat je dulezita disciplina zejména v odvétvich biologie, mediciny, ekono-
mie ¢i elektrotechniky. Zajimavé je predevsim regresni modelovani, kde zkouméame vliv jednot-
livych kovaridt na Cas preziti, tedy Cas ve kterém subjekt zazil néjakou predem specifikovanou
sledovanou udéalost, kde pod pojmem sledované udalosti rozumime napiiklad smrt pacienta Ci
porouchéni néjaké mechanické soucastky.

V analyze preziti je Coxtiv model proporcionédlniho rizika bezesporu nejpouzivanéjsim regres-
nim modelem, pokud ovSem nejsou splieny predpoklady jeho pouziti, tedy predpoklad propor-
cionality rizik, tak d4dva nepfesné a zkreslené vysledky. V tomto pfipadé se nabizi pouzit jiny
alternativni model jako je napriklad model zrychleného ¢asu, ktery zaroven poskytuje mnohem
vice intuitivni interpretaci regresnich koeficienti, jelikoz na rozdil od Coxova modelu nemodeluje
intezitu nybrz samotné casy preziti.

Tato prace si klade za cil predstavit moznosti odhadd regresnich parametrt a jejich rozptylu
pro model zrychleného ¢asu. Konkrétné se zamérime na jeho semiparametrickou variantu, ktera
nevyzaduje informaci o statistickém rozdéleni ¢asu preziti.

V préaci je nejdrive predstavena statistickd analyza pfeziti od uplného zakladu. Je také pred-
stavena jeji moderni formulace pomoci ¢itacich procest a martingal, které jsou popsany i s pii-
slusnou vybudovanou teorii ohledné ndhodnych procesti. Dale jsou predstaveny zdkladni semi-
parametrické regresni modely pouzivané v analyze preziti a to konkrétné Coxtiv model propor-
ciondalniho rizika, Aalentv aditivni model a samotny model zrychleného ¢asu. Poté jsou detailné
popsany moznosti odhadt regresnich parametri u semiparametrického modelu zrychleného casu.
Je kladen dtraz jak na odhady zalozené na poradovych metodéch, které pro odhad pouzivaji li-
nearni poradové testy, tak na metody zalozené na vhodné tpravé metody nejmensich c¢tverca,
které stavi na Buckleyho algoritmu ze 70.let minulého stoleti.

Vybrané zpusoby odhadu regresnich parametri a jejich rozptylu jsou naprogramovany v rameci
R balicku, ktery obsahuje vSechny zdkladni néstroje pro statistickou analyzu cenzorovanych dat.
Balicek je v samotném zavéru pouzit na analyzu redlnych dat ze Stanfordského transplantac-
niho programu a také je provedena simula¢ni studie na umélych datech. V simula¢ni studii jsou
zkoumany vlastnosti jednotlivych odhadt v zévislosti na riznych parametrech dat jako je pro-
centualni mira cenzorovani, velikost datasetu ¢i pravdépodobnostni rozdéleni odchylek. Také je
experimentovano s riznymi optimaliza¢nimi algoritmy a pocatecnimi odhady. Dosazené experi-
mentalni vysledky jsou poté zhodnoceny a jsou vybrany nejlepsi odhady pro jednotlivé scénére.



Kapitola 1

Ld

Analyza preziti

1.1 Uvod do analyzy pieziti

Analyza preziti, jinde oznacovana jako analyza spolehlivosti, je odvétvim statistiky zamérené
na analyzu ¢asu do vyskytu néjaké sledované uddlosti. Uplatnéni nachézi zejména v mediciné,
ekonomii, sociologii, biologii ¢i v elektrotechnice. Hlavni specifikum dat preziti je vyskyt neza-
porné casové slozky T*, oznaCované jako Cas preziti, kterd reflektuje ¢as do vyskytu sledované
udélosti. Sledovana udalost musi byt jasné definovdna a idedlné snadno zjistitelnd [E] Véasné
pozorovani totiz umoznuje co nejpresnéji namérit cas preziti a tedy vede ke kvalitnim vysled-
kum. Jako priklad sledované udélosti se nejéastéji uvadi smrt pacienta ¢i porouchani soucastky,
obecné ale muze jit o jakoukoliv udalost. Déle je potieba dobfe definovat pocCatecni a koncovy
bod pozorovani pro kazdy subjekt studie, jelikoZ zvoleni Spatného pocatku muze zasadné zménit
interpretaci vysledkt. Zakladnim cilem analyzy preziti je poskytnuti kvantitativnich odpovédi
na otazky tykajici se casi preziti a identifikovat faktory, které mohou tyto casy ovlivnit.

1.2 Cenzorovani

Béhem pozorovani nemusi u vSech subjekt nastat ocekavana udélost. Napriklad pri zkoumani
zivotnosti souc¢astek nemusi vsechny selhat. Mohou také nastat kompetitivni udalosti, které za-
bratiuji vyskytu hlavni uddlosti (napf¥. selhdni soucastky z diavodu padu). Ackoliv pozorovani
téchto subjektu je netuplné, je dulezité je zahrnout do vysledné analyzy, aby se predeslo zkresleni
interpretace vysledki.

Cas preziti u subjektt, u nichz hlavni udélost nenastala, se oznac¢uje jako cenzorovany. Pred-
pokladame, Ze cenzorovani je nezavislé, tedy ze pravdépodobnost cenzorovani nesouvisi s prav-
dépodobnosti vyskytu sledované udalosti. V této praci se zamérujeme vyhradné na cenzorovani
zZprava.

» Definice 1.1. Definujme 17,1y, ..., T} jako skutecné casy preziti a Cy,Cy,...,C, jako casy
cenzorovdni. Pokud plati T} > C; pro i = 1,...,n.,tak oznacujeme i-ty cas preziti jako zprava
cenzorovany.

Pro jednotlivé subjekty tedy zavddime Casy pfeziti jako T; = min(T}, C;). K rozliSeni dat zavé-
dime indikatorovou proménnou:

5 — 1 pokud je ¢as u i-tého subjektu necenzorovany
" )0 jinak



Funkce v analyze preziti

Data jsou tedy reprezentovana jako ndhodny vektor (7}, d;). V této praci se budeme zabyvat
regresnimi modely v analyze preziti, tudiz pro jednotlivé subjekty jesté pridavame vektor kovariat
Z; a vysledna reprezentace je ve tvaru (T3, 9;, Z;).

» Poznamka 1.2. V analyze preziti existuji i dalsi formy cenzorovani, napr. cenzorovani zleva
nebo intervalové cenzorovani.

1.3 Funkce v analyze preziti

Mgjme T7, Ty, ..., T¥ nezdporné i.i.d. hodnoty s distribuéni funkei F(t) = P(T* < t). Zaroven
budeme predpoklddat, ze hodnoty pochdzi ze spojitého rozdéleni s hustotou f(t). Pravdépodob-
nostni chovani ndhodné veli¢iny T* potom popisujeme pomoci nésledujicich funkci[],@,[g]
1.3.1 Funkce preziti

V analyze preziti se ¢asto vyuziva funkee preziti (survival function), kterd vyjadiuje pravdépo-
dobnost doziti subjektu do ¢asu t. Definujeme ji jako

S(t) = P(T* > t). (1.1)

Pokud je T spojitd ndhodnd veli¢ina, tak S(t) je spojitd, ostie klesajici funkce [], jinak je
vzdy nerostouci. Snadno zjistime, ze plati

St)=P(T*>t)=1-P(T*<t)=1—F(t)

a také

awpaW>w[wﬂmm.

Ukéazky tvara riznych funkei preziti jsou zobrazeny na obrazku @

0.0 02 04 06 08 1.0

S
00 02 04 06 08 1.0

T T | T T T T
0 50 100 150 200 250 300 0 1 2 3 4 5

t t

B Obrazek 1.1 Vlevo jsou zndzornény funkce preziti pro data z exp. rozdéleni s A = 0.02 (plné),
A = 0.05 (¢arkované), A = 0.08 (teckované). Vpravo jsou funkce preziti pro data z Welbuillova rozdéleni
sA=1,k=1 (pln¢), A = 1,k = 3 (¢drkovand), A = 1,k = 2 (teckované)

» Poznamka 1.3. Funkce preziti nabyva vzdy v ¢ase nula hodnoty jedna a s prirtstajicim ¢asem
se blizi limitné k 0. To vede k hezké interpretaci, jelikoz subjekt je jisté nazivu na zacatku studie
a s prirtstajicim Casem se jeho Sance na preziti stale zmensuji. Rychlost poklesu se 1isi v zavislosti
na rozdéleni dat.



Funkce v analyze preziti

1.3.2 Rizikova funkce

Dalsi dulezitou funkei v analyze pteziti je rizikova funkce (hazard function), ¢asto také oznacovana
jako intenzita selhani. Rizikova funkce popisuje intenzitu vyskytu sledované udalosti v case t,
za predpokladu Ze dosud nenastala [3]. Matematicky ji definujeme nésledovné

1
= 1i —_— < * . .
h(t) = Jim = P(t<T" <t+AHT" >1) (1.2)

Uvedme také jeji kumulativni variantu

H(t) = /0 h(u)du.

Rizikovou funkci mtizeme vyjadrit i jinak. Pokud do rovnice H dosadime vzorecek pro pod-
minénou pravdépodobnost, dostaneme

1
h(t) = lim —Pt<T* <t+ At|T* >t)

At—0 At
) 1 PE<T*<t+AtNT* >1t)
= lIim —
At—0 At P(T* > t)
~ 1 PE<Tr<t+Al)
= AtSo At S(t)
ft)
= — 1.
S (1.3)

A funkci preziti muzeme vyjadrit déle jako

h(t) = —% In(S(t))
S(t) = exp(—H (1)) (1.4)
o 1 2 a3 4 s

B Obrazek 1.2 Ukéazka riaznych tvart rizikové funkce pro data pochézejici z Wellbuillova rozdélen{

» Poznamka 1.4. Rizikova funkce muze nabyvat rtznych tvaru, jeji funkéni hodnoty jsou ale
vzdy nezaporné.



Teorie cCitacich procesi

1.4 Teorie c¢itacich procest

Zabyvame se zkoumanim casu do néjaké urcité udalosti. Ukaze se, ze je vyhodné takovd data
reprezentovat pomoci ¢itacich procest. Tento pristup poprvé predstavil Odd O. Aalen v kontextu
charakteristik neparametrickych odhadt [4]. Pozdéji vysla dalsi literatura prohlubujici tento pii-
stup k analyze pfeziti, uvedme napiiklad [5],[6]. NeZ pfijdeme k definici ¢itacich procest a jejich
vyuziti v analyze preziti, tak budeme muset vybudovat prislusnou teorii. V této sekci pouzivame
definice z knihy [2].

» Definice 1.5. Soubor ndhodnijch velicin nad stejngm pravdépodobnostnim prostorem indexo-
vanych casem {X(t) : t > 0}, nazgvdme ndhodngm procesem

» Pozndmka 1.6 (znaceni). Zkraceny zapis procesu {X(t) : ¢ > 0} budeme znacit pro zjedno-
duseni zapisu jako X, tedy stejné jako matici. Aby se predeslo nedorozumeéni, tak v textu bude
vzdy jasné specifikovano zda mluvime o ndhodném procesu ¢i napiiklad o matici kovaridt.

» Definice 1.7. Mé&jme X ndhodny proces. Zobrazenit — X(t,w), kde w € Q, nazgvdme realizaci
(trajektorii) ndhodného procesu

» Definice 1.8. Ndhodny proces X je zprava/zleva spojity pokud je jeho realizace zprava/zleva
spojitd

Nédhodné procesy, které jsou zprava spojité a maji definovanou levou limitu nazyvame cadlago-
vymi ( continue & droite, limite & gauche) procesy.

» Definice 1.9. Systém zvétsujicich se o-algeber idukovany néjakym ndhodngm procesem X
nazjvame fitraci a znacime jako FX = o{X(s):0 < s <t}

Filtraci chdpeme jako vnitfi historii procesu X. Jinymi slovy si ji muzeme predstavit jako do-
stupnou informaci do néjakého urcitého ¢asu. Zobecnénou filtraci pro vice nahodnych procesi,
tedy informaci generovanou témito procesy, znacime jako (F; : ¢t > 0).

» Definice 1.10. Nezdpornou ndhodnou velicinu S nazjvdme zastavujicim casem s ohledem na
fitraci Fy pokud (S < t) € F; pro viechny t > 0

Zastavujici ¢as nam definuje okamzik kdy muzeme rici, ze mame dostatek informaci k tomu
abychom potvrdili vyskyt uréité uddlosti (v kontextu analyzy preziti se jedna o sledovanou udé-
lost).

» Definice 1.11. Mé&jme ndhodny proces X a zastavujici c¢as S, proces X° definovany jako
X (t) = X [min(t,S)] nazjvdme zastaveny proces

» Definice 1.12. Jako lokalizacni posloupnost oznacujeme posloupnost neklesajicich zastavuji-
cich casi S, kde S, — oo pokud n — oo

» Definice 1.13. Méjme filtraci F; pokud jsou X, kde s € [0,t], Fy-méritelné redlné ndhodné
velic¢iny pak oznacujeme proces {X(t) : t > 0} jako adaptovany k fitraci F;

1.4.1 Martingaly

Dilezitym néstrojem v teorii ¢itacich procest jsou martingaly, koncept ptivodné oznacovany jako
sazeci strategie. Zjistime, ze pomoci martingala a centralni limitni véty pro martingaly muzeme
snadno popisovat asymptotické vlastnosti modelt, presnéji vlastnosti jejich odhadujicich funkei.

» Definice 1.14. Jako martingal oznacujeme cadlagovyj proces X adaptovany na filtraci F; ktery
splnuje podminky

(9}
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(i) E(X(t)) < oo pro vsechna t
(ii) E(X(t)|Fs) = X(s) pro vsechna s <t

Martingal ma tedy nulové prirtstky nezavisle na historii. Pokud navic plati, ze martingal je rovny
nule v ¢ase nula, pak hovofime martingalu s nulovou stfedni hodnotou {E (X (¢)) = E (X (0))}.

S martingaly se diky jejich vlastnostem casto pracuje jako s chybovymi procesy vyjadiujici
rozdil mezi skute¢nou hodnotou parametru a vypoc¢tenym odhadem. Na téchto martingalovych
reziduech se Casto diagnostikuji vhodnosti modelu.

Pokud misto druhé podminky v definici plati, ze E (X (t)|Fs) > X (s) pro vSechny s < ¢
nazyvame proces X submartingalem.

Uvedme nyni jednoduchou ukazku martingalu na prikladu hodu minci. Definujme X,, jako
nahodnou veli¢inu reprezentujici vyhru po n hodech. Hod panny znamené zisk jedné koruny, hod
orla naopak ztratu. Jelikoz uvazujeme, ze je mince férova, tak po kazdém hodu je ocekavana
hodnota vyhry stejnd jako dosavadni vydélek. Navic pro vSechny n jisté plati F(X,) < oo.
Proces {X,, : n > 0} je tedy martingal.
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B Obrazek 1.3 Ukézka martingalu na simulaci hodu minci.

» Definice 1.15. Za lokdini (sub)martingal budeme oznacovat proces X adaptovany na filtraci
Fi, pro ktery existuje lokalizacni posloupnost zastavujicich casi S, takovd, Ze pro kazdé n, X5n
je (sub)martingal.

Casto budeme potfebovat upravit ndhodny proces na martingal. K tomu vyuZijeme kompenzator.

» Definice 1.16. Mé&jme cadlagovy proces X adaptovany na filtraci F,. Rekneme Ze ndhodng
proces A je kompenzdtor procesu X pokud X — A je lokdlni martingal adaptovany k filtraci Fy
s nulovou stredni hodnotou. Tento kompenzdtor je unikdtni

Nyni mtzeme definovat klicovou vétu v teorii martingalt.

» Véta 1.17 (Doob-Meyerova dekompozice). Cadlagovy proces X adaptovany k filtraci Fy md
kompezdator pouze tehdy pokud je X rozdil dvou lokdInich submartingali
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Jelikoz je z definice konstatni proces 0 lokalni submartingal, tak muzeme diky Doob-Meyerovy
dekompozici fici, ze kazdy submartingal ma kompenzator. Toto tvrzeni je velmi dilezité, nebot
pozdéji zjistime, ze ¢itaci proces je také submartingal.

1.4.2 Citaci procesy v analyze preziti
Zabyvejme se nyni &itacimi procesy. Citaci proces definujeme nasledovné

» Definice 1.18. Cadlagovy proces N adaptovany na fitraci F; nazgvime citacim procesem
pokud plati

(i) N(0) = 0, N(t) < oo pro vSechna t
(ii) jeho realizace je po édstech konstantni se skoky o velikosti 1

Z kapitoly o cenzorovani vime, ze mdme data reprezentovand jako ndhodny vektor (T,4,Z).
Pomoci ¢itacich procest mizeme tuto reprezantaci nahradit funkcemi ¢asu (N (t),Y (t), Z), kde

N@#)=I(T <t5=1).

Tedy ¢itaci proces, ktery je nulovy a pfi vyskytu necenzorované udélosti sko¢i na jednicku (
v piipadé dalsich udéalosti pokracuje na dvojku atd. ) a

Y(t) = I(t <T).

Proces, ktery nazyvame indikatorem rizika. Tento proces nabyva hodnoty jedna pokud u subjektu
nedoslo ke sledované udalosti ¢i cenzorovani, v opa¢ném pripadé je rovny nule.

N

0.0 02 04 06 08 1.0
Y

0.0 02 04 06 08 1.0

B Obrazek 1.4 Vlevo je ukézka ¢itaciho procesu se sledovanou udélosti v ¢ase t=3. Vpravo je pfidruzeny
indikator rizika

Jak uz bylo zminéno v podsekci o martingalech, ¢itaci proces je submartingal. Toto tvrzeni
plyne piimo z definice ¢itactho procesu, jelikoz jisté plati ze E (N (t)) < oo a s piiristajicim ¢asem
se hodnota ¢itactho procesu vidy zvedd ¢i zustdva stejnd (v novém ¢asu muze vzrust o 1). Podle
Doob-Meyerovi dekompozice muze byt tedy pomoci kompenzitoru preveden na martingalovy

proces
M=N-A

Pokud rovnici prepiSeme na
N=A+M



Tvorba vérohodnosti v analyze preziti

chapeme vyslednou reprezentaci jako
pozorovdni = model + chyba

Uzitecnost tohoto zapisu tkvi v existenci centralni limitni véty pro martingaly. Ta tvrdi, Ze mar-
tingalovy proces za néjakych urcitych podminek, konverguje v limité ke Gaussovskému procesu
s nulovou stifedn{ hodnotou a s rozptylem rovnym jedné [2]. Pomoci vlastnosti, kterd ndm tato
véta dava, muzeme snadno popisovat asymptotické vlastnosti odhadi pro neparametrické a semi-
parametrické modely. Samotnou presnou formulaci centralni limitni véty pro martinglaly v této
praci nebudeme ukazovat, lze j{ nalézt napiiklad zde [7].

Ukéaze se, ze kompenzator A je vyjadien jako

.A(t):/o Au)du.

kde A(u) je procesem intenzity pro N(t) a plati A(u) = Y (u)h(u) [2]. Proces intenzity muzeme
interpretovat jako ocCekdvany pocet vyskytu sledované udalosti v case t a kompenzator jako
kumulovany soucet sledovanych udélosti od pocatku sledovani do casu t.

1.5 Tvorba vérohodnosti v analyze preziti

Pro odhad regresnich parametri, rizikové funkce ¢i intenzity v rdznych modelech preziti, je
klicovd metoda maximéalni vérohodnosti. Opét predpokladdme, Ze mame data reprezentovana
jako ndhodny vektor (T3, 9;)"; (prozatim vynechme vektor kovariat), kde cenzorovani zprava je
nezdvislé. Data méjme naméfend na néjakém Casovém intervalu [0, 7] kde 7 znaéi konec studie.
Pro pozorovani plati

P(T,(5 =1)) = P(T = T*|6 = 1)P(6 = 1) = f(T)

P(T,0) = {p(T, (6=0)) = P(T =C|6 = 0)P(6 =0) = P(§ = 0) = P(T* > C) = S(C)

Tyto dvé vyjadieni muzeme spojit do jednoho, kde prvni ¢ast odpovida necenzorovanym pozo-
rovanim a druha cenzorovanym

P(T;,8;) = f(T;)% S(T;) %),

Vérohodnostni funkce poté nabyva tvaru

n

L=]]Pm,6) =] A(T)%S(T)" %) (1.5)
i=1
a jeji logaritmicka verze

n

1= dlog(f(1) + Y (1—6)S(T). (1.6)

i=1

V literatufe se ¢asto uvadi jiny tvar vérohodnostni funkce [3]. Pokud pouzijeme vyjadieni z rov-
nice [1.3 a vyjadfime hustotu pomoci rizikové funkce a funkce preziti, tak mizeme vérohodnost

1.6 prepsat nasledovné
n

T;
I:Z[@-bg(hm))—/o h(u)du]. (1.7)

i=1
» Poznamka 1.19. V pripadé parametrickych odhad uvazujeme, ze rizikova funkce je tvaru
h(0,t). V textu tuto skutecnost pro zjednoduseni zépisu zatim vynechdvdme



Zakladni neparametrické odhady

Prejdéme nyni k vyjaddfeni vérohodnosti pomoci ¢itacich procesi. Méjme data ve tvaru
(Ni(t),Y;(t)? a oznac¢me dN;(t) jako skok ¢itactho procesu v ¢ase t. Tedy proces, ktery je jedna
pokud doslo k necenzorované udalosti v case ¢, jinak je nulovy. Ukaze se, ze vérohodnostni funkce
vyjaddiend pomoci ¢itacich procest adaptovanych k fitraci 7y = o{N;(w),Y;(u),0 < u < t} mé

tvar
n

= ; UO log( i (u))dN; (u) — /O )\i(u)du] : (1.8)

Pro odhady parametri potom zaviddime skérovou funkci U(#), kterd vznikne derivovinim @
podle parametrii 6. Samotné odhady ziskdme polozenim U () = 0 a vyFeSenim rovnic

“ T 0 T 0
U = > [ ; %log()\i(u))dNi(u) —/0 %Ai(u)du]. (1.9)

1.6 Zakladni neparametrické odhady

Pii studovani riznych modelt v analyze pfeziti nds zajimé pravdépodobnostni rozdéleni dat
preziti. Je potieba tedy odhadnout funkci preziti a kumulativni rizikovou funkci. V této sekci
predstavime dva zdkladni neparametrické odhady téchto funkci, se kterymi poté budeme dale
pracovat v nasledujicich kapitolach.

Méjme N(¢) = Y7 N;(t), Y(t) = >, Yi(t), kde N;(t) a Y;(t) je Citaci proces respektive
indikator rizika adaptovany k fitraci 7y = o{N;(u), Y;(u),0 < u <t} . Nelsontv-Aalentv odhad
[4] je neparametricky odhad kumulativn{ rizikové funkece definovany jako

H(t) = /0 ‘J{((diN(u), (1.10)

kde J(u) = I(Y(u) > 0) a zéroveii zavidime konvenci 3 = 0. Nelsontiv-Aalentv odhad vychéz
z Doob-Meierovy dekompozice. Ozna¢me M(t) = N(t) — A(t), kde M(t) = > 1| M;(t) a A(t) =
S Poté plati

dN(t) = dA(t) + dM(t) (1.11)

Nelsontuv-Aalentiv odhad poté dostaneme postupnym vyjadienim rizikové funkce z kompen-
zétoru A a zintegrovanim rovnice 1.11] [2].

Jelikoz nyni zname odhad kumulativni rizikové funkce, tak muzeme vyjadrit odhad funkce
preziti pomoci definice [1.4 R R

5(t) = exp(—H(t)).

Tento odhad se nazyva Fleming-Harringtonuv odhad funkce preziti. Jeho nevyhodou je, ze pied-
pokladé Ze data pochéazeji z absolutné spojitého rozdéleni. Odhad funkce preziti, ktery mizeme
aplikovat jak na spojité tak na diskrétni data je Kaplan-Meiertuv [8]. Dejinujeme jej ndslednovné

sy =] [1 - dﬁ(u)] =11 {1 - dg(gg)} (1.12)

u<t u<t

» Poznamka 1.20. Kaplan-Meieriiv odhad se da také odvodit pomoci metody maximalni véro-
hodnosti. Odvozeni muzeme najit naptiklad v [3]



Kapitola 2

Ld

Regresni modely v analyze preziti

Zékladni tlohou u regresniho modelovani je zkoumani vlivu kovariat na rizikovou funkci, intenzitu
¢i dokonce na Cas preziti.

V této kapitole si zbézné predstavime Coxtiv model proporcionalniho rizika, ktery je v dnesni
dobé standardni nastroj pro regresni modelovani v analyze preziti. Pro Coxiiv model si ukédzeme
jak odhadovat regresni parametry a jejich rozptyl. Déle predstavime Aalenuv aditivni model a na
konci kapitoly se zamérime na samotny model zrychleného ¢asu. Moznostem odhadu regresnich
koeficientti u modelu zrychleného casu se poté budeme vénovat v dalsi kapitole.

2.1 Coxuv model proporcionalniho rizika

Jednoznac¢né nejpouzivanéjsim regresim modelem v analyze preziti je Coxuv model [@], ktery
modeluje vliv jednotlivych kovariat multiplikativné na rizikovou funkci. Model predpoklada, ze
rizikova funkce pro i-ty subjekt nabyva tvaru

hi(t) = ho(t) exp (Z7 (1)B), (2.1)

kde 3 je p x 1 dimenziondlni vektor regresnich parametri, Z7(¢) je 1 x p dimenziondlni vektor
kovariat pro i-ty subjekt a hg je predem nespecifikovana funkce, predstavujici zakladni riziko-
vou funkci pro vSechny subjekty. Definice Eﬁpfedstavuje tzv. zobecnény Coxtv model, ktery
predpoklada ze kovariaty Z; jsou funkcemi cCasu, tedy mohou nabyvat v rtuznych casech jinych
hodnot. V této praci ovsem budeme uvazovat pouze vysvétlujici proménné konstatni v case.

Vliv kovariat je vyjadfen pomoci vektoru g = (51,62,...,ﬂp)T, kde jednotlivé slozky S;
1 € (1,2,...,p) predstavuji zménu, o kterou se zméni pfirozeny logaritmus rizikové funkce pii
hodnoté kovaridtu Z!. Tedy kladna hodnota f3; znamena, Ze i-ty kovariat piisobi negativné na
jedince a zvysSuje hodnotu rizika. Zaporna hodnota [; naopak riziko snizuje a ma tedy kladny
ucinek na pacienta.

V literature, vyuzivajici ptistup pomoci ¢itacich procest, se Coxiv model ¢astéji uvadi pomoci
intenzity ],[@]

M() = Yi()Mo(t) exp (27 (1)8), (2.2)

kde Y (¢) oznacuje indikdtor rizika a Ao(t) zékladn{ intenzitu spole¢nou pro vSechny subjekty.
Zakladni intenzita neni, opét jako v pripadé zakladni rizikové funkce z definice @i’ specifiko-
vana a odhaduje se neparametricky z dat. Musi pouze spliiovat podminku fOT Ao(t)dt < oo,
kde 7 oznacuje c¢as ukonceni studie. V praxi to znamené, ze neklademe zadné predpoklady na
distribuci ¢asu preziti pro pacienty s nulovymi kovaridty, Coxtuv model patii tedy do rodiny
semiparametrickych modelt.

10



Coxuv model proporcionalniho rizika 11

Dulezity predpoklad Coxova modelu je kladen na relativni riziko, které musi byt konstatni
v Case a pusobi na intezitu multiplikativné. Relativni riziko pro model ﬂ formulujeme nésledovné
At Z1,Z9,... Z+1,...2,)

A(t, Z1, Zay ... Zy)

= exp (Bk) (2.3)

Jednd se o vyjadieni vztahu S na intenzitu. Pokud neni splnén predpoklad pro relativni riziko,
tak muze Coxav model poskytovat zavadéjici vysledky [FZ?,[E] Je potreba tedy testovat, zda
model vystihuje dand data spravné, pomoci testi dobré shody. V praxi se ovSem cCasto na testo-
vani zapomind [11]. Jednou z moznosti jak tento problém vytesit je rozsitit model pro koeficienty
ménici se v Case [12] ¢i zkusit modelovat zdvislost pomoci jiné nez exponencionalni funkce [2].

2.1.1 Odhady parametrtu a zakladni intenzity v Coxové
modelu proporcionalniho rizika

(]
oznacuje konec pozorovani. Citaci procesy jsou adaptované k fitraci F; = o{N;(u), Y;(u), Z;(t),0 <

u < t}. Déle predpokladejme, ze pro kazdé N;(t) nabyva intenzita tvaru 2.2 a definujme A(t) =

Méjme data ve tvaru (N;(t), Yi(t), Z;(t)); naméfend na néjakém casovém intervalu [0, 7], kde 7

fot Xo(u)d(u), N(t) = >, N;(t). Kumulovanou intenzitu muzeme, pfi zndmém odhadu S, odhad-
nout neparametricky pomoci Breslowova odhadu jako

R t 1
t :/0 mdN(u), (2.4)

So(t,B) = Z 2(t) exp (2] (1)B).

kde

Zaroven jesté zavadime prvni a druhou derivaci Sy(t, 8) podle 8 jako Sy (t, 8) respektive Sa(t, 3)

Si(t,8) =Y _Yi(t)exp (2] (t)B) Zi,
=1

Sa(t, B) = Z i(t)exp (Z] (t)B) 2] Z;

a vazeny prumeér Z pres pozorovani, kterd jsou stale v riziku v c¢ase t jako

Sl(taﬁ)
SO(taﬁ) .

Samotﬁ odhad regresniho vektoru f ziskdme maximalizovanim tzv. Coxovo parcidlni véro-
3]

E(t,p) =

hodnosti |1

dN;(t)

HHeXp Z 08 = (2.5)

So(t,B)

Skoérovy vektor U(f) ziskdme postupné logaritmovanim 2 B a derivovanim podle

5) = Z / 2715 ~ Tog (So(t, /)4, (o),

U(s) = Z / E(t, 6)] dN;(t). (2.6)



Aalenuv aditivni model

Odhad 3 poté ziskdme FeSenim U(B) = 0, v praxi se Casto pouzivd Newton-Raphsontv
algoritmus ¢i evolu¢ni algoritmy.
Matici %U(ﬁ) o rozmérech pXp nazyvame informacni matici. Mzeme ji vyjadrit jako

1(t,8) = ; /O [m ~ B(u, B)®2| dNi(u), 2.7)

kde pro jakykoliv sloupcovy vektor a znac¢ime a®? = aa”. Reseni B je poté konzistentni,
asymptoticky normalné rozdélené se stiedni hodnotou 3 a rozptylem {I(r,3)} " [2],[14]

2.2 Aalenuv aditivni model

Aalentv aditivni model [15] se na rozdil od Coxova modelu snazi modelovat intenzitu neparamet-
ricky. Model predpokl4dda Ze intenzita i-tého subjektu, pro éitaci proces [N;(t),t € [0, 7], 7 < inf],
nabyva tvaru

Ai(t) = V(O Z] (H)B(), (2.8)

kde Z;(t) je p x 1 rozmérny vektor kovaridt pro i-tého jedince, Y;(¢) je indikator rizika a B(t)
je p x 1 dimenzionalni vektor regresnich koeficienti. Model predpokladéa, Ze regresni koeficienty
jsou funkeemi ¢asu a miZou na ¢asovém intervalu [0, 7] nabyvat riznych hodnot.

Neparametrickd cast modelu se skryva pravé v regresnich koeficientech 5. Misto odhadu
jednotlivych parametrt se snazime odhadnout kumulovany odhad

B(t) = /0 B(u)du. (2.9)

Oznacme W (t) = (Y1(t)Z1(t), Y2(t)Za(t), ..., Yn(t)Z,(t)). Diky Doob-Meyerové dekompozici
mizeme vyjadiit martingalové procesy jako M;(t) = N;(t) — fg Ai(s)ds. Kumulované koeficienty
B(t) muzeme poté odhadnout pomoci Aalenova odhadu jako

B(t) :/o [W_(s)d]\/'(s)},

kde W= () = (W(E)TW ()" W ()T [15],[2].

Neparametrické vyjadieni a pomérné jednoduchy zptsob odhadu regresnich parametru déla
z Aalenova modelu zajimavou alternativu pro Coxtv model proporcionalniho rizika. Diky tomu,
ze je model linedarni v kovariatech, mizeme jednoduse detekovat zmény v koeficientech v kazdém
jednotlivém casu preziti.

V praxi je tento model ovSsem pomérné prehlizen. Jelikoz nepracujeme s jednotlivymi koefici-
enty 3;(t), ale jenom s kumulovanou variantou B(t), tak je celkova interpretace vlivu kovariat na
intenzitu méné intuitivni nez u Coxova modelu. Model zaroven neni plné vyvinut pro inferen¢ni
Ucely [2].

Pokud data nevystihuje multiplikativni a ani aditivni model, tak se nabizi moznost zkombi-
novat oba modely do jednoho. Mluvime poté o tzv. multiplikativné-aditivnich modelech [2].

2.3 Model zrychleného casu

Model zrychleného ¢asu (Accelerated failure time model — Aft) [16],[17] se snazi modelovat data
preziti podobné jako klasicky model linearni regrese a vychazi z myslenky, ze kovariaty zrychluji
Ci zpomaluji ¢as preziti jednotlivych subjekt. Model specifikujeme nasledovné



Model zrychleného casu

log Ty = Z B + €, (2.10)

kde T; je zprava cenzorovany Cas preziti, 8 je p X 1 rozmérny vektor regresnich parametri
(intercept se vétsinou neuvadi jelikoZz bylo ukdzéno, Ze jej nelze spolehlivé odhadovat [18]) |
Z; je pridruzeny p x 1 rozmérny vektor kovariat pro i-ty subjekt a € jsou nezavislé odchylky se
stejnym, ale kompletné nespecifikovanym rozdélenim. Jedna se tedy stejné jako v pripadé Coxova
modelu o semiparametricky model (v praxi se ovSem pouzivaji i parametrické varianty). Toto
vyjadieni umoznuje vice pfimou interpretaci vlivu regresort na cas preziti a zaroven neklade
zadné pozadavky na rozdéleni odchylek, jedna se tedy o uzite¢nou alternativu ke Coxova modelu
pokud nenf splnén predpoklad pro relativni riziko [18].

Vyjadieni 2.10 vede k opac¢né interpretaci koeficienti S nez u Coxova modelu. Pokud je
napriklad f5; kladné, tak i-ty kovariat prodluzuje cas preziti subjektu a ma na néj pozitivni
ucinek. Naopak zaporné 3; cas preziti zkracuje a zrychluje u pacienta vyskyt sledované udalosti.
Pokud bychom chtéli mit interpretaci regresnich koeficientl stejnou jako u Coxova modelu, tak
muzeme vyjadieni 2.10 pfepsat na

logTy = —Z73 + ;.

V této praci budeme ovSem pouzivat pivodné zadefinovany tvar m, jelikoz je pro autora ma-
tematicky vice privetivy.

Piitomnost cenzorovani v c¢asech preziti zabranuje pouziti standardnich regresnich metod
a prindsi fadu problému pro semiparametrickou analyzu [18],[19],[16],[17],[2]. V prubéhu let byly
vytvoreny procedury pro odhadovani regresnich parametri a jejich rozdéleni, tyto postupy bu-
deme probirat v nasledujici kapitole.

Pokud bychom chtéli vyjadrit model pomoci rizikové funkce, tak vyjdeme z vyjadieni E
Distribuéni funkce F'(¢) pro model @ vypadd nasledovné

F(t)=P(T <t)=Plexp (Z"B) exp(e) < 1)
— Plexp () < texp (~Z75))
= Fy(texp (=27 B)), (2.11)

kde Fy znadi distribuéni funkei pro odchylky exp (e).

_f) Py
hz(t) - % 1= F(t)
_ foltexp (-Z7B)) exp (~Z B)
1 — Fy(texp (—27B))

= ho(texp (—Z] B)) exp (-Z] B), (2.12)

kde hg znadi riziko asociované s nezndmymi odchylkami exp (¢). Z vyjadieni rizikové funkce je
poté dobte vidét jak kovariaty pisobi multiplikativné na cas t a tedy s nim manipuluji o néja-
kou konstantu. Také je opét potfeba zminit, ze model mize byt pro néjaka data nedostacujici
a je potfeba ho testovat pomoci testu dobré shody. Model muze byt rozsiten pro kovariaty meé-
nici se v ¢ase, nebo muzeme dokonce modelovat pomoci jiné nez logaritmické zavislosti, odhad

vvvvv

» Pozndmka 2.1. Pokud je zédkladni rozdéleni Wellbuilovo, tak se d4 ukézat ze je model zrych-
leného ¢asu totozny s Coxovym modelem proporciondlniho rizika [2].
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Kapitola 3

Odhady parametri v modelu
zrychleného casu

V této kapitole si predstavime moznosti odhadd regresnich parametri v semiparametrickém
modelu zrychleného ¢asu. V poslednich 40 letech bylo semiparametrické odhadovani intenzivé
zkouméano a bylo navrzeno nékolik statistickych metod pro odhad regresnich koeficienti. Zamé-
rime jak na staré, tak i na novéjsi pristupy. Vybrané pristupy poté budou shrnuty a kratce bude
predstavena i moznost odhadu kovarian¢ni matice pro regresni parametry.

3.1 Poradové metody

Poradové metody pro odhad regresnich koeficienta byly poprvé predstaveny Prenticem v roce
1978 [%] Asymptotické vlastnosti téchto odhadi byly poté odvozeny o dvanict let pozdéji
Tsiatisem ] Zakladni myslenka spociva v pouziti linedrnich poradovych testt, pro testovani
hypotézy 8 = 0, jako odhadujicich funkci]. My se ke stejnému vysledku dostaneme pomoci
vhodné tpravy ¢asové skaly pro Citaci procesy a pouzitim vérohodnostni funkce.

Méjme data usporddana jako ndhodny vektor (N;(t),Y:(t),Z;)} s ¢itacimi procesy adapto-
vanymi na filtraci F, = o{N;(u),Y;(u), Z;(t),0 < u < t}. UkdZe se, Ze pro vytvofeni skérového
vektoru je vyhodnéjsi pracovat s ¢itacimi procesy na transformované casové skale. Oznacme tedy
transformované procesy jako

N;(t) = Ni(texp (Z{ B)), Yi'(t,8) = Yi(texp (Z] B)).
S procesy N} (t) a mizeme poté vyjadrit intenzitu nésledovné
Ap (8 B) = Y7 (¢, B)ho(t)- (3.1)
Oznatme déle a S5 (t, 8) = 3212, Vi (¢, 8), Si(t,8) =312, V' (t, B)Z;.

Pro odhad kumulované zakladni rizikové funkce muzeme opét pouzit Nelsontv-Aalentv odhad
z definice .

N L)
Ht:/idN*u, 3.2
o0 = [ gsaN (32)
kde dN™(u) = Y1 | dN;(u) a J(u) = I(S§(u, ) > 0). Samotny odhad nezndmé zakladni

rizikové funkce ho(t) mizeme poté nahradit dHo(t). Pro odhad regresnich parametrt 3 vyjdeme
ze skérové funkce z definice [1.9.
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Poradové metody

v =3[ [ Zrostutwpanicn) - [ Lo

B T %)\i(t) v _

Po zaveden{ substituce u = texp (—Z!3) a dosazenim transformovanych procestt do nasf
skérové funkce, dostaneme

[ /0 ' (hlfo((tg)“ + 1) Z: (dNi*(u) Y (u, ﬂ)dﬁo(u))}

U W (u) (Z; — E*(u, B)) N (u )} (3.3)

|

Uw (B)

i=1

1
-
I Ms
I

kde

ho(u)u Si (u, B)
ho(u) Sg(u, B)

Funkce @ nemtze byt piimo pouzita k odhadujicim tcelum jelikoz vahova funkce W(u) stéle
obsahuje nezndmou derivaci funkce hg(u). Derivaci bychom se mohli pokusit odhadnout nume-
ricky, tento postup se ovSem nedoporucuje jelikoz je tézké najit néjaky spolehlivy odhad [2][19].
Resen{ spo¢iva v nahrazeni W (u) jinou, snadno vypodcitatelnou, vahovou funkei, ktera spliuje
podminky sepsané Yingem v [22].

Obecné neni Uy, (B) spojita funkee, ani po ¢astech monoténni. Reseni Uy, (3) = 0 je tedy slo-
zité najit. Dokonce mize existovat nékolik moznych kofeni, z nichz nékteré jsou nekonzistentni
[21]. Nabizi se tedy moznost minimalizovat ||[Uyw (8)]|, ovSem vzhledem k nespojitosti a nemono-
ténnosti funkce Uy (8) mize byt opét takové FeSeni /3 stale obtizné najit.

W(u) = ( + 1) , E*(u,B) =

Ozna¢me By jako pripustné Fesent U, (B8) = 0. Ndhodny vektor [n% (BW — 5)}, kde f pred-
stavuje skutecny vektor koeficienti, je poté asymptoticky normalné rozdélen, s nulovou stredni
hodnotou a kovarian¢ni matici A‘},l BWA;[}, kde

e G et (8o
Bw =n 12 / 2(2; — B*(u, B))%? dNi*(u)] (3.4)

Matice Ay opét obsahuje neznamou derivaci zakladni rizikové funkce a jeji vypocitani opét
predstavuje problém. Na moznosti jak odhadovat kovarian¢ni matici bez nutnosti numerického
vyjadieni derivace hg se zamérime na konci kapitoly.

3.1.1 Gehanuv odhad

Vyhodnou volbou pro ndhradu funkce W(u) je tzv. Gehanova védha [23], kterd nabyvé tvaru
G(u) =n"1S;(u, B).

Po dosazeni do skérové funkce @ dostaneme



Poradové metody

n

{/ n= Sy (u, B) (Zi — E* (u m)dzv;(u)}

1=1
712 | / (50512 5 0, 6)) 47 ()

n

> Z ~Z,) I(ei(B) < ¢;(8))] |, (3.5)

kde jsme pouzili znacen{ e;(8) = log(T;) — ZI'3. Vysledna funkce Ug () je monotonni v 3 [24]
a zaroven se jednd o p-dimenziondlni gradient ztratové funkce

= SN {e(8) — e (8)) (3.6)

i=1 j=1

kde a= = I(a < 0)]al. Jelikoz vime, Ze funkce Ug(8) je monoténni a jednd se o gradient L (),
tak diky vlastnostem konvexnich funkci mizeme s jistotou Fict, ze Lg(8) je po Castech (kvuli
nespojitosti Ug(3)) konvexni funkce. Jako Gehantiv odhad poté oznacujeme takové feseni B¢,
ve kterém ztratovd funkce Lg(8) nabyva globalniho minima. JelikoZ je Lg(8) pouze po Castech
konvexni funkce, tak nemusi byt B¢ unikétni, vSechny mozné teseni jsou ovsem asymptoticky
ekvivalentn{ [19]. Zaroven, kvuli nediferencovatelnosti Lg (), nemtizeme pro hleddni B¢ pifmo
pouzit gradientni metody.

Spolehlivé feseni jak najit BG navrhuje Jin v [19]. Problém hled4ni globdlnftho minima se d4
preformulovat na tlohu linearniho programovani, konkrétné

n n
minimalizuj E E diij

u,f i=1 j—=1
za podminek: u;; = (e;(8) — e:i(B)), (3.7)
u;; <0,
proi,j=1,...,n.

Vyhodou tohoto pristupu je jednoducha implementace a zaruka nalezeni presného feseni po
koneéné mnoho iteraci (pfi pouziti simplexové metody). OvSem s rostouci dimenzi dat roste
dramaticky i vypocetni naro¢nost. Problém obsahuje O(n? + p) parametrt a n? omezujicich
podminek. Pro vysoko-dimenzionalni data je tento ptistup nevhodny.

Minimalizace Lg () je také ekvivalentni minimalizaci

ZZM@ —e;(B)] + M — BTZZ (Zi, — Zy)| (3.8)

=1 j=1

kde M je predem specifikované velmi velké ¢islo ( M musi byt minimdlné vétsi nez > ;' _;
>y 6k(Zy —Zy) ) [19]. Minimalizace funkce @ je tudiz problém nejmensich absolutnich odchy-
lek a d& se Tesit pomoci medidnové regrese. Mizeme naptiklad pouzit algoritmus, predstaveny
Koenkerem & D’Oreym v [25], ktery vhodné modifikuje simplexovy algoritmus a dosahuje mno-
hem rychlejsich vysledki nez metoda linedrniho programovani pro malé a stfedné velké datasety
[26] (v R je implementovan v bali¢ku quantreg). Pro vysoko-dimenzionéln{ data je ale minima-
lizace pomoci medidnové regrese opét vypocetné velmi narocna.
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Poradové metody

3.1.2 Polynomialné vyhlazeny Gehantiv odhad

Dalsi moznosti jak mtuzeme nalézt regresni koeficienty Be je pomoci aproximace Lg(/3) néjakou
spojitou konvexni funkci a naslédného pouziti vypocetné efektivnich gradientnich metod. V této
sekci se zamér{me na aproximaci Lg(f) piimo pomoci polynomidlné vyhlazujici funkce [27],[28]
[29]. Definujme vyhlazenou ztréatovou funkci Lo (8) jako

Lae=n"t Z Zéice lei(B) —e;(B)], (3.9

i=1 j=1
kde
-z, pokud z < —e,
ce(r) = § —1az(e —2)* + 7=z (e — x)%, pokud z € (—¢, €, (3.10)
0, pokud x > €,

Pro néjaké velmi malé €, v této praci volime e = 1076, Obecné miize oviem byt definice ¢, i jiné
[27]. Z definice m je ziejmé, ze lim._,o Lge(8) = Lg(B) a tedy pro € = 0 jsou obé ztratové
funkce totozné. Vyhlazovan{ probihd pouze na intervalu (—e,e€]. Jako FeSeni poté oznacujeme
takové Bee ve kterém nabyva funkce L. (8) globalniho minima.

Gradient Lg(8) podle f muzeme vyjadrit jako

a 8 n n
%LGG =Uge = % n! ZZ dice [ei(B) — ej(ﬁ)]

i=1 j=1

— |n ZZ@%CE [log 7' = Z{ 3 — log T; + Z] ]

i=1 j=1

= |7 D00 (2= Z) kelei(8) — D) (3.11)

L =1 5=1
kde k. = —c.
1, pokud z < —e,
ke(z) = =i (e —2)* + 25 (e —x)?, pokud z € (—¢, €], (3.12)
0, pokud z > €,

7 vyjadien 3.12 je opét vidét, ze lim_o Uc.(8) = Ug(B).

Jak uz bylo zminéno, tak velkou vyhodou tohoto pristupu je moznost vyuziti gradientnich
metod. Jak funkee Lae(B) tak jeji derivace podle 8 je spojitd a konvexni pro jakékoliv e > 0 [27].
Pro efektivni minimalizaci funkce Lge(8) je vihodné vyuzit Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno
(BFGS) algoritmus, ktery pati{ do rodiny tzv. kvazi-newtonovskych metod. Pfesnou formulaci
BFGS algoritmu v této préci nebudeme ukazovat a odkdZeme se na literaturu [28],[30]. Dulezity
je pro nés fakt, ze BFGS algoritmus na rozdil od Newtonovy metody nevyzaduje ke hledani kroku
sestupu Hessovu matici, jejiz numericky vypocet muze byt pro funkci LGe(B) velmi naroény.

Pii aproximaci néjaké funkce pomoci jiné funkce, s pozadovanymi vlastnostmi, nds obecné
zajima chyba aproximace. Tu muzeme spocitat nasledovné
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Poradové metody

|Lge — La| = [Lge — Lao

=n ! ZZ(SCE ei(B) —e; (B ZZ&CO ei(B) —e;(B)] ‘
_7, 15=1 i=1 j=1
<! [ e led®) - e8] - e fel6) - e,(6) ‘
z 15=1
< ZZmax (ce [ex(8) = e5(8)) = coles(8) — s (B) ‘
=1 j=1
=n DD (e 0] = o [0])
[i=1 j=1
e L
16
3e
= — 3.13
16 (3.13)
Pramérnd odchylka od L (8) je tedy & pro jakékoliv mozné f3.
Jako pocatecni S je mozné zvolit napt. Bop = (00,01,...,0p) ¢i ndmi pouzity odhad BorLs

pomoci metody nejmensich ¢tvercu na celém datasetu.

3.1.3 Helleruv odhad

Dalsi moznost jak vyhladit Gehanovu odhadujici funkci Ug(8) navrhuje Heller v [31]. Zakladn{
mysSlenka Hellerova odhadu spoc¢ivd v nahrazeni indikatorové funkce I(e;(8) < e;(f5)) funkei
D ( M) —1—¢ ( M) kde a je bandwidth (Skélovaci parametr) a ¢ n&jaké lokalni
distribuéni funkce. Nespojitost ptivodni funkce Ug(8) v 8 prameni pravé v pouzité indikatorové

funkei [31], jeji aproximaci bychom potom méli dostat hladkou funkei na kterou mtizeme opét
aplikovat gradientni metody. Vysledna funkce nabyva tvaru

:n—lzn:i: {5i(zi—zj)D (e";ej)} (3.14)

i=1 j=1

Funkce Ug(B) je poté spojitd, monoténni a pokud zéroven plati, ze ¢ je standardni normalni
distribuéni funkce, tak se jedné o gradient ztratové konvexni funkce

=t S0 [ies(9) — st (L) g (=N oy (.15

i=1 j=1
Obtiz v pouziti Hellerova odhadu tkvi v nalezeni vhodné funkce ¢ a skdlovaciho parametru a.

Parametr a by mél konvergovat k 0 pfi zvétsujicim se vzorku pozorovénich [31]. P¥i dostatecné
velkém n plati, ze pokud e;(8) < e;(8) tak D (M) — 1. Naopak pokud e;(8) > ¢;(5)

tak D (M) 5 0. Tedy &m vice méme pozorovani, tim miZeme s v&tsi jistotou Fici,
ze muzeme nahradit indikatorovou funkci funkci D bez ztraty asymptotickych vlastnosti Ug.

Skélovaci parametr by mél byt volen tak aby spliioval podminky sepsané Hellerem v [31]. Jako
prakticka volba se jevi pouziti a = on=°25 kde o je standardni odchylka necenzorovanych
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Poradové metody

rezidui e;(8), i € 1,2,...,n pro pocateéni hodnotu 8. Jsou ovSem mozné i jiné volby jako
napiiklad on~s & pfimo najit vhodny bandwidth pomoci metod strojového uceni, konkrétné
kifzové validace kterd se pouzivd napiiklad v [32].

Lokéln{ distribu¢ni funkce ¢ musi byt spojitd a spliiovat podminky sepsané Hellerem v [31].
Jako nejvyhodnéjsi volba se jevi pouziti standardni normalni distribu¢ni funkce, jelikoz mtuzeme
jednoduse diky integraci per partes vyjadrit funkei Ly (8) z Uy (5). Jako FeSeni poté oznacujeme
B ve kterém funkce Ly nabyvé globdlniho minima.

Pro hledani B g opét doporucujeme pouzit BEFGS algoritmus. Pro vétsi datasety je také mozné
vyzkouset jeho variantu L-BFGS, kterd pouziva pouze limitovanou ¢ast pocitacové paméti, vice
se lze dozvédét napiiklad v [28].

Jako pocatecéni odhad 8 navrhuje Heller pouzit Bg. V této praci ale ovsem pouzivame jako
pocatecni odhad BO Ls, jelikoz dosahoval v testovani mnohem rychlejsich vysledkt s minim&lni
odchylkou od pouziti BG jako pocatecniho odhadu.

Nutnost zvoleni skdlovaciho parametru a a distribuc¢ni funkce ¢ déla z Hellerova odhadu slo-
sila ovsem spociva v odhadu kovarian¢ni matice A;Vl By A;Vl. U polynomialniho odhadu musime
aktualizovat A‘}}BWA‘}} pri kazdé iteraci. Heller poskytuje pomoci metod U-statistiky zpusob
jak kovarian¢ni matici vypocitat primo s jiz nalezenym B . Tento zpiisob si predstavime na konci
kapitoly.

3.1.4 Dalsi moznosti odhadid pomoci poradovych metod

V této casti prace pracujeme pouze s vybranymi funkcemi zalozenymi na poradovych metodéch.
V praci je z casového diivodu mimo jiné vynechan efektivni Zenglv a Lintiv jadrovy odhad
predstaveny v [33] a Brownova a Wangova verze vyhlazeného Gehanova odhadu z [34].

Zéaroven zde neni uveden zadny odhad zaloZeny na néjaké jiné nez Gehanové vaze. To je
Uw (8) na monotonni a poskytuje tedy dobré podminky pro optimalizaéni algoritmy. Funkce
Uw (B) zaloZené na jiné vize monotonnost negarantuji a _hleddn{ néjakého lokdlniho minima je
tedy velmi slozity problém (vzhledem k nespojitosti v 3) [35]. Mize se ovSem stat, ze pouziti jiné
nez Gehanovy vahy bude vystihovat data lépe a bylo by ji tedy vhodnéjsi pouzit. Jin navrhuje
v [19] iterativn{ algoritmus, ktery vyuzivd vhodné modifikace Uy (3) a poc¢éteéniho Feseni BG pro
pouziti pro jakoukoliv obecnou véhu spliujici Yingovy podminky z [22]. Vysledny odhad poté
muzeme opét ziskat pomoci metod linedrniho programovani. Dalsi zptusob odhadu regresnich
parametr pro néjakou obecnou véhu je navrzen v ¢lanku [35].

3.1.5 Odhad rozptylu u poradovych metod

Vypocet kovarianéni matice Aﬁ,lBWA;Vl je numericky naroc¢ny tukol, jelikoz matice A;V1 obsahuje
nezndmou derivaci zakladni rizikové funkce. R

MoZnym zpusob jak aproximovat rozdéleni nalezeného odhadu 8 navrhuje Jin v [19]. Pra-
cujeme nyni s fesenim g, které minimalizuje ztratovou funkci Lg(5). Pro odhad kovarianéni
matice ndhodného vektoru n®-? (BG - B) kde 3 oznacéuje skuteéné regresni koeficienty mtizeme
vyuzit resamplingové metody.

Definujme novou Gehanovu ztratovou funkci

L&(B) =Y RiR;Siles(B) — ¢;(B)| + |M = 87 " RiRidw(Zi — Z1)), (3.16)
i=1 j=1 k=11=1

kde R;, i € 1,2,...,n jsou ii.d. pozitivni ndhodné veli¢iny spliujici E(R;) = var(R;) = 1.
Néhodné veliiny R; muzeme generovat ze standardniho exponenciondlniho rozdéleni [19] [36].
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Odhady zaloZené na metodé nejmensich ¢tvercu

Funkce L, () je tedy vlastné jenom perturbovana funkce L /() o ndhodné veli¢iny R;. Ozna¢me
B* jako TeSeni, které minimalizuje funkei L} (83). Pokud budeme opétovné generovat N realizaci
nahodnych velicin R, dostaneme N hodnot B* Kovarianéni matici poté mtzeme odhadnout
standardné pomoci vybérového rozptylu

Lt
N -1

K2

N
522

(3 -7)" (317)

1

kde = N"'SN . Br.

Odhad rozdéleni pomoci resamplingové metody je pouZivand statistickd technika [@H@] a déd
se rozsitit i pro Helleriv a polynomialné vyhlazeny odhad. Jeho nevyhoda je vysoka vypocetni
narocnost, kterd mize byt pro vétsi datasety az nerozumné.

Jednou z motivaci Hellerova odhadu bylo nalezeni lepsiho zptisobu odhadu kovarianéni matice
A;I}BWA;I}. Oznac¢me BH jako Teseni, které minimalizuje ztratovou funkci Ly (3). Kovarianéni
matici poté mizeme odhadnout nasledovné

A=pnt ~\ sia~ ! (Zile)®2¢‘ (M)

B=n"2> 3" (Zi — Z;)(Zi — Zi)(ei;(Bu) — e;i(Bu))(eir(Br) — exi(Br))
tJ k#j
Kde ei;(Br) = 6 [1 — ¢ (M)] a A je matice druhych derivaci piivodni skérové
funkce Lg.
Helleruv odhad tedy znacné usnadnuje vypocet distribuce nalezeného feseni a nevyzaduje
takovou vypocetni nadroc¢nost jako u resamplingové metody.
Odhad kovarian¢ni matice pro Gehantuv polynomialné vyhlazeny odhad v této praci nefesime.

Jak uz bylo zminéno v predchozich odstavcich, tak bychom opét mohli perturbovat ztratovou
funkci a ziskat odhad pomoci resamplingu.

3.2 Odhady zalozené na metodé nejmensich ¢tverci

Druhym zptsobem jak pristupovat k hleddni regresnich parameti 3 je pomoci rozsireni metody
nejmensich ¢tverci pro cenzorovana data. Metoda nejmensich ¢tverct je standardni nastroj pro
datovou a regresni analyzu a jeji pouziti ¢i rozsifeni pro cenzorovana data se jevi jako prirozeny
napad. Poprvé tento zptsob zkoumal Miller v [17] a ndsledné ho rozsitil a zpopularizoval Buckley
v Hlia] Miller nésledné v [39] ukdzal, ze Buckleyho zptusob je spolehlivéjsi v praxi a z Buckleyho
metody se poté stal klasicky zpusob pro odhad regresnich parametri pomoci metody nejmensich
¢tvercii pro cenzorovana data [36],[&18]. Ritov poté v [41] poskytl asymptotickou teorii pro Buc-
kleyho odhad a dokézal, ze odhady zalozené na potradovych metodach a Buckleyho odhad jsou
asymptoticky ekvivalentni.

3.2.1 Buckleyho odhad

U klasické metody nejmensich ¢tvercu se snazime minimalizovat funkci

n

nflz [Ti—a—ZiTﬁf, (3.18)

=0
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kde « predstavuje intercept. Pripomenme, Zze v této préaci intercept neuvazujeme, jelikoz ho
neumime spolehlivé odhadovat [18]. ReSeni funkce 3.18 poté pro § poté nabyvé tvaru

n

> (2:-2) (T, - 2]B) =0, (3.19)

1=0

kde Z = n~' 3" | Z;. Rovnici M ovsem nemuzeme zatim pfimo pouzit k odhadu regresnich
koeficient, jelikoz cenzorované hodnoty T; (tedy hodnoty kde ¢; = 0) jsou neiplné a odhad by
tak daval zkreslené vysledky. Buckley a James navrhuji nahradit pozorovani T jinou ndhodnou
veli¢inou, se stejnou stfedn{ hodnotou a s moznosti pojmuti cenzorovanych dat [16],[2]. Konkrétné
muzeme nahradit kazdé T; hodnotami TZ

T,(8) = &:T; + (6; — 1) B(TH|T; > t;). (3.20)

Hodnota podminéné pravdépodobnosti E(T;|T; > t;) je ovSem stdle nezndmé a muzeme ji
aproximovat pomoc{

f;céﬂ) udFp(u)

1— Fy(ei(B)

kde F' reprezentuje Kaplan-Meiertv odhad (viz definice @) distribuc¢ni funkce rezidui. Jako

Z,p, (3.21)

vysledny odhad regresnich koeficienti 8 poté oznacujeme fBp; které je korenem skorové funkce
UBJ(/Ba b)

n
Ups(8,0) = Y (Zi — Z{T(b) - 21 B} (3.22)
i=1

Funkce Ug;(3,/) je nespojita a nemonoténni v 3 [36], nalezeni feSeni Sg; je tedy opét
pomérné komplikované a iterace nemusi v mnoho pripadech zkonvergovat ¢i muze oscilovat mezi
nékolika moznymi hodnotami [16].

Pro pouziti Buckleyho metody musi data splnovat dva zakladni predpoklady. Model musi byt
linedrni v koeficientech a data musi byt homoskedatickd. V praxi je ovSem téméf nemozné tyto
predpoklady néjak ovéfit [42].

Jako pocateéni odhad 8 navrhuje Buckley v [16] zvolit Bors.

» Poznamka 3.1. Pro numerickou efektivitu doporucuje Buckley predefinovat nejvétsi rezidual
ei(B) jako necenzorovany, vice viz literatura [43)

3.2.2 Jinovo rozsireni Buckleyho odhadu

Linearizace skérové funkce Up j(3, b) pro néjaky pocatecni odhad /3 a nasledné vyteseni Ug J(8, B)
vede k iterativnimu algoritmu, kde postupné aktualizujeme hodnotu 8 dokud neptekro¢ime ma-
ximalni pocet iteraci, ¢i neni splnéna néjaka podminka konvergence. Tedy

Bk:LBJ(Bk—l) k‘El,Q,...,m

-1

| Sen@o)

i=1

Lps(B) = : (3.23)

=1

kde T =n~"' S0 | T;.
Jin v [36] dokézal, Ze pokud se jako pocateéni 5 zvoli konzistentni odhad g (tedy konzistentni
odhad pravych regresnich koeficientt1), tak poté pro jakékoliv fixni k bude S také konzistentni
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a asymptoticky normalni. Jako pocatecni odhad tedy muZeme zvolit Be. Vysledné Bk je poté
linedrni kombinaci odhadu B¢ a Gps M] Konkrétné plati

Br=(I D' A*Bg+{I — (I - D A)*}Bps + o0, (n707), (3.24)

kde D =n~! i (Zi — Z) ®2, I je jednotkova matice a A predstavuje matici koeficientt z Buc-
kleyho odhadu a jeji definici mizeme nalézt v literatute v [é’)ﬁ]

Pokud pracujeme s necenzorovanymi daty, tak reseni Bk konverguje ke klasickému odhadu
pomoci obycejné linearni regrese. Dale pokud iterativni algoritmus z vyjadreni 3.23 zkonverguje
v néjakych k krocich, tak je vysledné reseni B, piimo rovné odhadu fBp,. Pokud algoritmus
nezkonverguje nebo osciluje mezi nékolika moznymi hodnotami, tak je vysledné reseni stéle kon-
zistentni a asymptoticky normalni [36].

Volba konvergen¢ni podminky muze byt riznd. V této praci pouzivime (stejnd podminka je
pouzita i pro Buckleyho odhad)

13 = Br-all _

- 3.25
1B + 10~° 229

Pro néjaké zvolené € > 0 (v praci pouzivaime € = 1075). K normé vektoru Bk ve jmenovateli
zlomu ’3—2§ pri¢itame ¢&islo 1076 abychom piedesli déleni nulou.

Jinovo rozsiteni tedy primarné spociva ve zvoleni vhodného pocatecniho odhadu regresnich
koeficientti. Ackoliv Jin v ¢ldnku [36] nijak nefesi problém predpokladu homoskedaticity dat, tak
je jeho odhad konzistentni i v pfipadé heteroskedatickych dat. Dukaz tohoto tvrzeni lze najit
v apendixu v €ldnku [32].

3.2.3 Dalsi moznosti odhadt pomoci metod zaloZzenych na
metodé nejmensich ¢tverct

Zésddnim nedostatkem Buckleyho odhadu je omezeni pouze na homoskedaticka data a nekonzis-
tentni odhad rozptylu vektoru n=*(8z; — 3) M] Tyto problémy Fesi jiz zminény Jintuv odhad,
ktery kovarian¢ni matici odhaduje opét pomoci resamplingové metody.

Dalsi zptisob odhadu ukazuje naptiklad Yu v [@] Jeho modifikace Buckleyho odhadu vyuziva
jadrové odhady a postupné aktualizuje odhad rozptylu pomoci lokdlni polynomidlni regrese.
Zaroven dokazuje, Ze je jeho odhad vhodny jak pro homoskedatickd tak pro heteroskedatickd
data.

Za zminku také stoji lokalni Buckleyho odhad predstaveny v [@] Tato modifikace Buckleyho
odhadu se opét zaméruje na scénar, kde pracujeme s heteroskedatickymi daty a autori dokazuji,
ze jejich odhad pro tato data funguje mnohem efektivnéji nez ostatni odhady zaloZené na metodé
nejmensich ¢tvercu.

Nakonec zminme jesté fakt, ze nemusime modifikovat pouze metodu nejmensich Ctvercu
a misto toho mizeme pouzit tzv. M-odhady. L2 ztratovou funkci v 3.18 mtzeme nahradit néja-
kou jinou obecnou ztratovou funkei [36],[@. Poté muzeme vytvorit podobny iterativni algorit-
mus jako Buckleyho a odhadnout kovarianéni matici pomoci resamplingovych metod. VSechna
asymptotickd tvrzeni o Buckleyho odhadu poté plati i pro nové vytvorenou modifikaci ﬂ%]

3.2.4 Odhad rozptylu u Buckleyho odhadu

Mozné zptisoby odhadu kovarianéni matice vektoru n%® (Bk — ﬂ) jsou popsany v [’ﬁ] V této

sekci se zamérime na odhad pomoci resamplingové metody predstaveny Jinem v []
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Mgjme opét i.i.d. ndhodné veli¢iny R;, pro které plati E(R;) = var(R;) = 1. Definujme nové
perturbované funkce

Fie) =1- ]I ll fidN(ei(ﬂ_)g))],

e (B)<t
n ®2
5s(8) =13 |D_Ri(Zi —Z)]
=1

Poté definujeme iterativni proces

Bt =Lps(Bi_,) k>0, (3.26)

kde jako pocatecni odhad (BS‘) bereme Feseni minimalizujici funkci . Je tedy potfeba nejdrive
vygenerovat N realizaci odhadnutych regresnich koeficientti pro Gehanovu perturbovanou funkci
a poté kazdy odhadnuty regresni koeficient pouzit jako pocateéni feseni pro nasich N iterativ-
nich procesu 3.26. Poté opét dostaneme N odhadnutych reseni 5} a kovarian¢ni matici muzeme
nésledovné odhadnout stejné jako v predchozim vyjadieni zde ﬁ pomoci vybérového rozptylu.



Kapitola 4

Sestaveny balicek

V této kapitole stru¢né popiseme prakticky vystup prace, tedy balicek pro programovaci jazyk
R, ktery je v dnesni dobé standardni nastroj pro statistické vypocty a analyzu dat.

Balicek, dale oznacovany jménem aftsem, poskytuje implementaci vybranych moznosti od-
hadi regresnich parametri (a jejich rozptylu) z pfedchozi kapitoly. Celkovad implementace je
kompletné zdokumentovana pomoci ndstroje roxygen [46] a umoziuje jednoduchou integraci dal-
sich odhadt. Balicek aftsem se tedy muze stat vhodnym nédstrojem pro analyzu cenzorovanych
dat pomoci semiparametrického modelu zrychleného casu.

4.1 Aftsem

Rozhrani balicku je koncipovano stejné jako u balicku pro vypocet standardni linearni regrese
(soucdst zdkladni verze R) ¢i u balicku survival [47], ktery implementuje napiiklad Coxiv model
proporcionalniho rizika. Volani programu probihd pomoci hlavni funkce aftsem, kterd vypada
nasledovné

aftsem(
formula,
data,
control = aftsem.control(),
method = "buckley",
binit = "auto",
ties = NULL,
na.action = na.omit,
subset = NULL,
resample = O,

)

B Vypis kddu 4.1 Funkce aftsem

Povinné argumenty jsou formula a data. Argument formula specifikuje model se kterym
chceme pracovat a mé klasicky tvar typu response ~ variables, ktery je dobfe znamy uziva-
telim R. Vysvétlovand proménnd, tedy response v argumentu formula, musi byt typu Surv.
Datovy objekt Surv se sestava ze dvou hodnot, kde prvni reprezentuje logaritmované casy preziti
a druha vektor cenzorovani, argument formula tedy vypada napiiklad takto: formula = Surv(log
(data$time) ,data$censor) ~ data$age. Proménné variables nemusi byt ¢isté numerické, balicek
je v pripadé faktorové proménné sam prevede na Ciselnou reprezentaci pomoci binarnich indiké-
torti.
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Argument data specifikuje dataframe, nad kterym funkci voldme. Argument muze byt vyne-
chan pokud pouzivame ve voldni formula operator $.

Argument method specifikuje jakd metoda bude pouzita pro odhad regresnich parametru.
Jako vychozi je zvolena klasickd neupravend Buckleyho metoda. Na vybér jsou dale k dispo-
zici metody ("jin","gehan","gehan-poly","gehan-heller"). VSechny metody jsou poté popsany
v predchozi kapitole. Metody "buckley" a "jin" jsou kompletné napsany v jazyku c+-+ pomoci
knihovny armadillo [48]. Knihovna armadillo je uréend pro rychlé védecké vypocty a linedrni
algebru a disponuje spousty pripravenymi statistickymi funkcemi. Knihovna byla zvolena za tce-
lem zrychleni samotného R kédu. Do jazyku R jsou poté c++ kddy integrovany pres prostiedi
Repp [49]. Metoda "gehan" je implementovana pomoci medianové regrese (Vizﬁ) s balickem
quantreg. Piistup pomoc{ medidnové regrese byl jiz difve implementovan Jinem v [50] a John-
sonem v [51], implementace v balicku aftsem je zaloZend na stejném pristupu a prilis se ne-
odlisuje od Jinovy implementace. Metody "gehan-poly" a "gehan-heller" jsou implementovany
pomoci balicku optimx [52], ktery poskytuje jednoduché a efektivni prostiedi pro optimalizaci
bez omezujicich podminek. Definice samotnych funkei (Hellerova funkce a polynomidlné vyhla-
zend Gehanova funkce) je opét napsidna pomoci knihovny armadillo v jazyce c++ a samotné
volani knihovny optimx poté probihd v jazyce R. Toto propojeni c++ a R poskytuje nékolika
nasobné zrychleni celé minimalizace oproti kédu psaném v ¢istém R.

Argument binit predstavuje po¢ateéni odhad regresnich koeficientu 8. Jeho vychozi hodnota
je nastavena na "auto", ktera inicializuje pocatec¢ni odhad pro jednotlivé metody stejné, jako je
popsano v predchozi kapitole. Uzivatel ddle muze zvolit alternativni hodnoty binit a to konkrétné

= "Im": Poc¢dtecni hodnota je vypocitana pomoci klasické metody nejmensich ¢tverci na celém
datasetu

m "gehan": Pocatec¢ni hodnota je vypocitdna pomoci minimalizace Gehanovy ztratové funkce
m Vlastni numerickj vektor: Uzivatel mize piimo vlozit numericky vektor dimenze p x 1

Argument times reprezentuje zpusob feSeni shody v ¢asech preziti. Vychozi hodnota je na-
stavena na NULL a v pripadé nalezené shody v néjakych Casech preziti je vypsano varovani na
termindal. Dalsi moznosti je nastaveni argumentu ties na "jitter", ktery perturbuje ¢asy preziti
podle nasledujicitho schématu

perturbed_times <- survival_times + seq_along(survival_times) * .Machine
$double.eps”0.5

B Vypis kddu 4.2 Perturbace ¢asu preziti

Tedy ke kazdému casu preziti pri¢te index vynasobeny nejmensi hodnotou reprezentovanou dato-
vym typem double. Obecné shody v ¢asech preziti nejsou velky problém a doporucujeme nechat
argument times na vychozi hodnoté. Pokud ovSem budeme pracovat s datasetem s malym mnoz-
stvim pozorovani (napf. 50 a méné) a budeme chtit odhadovat regresni parametry pomoci metody
"gehan", tak shoda Casu preziti muze vyvolat necekanou chybu pfi vytvareni augumentovanych
dat pro medidnovou regresi, konkrétné muze byt designova matice singularni. V tomto pfipadé
je vhodné data modifikovat, ¢i pouzit zminénou volbu "jitter".

Argument na.action predstavuje akci, kterd bude zachazet s chybéjicimi hodnotami v da-
tasetu. Defaultni hodnota na.omit jednoduse chybéjici hodnoty vynecha a bude pracovat pouze
s Uplnymi daty. Ddle muZzeme pouzit volbu na.fail, kterd vyvola chybu v pripadé nalezeni chy-
béjicich hodnot a shodi vypocet.

Argument subset slouzi jako prepinac¢, kterym muzeme vybrat konkrétni data se kterymi
chceme pracovat. Napriklad nds muze zajimat jak vypadaji odhady pro data se subjekty starsi
50 let. Poté mtzeme ve volani funkce aftsem pouzit prepinaC subset = age>50.

Argument resample pfedstavuje pocet vygenerovanych nahodnych veli¢in R;. Jinymi slovy
se jedna o ¢islo N ve vzorci 3.17. Vychozi hodnota je nastavena na 0, coz znamend ze odhad
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rozptylu pomoci resamplingu nebude probihat. Odhad pomoci resamplingu je naprogramovan
pouze pro metody "gehan" a "jin".

Posledni argument je list control. Vychozi hodnota tohoto argumentu je nastavena na aftsem
.control(), kterd vytvori list ve tvaru

aftsem.control <- function(eps 0.00001,
maxiter = 15,
gehan_eps = 107-6,
optimx.alg = "BFGS",
variance.estimation = FALSE,
quantile.method = "br",
use.grad = FALSE)

B Vypis kédu 4.3 aftsem.control()

kde

m eps: Epsilon pro kritérium konvergence u metod "jin" a "buckley"

m maxiter: Maximalni pocet iteraci u metod "jin" a "buckley"

m gehan_eps: Epsilon pro polynomiilné vyhlazenou Gehanovu funkci

m optimx.alg: Algoritmus minimalizace pro metody "gehan-poly" a "gehan-heller"

m variance.estimation: Indikator, zda chce uzivatel odhadnout rozptyl pfi pouziti metody "
gehan-heller"

m quantile.method: Metoda optimalizace medidnové regrese pro Gehanovu funkci.

m use.grad: Indikator, zda chce uzivatel pouzit manudlné napsané vypocty gradienti u metod
"gehan-poly" a "gehan-heller"

Jako optimx.alg si uzivatel muze zvolit libovolny algoritmus z nabidky knihovny optimx,
jako priklad uvedme algoritmy "BFGS", "L-BFGS" ¢i "Nelder-Mead". PTepinac use.grad indikuje
zda k minimalizaci bude pouzit manualné napsany gradient ¢i jeho numerickd aproximace. Jako
vychoz{ hodnota je zvolena numerickd aproximace, v prubéhu testovani se totiz zjistilo, Ze mi-
nimalizace pomoci knihovny optimx je citlivd na poc¢atecni odhad 8. OvSsem pouziti manudlné
napsaného gradientu dosahuje o néco rychlejsich vysledkt, volba je tedy ponechéna uzivateli.
V pripadé argumentu quantile.method je vychozi hodnota nastavena na algoritmus "br", ktery
koresponduje s algoritmem Koenkera D’Oreyho. Uzivatel si alternativné muze zvolit minimali-
zujici algoritmus z nabidky knihovny quantreg.

Néavratovou hodnotou funkce aftsem je list obsahujici informace o probéhnutém odhadu.
K funkci jsou dale napsany podporujici funkce print a summary. Vice informaci bude ukazano
v pouziti balicku na redlnych datech.

4.2 Stanford heart transplant data

Jako jednoduchou ukazku uvedme pouziti balicku aftsem na realnych datech, konkrétné na
zndmem datasetu Stanford heart transplant data [53] (vSechny nésledujici kédy jsou k dispozici
v piiloze préce).

Stanfordsky transplantacni program zacal v ¥{jnu roku 1967 a pferuseni studie pro tuto ana-
lyzu se datuje na tinor roku 1980. V prubéhu tohoto ¢asového tiseku byla poskytnuta transplan-
tace srdce 184 pacientum. Jako sledovanou udélost oznacujeme smrt pacienta po provedené
transplantaci a jako Cas preziti oznacujeme dobu preziti pacienta ve dnech od provedené transplan-
tace. Nékteri pacienti podstoupili transplantaci srdce vicekrat nez jednou, ¢as preziti u téchto
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jedincu je poté méren jako soucet Casu preziti po prvni transplantaci secteny s Casem preziti
po druhé transplantaci. Z datasetu je vynechano 27 pacientii s chybéjicimi hodnotami, celkem
tedy pracujeme se 157 pozorovanimi. Ke kazdému subjektu zaznamendvame dva priznaky, které
byly apriorné zvoleny za mozné proménné majici vliv na preziti pacienta. Konkrétné pracujeme
s priznaky age a t5.

Priznak age reprezentuje vék pacienta v dobé provedené transplantace. Jako pocateéni odhad
muzeme uvazovat, ze mladsi pacienti maji vétsi Sanci na preziti po provedené transplantaci nez
stafi pacienti [17].

Ptiznak t5 oznacuje T5 skdre vytvorené doktorem Charlesem Bieberem ze Stanfordské uni-
verzity. T5 skore méri neshodu tkdné mezi darcem organu a pacientem transplantace s ohledem
na HL-A antigeny [17],[39]. Hodnota T5 skére mensi nez 1 reprezentuje dobrou shodu, naopak
hodnota vétsi nez 1 oznacuje Spatnou shodu a mize tedy vést k neprijmuti orgdnu imunitnim
systémem pacienta.

Zajima nas tedy jak tyto dva kovariaty dobre vystihuji cas preziti u jednotlivych pacientt.
Nejprve se ovSem zamérme kratce na samotnd data.

m Primérny vék: 41.7 let

= Nejstarsi pacient: 64 let, zemtel po 60 dnech od provedeni transplantace s namérenym T5
skére rovnym 0.69

= Nejmladsi pacient: 12 let, zemfel po 86 dnech od operace s namérenym T5 skérem rovnym
1.26

= Nejmensi namérené T5 skdre: Namérené u 36 letého pacienta s hodnotou 0, pacient
zemtel po 44 dnech od provedeni transplantace

m Nejvyssi namérené T5 skére: Namérené u 53 letého pacienta s hodnotou 3.05, pacient
také zemfel po 44 dnech od provedeni transplantace

= Nejmensi nameéreny cCas preziti: Jeden den od provedeni transplantace, tuto hodnotu
pozorujeme u tfech pacienti, vSichni méli namétené dobré T5 skére (< 1)

= Nejvétsi naméreny Cas preziti: 3695 dni, pacient ma status oznaceny jako cenzorovany,
tedy nevime presny ¢as preziti

m Celkovy pocet cenzorovani: 55 pacienti ze 157, tedy cca 35% cenzorovani
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B Obrazek 4.1 Vlevo je vykreslen scatter plot véku na pridruzeny Cas preziti, vpravo je vykreslen plot
T5 skore na cas preziti. Cenzorovand pozorovani jsou oznacena krouzkem, necenzorovand naopak krizkem
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Neparametricky odhad funkce preziti pomoci Kaplan-Meierova odhadu (viz definice [1.12)
z obrazku 4.2 nam tikd, ze median doby preziti se nachazi lehce pod 1000 dny, tedy néco malo
pod t¥i roky.
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Funkce preziti

04
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0.0

T T T
0 1000 2000 3000
time

B Obrazek 4.2 Kaplan-Meierovo odhad funkce preziti s 95% konfideénim intervalem

Zamérme se nyni na regresni modelovani. Definujme tedy nés model jako
logT = prage + [a2t5 +e. (4.1)

Model pouzijeme nésledovné

fit <- aftsem(Surv(log(stan$time),stan$status) ~ stan$age + stan$th,
method = "jin", resample = 500)
summary (fit)

a dostaneme vysledek

AFT Semiparametric Model Summary

Model Call: aftsem(formula = Surv(log(stan$time), stan$status) ~ stan$age +
Model Call: stan$tb, method = "jin", resample = 500)

Used parameter estimation method:
[1] lljinll

Convergence Status: Converged

|Estimate| |Std. Error| |Z valuel [Pr(>|Z])|
stan$age -0.03417 0.02237 -1.53 0.13
stan$tb -0.00641 0.34732 -0.02 0.99
Number of Iterations: 12
Number of Observations: 157
Percent of Censored Observations: 35.030000

Modelovani pomoci metody "jin" zkonvergovalo po 12 iteracich a dostali jsme bodovy odhad
regresnich parametra § = (—0.03417, —0.00641). Jelikoz vypocet zkonvergoval, tak vime Ze
Buckleyho odhad bude stejny. Podle hodnot standardni chyby, Z hodnoty a p-hodnoty namérené
pomoci resamplingové metody s N = 500 vidime, Ze jak proménnd age tak proménnd t5 jsou
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statisticky nesignifikantni na standardni pétiprocentni hladiné vyznamnosti. Balicek vyuziva pro
vypocet Z-hodnoty Walduv test [54], poc¢itdme

kde SE oznacuje smérodatnou odchylku.
Pokud bychom se chtéli podivat na poc¢dteéni{ odhad (tedy v tomto pripadé Gehanuv), tak
muzeme vyuzit navratovou hodnotu betafirst.

print (fit$betafirst)
[,1]

[1,] -0.04861196

[2,] -0.06112750

Pozorujeme mensi odchylku ve druhém odhadnutém koeficientu od puvodniho Gehanova
odhadu.

Dalsi zajimavy objekt je vektor rezidui pro modifikované ¢asy preziti z definice ’ﬁ Uziva-
tel mize tento vektor ziskat pomoci volani fit$resid. Obecné je testovani dobré shody modelu
s danymi daty slozity problém [55],[56]. Mensi pfedstavu muZeme ovSem zjistit i pomoci stan-
dardnich regresnich metod pro linedrni model, napiiklad mizeme porovnavat primeér rezidui
u jednotlivych skupin rozdélenych podle kvartiltt kovaridt [56].

Pokud bychom chtéli pouzit metodu "gehan-heller" spolecné s odhadnutim kovariancni ma-
tice, tak musime pouzit volani s upravenym listem control, zdroven také musime uvést vsechny
dtlezité informace pro metodu "gehan-heller", tedy parametry use.grad a optimx.alg ( v piipadé
pouziti Gehanova odhadu jako pocatecniho feseni je potieba specifikovat i argument quantile.
method)

fit2 <- aftsem(Surv(log(stan$time),stan$status) ~ stan$age + stan$ts,
method = "gehan-heller", control = list(variance.estimation = TRUE, use.
grad = FALSE, optimx.alg = "BFGS"))

summary (£it2)

AFT Semiparametric Model Summary

Model Call: aftsem(formula = Surv(log(stan$time), stan$status) ~ stan$age +

Model Call: stan$t5, control = list(variance.estimation = TRUE, use.
grad = FALSE,
Model Call: optimx.alg = "BFGS"), method = "gehan-heller")

Used parameter estimation method:
[1] "gehan-heller"

Convergence Status: Converged

|Estimate| |Std. Error| |Z valuel [Pr(>|Z])|
stan$age -0.0536 0.0255 -2.10 0.035 x*
stan$tb -0.0325 0.3526 -0.09 0.927
Signif. codes: 0 ‘%%’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘. 0.1 ¢ ’ 1
Number of Observations: 157
Percent of Censored Observations: 35.030000

Vysledek nam vysel lehce odlisny, vidime Ze proménna age uz neni statisticky nesignifikatni
a pusobi na logaritmovany cas preziti negativnim zpisobem s odhadnutym koeficientem -0.0536.
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Zpusob odhadu rozptylu je odlisny nez u resamplingové metody a muze se do néj propsat i nase
definice ztratovych funkci, skdlovacitho parametru a lokalni distribu¢ni funkce. Muazeme si také
povsimnout lehké odchylky v odhadnutych koeficientech. Porovnani s ostatnimi metodami mu-
zeme nalézt v tabulce

B Tabulka 4.1 Odhadnuté koeficienty u jednotlivich metod pro model

gehan.poly  gehan.heller gehan jin buckley
age -0.04865840 -0.05359555 -0.04861196 -0.034165820 -0.034165755
th  -0.06106086 -0.03247692 -0.06112750 -0.006408728 -0.006408925

Vidime, ze metody "gehan-poly" a "gehan" davaji témér totozné vysledky, to samé plati
u metod "jin" a "buckley". Metoda "gehan-heller" se od ostatnich metod vice lisi v odhadnutém
druhém koeficientu, nepresnost je pravdépodobné zavinéna zvolenym skalovacim parametrem
a lokdln{ distribuéni funke{ (viz predchozi kapitola).

Podle celkovych vysledka vidime, ze T5 skére nema na vysvétlovanou proménnou takovy
vliv jako vé€k pacienta. Obé proménné snizuji ¢as preziti velmi minimalisticky a obé plisobi na
pacienta negativnim téinkem. Cas pieziti zavisi pravdépodobné na jinych proménnych. Vysle-
dek pomoci metody "gehan-heller" nam ovSem Iikd, Ze proménnd age muze nést zajimavou
informaci. Zkusme tedy jesté postavit model

logT = frage + Boage’ + ¢ (4.2)

Tento model je podobny Millerovu modelu z [39]. Vysledek pomoci metody "gehan-heller"
nam 1ika nasledujici

fit3 <- aftsem(Surv(log(time),status) ~ age + I(age~2), data = stan,
method = "gehan-heller", binit="gehan", control = list(variance.
estimation = TRUE, use.grad = FALSE, optimx.alg = "BFGS", quantile.
method = "br"))

summary (£it3)

AFT Semiparametric Model Summary

Model Call: aftsem(formula = Surv(log(time), status) ~ age + I(age~2), data

= stan,
Model Call: control = list(variance.estimation = TRUE, use.grad = FALSE
Model Call: optimx.alg = "BFGS", quantile.method = "br"), method =
"gehan-heller", binit = "gehan",
Model Call: resample = 200)

Used parameter estimation method:
[1] "gehan-heller"

Convergence Status: Converged

|Estimate| |Std. Error| |Z valuel [Pr(>|Z])|
age 0.28209 0.12453 2.27 0.0235 *
I(age~2) -0.00434 0.00156 -2.79 0.0053 **
Signif. codes: 0 ‘x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘. 0.1 ¢ ’ 1
Number of Observations: 157
Percent of Censored Observations: 35.030000
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Obé dvé proménné jsou na hladiné vyznamnosti 5% statisticky vyznamné. Cas preziti se tedy
da dobfe modelovat kvadraticky pomoci proménné age. Koeficienty modelu nam nyni fikaji
ze logaritmus Casu preziti se s jednotkou prirtstajictho véku zméni o 0.28209 - 0.00868age.
Porovnani odhadnutych koeficienti pro jednotlivé metody jsou k dispozici v tabulce 4.2

B Tabulka 4.2 Odhadnuté koeficienty u jednotlivich metod pro model

gehan.poly  gehan.heller gehan jin buckley
age  0.278937101  0.282086913  0.259299796  0.259093080  0.259059593
age?  -0.004277525 -0.004336355 -0.003995583 -0.003864943 -0.003864744

V odhadnutych hodnotéch tentokrat nepozorujeme zadné odchylky a jedna se témér o totozna
¢isla.

4.3 Podobné balicky

Do dne 4.5.2024 byl autorem této prace nalezen pouze jeden aktivni R bali¢ek implementujici
semiparametricky model zrychleného ¢asu a to konkrétné balicek aftgee [57]. N4S bali¢ek aftsem
muze slouzit jako alternativa pro balicek aftgee, jelikoz poskytuje implementaci jinych metod
odhadu regresnich parametrti. Zaroven je nas balicek velmi uzivatelsky skélovatelny a na rozdil
od balicku aftgee poskytuje jednoduchou kostru programu a umoziuje optimalizaci vyuzivajici
balicku optimx. Tento krok pfinasi perfektni prostor pro inovaci a jednoduché rozsiteni balicku
o dal$i dosud neimplementované metody a podpurné funkce. Pokud tedy dojde v nasledujicich
letech k dalsimu vyvoji odhadu regresnich parametria u semiparametrického modelu zrychleného
casu, tak muze byt balicek jednoduse rozsiten a dédle pouzit k porovnani s dalsimi metodami.
Pripadny uzivatel mize navic vyuzit i programovani pomoci jazyku c++ pres rozhrani Rcpp.



Kapitola 5

Simulac¢ni studie

V této kapitole provedeme nékolik experimenti na simulovanych datech. Zajima nés hlavné
presnost a rychlost jednotlivych odhadu a v jakych situacich je mazeme pouzit.

Vsechny experimenty byly provedeny na jednom zaiizen{ s procesorem AMD Ryzen 3 4300U
s frekvenci 2,7 GHz, 4 jadry a operacnim systémem Ubuntu 20.04.3 LTS.

Veskeré kbédy pouzivané k provadéni experimenti jsou poté k dispozici v prilohdch préce.

5.1 Simulovana data

Pro generovani éasu preziti byl zvolen model zrychleného ¢asu inspirovany literaturou [], ], ]
logT* =2+421 +Zo+ Z3 + ¢, (5.1)

kde Z; je Bernouliho ndhodné veli¢ina s parametrem 0.5 a Zs,Z3 jsou standardné norméalné
rozdélené ndhodné veli¢iny. Odchylky € jsou generovany ze standardniho normélniho rozdéleni,
extrémniho (extremélniho) rozdéleni s parametry [0, 1, 0] (konkrétné se jedna o Gumbelovo rozdé-
leni, definice hustoty je k dispozici k vidéni v literature [g]) a logistického rozdéleni s parametry
[0, 1] (hustota je k dispozici k vidéni na strance [59]). Cenzorované ¢asy C' jsou generovany z uni-
formnich rozdéleni [0, ¢], kde ¢ bylo nastaveno tak aby reflektovalo pozadovanou procentudlni
miru cenzorovani. Jako T (Casy preziti) poté oznacujeme hodnoty min(7T*, C). Pro experimenty
byly zvoleny Ctyfi procentudlni miry cenzorovéni {0,25,50,90}. Zvolené miry cenzorovani se
snazi co nejvice napodobit mozna data preziti se kterymi se uzivatel mize v praxi setkat. Vysoko
cenzorovana data naptiklad asociujeme s néjakymi vzadcnymi nemoci, malo cenzorovana data
naopak mizou byt piikladem sledovan{ G¢inku néjakého 1léku (naptiklad sledujeme za jak dlouho
zacne pusobit 16k na bolest). Dale uvazujeme t¥i velikosti vzorki a to konkrétné {100, 200,400}
pozorovani. Jako skute¢ny vektor regresnich koeficientit oznacujeme vektor 8 = (1,1,1).

5.2 Experimenty

Nejprve se zamérme na celkovou presnost odhadu a jejich vypocetni naro¢nost. Pro kazdou kom-
binaci parametru dat, tedy rozdéleni odchylek, procentudlni miry cenzorovani, velikosti vzorku
a zvolené metodé odhadu bylo vytvoreno 1000 simulovanych dataseti. Celkem mame tedy 144
riznych scénaiti. Zamérujeme na tii statistiky, konkrétné

m BIAS: Primérnd odchylka od skutecnych regresnich parametra

m MSE: Stfedni kvadratickd chyba od skute¢nych parametri
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m AVG TIME: Prumérny ¢as vypoctu

V experimentu je vynechdno méfeni standardni odchylky, jelikoz neni implementovana u vSsech
metod (konkrétné u "gehan-poly") a zaroven je vypocetni ndrofnost pomoci resamplingové me-
tody velmi narocnéa. Misto standardni odchylky byla zvolena stfedni kvadraticka chyba, ktera
nam rika podobnou charakteristiku a mtzeme ji snadno spocitat. Také vynechavame ve studii
neupraveny Buckleyho odhad, jelikoz v mnoha pripadech nekonvergoval a dostavali bychom tedy
chybné vysledky, zaroven vime ze v pripadé konvergence je totozny s Jinovym upravenym od-
hadem. U vsech metod ponechiavame vychozi nastaveni parametru, které je popsano v predchozi
kapitole.

Vysledky experimentit jsou k dispozici k vidéni v tabulkich A.1, A.2, A.3, &sla jsou z ditvodu
prehlednosti tabulky zaokrouhlena na 4 desetinnd mista. Vsechny bodové odhady se zdaji byt
nestranné. U metod ("gehan", "gehan-poly", "jin") pozorujeme skutetné minimaln{ Bias ve vSech
odhadnutych koeficientech pro kazdy scénaf, s tim Ze nejvétsi odchylku (ovSem stdle minimdlni)
pozorujeme u scéndii s vysokou mirou cenzorovani, tedy 90%.

Zajimavé pozorovani zaznamendvame u metody "gehan-heller". Z hodnot sloupce MSE a Bias
pozorujeme velké nepresnosti pro data s 90% cenzorovanim. Zaméfme se napiiklad na hod-
noty pro scénare se 100 pozorovanimi a s odchylkami z extrémniho rozdéleni, z hodnot MSE =
[8.67,4.28,4.06] usuzujeme vysoky rozptyl odhadt. Korespondujici hodnoty u sloupce Bias, tedy
[1.47,1.21,1.16] (viz tabulka [5.1), ndm Fikaji ze Helleriv odhad mé tendenci nadhodnocovat
skutecny odhad regresnich parametru 5. S rostoucim poctem dat se ovSem nepresnosti zmensuji.
Ukéazky nadhodnoceni odhadu prvniho regresniho koeficientu jsou vidét na obrazcich 5.2, 5.3, 5.4,
kde na vykreslujeme na osu y klasicky Gehaniiv odhad a na osu x zbylé t¥i odhady. Z obrazku
je poté evidentné vidét odlisné chovani metody "gehan-heller" oproti zbylym metoddm. U dru-
hého a tretiho regresniho koeficientu jsou vysledky podobné. Zaroven pro n = 100 pozorujeme
mensi nepresnosti i u metody "gehan-poly", s rostoucim poc¢tem dat tyto sSpatné odhady ovsem
nezaznamenavame.

B Tabulka 5.1 Porovnani Bias a MSE u jednotlivych metod pro data se 100 pozorovanimi a odchylkami
z extrémniho rozdéleni pti 90% cenzorovani.

Metoda bl b2 b3

Bias MSE Bias MSE Bias MSE
Gehan 0.1417 0.5942 0.0582 0.2104 0.0400 0.1923
Jin 0.1335 0.5926 0.0558 0.2097 0.0374 0.1936

Gehan-Poly 0.2839 1.2585 0.0574 0.2116 0.0388 0.1930
Gehan-Heller 1.4735 8.6726 1.2138 4.2837 1.1657 4.0629

Nepresnosti, ackoliv mensi, zaznamenavame u metody "gehan-heller" i pro scénare s 90%
cenzorovanim a odchylkami ze standardniho normélniho a logistického rozdéleni. Opét vidime,
ze s rostoucim poctem dat tyto nepresnosti klesaji. Pravdépodobnd pricina nadhodnocovani tkvi
v nasi definici funkce D(u) z rovnice ‘3.14. Pii zvoleni ¢ jako standardni normdlni distribuéni
funkce dostaneme vyjédieni ztratové funkece Ly (B) z E% P1i velkém cenzorovani se prvni ¢len

ei(B)—e;(B)

v sumach vynuluje a zbyde pouze ¢len a¢ ( ) Hustota standardniho normalniho roz-

déleni tedy Spatné zachycuje data z extrémniho rozdéleni a to vede k nadhodnocovani bodového
odhadu. Moznym fesenim by mohlo byt zvoleni jiné distribué¢ni funkce ¢ ¢i skalovaciho parame-
tru a, tento krok by ovsem zaroven nemusel opét fungovat pro jiné rozdéleni odchylek a vyjadieni
ztratové funkce by uz nebylo tak jednoduché jako v pripadé standarni normalni distribu¢ni funkce.
Dalsim zpisobem by mohlo byt zavedeni néjaké regularizace a pouziti robustnich statistickych
technik, tento krok by ovSem vyzadoval extenzivnéjsi experimentovani a delsi studii robustni
statistiky a proto je v praci vynechan. Jako nejjednodusi feseni by poté mohlo byt malinko jiné
vyjadieni funkce U () z definice m, kde bychom misto ndmi zvoleného délitele n~! mohli
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pouZit malinko vétsi ¢islo, napiiklad n~=95. Tyto ndpady ovSem zatim ponechdvame k dalsimu
zkoumani.

Pomineme-li scénafe s vysokym procentem cenzorovani, tak si metoda "gehan-heller" vede
velmi dobfe a nepozorujeme zadné podezielé nepresnosti odhadl regresnich parametrt.

S rostoucim poc¢tem pozorovani ddvaji metody témér stejné vysledky. Ukazku odhadu dru-
hého regresniho parametru pro data se 400 pozorovanimi, standardné rozdélenymi normélnimi
odchylkami a 50% mirou cenzorovani muzeme vidét na obrazku 5.1.

Gehan vs. Gehan-Heller (Cenzorovani: 50 %, normal ) Gehan vs. Gehan-Poly (Cenzorovani: 50 %, normal )

13- e 13- 1

1o
Gehan-Poly

c
&
2
T
[}

B Obrazek 5.1 Porovnani odhadi s metodou Gehan pii 50% cenzorovani, s odchylkami ze standardniho
normélniho rozdéleni a 400 pozorovanimi

7 obrazku opét pozorujeme mensi nadhodnoceni odhadu a vyssi rozptyl u metody "gehan
-heller" oproti odhadim pomoci metody "gehan". Jedna se ovSsem o minimalni chybu, kterou
v praxi muzeme ignorovat.

Pokud porovname metody zalozené na poradovych metodach, tedy "gehan","gehan-poly" a "
gehan-heller" oproti metodé "jin", kterd modifikuje metodu nejmensich ¢tvercti, tak nepozo-
rujeme zadné signifikantni rozdily v presnostech odhadi (kromé jiz vySe zminéného scénare
s vysokym procentem cenzorovani). Pokud budeme chtit data prozkoumat velice podrobné, tak
muzeme Fici Zze poradové metody funguji 1épe pro odchylky z extrémniho rozdéleni a naopak me-
tody zalozené na nejmensich ¢tvercich funguji malinko 1épe pro data s odchylkami z normalniho
a logistického rozdéleni.

Zaméfme se nyni na vypocetni naroc¢nost, tedy na sloupec Avg Time. Porovnani primérného
casu vypoctu pro jednotlivé metody v zavislosti na jednotlivych scénarich mizeme vidét na
obrazcich @, m, E
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Gehan vs. Gehan-Heller (Cenzorovani: 90 %, extreme ) Gehan vs. Gehan-Poly (Cenzorovani: 90 %, extreme ) Gehan vs. Jin (Cenzorovani: 90 %, extreme )

Gehan
Gehan
Gehan

Gehan-Heller Gehan-Poly i

B Obrazek 5.2 Porovnani odhadi s metodou Gehan pro data s 90% mirou cenzorovani, odchylkami
z extrémniho rozdéleni a 100 pozorovanimi

Gehan vs. Gehan-Heller (Cenzorovani: 90 %, extreme ) Gehan vs. Gehan-Poly (Cenzorovani: 90 %, extreme ) Gehan vs. Jin (Cenzorovani: 90 %, extreme )
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B Obrazek 5.3 Porovnani odhadt s metodou Gehan pro data s 90% mirou cenzorovani, odchylkami
z extrémniho rozdéleni a 200 pozorovanimi

Gehan vs. Gehan-Heller (Cenzorovani: 90 %, extreme ) Gehan vs. Gehan-Poly (Cenzorovani: 90 %, extreme ) Gehan vs. Jin (Cenzorovani: 90 %, extreme )

Gehan
Gehan

Gehan-Poly : Jin

Gehan-Heller

B Obrazek 5.4 Porovnani odhadi s metodou Gehan pro data s 90% mirou cenzorovani, odchylkami
z extrémniho rozdéleni a 400 pozorovanimi

7Z casovych vysledkt odhadu jednotlivych metod vidime nékolik pozorovani. Metoda "gehan"
dokaze na mensich datech ziskat regresni koeficienty velmi rychle, to je zapficinéno hlavné diky
zpusobu minimalizace pomoci medidnové regrese, ktera vyuziva efektivné algoritmus Koenkera
& D’Oreyho. Metoda "jin" je na tom s vypocetni slozitosti velmi podobné jako metoda "gehan
". S rostoucim poctem dat ovSem délka vypoctu pro tyto dvé metody linedrné roste. Pro data
s n = 100 dokdzou metody "gehan" a "jin" najit regresni parametry v kazdém scénari do 0.4
sekund. Ovsem pro data s n = 400 vypocet trva jiz v fadech nizkych sekund. Jako nejhorsi
scénar se jevi situace s nulovym procentem cenzorovani, kde vypocet dosahuje az 5.7 sekund.
Nejrychleji naopak tyto metody pracuji s daty s vysokym procentem cenzorovani, kde i pro data
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s n = 400 trva vypocet pro scénare s 90% cenzorovanim pouze 0.2 sekund. Pri bliz§im zkouméni,
také zjistime zZe pracuji lehce rychleji s daty s odchylkami z extrémniho a logistického rozdéleni
(viz porovnévajici tabulka )

B Tabulka 5.2 Praumérné doba vypocét pro ruzné metody na datech se 400 pozorovanimi

Cenzorovani Gehan Jin Gehan-Poly Gehan-Heller
Normalni rozdéleni
0% 5.6964 5.7153 0.2295 0.7828
25% 3.2124 3.2492 0.2360 0.8104
50% 1.6211 1.6424 0.2408 0.8074
90% 0.2092 0.2339 0.2731 0.9805
Extrémni rozdéleni
0% 5.1487 5.1751 0.2319 0.7776
25% 2.4321 2.4580 0.2354 0.8011
50% 1.1164 1.1416 0.2480 0.8357
90% 0.1694 0.1970 0.2919 1.1930
Logistické rozdéleni
0% 3.9262 3.9136 0.2496 0.9390
25% 2.1702 2.1911 0.2290 0.7889
50% 1.2723 1.2943 0.2352 0.8047
90% 0.2746 0.2956 0.2518 0.8433

Metoda, ktera se ukazala jako velmi rychla pro vSechny scénafe a velikosti datasetii je "gehan
-poly". Rychlost této metody a jeji celkova presnost déla z "gehan-poly" idedlniho kandidata
pro odhad regresnich parametri. Je potifeba ovSsem zminit, ze pracujeme pouze s ¢asy odhadu
regresnich parametri a nezapocitavame casy odhadu rozptylu. Pokud bychom mérili i ¢as od-
hadu rozptylu, tak je jednoznac¢né nejrychlejsi metoda "gehan-heller", kterd zvladne vypocitat
kovarianéni matici pouhym dosazenim odhadnutych koeficientti Br. U ostatnich metod by odhad
kovarianéni matice trval v fadech sekund pro mensi data a pro vétsi v fadech minut ¢i dokonce
hodin (napfiklad pro metodu "gehan" trva celkovy odhad pro data s n = 400 a s argumentem
resampling nastavenym na 1000 realizaci 25 minut).

Cas odhadu pomoci metody "jin" je piimo zavisly na dobé trvani odhadu pomoci metody "
gehan", jelikoz se toto TeSeni bere jako pocateéni odhad. Mozné feseni, které by zrychlilo vypocet
metody "jin" by mohlo byt pouziti odhadu z metody "gehan-poly" jako pocdtecniho feseni.
Vime, zZe pokud je jako pocatecni feseni zvoleno Bg, které minimalizuje Gehanovu funkci, tak je
vysledné ﬁk asymptoticky norméalni. Tedy jinymi slovy zalezi na pocate¢nim odhadu 507 pokud se
jedna o konzistentni odhad skute¢nych regresnich koeficientt, tak je vysledné Bk také konzistetni.
Z vysledki experimentii pozorujeme shodu metod "gehan" a "gehan-poly", zdroven vime, Ze
muzeme udélat primérnou chybu odhadu velmi malou zvolenim vhodného e. Mohli bychom tedy
vzit feseni z metody "gehan-poly" aniz bychom pfisli o asymptotické vlastnosti Bk Stale by
se ovSsem nevytesil problém s odhadem kovariancéni matice, ktery by musel byt opét proveden
pomoci resamplingu.
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B Obrazek 5.6 Prumérné casy vypoctu jednotlivych metod pro data s 200 pozorovanimi

Dalsi mozné zrychleni se tyka primo metody "gehan". V balicku je minimalizace providdéna
pomoci medidnové regrese s jiz zminénym algoritmem Koenkera & D’Oreyho. Tento algoritmus je
velmi rychly pro mensi datasety, s vétSim vzorkem pozorovani si ovSem nevede tak dobie. Muzeme
ovSem zkusit minimalizovat i pomoci jiného algoritmu. Po prostudovani dokumentace balicku



Experimenty
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B Obrazek 5.7 Prumérné casy vypoctu jednotlivych metod pro data se 400 pozorovanimi

quantreg byly zvoleny dvé dalsi metody minimalizace, konkrétné Frisch—-Newtonova metoda
vnitinfho bodu (oznacovand jako "fn") a jeji upravend varianta Frisch-Newtonova metoda po
predzpracovani (oznacovand jako "pnf"). Pfedzpracovdni v naSem kontextu znamend redukce
dimenzionality problému vyhozenim nékterych vybranych pozorovani. Popis téchto algoritmu
je nad rdmec této bakaldrské prace, jejich detailn{ formulaci lze najit v ptivodnim ¢lanku [60].
Dle dokumentace balicku quantreg a ¢lanku [60] zminéné algoritmy pracuji rychleji pro vétsi
datasety. Byl proveden tedy experiment na 300 simulovanych datasetech se 400 pozorovanimi,
kde jsme otestovali rychlost téchto metod na datech s {25,50,90} procentnim cenzorovinim
a odhylkami ze vSech rozdéleni. Vysledek experimentu je k dispozici k vidéni v tabulce 5.3.
Casové porovnani je poté k dispozici k vidéni na obrazku [5.8.

7 casovych vysledka vidime velké zrychleni pri pouziti algoritmu "fn". Z puvodnich 3,21
sekund (nejhorsi naméfené ¢&islo pro data s odchylkami z normélnfho rozdéleni a 25% cenzo-
rovanim, viz tabulka 5.2) se cely proces odhadu zrychlil na 0.39 sekund. Pro vétsi{ datasety je
tedy velmi vyhodné pouzit Frisch—-Newtonovu metodu, ktera klasicky "br" algoritmus porazi ve
vSech scénérich kromé téch s vysokym procentem cenzorovani. Pii 90% cenzorovani je algoritmus
Koenkera & D’Oreyho nejrychlejsi a zména algoritmu minimalizace se tedy nevyplati. U druhé
testované metody ("pfn") vyrazné zrychleni nezaznamendvame, ovsem jeji sila by se dle doku-
mentace balicku quantreg a ¢lanku [60] mohla projevit pii jesté vétsich datasetech. Z casovych
davodt ovsem nejsou tyto experimenty v praci uvazovany. Z tabulky 5.3 zdroven nepozorujeme
zadné podezrielé hodnoty sloupcti Bias a MSE pro obé metody.
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B Tabulka 5.3 Ruzné optimalizacni algoritmy medidnové regrese pro Gehanovu metodu na 400 pozoro-

vanich, zaokrouhleno na 4 desetind mista

FN PNF
Cenzorovani Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time
Normalni rozdéleni
25%  -0.0060  0.0123 0.3920 -0.0060  0.0123 1.1584
bl 50%  -0.0065 0.0152 0.4586 -0.0065  0.0152 1.2613
90% 0.0009  0.0638 0.6248 0.0009  0.0638 1.7141
25%  -0.0051  0.0032 0.3920 -0.0051  0.0032 1.1584
b2 50%  -0.0047  0.0050 0.4586 -0.0047  0.0050 1.2613
90% 0.0006  0.0233 0.6248 0.0006  0.0233 1.7141
25% 0.0014 0.0035 0.3920 0.0014 0.0035 1.1584
b3 50% 0.0035  0.0051 0.4586 0.0035  0.0051 1.2613
90% 0.0028 0.0211 0.6248 0.0028 0.0211 1.7141
Extrémni rozdéleni
25%  -0.0092  0.0135 0.4628 -0.0092  0.0135 1.4164
bl 50% 0.0013  0.0170 0.5315 0.0013  0.0170 1.2744
90% 0.0289  0.0653 0.7226 0.0290 0.0653 2.1783
25% 0.0004  0.0036 0.4628 0.0004  0.0036 1.4164
b2 50% 0.0025  0.0048 0.5315 0.0025  0.0048 1.2744
90% 0.0161 0.0221 0.7226 0.0161 0.0221 2.1783
25%  -0.0033  0.0043 0.4628 -0.0033  0.0043 1.4164
b3 50% 0.0009  0.0052 0.5315 0.0009  0.0052 1.2744
90% 0.0165  0.0236 0.7226 0.0165  0.0236 2.1783
Logistické rozdéleni
25% 0.0083  0.0316 0.3873 0.0083  0.0316 1.1803
bl 50% 0.0163  0.0408 0.4701 0.0163  0.0408 1.3272
90% 0.0300  0.1230 0.4985 0.0300  0.1230 1.5345
25% 0.0004  0.0099 0.3873 0.0004  0.0099 1.1803
b2 50%  -0.0002  0.0127 0.4701 -0.0002  0.0127 1.3272
90% 0.0048  0.0363 0.4985 0.0048  0.0363 1.5345
25% -0.0058 0.0097 0.3873 -0.0058 0.0097 1.1803
b3 50% -0.0044 0.0121 0.4701 -0.0044 0.0121 1.3272
90% 0.0019  0.0388 0.4985 0.0019  0.0388 1.5345
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B Obrazek 5.8 Prumérné casy vypoctu Gehanova odhadu v zdvislosti na riznych minimalizujicich
algoritmech pro data se 400 pozorovanimi

Déle byly provedeny experimenty na 100 simulovanych datasetech se 400 pozorovanimi pro
metody "gehan-heller" a "gehan-poly". Byl zkoumén dopad zvoleni rtznych optimaliza¢nich
algoritmu na vysledek minimalizace. Jako zvolené algoritmy byly vybrany metody

= "BFGS"
m "L-BFGS"
m "Nelder-Mead"

Abychom predesli zkresleni vysledkii pouzitim manudlné napsaného gradientu, tak je pro me-
tody "BFGS" a "L-BFGS" pouzita numerickd aproximace z balicku optimx. Metoda "Nelder-Mead"
k optimalizaci nevyzaduje derivovani ztratové funkce a k nalezeni minima vytvaii iterativné,
pomoci heuristickych funkei, body simplexu a postupné konverguje k lokalnimu minimu, vice
viz literatura [28]. Intuitivné predpokldaddme, Ze by mohl algoritmus "L-BFGS" fungovat rychleji
pro vétsi datasety, jelikoz pracuje pouze s omezenou paméti pocitace. Vysledky experimentu
jsou k dispozici v tabulce p.4. V tabulce jsou opét hodnoty zaokrouhleny na 4 desetinna mista,
zarovén jsou z ni vynechany tdaje s odchylkami z extrémniho a logistického rozdéleni, jelikoz
jsme u nich nezpozorovali vyrazné zmény. Také vynechavime scénaf s nulovou mirou cenzorovani
a soustfedime se pouze na cenzorovand data.

Celkové nepozorujeme zadné podezielé hodnoty, vSechny optimalizaéni algoritmy poskytuji
podobné vysledky ve vSech sloupcich. Pro zajimavost byl proveden i experiment pro dataset
s 800 pozorovanimi (viz tabulka%?), kde metoda "L-BFGS" dosdhne minima az o pul sekundy
rychleji nez u klasického algoritmu "BFGS". Naopak metoda "Nelder-Mead" si pro vétsi datasety
vede nejhtire s priimérnym casem o vice nez sekundu del$im nez u ostatnich metod. Pro stredné
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B Tabulka 5.4 Ruzné optimaliza¢ni algoritmy na 400 vzorcich, zaokrouhleno na 4 desetinnd mista

Gehan-Poly Gehan-Heller

Cenzorovani Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time
BFGS

bl 25% 0.0194 0.0136 0.2846 0.0285 0.0143 1.0232

50% 0.0193 0.0160 0.2800 0.0451 0.0186 1.0396

90% 0.0314 0.0556 0.3094 0.2889 0.1957 1.2301

b2 25%  -0.0137 0.0037 0.2846 -0.0045 0.0036 1.0232

50% 0.0025 0.0041 0.2800 0.0108 0.0061 1.0396

90%  -0.0125 0.0245 0.3094 0.2217 0.0965 1.2301

b3 25%  -0.0008 0.0029 0.2846 0.0193 0.0160 1.0232

50% 0.0025 0.0041 0.2800 0.0275 0.0051 1.0396

90%  -0.0079 0.0181 0.3094 0.2274 0.0882 1.2301
L-BFGS

bl 25% 0.0194 0.0136 0.3530 0.0285 0.0143 1.0058

50% 0.0193 0.0160 0.3145 0.0451 0.0186 1.0447

90% 0.0314 0.0556 0.3522 0.2889 0.1957 1.0783

b2 25%  -0.0137 0.0037 0.3530 -0.0045 0.0036 1.0058

50%  -0.0139 0.0059 0.3145 0.0451 0.0186 1.0447

90%  -0.0125 0.0245 0.3522 0.2217 0.0965 1.0783

b3 25%  -0.0008 0.0029 0.3530 0.0086 0.0031 1.0058

50% 0.0025 0.0041 0.3145 0.0108 0.0061 1.0447

90%  -0.0079 0.0181 0.3522 0.2274 0.0882 1.0783
Nelder-Mead

bl 25% 0.0194 0.0136 0.3073 0.0285 0.0143 1.1921

50% 0.0192 0.0160 0.3010 0.0451 0.0186 1.1001

90% 0.0313 0.0555 0.3107 0.2889 0.1958 1.1943

b2 25%  -0.0137 0.0037 0.3073 -0.0045 0.0036 1.1921

50%  -0.0139 0.0059 0.3010 0.0451 0.0186 1.1001

90%  -0.0125 0.0245 0.3107 0.2217 0.0965 1.1943

b3 25%  -0.0009 0.0029 0.3073 0.0086 0.0031 1.1921

50% 0.0025 0.0042 0.3010 0.0275 0.0051 1.1001

90%  -0.0079 0.0181 0.3107 0.2274 0.0883 1.1943
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velké a malé datasety ovSsem usuzujeme, Ze na optimaliza¢nim algoritmu nezalezi a doporucujeme
pracovat s vychozi metodou "BFGS". Pokud ovsem uzivatel bude pracovat s opravdu velkymi daty,
tak se muze vyplatit optimaliza¢ni algoritmus zménit na "L-BFGS".

B Tabulka 5.5 Ruzné optimaliza¢ni algoritmy na 800 vzorcich, zaokrouhleno na 4 desetinnd mista

Gehan-Poly Gehan-Heller

Cenzorovani Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time
BFGS

bl 25%  -0.0063 0.0077 0.5576 -0.0001 0.0075 2.9130

50% 0.0157 0.0182 0.5966 0.0366 0.0204 3.0410

90% 0.0360 0.0247 0.7298 0.2417 0.1014 3.5370

b2 25% 0.0066 0.0013 0.5576 0.0139 0.0014 2.9130

50% 0.0022 0.0014 0.5966 0.0219 0.0019 3.0410

90% 0.0046 0.0021 0.7298 0.1897 0.0465 3.5370

b3 25%  -0.0005 0.0005 0.5576 0.0068 0.0006 2.9130

50% 0.0111 0.0015 0.5966 0.0307 0.0025 3.0410

90% 0.0046 0.0021 0.7298 0.1798 0.0353 3.5370
L-BFGS

bl 25%  -0.0063 0.0077 0.7284 -0.0001 0.0075 2.8480

50% 0.0156 0.0182 0.7235 0.0366 0.0204 2.8220

90% 0.0359 0.0247 0.8267 0.2417 0.1014 2.9230

b2 25% 0.0066 0.0013 0.7284 0.0139 0.0014 2.8480

50% 0.0022 0.0014 0.7235 0.0219 0.0019 2.8220

90% 0.0082 0.0070 0.8267 0.1897 0.0465 2.9230

b3 25%  -0.0005 0.0005 0.7284 0.0068 0.0006 2.8480

50% 0.0111 0.0015 0.7235 0.0306 0.0025 2.8220

90% 0.0046 0.0021 0.8267 0.1798 0.0353 2.9230
Nelder-Mead

bl 25%  -0.0062 0.0077 0.6167 -0.0003 0.0075 3.5110

50% 0.0157 0.0182 0.6699 0.0366 0.0204 3.7630

90% 0.0360 0.0247 0.7614 0.2418 0.1015 4.2460

b2 25% 0.0066 0.0013 0.6167 0.0138 0.0014 3.5110

50% 0.0022 0.0014 0.6699 0.0219 0.0019 3.7630

90% 0.0082 0.0070 0.7614 0.1898 0.0465 4.2460

b3 25%  -0.0005 0.0005 0.6167 0.0068 0.0006 3.5110

50% 0.0111 0.0015 0.6699 0.0306 0.0025 3.7630

90% 0.0047 0.0021 0.7614 0.1798 0.0353 4.2460

Nakonec byl uskute¢nén experiment zamétreny na zvoleni pocatecniho odhadu regresnich ko-
eficienti 8. Experiment byl proveden opét na 100 simulovanych datasetech ale pouze se 100
pozorovanimi. Jako vybrané pocatecéni odhady byly zvoleny

m "gehan": ReSeni minimalizujici Gehanovu funkci

= "1m": Reseni pomoci obyc¢ejné metody nejmensich ¢tverctu na celém datasetu.

m zero: Nulovy vektor o dimenzi 3

Vysledek experimentu je k dispozici k vidéni v tabulce % 7Z tabulky jsou vynechdny tdaje
o datech z extrémniho a logistického rozdéleni, jelikoz jsme u nich nezaznamenali zadné vyznamné
zmény. Celkové nepozorujeme zadné riznorodé vysledky a pro vSechny pocateéni odhady je tedy
optimaliza¢ni cesta velmi podobnd. Z vypocetnich divodi doporucujeme ponechat argument
binit na vychozi hodnoté, tedy na "1m". Vypocet pomoci obycejné metody nejmensich ¢tverct
je totiz velmi rychly i pro velké datasety a nemusi se tak zbytecné dlouho ¢ekat na vypocet
Gehanova odhadu. Zaroven pocateéni odhad 1m dosahuje lepsich vysledki nez odhad zero, nutno
ovSem podotknout ze vskutku miniméalnich.
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B Tabulka 5.6 Ruzné pocatecni odhady vektoru 8 na 100 vzorcich, zaokrouhleno na 4 desetinnd mista

Gehan-Poly Gehan-Heller
Cenzorovani Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time
Gehan
bl 25%  -0.0371 0.0474 0.1891 -0.0234 0.0485 0.2220
50%  -0.0190 0.0642 0.1864 0.0240 0.0711 0.2199
90%  -0.0560 0.2141 0.1804 0.3495 0.8976 0.2287
b2 25%  -0.0057 0.0119 0.1891 0.0098 0.0123 0.2220
50% 0.0045 0.0189 0.1864 0.0484 0.0233 0.2199
90%  -0.0359 0.0789 0.1804 0.4069 0.5024 0.2287
b3 25%  -0.0018 0.0125 0.1891 0.0135 0.0133 0.2220
50% 0.0004 0.0171 0.1864 0.0431 0.0216 0.2199
90% 0.0017 0.0786 0.1804 0.4125 0.4799 0.2287
Lm
bl 25% -0.0371 0.0474 0.1696 -0.0236 0.0485 0.2064
50%  -0.0189 0.0643 0.1679 0.0232 0.0714 0.2042
90%  -0.0516 0.2170 0.1697 0.4013 1.1087 0.2137
b2 25%  -0.0056 0.0119 0.1696 0.0095 0.0123 0.2064
50% 0.0046 0.0189 0.1679 0.0471 0.0233 0.2042
90%  -0.0355 0.0791 0.1697 0.4238 0.5803 0.2137
b3 25%  -0.0017 0.0125 0.1696 0.0133 0.0133 0.2064
50% 0.0005 0.0171 0.1679 0.0419 0.0214 0.2042
90% 0.0022 0.0788 0.1697 0.4360 0.4865 0.2137
Zero
bl 25%  -0.0370 0.0474 0.1750 -0.0055 0.0503 0.1991
50%  -0.0189 0.0642 0.1690 0.0584 0.0795 0.2013
90%  -0.0547 0.2125 0.1711 0.4888 1.3857 0.2202
b2 25%  -0.0057 0.0119 0.1750 0.0294 0.0140 0.1991
50% 0.0046 0.0189 0.1690 0.0835 0.0307 0.2013
90% 0.0016 0.0786 0.1711 0.5129 0.7994 0.2202
b3 25%  -0.0017 0.0125 0.1750 0.0328 0.0151 0.1991
50% 0.0004 0.0171 0.1690 0.0756 0.0276 0.2013

90%  -0.0361 0.0790 0.1711 0.5178 0.6521 0.2202
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Pro zajimavost byl experiment proveden i na datech s 800 pozorovanimi, tentokrat pouze
s pocatecnimi odhady "1m" a zero (viz tabulka [5.7). Z vysledki experimentu se potvrdilo Ze po-
¢atecni odhad "1m" je pro minimalizaci nejvyhodnéjsi, jelikoz je celkovy proces odhadu regresnich
parametru o dost rychlejsi nez pro pocateéni hodnotu zero. Nejvétsi rozdil je vidét u metody
"Gehan-Heller", kde se s pouzitim pocdtecniho odhadu pomoci metody nejmensich ¢tvercu do-
staneme k vysledku o vice neZ sekundu rychleji pro data s 25% cenzorovdnim. Usuzujeme tedy,
7e pocatecni feseni "1m" je blize ke globalnimu minimu ztratové funkce.

B Tabulka 5.7 Ruzné pocdtecéni hodnoty vektoru 8 na 800 vzorcich bez odhadu zaloZzenym na Gehanové
metodé, zaokrouhleno na 4 desetinnd mista

Gehan-Poly Gehan-Heller
Cenzorovani Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time
Lm

25%  -0.0011 0.0065 0.6094 0.0057 0.0066 2.8853

bl 50%  -0.0024 0.0089 0.6435 0.0171 0.0096 2.7438
90% 0.0036 0.0308 0.7307 0.1945 0.0851 3.3546

25% 0.0012 0.0019 0.6094 0.0083 0.0020 2.8853

b2 50% 0.0016 0.0028 0.6435 0.0209 0.0033 2.7438
90% 0.0052 0.0103 0.7307 0.1850 0.0514 3.3546

25%  -0.0028 0.0017 0.6094 0.0043 0.0018 2.8853

b3 50%  -0.0022 0.0023 0.6435 0.0168 0.0027 2.7438
90%  -0.0012 0.0098 0.7307 0.1784 0.0490 3.3546

Zero

25%  -0.0011 0.0065 0.7324 0.0144 0.0069 4.3428

bl 50%  -0.0024 0.0089 0.6981 0.0328 0.0108 2.9665
90% 0.0036 0.0308 0.7601 0.2264 0.1017 3.4247

25% 0.0012 0.0019 0.7324 0.0174 0.0023 4.3428

b2 50% 0.0016 0.0028 0.6981 0.0364 0.0044 2.9665
90% 0.0052 0.0103 0.7601 0.2151 0.0649 3.4247

25%  -0.0028 0.0017 0.7324 0.0132 0.0020 4.3428

b3 50%  -0.0022 0.0023 0.6981 0.0322 0.0035 2.9665

90%  -0.0012 0.0098 0.7601 0.2082 0.0620 3.4247




Zajimavé pozorovani

5.3 Zajimavé pozorovani

V pribéhu testovani bylo zjisténo par pozorovani, které se mohou hodit védét pripadnému uzi-
vateli balicku aftsem. Jedn4 se o rady jak efektivné s balickem pracovat a pripadné rozsirovat.

= Optimalizace pomoci balicku optimx je pomérné citlivda na pocateéni odhad v pripadé mi-
nimalizace s pouzitim manudlné napsaného gradientu. V pripadé nekonvergence ¢i chyby
minimalizace tedy doporucujeme zkusit vice poc¢atecnich odhadi. Pouziti manudlné napsa-
ného gradientu mize byt velmi vyhodné pro velké datasety, jelikoz balicek optimx nemusi
sam numericky aproximovat gradient a staci pouhé dosazeni do predem napsané funkce.

m Pii pripadném pfidavani novych metod se vyplati psat nové odhady v jazyku c++ po-
moci knihovny armadillo. Vysledny koéd poté bézi nékolika nasobné rychleji nez v cistém
R a také vyzaduje mnohem méné pocitacové paméti. Doporucujeme psat pouze definice ztra-
tovych funkei (v pripadé pofadovych metod) a minimalizaci nechat na efektivnich algoritmech
z knihovny optimx.

m Pii odhadu kovariancni matice pomoci resamplingu miuze byt doba vypoctu az nerozumné
dlouhd. Je potieba tedy zvolit vhodné ¢islo realizaci ndhodnych veli¢in R;, neboli ¢islo N.
Obecné plati, Ze ¢im vétsi bude N, tim presnéjsi odhad dostaneme. Wilcox ve své knize [61]
doporucuje pouzit alespon 1000 realizaci. Pti testovani balicku se ovsem jevi i pouziti pouze
500 realizaci jako dostateéné a zaroven se usetii velké mnozstvi casu.

m 7 vysledkl experimenti nepozorujeme zadné vyznamné rozdily mezi metodami zalozenymi
na potradovych metoddch a Jinovo metodou (tedy upravend metoda nejmensich ¢tverct).
Hlavni vyhoda poradovych metod spocdiva v tom, ze nemusi odhadovat pravdépodobnostni
rozdéleni rezidui modelu a jsou tedy jak teoreticky tak vypocetné méné narocné. Vysledné
hodnoty odhadi jsou pro oba dva zptisoby ovsem velmi podobné a pripadny uzivatel si tak
muze vybrat, kterou pouzije podle vlastniho uvazeni.

5.4 Zvoleni vhodné metody

Z vysledki experimentt byl sestaven rozhodovaci strom (viz obrézek @), ktery muze pomoci
uzivateli zvolit vhodnou metodu odhadu regresnich parametria pfi provadéni semiparametrické
analyzy cenzorovanych dat pomoci balicku aftsem. Strom samoziejmé nedokaze pokryt vsechny
mozné scénére a je inspirovan hlavné povahou provedenych experimentt a vlastnostmi simulo-
vanych dat, stale ovsem muze slouzit jako odrazovy miistek pro zdkladni analyzu.
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| Obsahuje dataset cenzorovand pozorovini? ‘

\

| Pouzijte obycejnou linedrni regresi ‘ ‘ Kolik obsahuje dataset pozoroviini?
M >100
’ Potfebujete zdroven odhadnout i rozptyl? ‘ l Je v datasetu vice neZ 800 pozorovani?
Ano e Ano
Pouzijte Gehanovu metodu s argumentem resample nastavenym alespoil na 500 ‘ Potiebujete zdroveit odhadnout i rozptyl? ’ Potfebujete zdroveii odhadnout i rozptyl?

IAno

Ne

/ Ano
PouZijte Helleriv odhad s pfepinaci

optimx.alg= "BFGS'
variance.estimation= TRUE
use.grad = FALSE

PouZzijte polynomidlné vyhlazeny Gehantv odhad s vychozim nastavenim

Pouzijte Helleriv odhad s pfepinaci
optimx.alg= 'L-BFGS'
variance.estimation= TRUE
use.grad = TRUE

Pouzijte polynomidlng vyhlazeny Gehantiv odhad s pfepinadi
optimx.alg -BFGS'
gehan_eps = 107-6
use.grad = TRUE

B Obrazek 5.9 Rozhodovaci strom pro vybér vhodné metody odhadu regresnich parametra
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Kapitola 6

Zaver

Tato bakalarska prace se zaméfuje na predstaveni moznych odhadu regresnich koeficienti u se-
miparametrického modelu zrychleného casu, ktery je jednim ze zdkladnich regresnich modeli
pouzivanych ve statistické analyze preziti. V praci je kladen dtraz jak na predstaveni samotné
analyzy preziti a regresniho modelovani, tak na popis jednotlivych metod odhadd. V praci jsou
predstaveny vybrané metody zalozené na linearnich poradovych testech a také i metody které mo-
difikuji algoritmus nejmensich ¢tverca a stavi na zndmém Buckleyho algoritmu. Vybrané metody
jsou detailné popsany v samostatné kapitole a uvadéji tak ¢tenare do problému semiparametric-
kého regresniho modelovani pomoci modelu zrychleného casu.

Praktickym vystupem prace je poté R balicek aftsem, ktery implementuje popsané postupy
a u nékterych pridava i odhad rozptylu. Balicek je zdokumentovan a otestovan jak na simulo-
vanych tak na redlnych datech. Na umélych datech byla navic provedena simulaéni studie, kde
bylo zjisténo vhodné pouziti jednotlivych metod v riznych scénarich zahrnujici odliSné procen-
tudlni miry cenzorovani, velikosti vzorku a statistické rozdéleni Sumu. Zaroven byly nalezeny
vhodné parametry balicku pro tyto scénédfe (optimaliza¢ni algoritmy, po¢ateéni odhady vektoru
koeficientt 8). Implementace balicku vyuziva jak vlastniho kddu, tak i funkei z ostatnich balickt
a poznatki z preCtené literatury. Balicek muze byt pridan po drobnych upravach do systému
CRAN a poskytnut k pouziti Sirsi vefejnosti zajimajici se o analyzu preziti.

Balicek by bylo mozné ¢asem rozsirit o odhad kovarianéni matice pro Gehantav polynomidlni
odhad pomoci resamplingu, testy dobré shody s daty a poté dalsi dosud neimplementované
metody jako je napiiklad Linova jadrovd metoda [33] ¢i modifikované Buckleyho metody [45],[32].
Déle je mozné prozkoumat numerickou stabilitu jiz naimplementovanych odhadu ¢i existujici
odhady modifikovat pridanim néjakych robustnich metod jako je napiiklad regularizace. Celkové
slouzi prace jako zakladni ivod do regresniho modelovani v analyze preziti a muze se na ni dale
stavét ¢i ji upravovat.
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Priloha A

Vysledky Experimentu
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B Tabulka A.1 Vysledky na datech se 100 pozorovanimi, zaokrouhleno na 4 desetinnd mista

Gehan Jin Gehan-Poly Gehan-Heller
Cenzorovani Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time
Normalni rozdéleni
bl 0%  -0.0138 0.0448 0.0319 -0.0133  0.0423 0.0327 -0.0138 0.0448 0.1458 -0.0138 0.0442 0.1764
25% -0.0123 0.0526 0.0221 -0.0122 0.0508 0.0230 -0.0123 0.0526 0.1462 0.0028 0.0542 0.1780
50% 0.0008 0.0733 0.0160 -0.0026  0.0698 0.0170 0.0007 0.0734 0.1469 0.0441 0.0836 0.1782
90% 0.0841 0.4516 0.0104 0.0823  0.4372 0.0111 0.1142 0.6432 0.1494 0.7466 3.1344 0.1956
b2 0%  -0.0037 0.0103 0.0319 -0.0035  0.0097 0.0327 -0.0037 0.0103 0.1458 -0.0036 0.0102 0.1764
25% -0.0012 0.0127 0.0221 -0.0019 0.0119 0.0230 -0.0012 0.0127 0.1462 0.0148 0.0134 0.1780
50% 0.0025 0.0187 0.0160 0.0020  0.0179 0.0170 0.0025 0.0187 0.1469 0.0473 0.0233 0.1782
90% 0.0231 0.1128 0.0104 0.0203  0.1090 0.0111 0.0234 0.1140 0.1494 0.5523 0.9450 0.1956
b3 0% 0.0016 0.0115 0.0319 0.0015  0.0109 0.0327 0.0016 0.0115 0.1458 0.0015 0.0114 0.1764
25% 0.0016 0.0153 0.0221 0.0012  0.0145 0.0230 0.0016 0.0153 0.1462 0.0177 0.0162 0.1780
50% 0.0061 0.0216 0.0160 0.0041  0.0203 0.0170 0.0061 0.0216 0.1469 0.0504 0.0269 0.1782
90% 0.0323 0.1052 0.0104 0.0330 0.1012 0.0111 0.0326 0.1058 0.1494 0.5579 0.8636 0.1956
Extrémni rozdéleni
bl 0%  -0.0002 0.0542 0.0301 -0.0037  0.0636 0.0310 -0.0002 0.0541 0.1471 -0.0005 0.0543 0.1768
25% 0.0034 0.0568 0.0196 -0.0019  0.0665 0.0201 0.0034 0.0568 0.1467 0.0239 0.0600 0.1787
50% 0.0109 0.0705 0.0140 0.0047  0.0794 0.0149 0.0108 0.0705 0.1466 0.0719 0.0873 0.1807
90% 0.1417 0.5942 0.0108 0.1335  0.5926 0.0115 0.2839 1.2585 0.1516 1.4735 8.6726 0.2120
b2 0% 0.0002 0.0138 0.0301 -0.0025  0.0165 0.0310 0.0002 0.0138 0.1471 -0.0002 0.0139 0.1768
25%  -0.0011 0.0153 0.0196 -0.0035  0.0167 0.0201 -0.0011 0.0153 0.1467 0.0200 0.0165 0.1787
50% 0.0036 0.0211 0.0140 0.0022  0.0224 0.0149 0.0036 0.0211 0.1466 0.0615 0.0288 0.1807
90% 0.0582 0.2104 0.0108 0.0558  0.2097 0.0115 0.0574 0.2116 0.1516 1.2138 4.2837 0.2120
b3 0% -0.0027 0.0147 0.0301 -0.0047 0.0175 0.0310 -0.0027 0.0147 0.1471 -0.0031 0.0147 0.1768
25%  -0.0047 0.0180 0.0196 -0.0066  0.0200 0.0201 -0.0047 0.0180 0.1467 0.0161 0.0192 0.1787
50%  -0.0043 0.0238 0.0140 -0.0057  0.0265 0.0149 -0.0043 0.0238 0.1466 0.0522 0.0307 0.1807
90% 0.0400 0.1923 0.0108 0.0374  0.1936 0.0115 0.0388 0.1930 0.1516 1.1657 4.0629 0.2120
Logistické rozdéleni
bl 0% 0.0158 0.1199 0.0255 0.0186  0.1278 0.0262 0.0157 0.1198 0.1474 0.0162 0.1185 0.1774
25% 0.0173 0.1433 0.0188 0.0177  0.1476 0.0200 0.0173 0.1433 0.1474 0.0479 0.1538 0.1772
50% 0.0289 0.1910 0.0154 0.0273  0.1944 0.0168 0.0289 0.1911 0.1475 0.1064 0.2364 0.1793
90% 0.0676 0.6341 0.0114 0.0729  0.5816 0.0121 0.0679 0.6354 0.1490 0.4405 1.5657 0.1871
b2 0% 0.0074 0.0309 0.0255 0.0081  0.0329 0.0262 0.0074 0.0309 0.1474 0.0074 0.0305 0.1774
25% 0.0173 0.1433 0.0188 0.0125  0.0417 0.0200 0.0105 0.0394 0.1474 0.0433 0.0442 0.1772
50% 0.0157 0.0496 0.0154 0.0170  0.0509 0.0168 0.0158 0.0496 0.1475 0.0917 0.0670 0.1793
90% 0.0714 0.2008 0.0114 0.0622  0.1800 0.0121 0.0713 0.2009 0.1490 0.4293 0.6175 0.1871
b3 0% 0.0008 0.0351 0.0255 0.0016  0.0369 0.0262 0.0008 0.0351 0.1474 0.0012 0.0347 0.1774
25% 0.0054 0.0428 0.0188 0.0050  0.0444 0.0200 0.0054 0.0428 0.1474 0.0373 0.0476 0.1772
50% 0.0120 0.0609 0.0154 0.0091  0.0608 0.0168 0.0119 0.0609 0.1475 0.0884 0.0792 0.1793
90% 0.0409 0.1992 0.0114 0.0342  0.1836 0.0121 0.0409 0.1991 0.1490 0.3859 0.5475 0.1871
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B Tabulka A.2 Vysledky na datech s 200 pozorovanimi, zaokrouhleno na 4 desetinnd mista

Gehan Jin Gehan-Poly Gehan-Heller
Cenzorovani Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time
Normalni rozdéleni
bl 0%  -0.0016 0.0215 0.3843 -0.0029  0.0206 0.3902 -0.0016 0.0215 0.1630 -0.0017 0.0214 0.2947
25% -0.0001 0.0263 0.2218 -0.0009 0.0254 0.2281 -0.0001 0.0263 0.1664 0.0114 0.0272 0.3051
50%  -0.0002 0.0334 0.1235 -0.0006  0.0322 0.1296 -0.0002 0.0334 0.1708 0.0335 0.0374 0.3359
90% 0.0248 0.1449 0.0340 0.0274  0.1420 0.0402 0.0248 0.1451 0.1769 0.4009 0.5844 0.3488
b2 0%  -0.0016 0.0053 0.3843 -0.0015  0.0051 0.3902 -0.0016 0.0053 0.1630 -0.0015 0.0052 0.2947
25% -0.0026 0.0075 0.2218 -0.0023 0.0071 0.2281 -0.0026 0.0075 0.1664 0.0099 0.0078 0.3051
50%  -0.0023 0.0106 0.1235 -0.0021  0.0102 0.1296 -0.0023 0.0106 0.1708 0.0315 0.0126 0.3359
90% 0.0017 0.0501 0.0340 0.0007  0.0467 0.0402 0.0017 0.0500 0.1769 0.3404 0.2467 0.3488
b3 0%  -0.0006 0.0052 0.3843 -0.0010  0.0050 0.3902 -0.0006 0.0052 0.1630 -0.0006 0.0052 0.2947
25% 0.0020 0.0072 0.2218 0.0013  0.0069 0.2281 0.0020 0.0072 0.1664 0.0142 0.0077 0.3051
50% 0.0037 0.0100 0.1235 0.0024  0.0097 0.1296 0.0037 0.0100 0.1708 0.0369 0.0124 0.3359
90% 0.0087 0.0464 0.0340 0.0069  0.0442 0.0402 0.0087 0.0465 0.1769 0.3528 0.2549 0.3488
Extrémni rozdéleni
bl 0% 0.0078 0.0279 0.3439 0.0048  0.0332 0.3508 0.0079 0.0279 0.1646 0.0074 0.0281 0.2963
25% 0.0100 0.0297 0.1738 0.0073  0.0340 0.1798 0.0100 0.0297 0.1683 0.0251 0.0313 0.3163
50% 0.0126 0.0358 0.0918 0.0082  0.0404 0.0981 0.0126 0.0358 0.1708 0.0566 0.0432 0.3264
90% 0.0679 0.2437 0.0315 0.0624  0.2460 0.0377 0.1005 0.5011 0.1800 0.9686 3.3429 0.3855
b2 0% 0.0003 0.0068 0.3439 0.0006  0.0076 0.3508 0.0003 0.0068 0.1646 0.0002 0.0068 0.2963
25% 0.0031 0.0076 0.1738 0.0024  0.0083 0.1798 0.0031 0.0076 0.1683 0.0190 0.0083 0.3163
50% 0.0037 0.0109 0.0918 0.0035 0.0118 0.0981 0.0037 0.0109 0.1708 0.0473 0.0143 0.3264
90% 0.0115 0.0491 0.0315 0.0130  0.0496 0.0377 0.0115 0.0490 0.1800 0.7062 0.9047 0.3855
b3 0% -0.0012 0.0067 0.3439 -0.0030 0.0079 0.3508 -0.0012 0.0067 0.1646 -0.0014 0.0067 0.2963
25% 0.0000 0.0081 0.1738 -0.0008  0.0091 0.1798 0.0000 0.0081 0.1683 0.0158 0.0087 0.3163
50% 0.0001 0.0102 0.0918 -0.0014 0.0114 0.0981 0.0001 0.0102 0.1708 0.0428 0.0133 0.3264
90% 0.0033 0.0517 0.0315 0.0005  0.0525 0.0377 0.0033 0.0517 0.1800 0.7062 0.9047 0.3855
Logistické rozdéleni
bl 0%  -0.0011 0.0617 0.2646 -0.0024  0.0658 0.2718 -0.0011 0.0617 0.1658 -0.0014 0.0614 0.2972
25%  -0.0033 0.0699 0.1576 -0.0040  0.0729 0.1640 -0.0033 0.0699 0.1670 0.0200 0.0740 0.3048
50%  -0.0061 0.0873 0.1017 -0.0072  0.0911 0.1076 -0.0061 0.0873 0.1684 0.0517 0.1025 0.3056
90% 0.0385 0.2961 0.0381 0.0354  0.2782 0.0444 0.0385 0.2960 0.1724 0.3214 0.6389 0.3382
b2 0% 0.0029 0.0162 0.2646 0.0012  0.0172 0.2718 0.0029 0.0162 0.1658 0.0026 0.0161 0.2972
25% 0.0052 0.0209 0.1576 0.0033  0.0216 0.1640 0.0052 0.0209 0.1670 0.0289 0.0231 0.3048
50% 0.0055 0.0274 0.1017 0.0043  0.0277 0.1076 0.0055 0.0274 0.1684 0.0630 0.0352 0.3056
90% 0.0291 0.0885 0.0381 0.0253  0.0803 0.0444 0.0291 0.0885 0.1724 0.3006 0.2473 0.3382
b3 0% 0.0004 0.0138 0.2646 -0.0007  0.0151 0.2718 0.0004 0.0138 0.1658 0.0003 0.0138 0.2972
25% 0.0033 0.0179 0.1576 0.0008  0.0191 0.1640 0.0033 0.0179 0.1670 0.0268 0.0197 0.3048
50% 0.0047 0.0237 0.1017 0.0017  0.0245 0.1076 0.0047 0.0236 0.1684 0.0622 0.0303 0.3056
90% 0.0269 0.0887 0.0381 0.0210  0.0810 0.0444 0.0269 0.0887 0.1724 0.2929 0.2386 0.3382




€S



B Tabulka A.3 Vysledky na datech se 400 pozorovanimi, zaokrouhleno na 4 desetinnd mista

Gehan Jin Gehan-Poly Gehan-Heller
Cenzorovani Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time Bias MSE  Avg Time
Normalni rozdéleni
bl 0%  -0.0023 0.0110 5.6964 -0.0008  0.0103 5.7153 -0.0023 0.0110 0.2295 -0.0021 0.0109 0.7828
25%  -0.0037 0.0127 3.2124 -0.0027  0.0121 3.2492 -0.0037 0.0127 0.2360 0.0055 0.0128 0.8104
50%  -0.0038 0.0163 1.6211 -0.0040  0.0157 1.6424 -0.0038 0.0163 0.2408 0.0219 0.0178 0.8074
90% 0.0102 0.0606 0.2092 0.0067  0.0548 0.2339 0.0102 0.0606 0.2731 0.2717 0.1938 0.9805
b2 0%  -0.0033 0.0026 5.6964 -0.0031  0.0025 5.7153 -0.0033 0.0026 0.2295 -0.0033 0.0026 0.7828
25%  -0.0040 0.0034 3.2124 -0.0039  0.0033 3.2492 -0.0039 0.0034 0.2360 0.0054 0.0035 0.8104
50%  -0.0043 0.0052 1.6211 -0.0046  0.0049 1.6424 -0.0043 0.0052 0.2408 0.0209 0.0059 0.8074
90%  -0.0027 0.0222 0.2092 -0.0039  0.0210 0.2339 -0.0027 0.0222 0.2731 0.2399 0.1035 0.9805
b3 0%  -0.0038 0.0028 5.6964 -0.0038  0.0027 5.7153 -0.0038 0.0028 0.2295 -0.0038 0.0028 0.7828
25%  -0.0022 0.0037 3.2124 -0.0021  0.0035 3.2492 -0.0022 0.0037 0.2360 0.0070 0.0038 0.8104
50%  -0.0021 0.0053 1.6211 -0.0023  0.0051 1.6424 -0.0021 0.0053 0.2408 0.0230 0.0061 0.8074
90%  -0.0029 0.0205 0.2092 -0.0030  0.0194 0.2339 -0.0029 0.0205 0.2731 0.2392 0.0988 0.9805
Extrémni rozdéleni
bl 0%  -0.0033 0.0134 5.1487 -0.0017  0.0163 5.1751 -0.0033 0.0134 0.2319 -0.0033 0.0134 0.7776
25%  -0.0045 0.0140 2.4321 -0.0040  0.0164 2.4580 -0.0045 0.0140 0.2354 0.0071 0.0144 0.8011
50%  -0.0002 0.0172 1.1164 -0.0025  0.0198 1.1416 -0.0002 0.0172 0.2480 0.0325 0.0197 0.8357
90% 0.0263 0.0686 0.1694 0.0243  0.0726 0.1970 0.0263 0.0685 0.2919 0.5632 0.5891 1.1930
b2 0% 0.0022 0.0033 5.1487 0.0023  0.0041 5.1751 0.0022 0.0033 0.2319 0.0022 0.0033 0.7776
25% 0.0012 0.0038 2.4321 0.0007  0.0043 2.4580 0.0011 0.0038 0.2354 0.0128 0.0040 0.8011
50% 0.0024 0.0049 1.1164 0.0014  0.0057 1.1416 0.0024 0.0049 0.2480 0.0345 0.0065 0.8357
90% 0.0094 0.0232 0.1694 0.0078  0.0239 0.1970 0.0095 0.0232 0.2919 0.4934 0.3458 1.1930
b3 0% 0.0008 0.0037 5.1487 0.0013 0.0045 5.1751 0.0008 0.0037 0.2319 -0.0009 0.0311 0.9390
25%  -0.0007 0.0040 2.4321 -0.0025  0.0047 2.4580 -0.0007 0.0040 0.2354 0.0186 0.0379 0.7889
50% 0.0017 0.0048 1.1164 -0.0003  0.0055 1.1416 0.0017 0.0048 0.2480 0.0503 0.0523 0.8047
90% 0.0086 0.0229 0.1694 0.0080  0.0243 0.1970 0.0086 0.0229 0.2919 0.2369 0.2629 0.8433
Logistické rozdéleni
bl 0%  -0.0007 0.0311 3.9262 -0.0005  0.0338 3.9136 -0.0007 0.0311 0.2496 -0.0021 0.0075 0.9390
25% 0.0010 0.0360 2.1702 -0.0002  0.0380 2.1911 0.0010 0.0360 0.2290 0.0160 0.0100 0.7889
50% 0.0050 0.0447 1.2723 0.0058  0.0458 1.2943 0.0050 0.0447 0.2352 0.0422 0.0151 0.8047
90% 0.0178 0.1312 0.2746 0.0178  0.1202 0.2956 0.0178 0.1312 0.2518 0.2169 0.1063 0.8433
b2 0%  -0.0019 0.0076 3.9262 -0.0031  0.0080 3.9136 -0.0019 0.0076 0.2496 -0.0021 0.0075 0.9390
25%  -0.0021 0.0093 2.1702 -0.0032  0.0096 2.1911 -0.0021 0.0093 0.2290 0.0160 0.0100 0.7889
50%  -0.0019 0.0121 1.2723 -0.0034  0.0122 1.2943 -0.0019 0.0121 0.2352 0.0422 0.0151 0.8047
90% 0.0110 0.0386 0.2746 0.0085  0.0360 0.2956 0.0110 0.0386 0.2518 0.2169 0.1063 0.8433
b3 0% 0.0013 0.0073 3.9262 0.0005  0.0081 3.9136 0.0013 0.0073 0.2496 0.0012 0.0073 0.9390
25% 0.0015 0.0088 2.1702 0.0014  0.0096 2.1911 0.0015 0.0088 0.2290 0.0196 0.0096 0.7889
50% 0.0024 0.0115 1.2723 0.0021  0.0121 1.2943 0.0024 0.0115 0.2352 0.0469 0.0149 0.8047
90% 0.0185 0.0432 0.2746 0.0132  0.0391 0.2956 0.0185 0.0432 0.2518 0.2281 0.1195 0.8433
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