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Abstrakt

Tato bakalarska prace se vénuje problematice spojitosti NURBS kiivek. Cilem bylo odvodit podminky
pro geometrickou spojitost véetné vyssich stupii (G a G*). Na zdkladé provedené reserSe dnes
Vy$3 stupné spojitosti, nez G2, nejsou jednotné definovany. K odvozeni podminek pro geometrickou
spojitost je zde pristupovdno na zdkladé zmény parametrizace parametricky spojitych kiivek,
posouzenim druhé kiivosti, posouzenim derivace prvni kfivosti a derivaci kfivky jako parametrické
funkce. Vyhodnoceni vysledkl ukazuje, Ze pfistup derivace kiivky jako parametrické funkce
produkuje obecné podminky pro libovolny stupeni spojitosti dvou kiivek, které 1ze implementovat
pfi konstrukénim feSeni geometricky spojitych kfivek. Na zdkladé ziskanych poznatki byl vytvoren

néstroj v softwaru Rhino 7, uréeny k analyze geometrické spojitosti az do trovné G*.

Abstract

This thesis is focused on the problematic of continuity of NURBS curves. The achivement was to
derive conditions for geometric continuity including higher degrees (G° and G**). Based on research
these higher degrees are not uniformely defined today. To derive the conditions we used following
methods: change of curve parametrisation, equality of second curvature, equality of first curvature
derivative and derivative of the curves as parametric functions. The results show, that the last method
gives general conditions for any continuity degree which can be implemented into constructive
solution of geometrically continuous curves. Based on these results we made a tool implemented

in software Rhino 7 capable of analyzing continuity degree of two curves up to G*.
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1 Uvod

Bézierovy kiivky jsou Siroce rozsifené a bézné pouzivané v pocitacové grafice, kde jejich
vyznam spo¢iva nejen ve tvorbé splinti. Ty jsou vytvafeny na zaklade piikazl a poZadavki uzivatele,
ktery mnohdy ani netusi, Ze Cara, kterou program vykresli je sloZena z jednoho nebo vice segmenti,
nejcastéji Bézierovych kiivek. Spliny nachdzi uplatnéni nejen pfi tvorbé pocitacovych modelii v CAD
(computer aided design) programech, ale i v hernim ¢i filmovém priamyslu k definici pohybu kamery,

¢i jinych objektt, definici barvy v ¢ase a mnoha dalSich aplikacich. 1] [2]

Ne vzdy je mozné vSe konstruovat jednou kiivkou (¢i plochou - t€émi se vSak v tato price
nezabyvd), predstavme si napriklad karoserii auta Ci jiné tvarové slozité soucasti. V téchto pfipadech
pfirozen¢ vyvstdva otdzka a problematika napojeni dvou kfivek na sebe. V riznych aplikacich je
vyZadovan riizny stupei spojitosti napojeni, ktery ma podstatny vliv na vlastnosti vysledné kiivky
v bod¢€ napojenf a niZ$i stupné spojistosti vedou k méné ¢i vice zdvaznym nedokonalostem. V té€chto
ptipadech naptiklad vznikaji pfi obrdbéni v misté napojeni razy, coz zplisobuje nadmérné opotiebeni
nastroje, prodluZovani strojniho Casu, i vizudlni nedokonalost v misté napojeni, kterou je treba
ndsledné zabrousit a tedy zbyte¢né vynalozit dal$i prostfedky. Této problematice se blize vénuje
Clanek [3]]. Dalsi problémy, které nedostatecny stupeni spojitosti pfinasi, jsou napriklad zalomené
odlesky u pohledovych ploch (napf. karoserie dopravnich prostiedki) nebo trhavy pohyb kamery

v pocitacové scéné pii prechodu bodu napojeni, coZ by se divakovi jisté nelibilo. [4]

Obr. 1: Ukazka G* a G* spoijitosté napojenych kFivek

Abychom pochopili zdkefnost problematiky napojovéni kiivek, podivejme se na obr. [I] kde je
ilustrovano, jak maly je na pohled rozdil mezi riiznymi stupni spojitosti a jak mtZe (nejen) béZny
uzivatel snadno povazovat G nebo G? spojitost za dostate¢nou, protoZe vypada ,.dostate¢né hladce*,

bez pochopeni geometrie, kterd s tim souvisi.

1.1 Soucasna reseni

vy

V této kapitole se zaméiime na zmapovani soucasnych moznosti, které rizné CADy uZivateli
nabizi. Zaméfime se zde na funkce umoznujici tvorbu splind pomoci fidicich bodli, mozZnosti
zobrazeni a manipulace s fidicimi body, funkce pro hladké napojeni kfivek (blend) a funkce

umoznujici analyzu kiivek a stupné jejich spojitosti.



1.1.1 Catia V5R21

s, v

— v programu lze vytvorit kfivku pomoci fidicich bodi, které pak 1ze znovu zobrazit a editovat,
u ostatnich krivek a ploch Ize fidici body zobrazit a editovat pomoci vestavéné funkce, ktera je

uzivatelsky pomérné sloZita
— nabizi moZnost napojit kiivky G spojité (Point), G'! spojité (Tangent) a G spojité (Curvature)
— umi zobrazit graf prvni kfivosti na kiivce i na rozvinuté krivce (délka namapovand na osu x)

— dokéze analyzovat spojitost a7 do G* a &iselné vypsat odchylky, G* spojitost je zde definovana

jako totoZnost te¢en grafti kfivosti, neboli G spojity graf kiivosti

1.1.2 SolidWorks 2023

— v programu je moznost vytvorit kiivku pomoci fidicich bodt, které 1ze zpétné zobrazit a
upravovat, u kiivek vytvofenych jinak, neZ jako spline s fidicimi body (napf. pomoci funkce

blend) fidici polygon zobrazit nelze

— nabizi moZnost napojit kiivky G spojité (Point), G* spojité (Tangent), G2 spojité (Curvature)
a G2 spojité (Torsion), G2 spojitost je zde tedy definovana jako spojitost druhé kfivosti

— umi zobrazit graf kfivosti, ktery je zde zobrazen pouze normélami riznych délek (jejich konce

nejsou proloZené splinem), coZ sniZuje prehlednost

— automatick4 analyza spojitosti je zde pouze pro G°

1.1.3 Autodesk Inventor 2024

— nabizi moZnost tvorby kiivky pomoci fidicich bodt a ty 1ze i zpétné zobrazit a upravovat, kivky
vytvorené jinak nez jako spline s fidicimi body 1ze pomoci vestavéné funkce prevést na spline

s fidicimi body a ty je mozné ndsledné upravovat

— program nabizi uZivateli napojit kfivky G° spojité (Point), G' spojité (Tangent) a G2 spojité

(Curvature), tyto funkce jsou zde realizovany jako vazby

— lze zobrazit graf kfivosti, automatickd analyza spojitosti zde implementovédna neni

1.1.4 FreeCAD 0.19

umi vytvofit kfivku definovanou fidicimi body, které lze zpétné zobrazit a upravovat

— ma vestavénou funkci pro spojeni dvou kfivek, kterd nenf nijak interaktivni a dle ndpovédy

Moev s

kiivky napoji s vysokou drovni spojitosti, detailnéjsi informace vSak zcela chybi

automaticky u kiivky zobrazi graf kiivosti, jiné ndstroje analyzy spojitosti zde nejsou

program je zdarma a existuje mnoho komunitnich dopliki, je tedy mozné, Ze existuje nebo

vznikne modul pro pokrocilejsi praci se spliny



1.1.5 Solid Edge 2024

— lze vytvofit kiivku, kterd se tvoii jako interpolacni spline, zpétné€ uZivateli zobrazi a umozni
editovat uzlové i fidici body
— kiivky umi napojit pouze G° a G spojité pomoci vazeb

vy s

— je zde implementovan graf kfivosti, u kterého vSak nelze upravit méfitko a je tim padem pro

méné zakiivené kfivky nepouzitelny

— program nenabizi fukci pro spojeni dvou kiivek dalsi spline kfivkou, pouze teCnym obloukem

1.1.6 Rhinoceros 7

program uZivateli automaticky zobrazuje fidici body a umoZiiuje je upravovat, uZivatelsky je

v/ v

zde tato funkce realizovdna velmi piivétivé a intuitivné

— nabizi moznost napojit kfivky G° spojité (Point), G spojité (Tangent), G? spojité (Curvature),
G3 spojité a G* spojité, G spojitost je zde definovana jako rovnost rovinného zrychleni kiivosti

a G* spojitost jako rovnost prostorového zrychleni kiivosti
— umi zobrazit graf kiivosti

— dokéze analyzovat spojitost pouze do G2, a¢koli umoZiiuje napojit kiivky az G* spojité

Z reserSe vyplyvd, e dnes jsou dobfe znimé a popsané geometrické spojitosti G, jejiz
geometricky vyznam spocivd v totoZnosti teSen obou kiivek v bod& spojeni a G2, kterou lze
geometricky interpretovat jako stejny polomér kfivosti dvou kiivek v bodé€ napojeni, a tyto definice
jsou konzistentni nap#i¢ viemi testovanymi CADy. G* spojitost podporuji jen nékteré z testovanych
programil (SolidWorks — jen pii tvorbé, Rhinoceros — jen pii tvorbé, Catia — jen pii analyze) a jeji
definice se v kazdém softwaru li§i. Spojitost G* je implementovéna z testovanych jen v programu
Rhinoceros a to jen pfi tvorbé. K analyze spojitosti uZivateli vSechny testované programy nabizi
graf kfivosti, méjme vSak na paméti, Ze ackoli je to uZiteCny a jednoduchy nastroj, nelze jim kfivky
analyzovat zcela spolehlivé v pfipadé malych odchylek od pozadované drovné spojitosti. Funkce
automatické analyzy spojitosti jsou pouze u nékterych softward, Solidworks umi analyzovat pouze

spojitost G°, Rhinoceros rozlis{ Groveti spojitosti az do G? a Catia poskytuje analyzu az do G*. [3]

.
.
Co -

Obr. 2: Napojeni kfivek - znaceni



1.2 Konvence znaceni

Tato price intenzivné pracuje s Bézierovymi kfivkami, jejich fidicimi polygony a jejich
derivacemi. Kfivky P(t) a Q(t) matematicky reprezentujeme pomoci vektorovych funkci jedné
proménné P(t) a Q(t), kde t je z intervalu parametrizace (0, 1). Ridici body D; a C; reprezentujeme
pomoci jejich polohovych vektord D; a C;. Budeme se zde drZet konvence, Ze vZdy napojujeme
kfivku Q(t) stupné no, definovanou fidicimi body C; (j = 0,...,n2) na jiZ existujici kfivku P(t)

stupné n1, definovanou fidicimi body D; (i = 0, ..., ny), viz obr. |2 Vice viz [0].

P(t) = (z1(2),y1(t), 21 (1)) Q(t) = (w2(t), ya(t), z(t))
= (Di,. Di,, Di.) C; = (C},.C,.Cj.) (1)

1x Zy7

Derivace vektorovych funkei kiivek P(¢) a Q(¢) vzhledem k parametru ¢ oznacime

P(t) = (#1(t), 91 (t), 1(1)) Q(t) = (d2(t), 92(t), 22(t))
PO(1) = (a7 (1), 9 (1), 27 (1)) Q(t) = (257 (1), 55" (1), 257 (8)) @)

Derivace vektorovych funkei kfivek (dile jen derivace kfivek) miZeme vyjadfit i v pfirozeném
soufadnicovém systému kiivky teCna—normala—binormadla, které tvori Frenetiv priivodni trojhran,
viz obr. 3] Jako pocétek zde s vyhodou budeme pouZzivat koncovy bod vychozi kiivky D,,. Aby
nedochdzelo k zdméndm tecny a stupné kiivky s osami pfirozeného soutadnicového systému,

pfeznacime jeho osy a slozky vektorovych funkei kiivek v systému (D,,, t,n,b) na u, v, w:

PO (1) = (7 (t), 0" (1), w (1)) QN (1) = (ul” (1), 03" (1), ws (1) (3)

Soufadnice fidicich bodi a slozky diferenci ozna¢ime v pfirozeném soufadnicovém systému
nésledovné:

D; = (D}, Dj,,Dj,) C; = (G}, Cf1, CLy) 4)

il 7

Skutecnost, Ze slozky parametrickych funkci kfivek i jejich derivaci jsou funkcemi parametru,

nebudeme déle v zdpisu pro lepsi pfehlednost uvadét.

Obr. 3: Pfirozeny soufadnicovy systém kfivky P(t) s pocatkem v koncovém bodé D,,



2 Teoreticka cast

2.1 De Casteljau algoritmus

Bézierova kiivka P(t),t € (0,1) stupné n je uréena (n + 1) fidicimi body D; (i = 0,...,n),
tvoficimi fidici polygon DgD;...D;,,_1D,,. Konstrukce Bézierovy kfivky realizujeme De Casteljau
algoritmem (viz obr. . Body fidictho polygonu nazveme body nulté vrstvy a oznacime V?, body
oznacené pismenem V se v této praci budou vztahovat vyhradné k DeCasteljau algoritmu:

V=D, i=0,..,n (5)

Zvolime pocédtecni hodnotu parametru ¢ = 0 a zahdjime samotny De CAsteljau algoritmus:

— ramena fidictho polygonu rozdélime v poméru ¢ : (1 — t), &imZ ziskdme body 1. vrstvy V;!

(modfe), matematicky vyjadieno:

Vi=t- Vi, +(1-t)-V) i=0,.,n—1 (6)

— body 1. vrstvy spojime do nového polygonu, jehoZ ramena opét rozdélime v poméru ¢ : (1 —t)

a ziskdme body 2. vrstvy V;? (oranZové):

Vi=t-Vi,+(1—-t)-V} i=0,..,n-2 (7

— postupné déleni opakujeme, dokud nedostaneme pouze jeden vysledny bod V' v n-té vrstvé

(fialove), ktery je bodem kiivky pro hodnotu parametru ¢:

P(t) =V} (®)

— cely algoritmus opakujeme po krocich parametru ¢ v intervalu (0,1), posledni priichod

algoritmem musi byt pro¢ = 1

170
20
4 ~
/

/

Obr. 4: DeCasteljau algoritmus prot =1/3,n =4
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Obecné lze kroky De Casteljau konstrukce vyjadfit nasledovné:
Vi=t VI +Q-t)-VI7' j=0,..m i=0,..,n— )
Povsimnéme si, Ze konstrukci DeCasteljau algoritmu pro libovolny parametr ¢ € (0, 1) ziskame dvé

Bézierovy kiivky stejného stupné n:

Pi(f1); 11 € (0, 1), danou fidicimi body V{, V¢, ..., V41 Vo
Py(f2); 12 € (0, 1), danou fidicimi body Vi, V=t ... VL VO (10

n—1

2.2 Bernsteinova formulace

Uvazujme Bézierovu kiivku P(t) stupné n, definovanou fidicim polygonem DyD;...D,_1D,.
S vyuzitim vztaht (8)) a (9) rozloZime vztah pro bod kiivky:

P(t)=Vi=(1-1)- +t-Vy (11

Rovnice vyjadfuje rozklad kiivky 1. stupng, kde body V"~ odpovidaji Fidicim bodiim D;
a jsou prendsobeny bazovymi funkcemi. Vidime, Ze zdvislost je linedrni. U kfivek vysSich stupni

pokracujeme s rozkladem:
P(t) =(1—1)- J+t-[(1—1) - ViT2+ - V3] =
=(1—t)2- Vi 242t (1—t)- VI 2442 (12)

Rovnice predstavuje rozklad ktivky 2. stupné, kde body V?*Q opét odpovidaji fidicim bodim D;
a jsou prendsobeny bazovymi funkcemi. U kiivky 2. stupné je zavislost kvadratickd. Odvod’me zde

jesté vztah pro kiivku 3. stupné:
Pt)=(1—t)2-[(1—t)- VO34tV 3] 42t (1—t)-[(1—1)- V3 - Vi34

+t2 ] | =

=(1—t) - Vg 243t (1 -0 VI3 4362 (1—t) - Vi 2 443 ve? (13)

Rovnice reprezentuje kiivku 3. stupné, kde body V?*S opét odpovidaji fidicim bodim D;
a bazové funkce jsou pro kiivku 3. stupné kubické. VSimnéme si, Ze bazové funkce jsou soucinem
¢lenti t a (1—t) v riznych mocninéch, které postupné pro jednotlivé fidici body stoupaji/klesaji a jsou
prenasobeny binomickymi koeficienty. Obecné rozkladem ziskdme zavislost na parametru ¢ a fidicich

bodech D;, stupné n. Zdiraznéme, Ze tato rovnice vychazi pouze z DeCasteljau algoritmu:

P(t) = (g) S(1—t)"- Do+ <T> (1=t Dy + ...
s (n”1> N (1= 8) Dy + (Z) "D, (14)

11



Koeficienty u jednotlivych bodl v rovnici jsou bazové funkce kiivky a nazyvaji se Bernsteinovy
polynomy. Stuperi Bersteinovych polynomia odpovida stupni kfivky a kiivka stupné€ n musi mit stejny
pocet bazovych funkef jako fidicich bodd, tedy (n + 1). Koeficient B; ,, u i-tého fidictho bodu D; je

i-tym Bernsteinovym polynomem stupné n:

T,L> (L=t i=0,.n (15)

1

Bun(t) = (

Kombinac{ vztaht a kiivku zkrdcen& vyjadiime

P(t) = BO,n : DO + Bl,n : Dl +...+ anl,n : anl + Bn,n : Dn
P(t) = [Bin(t) - Di (16)
i=0

Rovnice je Bernsteinovym vyjadfenim Bézierovy kiivky P(t). Pojd’me se podivat na vyznatné

vlastnosti Bernsteinovych polynomd, viz obr. (5)):
— v defini¢nim oboru ¢ € (0, 1) nabyvaji hodnoty v intervalu (0, 1)

— jsou symetrické a nezdleZi na tom, zda fidici polygon oznacime DgD;...D,_1D, nebo

D,,D,,_;...D1Dy, protoZe plati:

n—1

Bu-in(l 1) = ( ! ) (-t - (- =

(1) a0 = B a7

tvar celé kiivky, ale jen ve svém okoli ji ovlivni vyrazné

— ze vztahu (I5) vyplyvd, Ze symetricky prot = 0 a t = 1 plati:
B;in(0)=1 pro i=0 Bin(1)=1 pro i=n

B;n(0)=0 pro i>0 Bin(1)=0 pro i<n (18)
tato vlastnost zarucuje interpolaci krajnich bodi fidiciho polygonu Bézierovou kiivkou

— soucet Bernsteinovych polynomi pro libovolnou hodnotu parametru ¢ € (0, 1) je rovnen jedné,

to 1ze dokdzat s pomoci binomické véty [[7]:
n . s
ZBnn@):Z(i)'t"(l—t)” =+ -t =1 (19)

— Bernteinovy polynomy jsou na intervalu ¢ € (0, 1) nezdporné a diky platnosti se Bézierova

kfivka nachdzi v konvexnim obalu fidiciho polygonu

12
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Obr. 5: Bernsteinovy polynomy 4. stupné

2.3 Derivace Bernsteinovych polynomtu

Téma spojitosti Bézierovych kiivek je Gzce spojeno s jejich derivacemi. Derivace kiivky pfimo
vychazi z derivaci bazovych funkci — v piipadé Bézierovych kiivek Bernsteinovych polynomi, proto
se na né podrobnéji zaméfime v této kapitole. Uvazujme opét kiivku P(t) stupné n a dodefinujeme:

Bin(t)=0 pro i ¢{0,...,n} (20)
V okrajovych bodech Bézierovy kiivky (kde budeme derivace kiivky vyhodnocovat, abychom
dok4zali ur€it podminky spojitosti, plati pro Bernsteinovy polynomy ndsledujici:
n
i

B;,(0) = ( ) 00 (1—0)"

n

Bin(1) = ( ) At (11— 1)

7

Je vid&t, 7e tento vyraz je vt = 0 nulovy s vyjimkou piipadu i = 0, kdy vypadne ¢lent’ av ¢ = 1 je

nulovy s vyjimkou i = n, kdy vypadne ¢len (1 — )"~ a plati tedy:

Bin(0) = (g) (1-0""=1 pro i=0

n
v

BLn(O):()-Oi-(l—O)"_i:O pro i #0
Bin(1) = (n> A"=1 pro i=n

Bin(1) = (”) 15 (1-1)""=0 pro i#n (22)
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Derivace Bernsteinovych polynomi vyjadiime jako derivaci soudinu:

%-Bm(t) :% [(?) (1 —t)”_z} =

n! . . . .
= it =) = (n =)t (-] =
_ nl-i =1 p\n—i _ n!-(n—1) L4 (1 pyn—iel
(=) i —1)! =) (n—i)(n—1i—1)!4! t-(1-1)
NG _”gﬁ -_(z'l)_! 0T (nﬁ(?—_ll))!l- gm0

Kde s vyuzitim (n — )! = ((n — 1) — (i — 1))! ziskdme vyraz:

n [(T;__ll) (1 — gy <” f 1) (1 — )i 24)

a vyraz v zavorce je rozdil dvou Bersteinovych polynond stupné (n — 1). Vztah pro derivaci

Bernsteinovych polynomt tak ziskavame také jako:

d

&Bi,n(t) =n-(Bi—1n-1(t) — Bin-1(t)) (25)

Vztah (25) znovu zderivujeme:

G0 Bt () = B a(0) =
=n(n—1)- ([Bi—2n—2(t) = Bi—1,n—2(t)] — [Bi—1,n—2(t) — Bin—2(t)]) (26)

Po tpravé ziskame vztah pro druhou derivaci Bernsteinovych polynomii:

d2

@Bm(f) =n(n—1)-[Bi—an—2(t) —2- Bi_1n—2(t) + Bin—2(t)] (27)

Aplikaci na (27) ziskdme vztah pro tfeti derivaci Bersteinovych polynomd:

d3

@Bi,n(t) =n(n—1)(n—2)-[Bi—3n-3(t) —3-Bi—2n—3(t) +3- Bi_1n—3(t) — Bin—3(t)] (28)

Vidime, Ze se zde zacina tvofit urCity vzor. Vyjadfeme tedy obecny vztah pro r-tou derivaci

Bernsteinovych polynomti:

(r) r ,
d731‘7”(25) = n! : (TL) (*Dj Bifr+j,nfr (t) (29)
’ 0



Na zdkladé vztahi musi byt v sumé v krajnich bodech maximdlné jeden ¢len nenulovy a pro

tento ¢len musi platit:

t=0: i—-r+j=0
i =7r —1
’ (30)
t=1: i—r+j=n
j=r—i+n
Dosazenim podminek (30) do (29) ziskdme vztahy pro derivace v krajnich bodech:
d(r) n! n o
30 Bim(0) = =k <T : Z> (=1)""“Bgn_r(0)
dt) " (=) \r—i+n nn—r

A po dal$i dpravé na zdkladé ziskame vysledny vztah pro derivace Bernsteinovych polynomu
v krajnich bodech:

dm n! n i
%Bi’n(o) B (n—r) (r — z) (=1)

d™) n! n r—itm
mBi,n(l) = (n — r)! : < >(_1) (32)

a dodefinujeme:

<Z>_0 pro k¢ {0,..,n} 33)

Nyni proved’me preznaceni pro zjednoduseni (32)):

w;(0) = <r " Z) (1)

n .
w; (1) = 1) 34
v =(,_", e 4
Vidime, Ze hodnoty derivaci jsou soucinem ¢lenu zdvislého na stupni kiivky a derivace a dalSiho
Clenu w, ktery miiZeme chépat jako jakysi vdhovy Clen, protoZe z néj ziskame informaci o tom, jak
velky vliv maji na hodnotu derivace jednotlivé Bernsteinovy polynomy a tedy jednotlivé fidici body.
Abychom pochopili chovéani ¢lenli w; -, podivejme se do tab. (1} Pov§imnéme si, Ze ¢leny w; , nejsou

zavislé na stupni kfivky a Ze na hodnotu r-té derivace ma vliv prvnich/poslednich r + 1 fidicich bodu.
Derivace Bézierovy kiivky v krajnich bodech miZeme vyjadfit jako:

L dtr :
1=0 =0

P01 =3" L 5 1) D, =

G
=0 dt =0




Tab. 1: Hodnoty koeficientl w; -(0) @ w; (1) pro n > 4, pro r > n jsou nulové.

w; (0) i wi (1) i
r 0] 1 ][2]3]4 r n-4|n-3[n-2[n-1] n
0 1 0]o0]o 0 0 0 0 0 1
1 -1 1]o0o]o0]oO 1 0 0 0 [ -1 ] 1
2 1|21 ]0]o0 2 0 0 1 | 2] 1
3 -1 3 |-3[1]0 3 0o [ 1] 3 [ 3] 1
4 1 |-4]6 |-4]1 4 1 | 4] 6 | 4] 1

Dile zavedeme systém diferenci D, kde r znaci stupen diference. Necht' diference nultého stupné

odpovidaji ptimo fidicim bodim:
D! = D;; i=0,..,n (36)

Diference prvniho stupné vyjadiime jako rozdil dvou sousednich diferenci nultého stupné€, neboli
dvou sousednich fidicich bodd. Geometricky vyjadieno jsou to vektory shodné s rameny fidiciho

polygonu, viz obr. [6] (zelené):

D! =D, D%  i=0,..n-1 (37)

Diference druhého stupné vyjadiime jako rozdil dvou sousednich diferenci prvniho stupné, neboli
dvou sousednich ramen fidictho polygonu. Geometricky vyjadieno jsou to uhlopficky rovnobézniku

vzniklého z téchto dvou ramen (ti{ fidicich bodi), viz obr. E] (fialové):

D! =D, D%  i=0,..n—1 (38)

Obr. 6: Diference 1. stupné (zelené) a 2. stupné (fialové) - geoetricky vyznam

Diference vyssich stupnd vyjadiime vzdy jako rozdil dvou diferenci nizsiho stupné. Z geometrického
hlediska se jednd o vektorovy rozdil dvou sousednich diferenci stupné r — 1. Obecné vyjadiime

diference r-tého stupné nasledovné:

D;?:D;;f_D;"—l; r=1,..,n i=0,..,n—7r (39)
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Pojd’me nyni vyjadfit diferenci r-tého stupné jako soucet fidicich bodi (diferenci stupné 0):
D/ =D/ -D/'=D/ ;2D {+D/ =D 33D/ 5 +3D} -D/?=.. (40

i+1 42 i+1 i+3 42 i+1

Zde miZeme pozorovat souvislost s ¢leny w; ,:

n
6=> wi(0)-Df
=0

n
D, ,=> wi,(1)- D (41)
1=0

Dosazenim @1)) do elegantné ziskavdme hodnoty r-tych derivaci v koncovych bodech kfivky:

|
(7,) . n: r
P (0) (TL—T’)‘ 0 71_07 1
|
Oy =_"__.pr . —
P (1) = T D_:  r=0,..,n 42)
2.4 Parametricka spojitost
Uvazujme kiivku P(t) stupné n, definovanou fidicimi body D; (i = 0,...,n1), na kterou

budeme napojovat kfivku Q(t) stupné ns, definovanou fidicimi body C; (j = 0, ...,n2), jako na
obr. 2] Parametrickou spojitost dvou kiivek definujeme jako rovnost jejich derivaci v koncovych
bodech. Rikdme, Ze kfivky jsou C™ spojité v bodé, jestlize jsou v tomto bodé spojité parametrické

derivace jejich vektorovych funkci az do fadu m:

QM) =P"(1) Vvre{0,..m} = ™ (43)

Podminka pro C° spojitost vyZzaduje rovnost nultych derivaci. Z geometrického hlediska odpovida

totoznosti krajnich bodt obou kfivek v misté napojeni.

Co =D, (44)

Podminku pro C'! spojitost ziskdme z rovnosti 1. derivaci dosazenim do (42). Horni indexy zde zna&i

stupen diferenci (viz pfedchozi kapitola):

ng - (C1 —Co) =ny - (D, —Dp—1) (45)
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a zéroveti musime splnit podminku (44) pro C°. Po tipravé dostaneme:

n n
C1:Dn+71(Dn_Dn—l):Dn'f_ilD'}L—l pro n2#nl
ny n2
C;=D,+(D,-D, 1)=D,+D. |, pro ny=mn (46)
Dn 1 ]:)| Dn:CO Cl
n-1 B N
- N
Ve
Ve P o N
IS (t) .

Obr. 7: C* spojité Fidici polygony pro kfivky stejného stupné

Podminku pro C? spojitost ziskdme z rovnosti 2. derivaci, opét dosazenim do (42):

??,2(712 — 1) . C% = nl(nl — 1) . D%_Q

TLQ(TLQ — 1) . (C2 — 2C1 + C[)) =N (m — 1) . (Dn_g — 2Dn—1 + Dn) (47)
kde s vyuZitim podminek pro C? a (46) pro C' dostdvame:

ni(ng —1) o ni 1 0
CG=——=-D 2—-D D
2 na(ng — 1) Dn=2 + ny  Dn-1 +D, pro ng#ng
Cy, =D, —4D,_1 + 4D, pro ng =ng (48)

a pro jendodussi geometrickou interpretaci lze dile zjednodusit, viz obr. [}

C;=D, 2+4-D. | pro ny=m (49)

' |
) / 4D, \
/ P<t> \

Obr. 8: C? spoijité fidici polygony pro kfivky stejného stupné
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Podminku pro C? spojitost vyjadiime z rovnosti 3. derivaci v krajnich bodech:

na(ng —1)(ng —2) - C3 =ny(ny —1)(ng —2) -D3_,

|
B (€3~ 3C2 +3C; — Co) =

n!
T — - (-Dp3+3D, 5 —3D, 1 +D,)  (50)

(n1—3)
dosadime podminky pro spojitosti niz§ich stupiid (44), a a po dpravach dostdvame:

'I’Ll!(ng — 3)' 3 ni (’I’Ll — 1) 9 nq 1 0
g = 279" mim =) ™ op D
Cs ng!(ng —3)! 73 * 3n2(n2 —1) 2 + 3n2 -1t Dy pro ma #m

C;=8D, —-12D,,_1 +6D,,_ 2 —D,,_3 pro ng=mn (&2))

Vv,

Geometricky to 1ze interpretovat rdznymi zpusoby, nejjednodussi je pravdépodobné nasledujici,
viz obr. O

C3=D%+6D2 ,+ (D’ -DY ) pro no=m (52)

Obr. 9: C* spoijité Fidici polygony pro kfivky stejného stupné — v diagramu vidime dikaz rovnosti diferenci
3. stupné, které jsou ziskané jako rozdil diferenci 2. stupné

Podminku pro C* spojitost vyjadiime z rovnosti 4. derivaci:
Q(0) =P (1)

TLQ(TLQ — 1)(?22 — 2)(712 — 3) . Cé = nl(nl — 1)(711 — 2)(711 — 3) -Di_4

TLQ!

W(C4—4C3+6C2—4C1 +C0) ==

———(Dp—g—4D,— D, _o—4D,_1+D,
(m — 4! (D4 346D, 14+Dy) (53)
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Obr. 10: C* spoijité Fidici polygony pro kFivky stejného stupné, Garkované jsou vyznadené podminky pro nizsi
stupné spojitosti, vd§imnéme si, Ze vySsi stupné parametrické spojitosti vyrazné omezuji moznosti, jak kfivku

modeovat a neSikovné ji roztahuji



po zahrnuti podminek , , a pro C° az C? dostdvdme pro na # ny:

Cy=—F""—"=-D 4———=-D 6———=-D 4—-D D, (54
4 ngl(nl — 4)! n—4 + ng!(nl — 3)! n=3 + TLQ(HQ — 1) n—2 + nog n—1 + " ( )

a pro ng = np po Uprave dostdvame:
Cy =16D,, — 32D,,—1 + 24Dy,_3 — 8Dp—3 + Dy 4 (55)

zde bychom opét mohli najit mnoho geometrickych interpretaci, jako nejjednodussi se jevi
nasledujici, viz obr.
C,=D,_4+16D? , +8D. , (56)

2.5 Geometricka spojitost

Uvazujme opét kiivky P(t) stupné n; a Q(t) stupné ny jako v predchozi kapitole. Geometrickd
spojitost, jak je dnes vnimdna, je narozdil od parametrické zaloZena na totoZnosti geometrickych
invariantli obou kifivek v bod¢ napojeni. Upozornéme, Ze geometrickd spojitost je dnes dobie a
jednotné& definovand pouze do tGrovné G2 spojitosti. Pro spojitost G* a vy&§f dnes neexistuje jednotna
definice. [8]] [9]

Spojitost G°, neboli poziéni spojitost, vyzaduje totoznost krajnich bodl kiivek (stejné jako
parametrickd spojitost C):
D, =Co (57

Spojitost G, neboli te¢nd spojitost, vyZaduje splnéni GO a totoZnost teten obou kiivek v bodgé
napojeni. Smér te¢ny je uréen jednotkovym vektorem prvni derivace kiivky a nezdvisi tedy na jeho

velikosti. Te¢nou spojitost tak mtiizeme vyjadfit jako rovnost normovanych vektord prvnich derivaci:

!

) =to
P Q
# [0l ¥

1

pro zjednoduSeni zaved’me konstantu ¢, kterd odpovidd poméru délek stran fidicich polygonid D,,

aC’é:

_Icil € -Col _m Q]
= — = = —— (59)
DL_| Dy D] na [P
a podminku pro G spojitost vyjadiime jako:
o= p_g.m2p (60)
[P| m
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a vyjadiime jako zdvislost na fidicich bodech:

1 n2 1
nQ’COZQ'a'nl'Dn—l

Ci=q D, ©61)
kde g je nezdvisla proménnd, kterd zdvisi na vzdalenosti voleného bodu CY od bodu napojeni. Vidime,
7e aby byly kfivky G spojité, musi bod C¥ leZet na te¢né kiivky P(t) v koncovém bodé, nezaleZi
viak na jeho vzdélenosti. Pokud zvolime bod CY tak, Ze bude lezet na polopiimce DYDY |, vznikne
v bod& napojeni hrot, coZ vak G spojitost technicky umoZiiuje. V praxi byva v piipadé G spojitosti
pozadovin stejny smér te¢nych vektort a tento piipad by byl povazovan za G°.

Spojitost G, neboli spojitost kiivosti, vyZaduje splnéni G°, G a rovnost poloméru kfivosti obou

vvvvv

které vypocteme ze vztahu: [[10]

N Ty oF (62)
Podminka rovnosti kfivosti v bodé napojeni pak ma tvar:
k(1) =1 k2(0)
PP _ Q> Q) )

P[? Q
Zde vyuZijeme faktu, Ze velikost vektorového soucinu je rovna obsahu rovnobéZniku, jehoZ strany
odpovidaji vektorim prvni a druhé derivace kiivky a mtiZeme ho tedy vyjadfit jako soucin normy

vektoru prvni derivace a normy kolmé slozky vektoru druhé derivace, viz obr.

P x B [P|- B Qx QI =1Q-1Q. (64)

PxP \

Obr. 11: Graficky vyznam vektorového soucinu

po dosazeni do (63)) dostaneme: L L
[P[-[PL| _ Q|- |Q.]
P|3 Qf?

(65)
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a po tpravé dostdvame:
Q== () iy
P2 m

n2

e 1) -GG | = (2

2
) £ mn —1)- D2, (66)

Zde miZzeme kolmé slozky diferenci 2. stupné nahradit kolmymi slozkami tfetich bodli od bodu
napojeni, protoZe prvni dva musi pro zachovani G' leZet na te¢né a jejich kolmé slozky jsou nulové,
viz obr.

Cj, =C), =Cay D’ 5 =D 5 =D,o (67)

po dosazen( a dpravé dostdvdme podminku pro G2 spojitost:

ng(nl — 1)

|CoL| = ni(ng — 1) -q2 D21 | pro ns # nq

|Cot|=¢* Dp2.]| pro ng =mng (68)

Obr. 12: Grafické znazornéni rovnosti D,,_o, = D2 _,, aCo. =C3,

vS§imnéme si, Ze bod Cg musi pro splnéni G spojitosti leZet (kdekoli) na pifmce rovnobézné s te¢nou,
jejiz vzdalenost zdvisi na vzdalenosti bodu D2 _, od te¢ny, poméru délek stran ¥idicich polygonii
sousedicich s bodem napojeni a pro rizné stupné kiivek i na nich. Geometricka spojitost nim tak
dava oproti parametrické urcitou volnost pfi modeovani navazujici kiivky, coZ je samoziejmé Zadouci
a vyhodné. Spojitost G technicky nevyZaduje totoZnost oskula¢nich rovin a vysledna kiivka tak miZe
byt v bodé& napojeni zkroucen4, jednili se o prostorovou kfivku. V praxi byvd G spojitost pouZivdna

v kombinaci s podminkou totoZnosti normal i jejich smérG a tento piipad by byl povazovén za G*.
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3 Prakticka cast

V této kapitole se budeme zabyvat rtiznymi zpdsoby, jak docilit geometrické spojitosti
GY az G*. U vyssich stuptid, které dnes nejsou jednotn& definovany, se pokusime tuto mezeru
vyplnit a nabidnout feSeni, které by na tuto otdzku kladlo jednoznacnou a univerzalni odpovéd’.
U jednotlivych piistupt budeme zkoumat, jaké podminky pro polohu fidicich bodd dostaneme a zda
se daji jednoduse a efektivné algoritmicky implementovat. Podminky zde budeme vyjadfovat pro
Bézierovy ktivky, z nichz vSak lze velmi snadno ndsledné vyjadfit podminky pro polohu fidicich

bodd splinu.

b o~ 4 &

Obr. 13: Porovnani C? (zelen&) a G* (oranZové) napojenych kfivek 3. stupné na kiivku P(t) — vidime, Ze
geometricka spojitost je flexibilngjsi. Parametricka spojitost umozfiuje v tomto pfipadé volit pouze polohu
posledniho (Etvrtého) fidiciho bodu, zatimco u geometrické spojitosti ziskdvame dals$i dva stupné volnosti pro
umisténi druhého a tfetiho Fidiciho bodu a pevny je pouze prvni — viz nasledujici kapitoly.

3.1 Pristup zmény parametrizace

Tento pfistup se opird o techniku pfemapovani parametru na jinou délku kiivky a napojeni kiivek
podle podminek parametrické spojitosti. Vyjdeme zde ze skuteCnosti, Ze konstrukci De Casteljau
algoritmu pro libovolnou hodnotu parametru ¢ dostaneme novou novou kiivku, viz (I0). Mame zde
2 ekvivalentni moznosti, kdy miZeme bud’ nejprve pfemapovat parametr na vychozi kiivee P(t)
a nésledné napojit kiivku @(t) podle podminek pro parametrickou spojitost, nebo napojit kiivku
Q(t) na vychozi kfivku a poté pfemapovat parametr na ni. Druhd mozZnost se jevi vyhodnéjsi, protoZe
v piipadé nevyhovujictho tvaru napojované kfivky staci znovu provést pouze krok pfemapovani
parametru na zdkladé znalosti jiZz spoCtenych fidicich bodd parametricky spojité napojené kiivky
Q(t).

Algoritmus tohoto postupu by vypadal nisledovné:

— Jako vstupni hodnoty budou figurovat fidici body kiivky P(t) — Dy, ..., Dy, ze kterych

spoCteme diference D}, které budou slouZit jako vstup pro dalsi krok

— Na zédklad€ znalosti téchto bodu a diferenci ur¢ime polohu pomocnych bodt, které oznacime

pismeny V jako u De Casteljau algoritmu a které odpovidaji fidicim bodl parametricky spojité
napojené kiivky Q(¢). K tomu vyuZzijeme vztahy (@4)), (46), a (51). Pro pozadovany stupeii

vV

spojitosti musime splnit i podminky pro vSechny niz§i stupné€. Pokud bychom pouZili body V;

jako fidici body C; kiivky Q(t), dostaneme parametricky spojité napojenou kfivku.
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— Body V; budou slouzit jako vstup pro De Casteljau algoritmus. Zde zvolime hodnotu
parametru ¢, pro kterou chceme algoritmus provést. Pokud zvolime ¢ z intervalu (0,1),
vysledna kfivka bude kratsi, neZ parametricky spojitd kiivka uréend body V;, pri dodefinovani
Bernsteinovych polynomi i mimo intrval parametrizace (0, 1) bychom mohli zvolit i hodnotu
parametru > 1, kdy dostaneme naopak delsi kiivku. Na zaklad€ zvolené hodnoty ¢ provedeme
De Casteljau algoritmus, viz (9). Poloha fidicich bodii pak odpovidd pomocnym bodim,
ziskanym pomoci De Casteljau algoritmu, viz (I0):

Co=V) C, =V} C,=V3 C3=V} Ci=V} (69)

Pro pozadovany stupen geometrické spojitosti G™ je nutno pouzit prvnich m + 1 podminek.

V praxi se ukazuje, Ze Castéji je potfeba kiivku korigovat spiSe zkracenim.

3.2 Pristup rovnosti 2. krivosti

Jak bylo popsdno v kapitole na geometrickou spojitost je nahliZzeno jako na totoZnost
riznych geometrickych invariantii a v této kapitole zkusime tuto myslenku extrapolovat. Logicky se
zde pro vyjadieni podminky pro G* spojitost nabizi rovnost 2. kfivosti (také oznacovana jako torze)

obou kiivek v bod€ napojeni. Druh4 kfivost je definovéana [[11]]:

det(P,P, P
2, _ deUB P, P) (70)
[P x P|?

Na zdkladé skuteCnosti, Ze determinant tif vektort je roven objemu rovnobéZnosténu, ktery vytycuji,
a vektorovy soucin dvou vektori ploSe rovnobézniku, jehoZ dvé strany jsou témito vektory

definovany, vztah pro druhou kfivost miizeme vyjadfit

oy B BLL B[

MaEN o (71)
(IP|-[PL[)? P[P

kde symbol | znac{ slozku kolmou k vektoru prvni derivace (primét do normadly) a symbol x slozku

kolmou k roviné prvni a druhé derivace (primét do binormdly). Potencidlni podminku pro G pak
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vyjadiime jako rovnost 2. kiivosti obou kfivek v bod€ napojeni:

2k1(1) =2 ko(0)

1P _ 10y
Pl-[PL]  [Q[-]Q.]
Q0L
Q=5 B 72)

Zaroven musime vzit v ivahu podminky a pro G a G? spojitost a vyuZijeme definici (59)

pro koeficient g. Po implementaci ziskdvame

QP . no\ >
|Qx|:W‘\Px|: nil qg‘\Px\

3
n
i = )02 = 2181 = (22) - malm — (o — D[P 5

(1 = 1D)(m = 2)

n 3 3
-q°-|D 73

2

P n
Cixl = =
‘ 0><’ n%(

Zde vezméme v uvahu, Ze hodnota treti diference ve sméru kolmém na oskulacni rovinu (rovinu
danou vektory prvni a druhé derivace) odpovida vzdalenosti ¢tvrtého fidictho bodu od této roviny,
protoZe pro splnéni G spojitosti musi leZet prvni i body kazdé kiivky ve spoleéné oskulaéni roviné

definované v bodé napojent a jejich binormalové slozky jsou nulové:

x| = |C3| = |Cax] D7, 5| = D 5| = Dnsx] (74)

Po dosazeni dostavame:

n2(n1 —1)(n1 —2)

Cay | = 2 .ad D

‘ 3><‘ n%(n2_1)(n2_2) q ’ n 3><‘ pro nl#nZ

|Cax| = ¢ - |Dp_3x| pro nj = ng (75)

Vidime, Ze pro splnéni rovnosti 2. kiivosti musi bod Cs leZet v roviné rovnobézné s oskula¢ni rovinou
definovanou v bod¢ napojeni, jejiz vzdalenost je zdvisld na tfeti mocniné poméru délek nejblizsich
ramen fidicich polygont k bodu napojeni. Neziskavame vSak zddnou podminku pro vzdalenost bodu

C5 od bodu napojeni v teném ani normalovém sméru.

3.3 Intermezzo

Tato kapitola je rychlym shrnutim vztahd, které budou pouzivany v nésledujicich kapitoldch a bude

na né€ odkazovano.
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3.3.1 Vypocet slozek vektorovych funkci

Uvazujme pfirozeny soufadnicovy systém a znaceni (@). Jednotlivé slozky vektorovych funkei kfivek

dopocitime velmi snadno pomoci (42)):

U =mng 'Di—ln Ug =Ny - Cé”

iy =ni(ng —1) - DZ_QH i = ng(ng — 1) - Cg”

U =ni(ng —1)(ng —2) - Df’l_3” Uy = nz(n2 — 1)(n2 — 2) - CSH

1 =mn1-DL || by =ng - Ch

1 =mni(n— 1) Dy 5, iy = na(n2 — 1) - G,

1 =n1(n1 —1)(n1 —2)-Dj 4, iy = ng(ng — 1)(n2 — 2) - C5 |

Wn =ni-D. Uy = ny - Cf,

wy =ni(ng —1)- D?L_QX we = na(ng — 1) - ng

iy =ny(ng —1)(ny —2)-D3_5, iy = na(ng — 1)(ng — 2) - Ci,, (76)

Vyssi derivace vyjadiime analogicky. Zaroven na zdkladé definice pfirozeného souradnicového

systému v bod¢ napojeni plati:

b1 =0 Wy =0 Wy = 0 (77)

3.3.2 Transformace do pfirozeného souradnicového systému

Pfirozeny souradnicovy systém kiivky je definovan te¢nym, normdlovym a binorméalovym
jednotkovym vektorem:
I -~ PxP

[P| [P > P|

St
I
Sl
X
!

(78)

Pfirozeny soufadnicovy systém v této prici zavddime v bod€ napojeni a transformaci mezi systémy
(0,2,y,2) a (Dy,u,v,w) tak mizeme vnimat jako posun o vzdélenost bodu napojeni D, od
pocatku a ndsledny primeét do os (u,v,w) prfirozeného soufadnicového systému. Algoritmicky 1ze

transformaci velmi jednoduse provést ve dvou krocich:

— Posunuti vyjadiime prostym rozdilem radiusvektoru bodu D, a radiusvektoru
transformovamého bodu. Pokud transformujeme diference 1. a vy$$itho fadu, muZeme

tento krok pfeskodit, protoZe jsou vici posunuti pocatku souradnicového systému invariantni.

— Ziskany radiusvektor ¢i diferenci promitneme do os u, v, w prirozeného soufadnicového
systému. Tento krok lze snadno realizovat skaldrnim soucinem s jednotkovymi vektory téchto

OS:

D] = (D}, D} ,Di) = (D} -4, D] -@ DI -b) pro r>1 (79)

il i
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3.3.3 Derivace vzhledem k obloukové souradnici

Derivaci vzhledem k obloukové soufadnici vyjadiime operatorem d%. V prirozeném soufadnicovém

systému plati

ds = \/du? + dv? + dw? = du (80)

protoZe Cleny dv a dw musi byt z definice pfirozeného souradnicového systému nulové. Derivaci

vzhledem k obloukové soufadnici tak muzeme vyjadfit jako:

d gy _ddt_ddt _1.d
ds g—i_dtds_dtdu_u dt

(81)

3.4 Pristup derivace 1. krivosti

Téma spojitosti je obecné tzce spjato s derivacemi — ¢im vySsi stupeni spojitych derivaci, tim
hladsi napojeni. Vyjdéme ze skutecnosti, Ze teCnu mizeme vnimat jako miru zmény polohy bodu na
kfivce (neboli funkéi hodnoty parametrické funkce kfivky) a kfivost miZeme vnimat jako miru zmény
te¢ného vektoru. Zkusme tuto myslenku extrapolovat a vyjadfit ukazatel zmény pro kfivost, coz
provedeme derivaci kfivosti vzhledem k obloukové soutradnici s. V této kapitole se budeme striktné
pohybovat v pfirozeném soufadnicovém systému kiivek a vyuzivat znaceni (). Nejprve uvazujme

rovinnou kiivku a vyjadieme kiivost jako zavislost na slozkach derivaci vektorovych funkei:

1 P P[_|(@,9,0) x (i, 5,0)] _ |(0,0, i — i)
P[3 | (i, 0)[3 (Vaz+ )’

= ——— (82)

Nyni vztah zderivujeme vzhledem k obloukové soufadnici, viz (1):

d(k)

1 1
ds o dt

g(m}—m> 1 (ub =) - 0P = (ab —ao) - (6F)

dt\ 3 R (13)2 N

:l‘(m}#uﬁ—uv— u'@).éu?’—(ui;—m)-su% 83)
u u

Zde vezméme v dvahu, Ze pro dodrZeni G spojitosti musf platit, Ze © = 0, protoZe dva nejblizsi body
k mistu napojeni musi leZet na te¢né a jejich normalové soufadnice jsou nulové. Po tpravé ziskdme
vztah pro derivaci kfivosti rovinné kfivky v bodé napojeni:

d(*k)  av —3av v 3iv

& @ it (84)
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Potencidlni podminku pro G* spojitost vyjadiime jako rovnost derivaci kiivosti obou kfivek v bodé

napojeni:
d(Yko) B d(*ky)
ds ds
Ug Uy — Biloty 1 U1 — Biinty
3 B )

uz oo . o 1
vy = | =7 - (W 01 — i) + Biigta | - — (85)

ul u9

Po tdpravéch ziskdme s vyuzitim koeficientu g viz (59) vztah:

3 e ee e ee

n P (1) 3

iy =g 2 (g - L) 4 22 (86)
ny Uy U2

Odtud bychom jiz pomoci (76) ziskali podminky pro polohu fidicich bodd, viz nasledujici kapitola.
Vsimnéme si, Ze zde ziskdvame podminku pro hodnotu tieti derivace, neboli polohu ¢tvrtého fidictho
bodu C5 v norméalovém sméru, neziskavame Zadnou podminku pro polohu ve sméru te¢ném, coz
je konzistentni s podminkami pro splnéni G' a G? spojitosti. Pokud bychom uvaZovali prostorovou

kiivku, vyjadieni kfivosti pomoci sloZek vektorovych funkci se velmi zkomplikuje:

1 PPl (@0, 00) x (i, 6, @) /(0 — Gd)? + (i — i) + (ab — id)? &N
P[3 (@, 0) [ (ViaZ+ %)’

CasteCné to muzeme obejit tim, Ze budeme pozadovat rovnost vektorového soucinu v Citateli po
slozkéach. Pokud bychom vyjadfili rovnost druhych sloZzek, miizeme substituovat v = w v rovnici

(86)), protoZe struktura a tipravy jsou totoZné:

3 3.. . 3.. .
iy = * - o2 - (i) - S ) ¢ T (88)
ny uy u2

Zde vezmeme v Uvahu, Ze na zdkladé definice prirozeného souradnicového systému plati w0 = 0 a po

upravé dostaneme:
5 13

Wy =¢° - —5 - W (39)

nq

Vidime, Ze zde dostdvdme stejnou podminku, jako v predchozi kapitole. Zkusme vyjadfit i

rovnost prvnich sloZek vektorového soucinu, které zderivujeme:

B (0w — ) - @® — (v — D) - (ud)

d (i

1 d (vw — vw) 1
ds u3 o dt 3 U 10

(60 + 0 — Vb — ) - @ — (Vi — vu) - B

= o7 =

(01 — ) - @ — (v — D) - 3

= (90)
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Po aplikaci (77) zjistime, Ze vysledny vyraz je nulovy. Pokud bychom chtéli vyjadfit podminku
pro rovnost derivaci prvnich slozek vektorového soucinu, bude splnéna vzdy, dokud budou splnény

podminky G? a prvni dva Fidici body budou leZet na te¢n& a prvni tfi v oskula¢ni roviné a bude tak
platit i pfedpoklad (77).

3.5 Pristup derivace parametrické funkce

Na Bézierovy krivky lze pohliZet jako na parametrické funkce jedné proménné. Pro dosaZeni
urcité kvality hladkosti (kterd souvisi se stupném spojitosti) dvou parametrickych funkci musi mit
soufadnicovém systému kfivky a derivace vyjadiovat viici teCné ose u. Tato volba soufadnicového
systému navic zajisti, Ze derivace vychozi kiivky budou vzdy definované. Podminku pro G spojitost

pak obecné vyjadiime
d"(P) _ d'(Q)
d(ur)”  d(up)"

pro r=20,...m on

Vsimnéme si, Ze podminka je stejnd, jako kdybychom vyjadfovali derivaci vii¢i obloukové soufadnici
v pfirozeném soufadnicovém systému v mist& napojeni. Podminku pro GO spojitost vyjadiime jako
rovnost nultych derivaci, neboli funkénich hodnot v bod€ napojeni a ziskdme opét podminku pro

pozicni spojitost:

D, =Cy (92)

Podminku pro G spojitost vyjadifme jako spojitost prvnich derivaci vzhledem k teéné soufadnici:

d(P) _ d(Q)
d(ur)  d(uz)

d(uq,v1,w1) _ d(uz2, v2, ws)
d(ur) d(ug)

93)

Tuto rovnost nyni vyjddiime po sloZnich. Pov§imnéme si, Ze tento postup je ekvivalentni tomu,
kdybychom vyjadiovali spojitost primétii obou funkci (kfivek) do rovin vw (normélova, smér u),

uw (rektifikacni, smér v) a uv (oskulacni, smér w):

du1 . dUQ . d’Ul . d’Ug . dw1 . dWQ

— = : == : — == 4
du1 dUQ v du1 du2 v du1 dUQ (9 )

Vidime, Ze podminka v roviné vw bude splnéna vZdy. Podminky v rovinich uw a wv upravime,

obdobné jako v pifpadé derivace viici obloukové soutadnici, viz (81]), zohlednime[77]a dostdvame:

U U2 U1 U9 w1 w2
u — = (U - = w: - =
U1 U2 u1 uz U1 U2
. Uy . ) Uy
1=1 Vg = — - U1 Wy = — - Wy
U1 U1
Uy € RT U9 =0 wWe =0 (95)
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Vidime, Ze po dpravé dostdvdme podminky pro jednostlivé hodnoty derivaci slozek vektorové
funkce Q(t), ze kterych jiz lze vyjadfit podminky pro jednotlivé soufadnice fidicich bodi
v pfirozeném soufadnicovém systému a ty pak transformovat do systému (0, x,y, z). VSimnéme si
zaroven, ze podminka nulovych derivaci ve sméru v a w znamend, Ze bod C7 musi leZet na tecné

a podminka tak je konzistentni s dnes zndmou interpretaci spojitosti G'*.

Zaroven vidime, Ze presnd poloha bodu C] na spolec¢né tecné je libovolnd, musi vSak leZet na
opacné polopiimce (dané teCnou a bodem napojeni D,,), nez bod D,,_1, jinak by v bodé napojeni
nebyl pfirozeny soufadnicovy systém kiivky Q(t) totozny se systémem kiivky P(t) a vySe provedené
Upravy by byly neplatné. Volbou polohy bodu C prakticky zvolime hodnotu koeficientu ¢.

Po dosazeni do a upravach dostdvame podminky pro slozky diference C(l], kde plati
C} = €Y — C§ a zdroveii z definice soufadnicového systému plati C§ = 0. Mizeme tedy psat pifmo
podminky pro polohu bodu C}, protoZe slozky jeho radiusvektoru jsou (v zavedeném soufadnicovém

systému) totozné se slozkami diference Cj:

Cy) = Cp € RF Cii=Cl =0 Cix =CL =0 (96)

Podminku pro G2 vyjadiime jako rovnost druhych derivaci sloZek parametrickych funkci vGgi

spole¢né ose u:

d?(u) d /u d
: = —)=—(1)=0
B du? ~ du (u> auV
d?(v) d (U) 1 d<1’)> 14y —uv v — av
v = — | — = — .« — | — = — =
du? du \u w dt\u Ul U3
w: d2(w):d<w>:1d(w)zluw—uw:uw—uw ©7)
du? du\ 1 u dt\4 U2 3
Nyni opét po slozkich sestavime podminky pro G spojitost:
d®(u1) _ d*(ua) d*(vr) _ d*(vp) d*(wi) _ d*(ws) 98)
du% B du% du% B du% du% B du%
Pro slozku u dostdvame trividlni podminku O = 0 a pro slozky v a w dostdvame:
Ut — U101 Ugle — Ug¥s Uy — Uty  UgWo — Ul
. 3 — . 3 . 3 = . 3 (99)
uq U Uy Uy

Vyraz zjednodusime s vyuzitim skutecnosti, Ze pro vychozi kfivku musi platit a pro napojovanou
kfivku mus{ platit podminka pro G . Po upravé ziskdme podminky pro druhé derivace sloZek
vektorové funkce Q(¢):

[\C1 )

u: U €R v Uy = -1 wy =0 (100)

=N

Odtud mtizeme vyjadfit podminky pro slozky diference C% a nasledné pro polohu fidictho bodu C.
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Podminky pro slozky v te¢ném a normdlovém sméru vyjaddiime snadno:

Chy = Co €R Cox =Gy =0 (101)

a podminku pro slozku v normédlovém sméru vyjadiime s vyuZitim (76)):

2

n
na(ng —1)-Cf, = n% ¢® ni(ny —1)-Di o)
1

na(ny — 1
Cy —2C1 +Cy = M : C_I2 : (-Dn—QL — 2D, 11 + DnL)
nl(ng — 1)
ng(ng — 1
Cyy = na(m — 1) -q* Dp_a, (102)
nl(’I’LQ — 1)

Vidime, Ze poloha bodu C5 v binormédlovém sméru musi byt nulovd, neboli musi leZet v oskulaéni
rovingé definované v bod¢ napojeni, normalova sloZka je dana polohou bodi Cy, C1, Dy, Dyp—1 a
normalovou slozkou bodu D,,_o a poloha v te¢ném sméru miZe byt libovolnd, aniz by to ovlivnilo

G? spojitost. To opét odpovida soudasnému chdpani G spojitosti.

Nyni zkusme analogicky vyjadfit podminky pro G* spojitost derivaci (97):

d(u) d
: —==—(0)=0
“ du? du( )
() d (uv—uv) 1 d (UU—W)
v = — | —— = -+ — | — =
dud  du\ @3 a dt\ 03
L@+ G — Ao — W0)u’ — (4 — @0)3uth
7 b B
v WY+ 3ib N 3120
N U4 U
dBw) d (uw—uw) 1 d (uw—uw)
w . = — - Y —
du? du U3 w dt U3

L (i A ) — i — W) a® — () — )30
o e
. ces o + 3.. . 3..2 .
_ (;’; - “wu4 LA 7;;”) (103)
po implementaci (77) a Gpravé ziskdvame:
dP(v) v —3vi ¥ 30
dud —  wt W ot
dBw) W
dud W3 (104)
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Nyni miizeme po slozkich vyjadiit podminku pro G* spojitost jako rovnost tfetich derivaci:

d(ur) _ d*(ug) (1) _ dP(va) d*(wr) _ d*(we) (105)
du$ du3 du$ du3 du? du3

Podminka pro slozky u je opét trividln{ a pro slozky v a w ziskdvame:

Gy Uy — 3dn e U — 3iaiia

v
-4 . 4
Uy Ug
-3 .3 e ee
Uy ... Uy . . 3ugtio
'U2:.73'U1—_74‘3'U1U1+ 5
Uy U3 U
w1 ’LUQ
w —_— = —
3 3
Uy Ugy
-3
Wo = .%wl (106)
uy

Odtud jiz miZeme stanovit podminky pro slozky diference Cg, kdy za ¥2 a (s, substituujeme

podminky (100) a pro G2:

—slozka v: 5 5
uy ... U . w5 3U1U
UQZ%'01*%'31)1U1+%' _12

uy Uy ug U9
V2=—"35 V1= |3 Ul— U2
uy (75} uy (75}
2(n —1 —9 3na(ny — 1)D? -1
CoL = q3”§(n1 Jm —2) D3 — 2l — 1) n2l snz(m — 1) D2 o —q-Cf
ni(ng —1)(ng — 2) ny(ng — 2)Dn_1” ni(ng — 1)
3 3 na(ng —1) 5
C3. =Cy +3Cy, =Cy| +3————5-q¢" - Dy (107)
nl(ng — 1)
—slozka w:
a3
W = 31
1
2(ng —1)(n1 — 2)
o3 — 313 (1 . D3
0x q n%(ﬂ@ o 1)(”2 _ 2) n—3x
nz(nl —1)(n1 — 2)
Cax = ¢°—2 Dy, 108
3x q n%(ng — 1)(n2 — 2) n—3x ( )

Tec¢n4 slozka bodu C3 miiZe byt pro zachovani G2 opét libovoln4, pro normélovou slozku ziskdvame
vztah, kde figuruje pomér prvnich stran fidicich polygoni (neboli poloha D,,_; a C}), stupné kiivek
a poloha bodlu D,,_3, D,_2 a C3. Podminka pro binormélovou slozku se shoduje s podminkou

rovnosti druhé kiivost (73], coZ op€t naznacuje, Ze tento komplexni pfistup poskytuje relevantni

vysledky.
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cvv s

Pro vyjddieni podminky pro G* spojitost budeme postupovat obdobné jako pro niZ¥i stupné

opétovnou derivaci vici soufadnici u:

d*(u) d

b dut @(O) N
d*(v) d (¥ W+ 3ib N 3120 1 d (v o+ 3ib N 3120

U = —\| = — =<7 —=— =
dut  du\ 3 u e a dt \ ud u e

1(vWad —3vad®  (uWo+ Wb+ 340 + 3i )it — (o — i) 4i’i
i b e

(600 + 3ii25)ud — 15i30ut
+ ul() =

D Wy — 2405 + 60 N 10w40 — 9429 15430

ud 18 '

d4(w) d <w i + Biid 3u2w>

U3 a4 ud

1 d(ib’ u'w+3uw+3u2w>

u3 iL4 ud

1 fwWad = Biia? (Wb + i + 3 + i )it — (i — 3id)4adi
U 10 8

(61D + 3ii2a0)ud — 15i3wut
+ 10

w® Wi — 2 + 6ii | 10D — 9i*d  15ii%
= -4 - -5 %_ -6 - -7 (109)
u u u u

po implementaci (77)) a Gpravé ziskdvame:

d*(v) @ 6T —2uh 9%

dut At b S
dt(w)  w® i
O TR (110)

Podminku pro G spojitost vyjadifme z rovnosti &tvrtych derivaci jednotlivych sloZek parametrickych

funkci:

d*(ur) _ d*(uz) d*(v1) _ d*(v2) d*(w) _ d*(wy)
du‘l1 a du‘zl du‘l1 N du‘zl du‘ll N du‘21

(111)

Pro sloZzku v dostdvame opét trividlni podminku 0 = 0. Pro sloZku v dostdvame:

4 e N . 4 e — o
£7601“1_2“1U179U%U1_U§) 6 U'giiy — 219ty 9ii3iin
it 5 6 5 - —%
ul ul Ul u2 u2 U2

5 - 5 6 6

(@) _ (vi‘” | 6y - Vivotn 671 - 2419y 9@31}2 971%1‘51) a12)
Uq Uy Uy Uy Uy
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kde za ¥ a v’y dosadime podminky (I07) a (T00):

a3 ... 3Uy (U3 . ug. \|6ie 671iy — 21
—3V1— | TgU1— U2 —F -

D
Uy uy \ uy U1 Uy Uy

ud 2490y 39Uty 9udiy
-2 e e (113)
uy U ui up uy
podminku pro normélovou slozku bodu Cy vyjadiime pomoci diference, kdy plati:
Cop = CoL —4C1 1 +6Cy1 —4Cs; + Cyy = 6Cy, — 4C5, + Cyy
o8 = ny(ng — 1)(ng — 2)(ng — 3) - C&, (114)
a kombinac{ ziskdvdme podminku:
oY
Cy = 2 —6Cy +4C3, (115)

ng(’l’LQ — 1)(n2 - 2)(712 - 3)

Vidime, Ze stéZzejni a nejkomplexnéj$i krok je urceni Ctvrté derivace podle souradnice u. Nyni

provedeme stejny postup pro binormalovou slozku:

w§4) 6&:‘1111 . ’LU§4) 6’&72@2
i W g 3
(4) e S
4 gl w 6wotly  6W1l7
R
Uy Ug uy
-2
Us ..
—5i
uy
kde za i, dosadime podminku (T08):
(4) L3 s s e .
4 afw us 6wity  6wily
wé):u3<,l4 +_% 5 T T 5 > (117)
Uy uy U uy

a podminku pro binormélovou slozku bodu C4 opét vyjadiime pomoci diference:

Céx = Cox —4C1 % +6Co« — 4C55 + Cyx = —4C35 + Cyx
wé‘l) =na(ng — 1)(ng — 2)(ny — 3) - Célx 1405 (118)

po dosazeni a diprave ziskdvame:

(4)

)
na(ng2 — 1)(ng — 2)(ng — 3)

Cax = +4C3% (119)
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Vidime, Ze opakovanim derivaci sloZek parametrickych funkci vzhledem k te¢né soufadnici u,
zavedené v bodé napojeni, bychom ziskali podminky i pro vyssi stupné spojitosti, které se vsak jiz od
3. stupné komplikuji. Vyhodou je, Ze pro algoritmickou konstrukci ¢i kontrolu geometricky spojitych

ktivek staci tyto vztahy urcit jednou a pouze implementovat do kédu.

3.6 Podminky pro splnéni G° az G* spojitosti

Na zdkladé poznatktii z predchozich kapitol se jevi jako nejobecnéjsi definice geometrické
spojitosti podminky ziskané na zdklad€ rovnosti derivaci slozek parametrickych funkci obou
krivek. Tento pfistup je totiz konzistentni s pristupem parametricky napojenych kiivek a zmény
parametrizace, dnes znidmym piistupem rovnosti geometrickych invariant i pfistupem derivace
prvni kiivosti. Z toho duvodu budou v této kapitole prezentovany vysledky pravé pfistupu
derivace parametrické funkce. VSechny podminky vyjaddiime v pfirozeném soufadnicovém systému
vztazenému k bodu napojeni, kdy slozky obou parametrickych funkci jsou vyjadfeny pro parametr

odpovidajici pravé tomuto spole¢nému bodu, neboli P(t = 1) a Q(t = 0).

3.6.1 G° spojitost

Pro tplnost zde uvadime i podminku pro G°, neboli pozi¢ni spojitost. Zcela obecné bychom tuto
podminku vyjadrili jako rovnost nultych derivaci slozek parametrickych funkci v bod€ napojeni.
Nezélezi zde na tom, v jakém soufadnicovém systému se pohybujeme, pro zachovani konzistence

uvazujme prirozeny souradnicovy systém:

d"(P(t)) _ d"(Q(1))

120
du du$ (120)
pfi rozepsdni do sloZek ziskdvdme:
ug =0 v =0 we =0 (121)
Pro polohu fidicich bodi plati:
Co = Dn (122)

3.6.2 (' spojitost

Podminka pro G' spojitost, neboli te¢nou spojitost, vyZaduje rovnost prvnich derivaci sloZek

parametrickych funkci:
d'(P(t)) _d'(Q)
T = 1 (123)
duy duy

pro jednotlivé slozky jsme ziskali podminky:

g € RT Uy =0 w9 =0 (124)
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Pro polohu fidicich bodi plati (122)) a:

Cy) €R* Cit=0 Cix =0 (125)

3.6.3 G? spojitost

Pro splnéni G? spojitosti, neboli spojitosti kiivosti si musi byt rovny druhé derivace:

@ (P(1) _ d*(Q()

= 126
du% du% (126)
vyjadfeno pro jednotlivé slozky:
u2
iip € R By = —2 - iy iy =0 (127)
uy
Pro polohu fidicich bodu plati (122)), (125)) a:
o B na(n1 —1) B
91 €ER Coy = —F—-q¢" " Dyay Cox =0 (128)
ny(ng — 1)

3.6.4 G spojitost

K dosazeni G* spojitosti je nutné splnit rovnost tfetich derivaci, coZ v sobé zahrnuje rovnost derivaci

prvnich kiivosti a rovnost druhych kfivosti:

¢ (P() _ &*(Q()

= (129)
du? du3
pro jednostlivé slozky tak plati podminky:
.3 3 .3 . .3
iy € R Wy = 24, — ot <“§u1 - “2u2> iy = —2 iy (130)
uy up \ uy Up Uy
Pro polohu fidicich bodi plati (122)), (125)), (128)) a:
n3(ny —1)(ng — 2)
Cs1 €R Csy = ¢°—2 -D,_
3| 3% %( 2_1)( 2_2> n—3X
na(ny — 1)(ng — 2) na(ni; — 1)
C — 372 D3 g2t o/ 2 D. o —
3L =4 n2(ng — 1)(ng —2) ~n3L + n(na —1) q" - Dpay
~ 3ng(n — 1) o1 [ gna(ni—1) 2
D% o —q-C (131)
nl(ng ) 1y ’I’L1(TL2 — 1) n—2|| q ol
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3.6.5 G spojitost

Splnéni G* spojitosti vyZzaduje rovnost &tvrtych derivaci parametrickych funkei vzhledem k teéné

ose u, neboli rovnost druhych derivaci prvni kiivosti a prvnich derivaci druhé kiivosti:

d'(P(t))  d*(Q(t))

i 1
duj duy

(132)

rozepsdnim do sloZek ziskdme podminky:

2 4 023 2 5 23 24 6

4 .. .o .. e v e e 9. 9.
(4) A v§ ) 6ug ... 3uruy  3U1uq .. 6v1U1 —2u 101 2u9vU1 9u%v1 Qu%vl
Vo ' = U | =1 v1— +—=u2 | — ; - 3= Y
Uy usuy U] U ug LT Ul U3

(4) 1) .4 wi iy i
uy €R wy' =g\ =+ =33 — 5 (133)
Uy ujuy Ui

Explicitni podminku pro polohu bodu Cy zde zdmérné z dtivodu velké komplexity neuvadime, protoze

Ize snadno urcit s vyuZitim a (T19).

3.7 Algoritmus pro analyzu G° az G* spojitosti

Struktura algoritmu:

ziskani uzivatelskych vstupt (dvé kfivky)

P

— urceni fidicich bodu krajnich segmentd

vypocet derivaci v bodé napojeni

konstrukce prirozeného souradnicového systému

transformace derivaci do pfirozeného soufadnicového systému

vylouceni nestandardnich pripadd a posouzeni irovné spojitosti

3.7.1 Ziskani vstupu

Funkce subscriptu:

— ziskani vstupl od uzivatele (2 testované kiivky) — algoritmus je navrzen k analyze ukotvenych

ktivek s jednotkovymi vahami fidicich boda
— v piipadé splinu transformace na jednotlivé segmenty (Bézierovy kifivky)
— orientace fidicich polygont tak, aby zacinaly ve spole¢ném bod¢€, pokud existuje

— export matic souradnic fidicich bodi a stupné obou kiivek
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3.7.2 Konstrukce pfirozeného souradnicového systému

Funkce subscriptu:
— konstrukce pfirozeného souradnicového systému v koncovém bodé prvni zadané kiivky
— urceni stupné linearity (pocet ramen fidictho polygonu leZicich na te¢n¢)

— export jednotkovych vektorii os pfirozeného soufadnicového systému, stupné linearity obou

krivek a jednotkového tecného vektoru druhé kiivky v pocatecnim bodé
Nestandardni pripady:

— kfivka nemd definovanou normélu ve spolecném bodé (zacina jako pfimka, neboli prvni
tii fidici body leZi na teéné) — konstrukce fiktivni normdly podle prvniho ramene fidictho

polygonu, které neleZi na tecné

— kiivka je dsecka — konstrukce fiktivniho pfirozeného soufadnicového systému (te¢na odpovida

skute¢né, normédla volena v roviné xy, binormadla dle te¢ny a normély)

— ktivka ma nulovou te¢nu ve spolecném bod¢ (prvni dva fidici body jsou totozné) — konstrukce

fiktivni tecny dle prvniho nenulového ramene fidiciho polygonu

3.7.3 Posouzeni spojitosti

Funkce scriptu:

— ziskani uzivatelskych vstupi a vypocet transformovanych matic derivaci a pfirozeného

soufadnicového systému pomoci subscriptt
— posouzeni spojitosti véetné nestandardnich piipadl a vypis informace o spojitosti
Standardni piipad:

— pro kitivky, které maji definovany pfirozeny soufadnicovy systém v bodé napojeni, se uplatni

pravidla z pfedchozi kapitoly
Nestandardni pfipady:

— pokud prvni zvolend kiivka nemd definovanou normélu v koncovém bodé¢, konstruuje se fiktivni

soufadnicovy systém a ndsledné se uplatni standardni podminky

— pokud je jedna z kiivek tsecka, posuzuje se drovei linearity druhé kiivky, kterd odpovida stupni

spojitosti
— pokud jsou obé kiivky tsecky, stupeni spojitosti je roven jejich stupni

— pokud né&kterd z kiivek nemd definovanou te¢nu, je tGroveti spojitosti povazovana za G°, pokud
maji kfivky spole¢ny bod a shoduji se fiktivni jednotkové te¢né vektory, jsou kiivky povaZovany

za G spojité
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4 Zavérecna cast

Tato kapitola shrnuje poznatky ziskané v predchozich kapitolach, vyhody a nevyhody
jednotlivych pristupti a moznosti vyuZiti podminek pro dosaZeni geometrické spojitosti pri
konstrukénim feSeni.
4.1 Vyhody a nevyhody jednotlivych pfistupt

NiZe jsou shrnuty vyhody a nevyhody jednotlivych piistupl popsanych v pfedchozich kapitolach.

4.1.1 Pristup zmény parametrizace

— vyhodou je matematickd i algoritmickd jednoduchost

— ziskdvdme zde pouze jeden stupenl volnosti pfi tvorb&€ navazujici kfivky, dany volbou

parametru ¢

4.1.2 Pristup rovnosti 2. krivosti

— vyhodou je opét matematicka i algoritmicka jednoduchost

— ziskdvdme zde 2 stupné volnosti pii volbé polohy bodu C3 — volime polohu v te¢ném a
normélovém sméru, z ostatnich pristupti vsak vyplyvé, Ze rovnost druhé kfivosti v kombinaci

se splnénim spojitosti G neni postacujici pro splnéni spojitosti G*

4.1.3 Pristup derivace 1. kfivosti

tento piistup je matematicky a algoritmicky stdle pomérné snadny

ziskdvame zde podminky jednotlivé pro norméalovou a binormalovou slozku bodu Cs

— nenf zcela jasné, jak ziskat podminku pro G* spojitost u prostorové kiivky — pokud bychom se

drZeli definice prvni kiivosti, budou vSechny soufadnice bodu C'3 svdzany v jedné rovnici

vysledky tohoto pfistupu koreluji s pojetim geometrické spojitosti a s vysledky piistupu

derivace parametrické funkce

4.1.4 Pristup derivace parametrickeé krivky
— pristup je velmi komplexni a pro vySsi stupné spojitosti je matematicky i algoritmicky sloZity

— tento pristup se na zdkladé experimenti a své podstaty jevi jako velmi obecny a spolehlivy
zpisob, jak vyjadfit podminky pro konstrukéni feSeni libovolného stupné geometrické
spojitosti, kdy ziskdvame jeden stupeni volnosti pro kazdy bod navazujici kiivky, ktery ma na

spojitost daného stupné vliv — volime polohu v te¢ném sméru

— vysledky tohoto pristupu v sobé zahrnuji vysledky vSech ostatnich pfistupi a je konzistentni

s dnesnf definici G°, G* a G? spojitosti
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4.2 Konstrukcni feSeni spojitosti

V kapitole [3.7|je ukdzéano, jaké obecné podminky pro konstrukci geometricky spojitych kiivek
plati. V této kapitole se budeme zabyvat nékterymi limitnimi pfipady, které vedou ke zjednoduSeni

téchto podminek. UvaZzujme konstrukci G™ spojitych kiivek stupné nq 2 > m.

4.2.1 Spojitost v limitnich pripadech

Prvnim moZnym zjednoduSenim je linearizace v okoli spolecného bodu. Pokud umistime prvnich

m + 1 fidicich bodt kazdé kiivky v okoli bodu napojeni (v€etné) na spole¢nou tecnu, pak plati

vy =0 w{) =0 pro € {0,...,m} (134)

a podminka (OI) pro rovnost sloZek derivaci parametrickych funkci se zjednodusi na trividlni
podminku 0 = 0. Umisténi prvnich m + 1 fidicich bodi na spolecnou tecnu, pfi zachovani
stejné orientace te¢ného vektoru ve spolecném bodé€, je tedy postacujici podminkou pro splnéni
spojitosti G™. Této skutecnosti 1ze zejména vyuzit pii konstrukci kiivky, kterd ma spojité navazovat
na uUseCku — zde uz ze zadani musime dodrZet nulové derivace sloZek v a w parametrickych funkc{
v prirozeném souradnicovém systému. Pro ziskani kvalitni kiivky je vhodné volit te¢né souradnice

bodd navazujici kiivky vzestupné.

Pokud budeme pozadovat umisténi pouze prvnich m fidicich bodl na spole¢nou te¢nu, ziskdme
tim dalSi dva stupné volnosti pii konstrukci — volime normdlovou a binormdalovou soufadnici bodu
D,,_(m+1) a ziskdme podminky pro polohu bodu Cy, 11 v normdlovém a binormalovém sméru. I v

tomto pripadé dode k vyraznému zjednoduseni[91|do tvaru
vy =0 w’) =0 pro  re{0,..,m—1} (135)

a pro m-té derivace plati

(m)  (m) (m) , (m)

v vy Wy~ _ W
apt g aftay
(m) _ 43" (m) _ (@ )’" (m) (m) _ 43" (m) _ (@ )m m) 136
Uy i N - vy Wy i w, nlq w, (136)
odtud jiz lze vyjadfit podminku pro polohu bodu C, 4 1:
AL m nll(nz—m)!
CimtyL = (nTQ) nal(ny —m)! Dy (my1)L
Nng \Mm n1!<n2 — m)'
Cims)x = (nTQ) : m Dy (my1)x (137)

poloha bodl C'y, 11 @ Dy, (y,41) v teCném sméru ziistdva libovolnd.
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4.2.2 Moznosti vyuziti nezavislych parametru

v vz

Z analyzy geometrické spojitosti vyplyva, Ze pii konstrukci G™ spojité napojenych kiivek fesime
polohu prvnich m + 1 fidicich bodd, kde pro spnéni G spojitosti je prvni bod pevné dany (totoZny s

koncovym bodem vychozi kiivky) a pro kazdy stupeni geometrické spojitosti ziskdvame dvé rovnice

ve tvaru
m 1 -1
Ué ) = f(ula 7u1 , U2, 7“31 , U1, 7U?L>
m . 1 . 1 .
wé ) = fug, o ul™™ 7 g, w0, e wTY) (138)

Ziskavame tedy 2 rovnice davajici do zavislosti dané derivace sloZek parametrickych funkci
pro 3 soufadnice kaZzdého bodu a zbyva jeden stupenn volnosti pro volbu soufadnice u. JelikoZz
jsou vSechny souradnice svdzané, mtizeme volbou tecné souradnice bodu C; ovlivnit normalové
a binormdové soufadnice bodl ;. Tato skutecnost je pfi konstrukci zcela zdsadni, predstavme
si dlohu, kdy napojujeme kiivku druhého stupné na vychozi kiivku s poZzadavkem G2 spojitosti.
V pripadé parametriké spojitosti by byla poloha bodt pevné dana. Za predpokladu nelinearni vychozi
kfivky lze s vyuzitim geometrické spojitosti docilit libovolného umisténi bodu C'; ve stejné poloroviné

(t, Dp,—1) jako bod D,,_1 diky dvéma stupiitim volnosti, které z G2 spojitosti vyplyvaji.

Uvazujemeli kfivky tfetiho stupné a poZadavek G* pojitosti, 1ze predepsat podminku pro polohu
bodu Cj5 a stile zbyva jeden stupeni volnosti, ktery l1ze vyuzit napiiklad k predepsani sméru teCny
v koncovém bod¢ v roving. Pri pozadavku parametrické spojitosti toho docilit nelze, zde by byla

poloha vSech fidicich bodii napojované kiivky ddna pevné.

4.3 Pfinos pro praxi

Jak bylo feCeno v tvodu této prace, spojitost kiivek zasahuje do mnoha riznych odvétvi.
Vyznam G? spojitosti spo¢ivd ve skute¢nosti, e parametrické funkce kfivek maji spojité tieti
derivace vzhledem k obloukové soufadnici (kterd ve spole¢ném bodé odpovida te¢né souradnici), coz
implikuje hladké druhé derivace, které v praxi souvisi se zrychlenim. Tato prace poskytuje odpovéd
na to, jak docilit vysSich stupiii spojitosti (G2, G*) a jak odvodit podminky pro libovolny stupeii
geometrické spojitosti. Implementaci v konkrétnich konstrukénich feSenich geometricky spojitych
ktivek 1ze odstranit problémy vyplyvajici z ostrych zmén zrychleni (druhych derivaci), jako rdzy pfi

obrabéni [3]], ¢i grafické nedokonalosti pfi tvorbé pocitacovych scén.

S vyuzitim geometrické spojitosti také pti zachovéni stejné kvality hladkosti v bod€ napojeni,
jakého bychom dosédhli s vyuZziti parametrické spojitosti, ziskdvame pro kazdy stupeil spojitosti
(kromé pozi¢ni) jeden nezdvisly parametr, ktery pfi konstrukci lze vyuZit k ovlivnéni tvaru napojované
kiivky (napftiklad jak rychle se v bod¢€ napojeni utahuje) ¢i dalSich parametrti (poloha koncového

bodu, tecny vektor v koncovém bodé¢, kiivost v koncovém bodg).
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Seznam pouzitych znacek a symbolu

Pt),P(t) oo vychozi kiivka, vektorova funkce vychozi kiivky
Q),Q(t) vovveee napojovand kfivka, vektorové funkce napojované kfivky
/2 parametr

L T B stupen kiivky P(t), Q(t)
T slozky vektorovych funkei v systému (0, z, y, 2)

Uy Uy W eeeeeeeeiee e slozky vektorovych funkei v systému (D,,, ¢, n,b)
L PP obloukova soufadnice

Di,Dj oo fidici body kiivky P(t), polohové vektory

Dl diference kiivky P(t)

Ci, Gy fidici body kiivky Q(t), polohové vektory

Cl o diference kiivky Q(t)

N pomocné body De Casteljau algoritmu

Bin(t) oo Bernsteiniv polynom n-tého stupné

Wi woveeieie i, koeficient (kap. derivace Bernsteinovych polynomi)
O e parametrickd spojitost stupné m
G geometricka spojitost stupné m

L U 1. kfivost

e 2. kifivost

P koeficient (kap. geometrickd sojitost)

Pt),Q(t) oo derivace vektorové funkce kiivky podle parametru ¢
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