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1 Uvod

V poslednich letech doslo k velkému pokroku v oblasti strojového uéeni a v disledku toho i
k revoluci feseni problém0 v nékterych oblastech. Rapidni rozvoj strojového uceni, jakoZto odvétvi
umélé inteligence, je umoznén stdle vykonnéjSim hardwarem a také dostupnosti obrovského
mnozstvi informaci ve vsech moznych oborech. S jeho produkty se mizeme bézné setkdvat, at uz
to jsou softwarové prvky modernich automobild ¢i digitalni asistent ChatGPT. K tréninku béziné
neuronové sité je potfeba velké mnozstvi informaci a vypocetni kapacity, a proto je pro nékteré

inZenyrské aplikace, fesici fyzikalni problémy, jejich vyuziti omezené a drahé.

Avsak jeden z nové vzniklych typ( neuronové sité se zda byt pro tuto problematiku idealni. Jedna
se 0 PINN (physics-informed neural network), tedy neuronovou sit, ktera na zadkladé znalosti fyziky
popisujici dany problém, miZe ziskavat data z fidicich rovnic a tim zjednodusit a zlevnit jeji pfipravu

a samotné uceni.

Tato prdce se zaméfuje na vyuZiti strojového uceni pfi CFD vypoctech, konkrétné proudéni v
kavité. Obecné je vysledek feseni problému proudéni velmi zavisly na znalostech vypoctare, a tedy
i na spravném nastaveni vypoctu. | pfi spravné konfiguraci a vyuZiti nejnovéjsiho softwaru muze
vypocet feseni v nékterych pripadech trvati desitky hodin. A zde se naskytuje ptilezitost pro umélou
inteligenci. Cilem této prace je vytvofit neuronovou sit, ktera bude umét predikovat pole 2D
proudéni v kavité a ndsledné jeji predikce otestovat. Testovani bude provedeno na validac¢nim
datasetu, ktery provéfi schopnost sité interpolovat vrozsahu tréninkovych dat. Dale budou
provéreny vysledky predikce extrapolaci z dat mimo tréninkovy dataset. Na zakladé téchto testu
bude zhodnoceno, zda je sit korektné naucena a s jakou presnosti predpovida vysledky. DileZitou
Casti prace bude nejen spravné vyhodnoceni vyslednych predikci, ale i pfiprava samotné neuronové
sité, vyladéni jejich parametri uceni a také spravna implementace fyziky do vypoctu chybové

funkce.
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2 Teorie a metody neuronovych siti

Strojové uceni (machine learning), je jednou z mnoha disciplin spadajicich do oblasti umélé
inteligence (artificial intelligence). Hlavni snahou tohoto oboru je vyuZiti dat a vhodnych algoritm
ke tvorbé program(i, schopnych se ucit a zlepsovat spolu se ziskdvanim novych zkusenosti. Vysledné
programy mohou obecné slouzit k vytvareni predikci ¢i hodnoceni dat. Jejich schopnosti a pfesnost
vysledkl jsou zavislé na mnoha parametrech, predevsim jsou to vstupni data a parametry procesu

uceni.

Neuronové sité (neural networks) jsou odvétvim strojového uceni. Disciplina zabyvajici se jimi se
nazyva hluboké uceni (deep learning). Jeji pocatky sahaji do 40. let 20. stoleti, kdy v roce 1943
probéhla prvni snaha o matematicky popis fungovani neuron( a jiz v roce 1959 byla vytvorena
neuronova sit s nazvem MADALINE, ktera jako prvni fesila redlny problém, vyuZivala adaptivniho
filtru k ruseni ozvén na telefonnich linkach. Avsak historie modernich neuronovych siti se zacala
psat az vroce 2006, kdy Geoffrey Hinton pfiSel s vylepSenym algoritmem uceni, ktery umoznil
efektivni trénink siti s vice vrstvami (deep neural networks), a tim byla odstartovana revoluce umélé

inteligence [1][2].

2.1 Princip a architektura

Neuronovou sit Ize popsat jako skupinu vypocetnich vrstev, které dle vstupniho vektoru pocitaji
odpovidajici vystupni vektor ¢i skalar. Jednotlivé vrstvy se skladaji z neuront a jsou propojeny radou
synapsi, spojovacich ¢lankd. Kazda synapse ma pfifazenou jinou vahu, tedy ovliviiuje pfipojeny
neuron jinou mirou. Vrstvy lze rozdélit na nékolik druh(. Prvni i vstupni (input) zpracovava pavodni
vektor, posledni, vystupni (output) zobrazuje vysledny vektor, skalar. Veskeré zbylé vrstvy,
nachazejici se mezi vstupni a vystupni, se nazyvaji skryté (hidden layers) a probiha v nich vypocetni
proces. VySe popsané schéma sité je zobrazeno na nasledujicim obrazku (Obrazek 2.1). Jednotlivé
sloupce zde predstavuji vrstvy, kazda kruznice reprezentuje neuron a Sipky znazornuji synapse, tedy
vzajemné vztahy neuron(. V plné propojené neuronové siti béhem vypoctu kazdy neuron ze skryté
vrstvy dostavd vstupni hodnoty od kazdého neuronu z pfedeslé vrstvy a zaroven jeho vystupni
hodnotu predava kazdému neuronu do vrstvy nasledujici. Tato architektura sité se nazyva dopredna
neuronova sit FNN (feedforward neural network). Informace tedy tece pouze v jednom sméru od
vstupni pres skryté az po vystupni vrstvy. Druhym typem architektury je rekurentni neuronova sit
(recurrent neural network). V ni se mlze ¢ast informacivracet ,,proti sméru‘ a ovliviiovat tak vystup

z predchozich uzlG. Tato prace je zamérena predevsim na FNN.
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hidden hidden

output

input

Obrazek 2.1 Schéma neuronové sité [4]

2.1.1 Neurony

Neurony jsou tvofeny matematickou funkci koncipovanou stejné jako model biologickych
neuronl v mozku. Zde se projevuje podobnost a inspirace lidskym mozkem. Neurony predstavuiji
zakladni jednotku kazdé sité, rozhoduji o jejim fungovani a zpracovdvaji veskeré informace. Jejich
vystupem je pravé jedna skaldrni hodnota. Model neuronu lze rozdélit na 3 ¢&asti: soustavu
vstupnich synapsi, sumu scitajici vazené vstupni signaly a aktivacni funkci transformujici hodnotu

vystupu. Blokové schéma modelu neuronu, oznaceného k, Ize zobrazit nasledovné (Obrazek 2.2):

Bias

by

@
Activation

function
@
Input k i) Output
signals | . 1 Vi

. : Summing
junction
Xm O @
Synaptic
weights

Obrdzek 2.2 Model neuronu k [3]
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Synapse obsahuji vstupni hodnotu x; vychazejici z pfedchoziho neuronu a zdroven jsou
charakterizovany hodnotou vahy wy;. Konkrétni hodnota signdlu x; se nasobi pfislusnou vahou w;y; a
vznika tak vaZzeny vstupni signdl. Hodnota vahy mlze nabyvat jak kladnych, tak i zapornych hodnot
a reprezentuje zavislost neuronu k na dané vazbé. Vétsi hodnoty vah tedy zobrazuji vyssi vliv dané
synapse. Sumou vsech vazenych vstupnich signald vznika linearni slouéeni vstupl ux. Model dale
obsahuje hodnotu bias ozna¢enou bi. Ta ma v zavislosti na hodnoté za nasledek primé zvyseni i
snizeni vstupni hodnoty do aktivacni funkce, akéniho potencidlu vi. Aktivacni funkce slouzi
k transformaci akéniho potencidlu na nelinearni funkci a zaroven miZe omezovat ¢i normovat

hodnotu vystupu. Neuron k Ize tedy matematicky popsat parem rovnic:

m
U, = Zwijj (2.1)
=1
a
Vi = @(u + by) (2.2)

kde x1, X..., Xm jsou vstupni signaly a Wi, Wio..., Wkm jsou odpovidajici vahy neuronu k, uk je vystup
linearniho slouceni vstupQ, by je bias, yix vystupni signal neuronu a ¢ predstavuje aktivacni funkci

neuronu. Pouziti bias by ma za nasledek transformaci vystupu ux dle nasledujiciho vzorce.

Vi = Uy + bk (23)

V zdavislosti na znaménku bias by je vztah mezi aktivatnim potencidlem vi a vystupem linedrniho
slouceni vstupl ux upraven dle nasledujiciho zobrazeni (Obrazek 2.3). Za povsimnuti stoji, Ze

v disledku této transformace graf neprochazi pocatkem [3].
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Bias b, = 0

,hk =0

!}Jl‘. < “

Ly

Obrazek 2.3 Transformace zplisobend biasem [4]

2.1.2 Aktivacéni funkce

Pokud bychom pfi pouZivani neuronovych siti specidalné nedefinovali aktivacni funkce, pak by se
chovali pouze jako linedrni regrese. Vystupni signdl by predstavoval linearni funkci, tedy polynom
prvniho tadu, s vnesenou chybou. Ackoliv by prace s témito polynomy byla jednoducha, jejich
slozitost je natolik omezend, Ze nemaji vysoké rozliSovaci schopnosti a schopnosti fesit komplexni
problémy. Nehledé na pocet skrytych vrstev v modelu, bez naruseni jeho linearity bychom nikdy
nedosahli rozpoznani vzor( a vztahl mezi vstupnimi daty. U neuronovych siti je Zzaddouci, aby byly
schopny se nejen ucit a pocitat linearni funkce, ale také provadét mnohem komplikovanéjsi operace

jako je rozpoznavani obrazu, zvuku ¢i redi.

Proto jsou zavedeny aktivacni funkce o, které slouzi k naruseni linearity modelu a umoznuji praci
s vysokodimenziondlnimi, nelinedrnimi sadami dat. Jsou aplikovany na aktivacni potencial vk a
pfimo transformuji vystupni hodnotu a vytvari vystupni signdl y, ktery je pfedavam do dalsi vrstvy.
Dulezitou pozadovanou vlastnosti aktivaéni funkce je diferencovatelnost, kterd je potrebnd pfi
uceni sité pfi implementaci algoritmu zpétného Sifeni chyby (backpropagation). Ve strucnosti se
jedna optimalizacni proces, ktery pocita chybu odhadu sité vzhledem ke zvolenym vaham a biasu a
na zakladé této chyby optimalizuje jejich hodnoty pro snizeni chyby. Tento pojem bude vice

vysvétlen v dalsi kapitole tykajici se uceni (2.2).

Existuje mnoho druht rlznych aktivacnich funkci, které se lisi oblastmi vyuZziti. Jejich vhodna

volba mze pfimo ovlivnit rychlost uceni, konvergence sité a také presnost. Nékteré z nich mohou

14



napfiklad limitovat hodnoty vystupniho signalu neuronu, takové funkce se nazyvaji squashing

functions. Zde bude uvedeno par nejdllezitéjsich prikladt [5].

Nejjednodussim typem je funkce nazyvand Threshold, ta funguje jen jako vypinac. Urcuje, zda
bude vystup nulovy, neuron neaktivni ¢i zda bude nenulovy, neuron bude aktivni. Matematicky ji

Ize popsat nasledovné

1, pokudv =0

p) = {O, pokud v <0 (2.4)

Threshold je velmi jednoducha a jeji hlavni nevyhoda je v nulové derivaci. TakZze pfi pouziti

backpropagation algoritmu neposkytuje Zzadné poznatky, jak optimalizovat hodnoty vah a bias.

Nejcastéji pouzivana je funkce s ndzvem Sigmoid. Jde o nelinedrni funkci, ktera plynule
transformuje hodnoty v rozmezi 0,1 a zadroven neni symetrickd vici pocatku, takze vsechny

ovlivnéné vystupni hodnoty maji stejné znaménko. Jeji pfedpis lze zapsat

1
o) = Tt (2.5)

kde a je parametr urcujici jeji sklon. Jak je z pfedpisu patrné, Sigmoid je spojité diferencovatelnd, a

tedy poskytuje dostatecnou informaci pro uceni sité.

B ()

Increasing
i

I
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|
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|
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=
[ ]
Y
=
jr =

10

Obrazek 2.4 Sigmoid funkce [3]

Dalsim prikladem je funkce Tanh (hyperbolic tangent function), ta se velmi podoba Sigmoid,

pouze je v porovnani s ni symetricka vici pocatku, a to mlzZe byt pro néktera pouziti prinosné.
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Je definovana jako:

¢(v) = tanh (v) (2.6)

Posledni, aktudlné casto pouZzivanou aktivacni funkci je ReLU (Rectified Linear Unit). Jeji vyhoda
v porovnani s ostatnimi tkvi v postupném aktivovani neuron( a s tim spojenou zvysenou vypocetni
efektivitou, ze které vyplyva urychleni procesu uceni. Neurony jsou deaktivovany pouze v ptipadé,
Ze je jejich vystupem cislo nekladné. Jediny problém nastava pfi uceni v bodé 0, ve kterém neni
diferencovatelnd a je zde tfeba uméle dodefinovat jeji hodnotu. Tomuto popisu je odpovidajici

nasledujici zapis

p() = max (0,v) (2.7)

2.2 Uceni neuronové sité

V pfedchozich kapitoldch byly obecné predstaveny neuronové sité, jejich architektura,
fungovani neuronl a dllezité aktivacni funkce. Nyni vzestava otdzka, jak vSechny tyto poznatky
vyuzit a sit naucit fungovani dle nasich pozadavkd. Jednoduchou odpovédi je spravné nastaveni
parametrd, tedy hodnot vah a bias. Ktomu ndm slouzi procesy uceni, kdy se sit sama iteracnim
procesem uc¢i a méni hodnoty parametri tak, aby vyhovély. Hlavni motivace k tomu se lisi

v zavislosti na typu uceni.

Zde se opét nabizi paralela k lidskému mozku, pro ktery existuji rizné druhy uceni, a stejné je to
i u neuronovych siti. Procesy uceni, na jejichz zdkladé se neuronové sité uci, Ize kategorizovat
nasledovné: uceni s ucitelem a bez ucitele. Druhd forma bez ucitele mlzZe byt dale rozdélena do
dvou podkategorii, posilujici uéeni (reinforcement learning) a uceni bez dozoru (unsupervised
learning). Kazda kategorie ma své vyhody a oblasti vyuZiti, nelze proto o nékteré obecné tvrdit, Ze

by byla vyhodnéjsi ¢i lepsi.

2.2.1 Uceni s ucitelem

Uceni s ucitelem (supervised learning) si lze koncepcéné mizZeme predstavit jako interakci ucitele,
ktery ma znalosti celého prostredi, ty jsou reprezentovdny sadami vstupnich a odpovidajicich,
ocekavanych vystupnich dat, a neuronové sité, pro kterou je toto prostfedi neznamé, snaii se jeho
fungovani napodobit. Pfedpokladejme nyni, Ze je ucitel i neuronova sit vystavena tréninkovému

pfikladu. Diky svym znalostem m(Ze uditel siti ukazat poZadované reseni pro dany priklad. Toto
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feSeni predstavuje optimalni odezvu pro sit. Ta si vzhledem k tréninkovému ptikladu a vzhledem
k chybovému signdlu upravi hodnoty svych parametr(. Chybovy signal je definovan jako funkce
rozdilu pozadované odezvy a skuteéné odezvy sité. Upravy se provadi iteraéné krok za krokem, kdy
kazdému kroku odpovida novy tréninkovy pfriklad, a proto je tfeba mit vhodné mnoiZstvi dat pro
dostacujici trénink. Zprvu mohou byt odhadované vysledky zcela ndhodné, ale s postupem uceni se
zvysuje schopnost sité emulovat ucitele, az do bodu, kdy dojde k minimalizaci chybové signalu a
odhad dosahne svého optima. Timto zplsobem jsou znalosti prostiedi ucitele predany neuronové
siti ve formé pevné stanovenych hodnot vah a bias, predstavujicich dlouhodobou pamét. Poté, co
je dosazeno optima, mizZeme odstranit ucitele a nechat sit, aby se s novymi pfiklady ze stejného

prostfedi vyporadala sama.

Vector descnbing
state of the
environment

Environment Teacher

Dresired
TESpOnse

Obrazek 2.5 Supervised learning [3]

Tato forma uceni je zakladem pro vSechny dalsi, obsahujici korekci chyb. Schéma celého procesu
(Obrazek 2.5) obsahuje uzavienou smycku systému se zpétnou vazbou (modre), ale neznamé
prostiedi se nachazi mimo ni. Méfitkem efektivity tohoto systému muzZe byt stfedni kvadraticka
chyba definovana jako funkce parametr( sité. Lze ji vizualizovat v multidimenzionalnim grafu jako
povrch chyby (error surface) s parametry vah a bias jako souradnicemi. Postupna optimalizace je

v tomto grafu vidét jako posun povrchu chyby k minimu.

2.2.2 Uceni bez ucitele

PFi uceni bez uditele, neexistuje Zadny uditel, ani Zzadné oznacené priklady, kterymi by se sit

mohla inspirovat. Cely proces uceni proto funguje na zcela jiném principu.
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Jak jiz bylo zminéno, tak prvni podkategorii je posilujici u€eni (reinforcement learning). To
k u¢eni vyuzivd metody pokus-omyl. Hlavnimi dvéma entitami jsou zde agent a prostrfedi
(environment). Agent se snaZi na zakladé zpétné vazby optimalizovat svoje fesSeni daného
problému. Za akce vedouci ke spravnym vysledkiim je odménovan a za chyby je naopak trestan.
Prostredi predstavuje zcela nezndmé okoli agenta a urcuje smér jeho uceni. Proces (Obrazek 2.6)
uceni probiha v krocich, kdy agent obdrzi aktualni stav s a odménu r: a na jejich zakladé vykona akci
a;, ktera vede k aktualizaci stavu s:#; a odmény rw;, ty jsou opét sdéleny agentovi. Tento proces
mUze byt velmi zdlouhavy. Jeho prednosti je viak nepotiebnost jakéhokoliv ucitele ¢i vstupnich dat

[6].

.| Agent

State s, Action a,

Reward r,,,
h

f 3

Environment

<3
State s,

Obrazek 2.6 Schéma procesu reinforcement learning [7]

Druhou podkategorii tohoto typu uceni je jiZ zminéné uceni bez dozoru (unsupervised learning).
Zde neni pfitomen ani ucitel ani systém odménuijici ¢innosti sité. Jednou z moznych motivaci k uceni
mlze byt pouziti konkurencni vrstvy, kde spolu jednotlivé neurony soutéZi a pouze ten

s nejvhodnéjSim vystupem je aktivovan.

2.2.3 Gradient descent

Uvazujme nyni neuronovou sit s jednou a vice skrytymi vrstvami. Necht T predstavuje sadu

tréninkovych dat

= {x(n), dM)}y= (2.8)

Déle necht y;(n) oznacuje funkcni vystup produkovany neuronem j (viz Obrazek 2.7) ve vystupni
vrstvé, ktery vznikl na zakladé vstupu x(n) do vstupni vrstvy. Chybovy signal (error signal) jakozto

¢ast vystupu je definovan nasledovné
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ej(n) =d;(n) —y;(n) (2.9)

kde dj(n) je j-ty prvek poZadovaného vystupniho vektoru. S vyuZitim chyby Ize definovat chybovou

funkci neuronu j jako
i) = ejz(n) (2.10)

Sectenim pfispévkd chybovych funkci vSech neuron( vystupni vrstvy miZeme vyjadfit celkovou

chybovou funkci

) =) g = ) [d;(m) -y (211)

jec jec

kde soubor C obsahuje vSechny neurony vystupni vrstvy.

Vyla)

wyln) = byln)

d_,[u )

i) wl) yila) 1

O efn)

wyln)
viln)

Venli)

Obrazek 2.7 Graf toku informace neuronem j [3]

Algoritmus gradient descent je vyuZivan k hledani minima funkce celkové chyby &é(n). Béhem
tohoto procesu pouzivame gradient této funkce V&(n), ktery slouZi jako voditko ke zméné

parametru sité w, b. Jeho vyjadreni je nasleduijici:

9¢(n)
dwj;(n)

VE(n) = (2.12)
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Zde doslo ke zméné zapisu oproti predeslym fadkim. Rozdilnd notace vah w a bias b byla
sjednocena, vaha synapse wjo (s odpovidajicim vstupem yo = 1) se rovna biasu b; aplikovanému na

neuron j (viz Obrazek 2.7).

Obecné gradient vdaném bodé vyjadfuje smér nejstrmeéjsiho stoupani funkce, proto pokud
chceme funkci minimalizovat je tfeba jeho hodnotu prenasobit -1 a tim otocit smér na nejstrmé;si
klesani. Vyuzitim vySe popsaného Ize korekci Awj;(n) aplikovanou na parametry sité wj;(n)

definovat dle vztahu

3 o 0EMm)
Awji(n) = —nV§(n) = N G ) (2.13)
ji

parametr 1 zde znaci rychlost uceni (learning rate), jeho hodnota je vidy kladna a definuje, jak
velkymi kroky se ve sméru nejvétsiho klesani budeme pohybovat. Vétsi hodnoty rychlosti uceni
mohou vést k rychlejSimu uceni sité, ale za cenu mensi presnosti. Mensi kroky pfi minimalizaci
naopak zvysuji rozliseni, s jakym mize sit upravovat své vahy a bias, ale mohou podstatné navysit
dobu uceni. Proto také vznikly algoritmy, které parametr rychlosti u¢eni béhem procesu upravuji a
optimalizuji tak cely proces. Algoritmus gradient descent je zdkladnim a nejjednodussim z mnoha.
Na jeho zakladé ¢i jako kombinace s dalSimi vznikly také dalsi pouZivané algoritmy napfiklad ADAM
nebo LBFGS.

Nyni mdame kdispozici matematicky algoritmus k optimalizaci parametr(i neuronové sité.
DokaZzeme pomoci néj minimalizovat chybovou funkci. Otdzkou je, jak ho zakomponovat do

itera¢niho procesu uceni [3].

2.2.4 Backpropagation

Backpropagation algoritmus nam poskytuje zpUsob, jak pocitat gradient chybové funkce a
postupnym zpétnym Sifenim pfriradit jednotlivym neuronlim jejich odpovidajici chyby. V kombinaci
s metodou gradient descent jsme tedy schopni chyby pfifazené konkrétnim neurontim upravovat

za Ucelem minimalizace chybové funkce, tedy zpfesnéni odhad sité.

K popisu tohoto algoritmu je pouZito nékolik rovnic, prvni z nich (2.14) poméfuje ve své prvni
Casti, jak rychle se chybova funkce & méni v zavislosti na vystupech neuronl posledni vrstvy ij.

Druha ¢ast méfi, jak rychle se méni aktivacni funkce ¢ v zavislosti na ij.
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a¢
5 =—¢'(v}) 2.14
J 0y]-L J (2.14)

Pokud ku pfikladu & témér nezavisi na konkrétnim vystupu neuronu j, potom bude hodnota SJ-L

podle o¢ekavani mala.

Druha rovnice (2.15) popisuje vypocet vedouci k hodnoté chyby 8¢ vychézejici ze znalosti chyby
nasledujici vrstvy 671, Clen (w!*1)T predstavuje transponovanou matici vah nésledujici vrstvy.
Tento vyraz si lze predstavit jako Sifeni chyby zpét skrze sit. Posledni ¢ast ®<p'(ij) obsahujici
Hadamardiiv soucin posune chybu zpét aktivaéni funkci a obdrzime tedy chybu 8! vazenych vstupd

do vrstvy /.
51 — ((Wl+1)T5l+1) ®(pl(ij) (215)

Treti a posledni dopliujici rovnice, popisujici gradient chybové funkce jiz byla popsdna vyse
(2.12).

Postup backpropagation algoritmu lze shrnout do t¥i kroku:

1. VloZeni vstupniho souboru dat k uceni
2. Pro kazdy tréninkovy pfiklad x se provede nasleduijici:
2a. Pro kazdé /=2,3,...,L probé&hne dopredny vypocet v*! a nasledné probéhne priichod
aktivaéni funkce @ (v*!)
2b. Vypotet chyby 87" dle rovnice 2.14
2c. Zpétné rozsiteni chyby pro kazdé /=L-1,L-2,...,2 dle rovnice 2.15
3. Pouziti minimaliza¢ni metody napt. gradient descent, pro kazdé I=L,L-1,...,2 se upravi vahy

a bias dle pravidla w! - w! — Awj;i(n), viz (2.13)

Z pavodnich ndhodnych hodnot vah a bias se tedy sit postupné za poutziti algoritmu

gradient descent a backpropagation uci, minimalizuje chybovou funkci Upravami vah a bias [8].
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2.3 Neuronové sité s fyzikalni znalosti

Hlavnim zamérenim této prdce jsou neuronové sité s fyzikalni znalosti (physics informed neural
networks) zkracené také PINN. Jejich odliSnost od ostatnich typ( siti je predevsim v definici a
vypoctu chybové funkce. U ostatnich typl mulze chyba vychazet pouze z odliSnosti predikce a
pozadované hodnoty tréninkového datasetu. Chybova funkce PINN sité obvykle byva sloZitéjsi, jeji
soucasti byvaji fyzikdlni rovnice, popisujici Feseny problém. Casto jsou tyto fidici rovnice
diferencialniho typu, a proto je tfeba v pribéhu uceni pocitat parcialni derivace predikci a z nich
s pomoci rovnic dopocitavat chybu. Tento proces miZe byt mnohdy vypoctové narocny, avsak
v jeho dasledku muze sit 1épe vystihovat fyzikalni podstatu problému a zachycovat slozZitéjsi vzorce,
které by pfi pouZiti pouze vysledku napfiklad numerickych vypoctl nebyly ziejmé. Soucasti chybové
funkce mohou byt ddle také okrajové Ci pocateéni podminky. Ty neuronové siti davaji jakési opérné
body, ze kterych muze pfi uéeni vychazet a dale zlepsuji predikce na pocatku ¢i na krajich fesené
oblasti. Obecné muze sit spravné resit dany problém ve stfedu uvazované oblasti a kvili tomu, Ze
se prevazna vétsina bod( nachazi ve stfedu, mize sit prehlizet pocateéni ¢i okrajové hodnoty.

Zavedenim okrajovych a pocatecnich podminek Ize tomuto problému predejit.

Implementaci fyziky do procesu uceni ziskavame vice moznosti, jak sit smérovat spravnym
smérem k poZadovanym vysledkim. Spole¢né s rostoucim mnozstvim nastrojd a sloZitosti chybové
funkce roste i sloZitost celého procesu a muze byt sloZitéjsi stanovit parametry uceni ¢i najit
optimalni nastaveni. Stejné jako u kazdého jiného typu neuronové sité, i zde plati, ze neni mozné
primo predpovidat vysledky procesu uceni a mnohdy je tfeba zkouset rliznd nastaveni a testovat

rizné kombinace parametr( uceni.

2.4 Redeni 1D vedeni tepla

Prvni feSenou ulohou, predstavujici prvotni seznameni s problematikou neuronovych siti, byla
rovnice vedeni tepla v jedné dimenzi. Jedna se o parcidlni diferencidlni rovnici parabolického typu
popisujici Siteni tepla v jednorozmérné tyci. Jeji vyhodu predstavuje jednoduse ziskatelné presné

numerické reseni, jinymi slovy lehce ziskat data potifebna k strojovému uceni.

Uvazovana feSena rovnice vedeni tepla tedy byla:

2
or _ o1 (2.16)

5t 6x2

kde a predstavuje soucinitel tepelné vodivosti a v nasem konkrétnim pripadé mél hodnotu

a = 2m?/s. Redend ty¢ méla hlavni rozmér 2 metry a ¢as probihal od 0 do 0,2 vtefin. Pro co
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nejvyssi ndzornost a jednoduchost této Ulohy byly zvoleny Dirichletovy podminky na okrajich tyce
a pocatecni podminka uréena kvadratickou funkci. Shrnuti celého numerického zadani, véetné

konkrétnich podminek je zobrazeno v nasledujicich rfadcich:

Diferencialni rovnice T(x,t) oT =2 i
B0 s T Ceaz

Okrajové podminky T0,t)=T(2,t)=0

Poc&ate¢ni podminka T(x,0) = —2x2 + 4x

Rovnice byla numericky feSena pomoci explicitniho Eulerova schématu na siti o rozméru (x, t) =
(100,3961). Rozméry sité numerického schématu byly zvoleny na zakladé velikosti sité, na které
bude ucena neuronova sit, odpovidaji tedy rozméridm 100 x 100 bodd. Zjemnéni ve sméru casové
osy bylo tfeba pro splnéni podminky stability zminéného schématu. Hodnota kon¢i neobvykle 1,
protoze bylo tfeba synchronizovat hodnoty ¢asu tak, aby obsahovaly stejné hodnoty jako sit

strojového uceni.

V dalSich fadcich bude popsan krok po kroku proces tvorby neuronové sité, vychazejici z
kompletni znalosti problematiky, tedy numerického teseni, pocatecni a okrajové podminky. Pfi

popisu budou pouzity obrazky kddu neuronové sité.

Cela sit byla programovana v jazyce Python, konkrétné byla vyuZita knihovna PyTorch. Nejprve

tedy bylo potfeba importovat tuto a dalsi potfebné knihovny.

torch
numpy 2= np

torch.nn as nn
torch.optim as optim
matplotlib.pyplot as plt

Obrdzek 2.8 Pouzité knihovny

Prilozeny obrazek ukazuje importované knihovny vcetné pouzitych zkratek, tak aby bylo

vvvvv

operaci s maticemi a velkymi sadami dat. Torch.nn jakoZto cast knihovny PyTorch umoifiuje
jednoduse definovat neuronové sité a nasledné s nimi manipulovat, torch.optim obsahuje sadu

optimalizacnich algoritm(, ze kterych je mozné volit ten nejvhodnéjsi pro spravnou konvergenci
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uceni. Posledni pouzivanou knihovnou je matplotlib.pyplot, umoZiujici tvofit grafy a Iépe

vizualizovat pribéh a vysledky procesu strojového uceni.

V prvnim kroku je tfeba definovat neuronovou sit, jeji rozméry, pocet vstupnich a vystupnich

veli¢in a také metodu, jak budou data siti prochazet, spolecné s aktivacni funkci.

= Net({nn.Module):
F__ init )

uper(Net, Y. _init_
F.hiddenl = nn.Linear(2
f.hidden2 = nn.Linear(5
f.hidden3 = nn.Linear(5
f.hiddend4 = nn.Linear(
f.hiddenS = nn.Linear(
F.hiddeng = nn.Linear(
“.output = nn.Linear (5@,

-
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Obrazek 2.9 Definice neuronové sité

Na prvnim radku je pomoci class Net(nn.Module) definovéna tfida s ndzvem Net, ktera dédi
vlastnosti jiZz existujici tfidy nn.Module a ta se stava jeji nadfazenou. V dalSich dvou fadcich def
__init__(self) a super(Net, self). _init__() je volan konstruktor, diky kterému je mozné inicializovat
vlastnosti vytvorené tfidy a nastavit definovany objekt sprdvné v paméti. Zaroven tyto prikazy
zajistuji spravnou dédi¢nost vsech vlastnosti nadrazené tfidy. V podstaté jsou tedy vytvofeny
zaklady neuronové sité pojmenované Net, kterd se bude chovat stejné jako tfida nn.Module
definovana v knihovné PyTorch. Ndsledné je mozné nastavit inicializované vlastnosti, zde se jedna
o vrstvy neuronové sité. Self.hidden1 = nn.Linear(2, 50) definuje prvni vstupni vrstvu, kde zapsané
parametry fikaji, Ze vrstva hidden1 ma 2 vstupy a 50 vystupUl. Volba mnoZstvi vstupl zavisi na fesené
problematice, v pripadé 1D nestacionarni Ulohy staci jedna prostorova a jedna casova souradnice.
Vystupy je nutno volit s prihlédnutim k Cinnosti sité. Vys$i mnoistvi mUzZe zlepsit rozliSovaci
schopnost sité, ale zaroven zpomaluje cely proces uceni. V podobném stylu zde definujeme celkem
7 vrstev, posledni, vystupni vrstva ma nastaven pouze 1 vystup, to by méla byt vtomto pfipadé
predikovana hodnota teploty T.

Dale je potfeba dodefinovat, jak spolu jednotlivé vrstvy musi interagovat a dat jim vazby spojujici

jednotlivé vstupy a vystupy.
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f, x_t):
hiddenl = torch.
hidden torch.
hidden3_ = torch.
hidden4 out = torch. “.hidden4(hidden3

hidden5_out = torch. '.hiddenEﬁhidden#ZDutjj
hiddengé_out = torch.

Obrdzek 2.10 Definice prichodu daty siti

Prvni fadek def forward(self, x_t) definuje metodu forward, ktera urcuje dopredny prichod daty
siti, urCuje tedy zpUsob transformace vstupl na vystupy. Argument x_t predstavuje vstupni data,
v dalsi ¢asti kddu je tedy potreba tento tensor odpovidajici Casoprostorové siti definovat. Nasledné
je tfeba formulovat vztahy mezi jednotlivymi vrstvami. V radku
hidden1_out = torch.tanh(self.hidden(x_t)) jsou vstupni data propusténa skrze prvni vrstvu hidden1
a nasledné je na né aplikovana aktivaéni funkce tanh, kterd normalizuje vystupy hidden1_out na
hodnotu v intervalu (-1,1). V nasledujicim radku je vystup prvni vrstvy propustén skrze druhou
vrstvu a v podobném duchu jsou popsany vazby mezi vSemi dalSimi vrstvami. Posledni radek
urCuje T vystupem celé sité. Volba konkrétnich aktivacnich funkci opét zavisi na reSené
problematice a je mozné je ménit v zavislosti na vysledcich uceni. Vyhodou vybrané funkce je jeji
symetrie kolem nuly, ktera zvysuje stabilitu ueni a zarover jeji komplexnost predchazi problémim,

vyskytujicim se u jednodussich funkci.

Nyni, kdyZ je plné definovdna neuronova sit se vSemi potfebnymi vazbami, je tfeba doplnit

optimalizacni algoritmus a metody, jakymi bude probihat proces uceni.

net = Net().to(device)
optimizer = optim.A

scheduler
criterion

Obrdzek 2.11 Definice optimalizacniho algoritmu

Prvni radek dalsi ¢asti pfilozeného kédu net = Net().to(device) vytvori, sesklada neuronovou sit
s vySe definovanou architekturou a tim ji umoZni provadét vypocty v dalSich ¢astech skriptu.
optimizer = optim.Adam(net.parameters(), Ir=0.01) nastavuje optimaliza¢ni algoritmus pouzivany
béhem uceni. Volba konkrétniho algoritmu pfimo ovlivni konvergenci a rychlost uceni. Zvoleny
ADAM je jednou z nejpouzivanéjSich a nejrobustnéjSich moznosti, zaroven neni vypoctové narocny
a mél by mél byt schopen rychlé konvergence. Parametr Ir nastavuje pocatecni hodnotu rychlosti
uceni (learning rate) na 0,01. Obecné je vyhodné s prlibéhem celého procesu uceni jeho hodnotu

snizovat, protoze pro pfili§ vysoké hodnoty algoritmus nedokaze délat dostatecné malé kroky
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smérem k minimu chybové funkce a tim nekonverguje. Proto je v dalsim fadku definovan scheduler,
ktery v pravidelnych intervalech redukuje rychlost uceni. V zobrazeném kédu (viz Obrazek 2.11) je
nastaven tak, aby po kazdych 2000 krocich uéeni vynasobil hodnotu rychlosti uéeni 0.1 a tim ji
efektivné periodicky sniZuje na desetinu. Opét je moZné pouzit jiné alternativy, které snizuji
optimalizaéni krok exponencidalné nebo pouze jsou podminény hodnotami metrik. Pro tento
jednoduchy pfipad neni potieba pouzivat slozitéjsi algoritmus s vyssi adaptibilitou a tim zvySovat
vypocetni narocnost. Posledni radek criterion = nn.L1Loss() nastavuje, jakym zplsobem bude
pocitdna chybovd funkce. Funkce L1Loss pocitd absolutni stfedni chybu mezi vystupem a

referencnimi hodnotami.

Kéd, ktery byl doposavad popisovan, vytvofi obecnou neuronovou sit o 7 vrstvach s 1 vstupni a
2 vystupnimi hodnotami. Pouziva algoritmus ADAM k minimalizaci chybové funkce a hodnota
rychlosti uceni je periodicky redukovdna kazdych 2000 iteraci. Ddle je treba si pfipravit
Casoprostorovou sit a rovnice popisujici problematiku vedeni tepla, diky kterym bude moiné

formovat neuronovou sit.

sor(IC, dtype=torch.fleat32).to(device)

Obrazek 2.12 Priprava casoprostorové sité a formulace poldtecni podminky

S vyuZzitim funkce linspace z knihovny NumPy jsou v prvnich dvou fadcich vytvorena pole o 100
rovnomeérné rozloZzenych bodech. V ptipadé prostorové souradnice jsou rozloZzeny mezi hodnotami
0a 2, pro &as jsou to hodnoty 0 a 0,2. Radek X, T = np.meshgrid(x, t) vytvafi z dvou jednorozmérnych
poli (polohy a ¢asu) jedno dvourozmérné casoprostorové pole. V dalsim fadku je provedeno hned
nékolik operaci, prvni z nich je X.flatten()[:,None], tato funkce prevadi dvourozmérné pole X
respektive T na jednorozmérné a nasledné zpét, avsak oproti plvodnimu tvaru ma v novém poli
kazda hodnota vlastni sloupec respektive radek. Nasledné jsou vzniklé produkty spojeny funkci
hstack, kterad je po sloupcich spoji do jediného 2D pole, které ma na kazdém Fradku dvojici
odpovidajicich hodnot X a T. Z plvodnich poli x a t o rozmérech (100) tedy vznika vysledné pole o
rozméru (10 000, 2). Vzniklé pole je nakonec prevedeno funkci torch.tensor na tensor, se kterym
pracuje knihovna PyTorch. V nasledujicim fadku je formulovdna pocatecni podminka ve tvaru

IC = 2x? + 4x, ta je nasledné také pFevedena na tensor. Posledni fadek losses = [] pFipravi prazdny
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seznam, ktery je ddle pouzit k ukladani hodnot chybové funkce v kazdé iteraci. Na jeho zakladé je

mozné dobre vizualizovat a analyzovat pribéh uceni.

A konecné se dostavame k nejdilezitéjsi ¢asti kodu, tedy k cyklu, ve kterém je pocitana chybova
funkce a ve kterém probiha celé uceni. Tento cyklus je pro lepsi pfehlednost a srozumitelnéjsi popis
rozdélen do dvou obrazk( (Obrazek 2.13, Obrazek 2.14)

(iterations)
d()

u pred =

1 np.linspace(®, @.
net( tensor( .y For in np.linspace(@, @.
criterion(u_bc@, torch.ze ike(u_bce))
criterion(u_becl, torch.z like(u_bel}))

Obrdzek 2.13 Formulace cyklu uceni — prvni ¢dst

Na zacatku je definovan for cyklus, ktery bude probihat po dobu rovnajici se poctu iteraci, ten je
specifikovan pred cyklem. Nejprve je tfeba vynulovat vSechny gradienty proménnych funkci
net.zero_grad(), aby nedochazelo k jejich kumulaci z predeslych iteraci. x_t_data.requires_grad =
True povoluje vypocet gradientl x_t dat, ktery je potfebny pfi vypoctu chybové funkce. Dale je
proveden dopredny prichod siti vstupnimi daty x t data a je jim pfifazen odpovidajici vystup
u_pred. Nyni na fadu pfichazi vypocet chyby. Z predikce je vyjmuto prvnich 100 hodnot,
odpovidajicich pocatec¢ni podmince u_pred IC=u_pred[:100], tyto hodnoty jsou nasledné
porovnany s jiz vypoctenymi hodnotami podminky za pomoci chybové funkce criterion definované
vySe a vysledek je nazvan chybou (loss). K chybé jsou nasledné pric¢teny dalsi chyby vzniklé
nesplnénim okrajovych podminek loss += criterion(u_bcO, torch.zeros_like(u_bc0)). Chyba je
vypoltena porovnanim tensoru predikci sité pro krajni body, spoctenych na Fadku
u_bcO = net(torch.tensor([[0., t] for t in np.linspace(0, 0.2, 100)],....) a nulovych tensor(l o stejnych

rozmérech, protoZe z okrajové podminky maji byt hodnoty krajnich bodd nulové.
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= torch.tensor(u_numer, dtype=torch.float32).to(device)
_numer = criterion(u_pred_reshaped, u_numer_tensor)
loss += loss_numer

loss.backward()
optimizer

Obrazek 2.14 Druhd cdst cyklu uceni

Pro vypocet chyby od diferencialni rovnice je tfeba spocitat derivace funkce predikce, to je
provedeno nasledovné: du_dt = torch.autograd.grad(u_pred.sum(), X _t data,
create_graph=True)[0][:, 1:2], zde je vypoctena derivace predikce u_pred vzhledem k casu, ktery je
specifikovan na konci vyrazem [, 1:2]. Obdobnym zplisobem je dopoctena prvni i druha prostorova
derivace, rozdil je pouze ve specifikaci derivace podle souradnice [:, 0:1]. Z obdrzenych derivaci Ize
jednoduse stanovit hodnotu residual = du_dt—2*d2u_dx2, vyjadtujici diferencialni rovnici. Hodnota
residua je porovnana s nulovym tensorem o stejném rozméru a celkova chyba je opét rozsifena o
tuto hodnotu loss +=loss_PDE. Poslednim pfidavkem do celkové hodnoty chybové funkce je
odchylka od numerického tfeseni. Pro jeji stanoveni je nutné nejprve pretvorit tensor predikce na
2D u_pred_reshaped = u_pred.view(100, 100) a z pole vysledk( numeriky vytvofit tensor pomoci
funkce torch.tensor. Porovnanim téchto dvou vznikne posledni pfidavek a hodnota /oss obsahuje
vie potrebné pro spravné nauceni sité. Na konci cyklu je tfeba iniciovat vypocet gradient( chyby
vzhledem k parametriim modelu loss.backward() a na jejich zakladé aktualizovat parametry modelu
optimizer.step(), aktivovat redukci rychlosti uceni scheduler.step() a jako upIné posledni

zaznamenat hodnotu chybové funkce do pripraveného seznamu losses.append(loss.item()).

Ze seznamu, ukazujiciho vyvoj chyby v pribéhu iteraci, je mozné vykreslit graf. V nasem pfipadé
je vidét jasna konvergence k minimu (viz Obrazek 2.15). Vysledna predikce je zobrazena spoletné

s body pocatecni podminky a body numerického feseni v dalSim obrazku (Obrazek 2.16).
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Obrdzek 2.15 Graf vyvoje chyby v prubéhu iteraci uceni
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Obrdzek 2.16 Vyslednd predikce naucené sité
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2.5 Rozbor problematiky

Jak jiz bylo feceno v Uvodu, béhem nékolika poslednich dekad doslo k obrovskému posunu
v oblasti vypoc¢tl proudéni (CFD), numericky fesici jak nestlacitelné, tak stlacitelné problémy
proudéni tekutin, popsané Navierovymi— Stokesovymi rovnicemi. Stale je vSak pfi aplikaci na redlné
problémy obtizné bezchybné zaclenit experimentalni data do existujicich algoritmU a také je pro
slozZitéjsi primyslové problémy generovani sité pfilis Casové ndrocné a vyzaduje zkusenosti a cit pro
véc. Kromé toho je také velky prostor pro zlepSeni feseni inverznich uloh, kdy je napfiklad pro
neznamé okrajové podminky feseni velmi sloZité a vyZaduje konkrétni modifikace a tvorbu novych
pocitacovych kodl. Obecné Ize aplikaci strojového uceni na mechaniku tekutin rozdélit na dva typy:
Uplnou a ¢astecnou regresi, které se snazi dany modelovy problém fesit bud' zcela, nebo ¢astecné.
NejcastéjSim pouzitim Uplné regrese je predikce dynamiky proudéni za danych podminek, ci
inverzni problematika resici nezndmé parametry proudéni. Prikladem tohoto vyuZiti neuronovych
siti integrujicich experimentdlni data s rdznymi formulacemi Navierovych — Stokesovych rovnic
je série prispévk( publikovanych od Karniadakisovy skupiny, a to pro nestladitelné [12],[13],[11] i
stlacitelné [14] proudéni a také pro biomedicinské aplikace [15]. Hybridni regrese nachazi vyuziti
v modelovani uzavéru turbulence. V turbulentnim proudéni je kvli Sirokému spektru rozmérd virt
témér nemoziné fesit viry malych rozmér(. Béiné je fesit pouze velké viry napriklad v RANS
(Reynolds averaged Navier — Stokes) rovnicich ¢i modelu LES (large — eddy simulations) a vliv zbylych
virl modelovat pomoci uzavéru. Pravé zde lze aplikovat Casteénou regresi napfiklad pro
vyhodnoceni Reynoldsovych napéti v RANS [16][17] nebo pro navrh statistik malych méfritek v LES
[18][19][20].

V nasledujicich fadcich budou podrobnéji rozebrany prace vyuZivajicich neuronové sité
v mechanice tekutin. Prvni z nich fesi zakladni tloh, tedy proudéni v kavité, Hagenovo — Poiseuillovo
a Couettovo proudéni [11], zde jsou porovnany dvé rGzné formulace Navierovych — Stokesovych
rovnic a vysledkem je vyhodnoceni vhodnosti jejich vyuZiti ve strojovém uceni, prace dale sleduje
vliv kvality okrajovych podminek na u€eni a moznosti pfeuceni. V druhé praci autor nejprve zkouma
vlivomezené znalosti vysledku pfi u€eni a nasledné uci sité predikovat parametricky popsany
letecky profil [9]. Posledni prace se také zabyva predikci proudéni, avsak je zde pouZita konvolucni
neuronova sit parametrizujici geometrii leteckého profilu a poté vicevrstvy perceptron, fesici

proudéni bez znalosti fyziky [10].

Autofi prace zabyvajici se rozdilnymi formulacemi Navierovych — Stokesovych rovnic uvazuji
veskeré vypocty ve dvourozmérném prostoru, pro nestlacitelnou tekutinu a reSené proudéni je
ustalené, viskdzni a laminarni. Prvni formulace je rychlostné — tlakova (VP — velocity-pressure), ve
druhé formulaci je pouzit Cauchyho tenzor napéti (ST — Cauchy stress tensor). Referenéni feseni
predstavuji vysledky numerickych vypoctl. Nejprve autofi fesili vliv hloubky neuronové sité, tedy
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poctu skrytych vrstev a zaroven vliv poc¢tu kolokacnich a krajnich bodd. V prvni ¢asti sit obsahovala
fixné 4 skryté vrstvy o 40 neuronech a postupné se ménil pomér kolokacnich bodd ku krajnim na
hodnoty 4:1, 8:1 a 16:1. Nasledné byl zafixovan pomér bod( na 8:1, poté 16:1 a ménila se pouze
hloubka sité. Z vysledk( je patrné, Ze je pro VP tvar obecné potieba vice iteraci ke konvergenci, a
tedy je potieba delsi vypoctovy cas. Tento fakt je zplsoben derivacemi vyssich radd, které tato
formulace obsahuje. Dale je patrné, Ze s rostouci hloubkou a poctem kolokacnich bodl roste také
potfebny vypocetni ¢as. Pro proudéni Hagena — Poiseuilla a Couetta dosahuje sit vychazejici z ST
formulace mensi primérné chyby, tedy je obecné méné citliva na zmény v parametrech sité. Avsak
pro feseni proudéni v kavité ST sit nebyla schopna najit spravné feseni. Co se tyce optimalnich
parametru pro jednotliva proudéni, tak pro Hagenovo — Poiseuillovo je to ST formulace, hloubka 6
vrstev a pomér 8:1. Re$eni Couettova proudéni dosahuje nejlepsich vysledkd pro stejnou
konfiguraci. Proudéniv kavité nejlépe resi sit vychazejici z VP formulace o 8 vrstvach a poméru bodu
8:1.

V dalsi ¢asti byl sledovan vliv chybovych vah, optimalizujicich vahy sité, a vliv okrajovych
podminek. Okrajové podminky na vstupu byly bud’ definovany konstantné anebo obsahovaly Sum,
ktery byl definovan pomoci Gaussova bilého Sumu o amplitudé 10 % z konstanty. Chybové vahy byly
modifikovany bud’ konstantné ¢i pomoci adaptivni funkce. Dle ocekdvani sité dosahovaly lepsiho
feSeni pfi uceni s konstantnimi okrajovymi podminkami. Avsak i kdyZ obsahovaly Sum, stéle byly
schopny pomérné presné predikovat vysledky. Pouziti adaptivnich vah vyrazné zvysilo pfesnost siti
s VP formulaci pfi feSeni problematiky Hagenova — Poiseuilleova a Couettova proudéni. Naopak ST
formulace si vedla lépe pfi konstantnich vahach. Pfi feSeni proudéni v kavité adaptivni vahy
zhorsSovaly vysledky. Autofi konstatuji, Ze pro zvysujici se komplexitu problému, zplsobenou

pfidanim adaptability, je pouZité nastaveni nedostacujici.

Posledni ¢ast se zamérovala na prenos znalosti jiZ naucené sité na novou problematiku. Hlavni
snahou zde je urychlit vypocet, kdyZ jsou k dispozici informace predchozich simulaci. VyuZitim
prenosu znalosti je mozZné preudit stavajici sit na dany problém misto kompletniho tréninku sité
nové. Redeny byly tii rGizné ptipady: zména okrajové podminky, zména vypoctové domény a zména

obou predchozich. V nasledujici tabulce jsou shrnuty vysledky.
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Tabulka 1 Viysledky prenosu uceni (T.L.), case 1 oznacuje zménu OP, case 2 zménu domény, case 3

oboji [11]
Error (x1072) Tterations (3 10°%) Times (min.)
Cases | T. L.
VP ST VP ST VP ST
Case | - 201046 0.65 £0.46 1682251 | 2596 +£5.69 | 15.22+£2.27 | 25.96 £5.69
ase

Yes | 1.48=0.35 1.34 =0.41 3.61=1.38 2.6 +0.80 291 =1.11 1.10 £ 0.34
- 333044 064038 | 17.69+1.44 | 2522271 | 16.01 £1.30 | 1221 £ 1.77
Yes | 3.44=0.55 3.08 =140 761103 | 578=1.13 | 6.13£0.83 | 246048
- 17.12 =537 | 200,18 £4.76 | 1598 £0.69 | 1299 £0.58 | 28.12+1.21 | 5.65+£0.25
Yes | 37.88 804 | 204.74 338 | 708163 | 414079 | 570=1.31 1.77£0.34

Case 2

Case 3

Z vysledk( je patrné, Ze formulace SP dosahuje pfesnéjsich vysledk( pro prvni a druhy ptipad,
avsak pro treti vyrazné exceluje VP forma. PFi pfenosu uceni doslo k dramatickému poklesu poctu
iteraci a potfebného ¢asu k uceni v porovnani s u¢enim kompletné nové sité. Pokud vsak srovhame
presnost, tak sité preucené ji maji snizenou. Ke konci autofi vyzdvihuji potencidl tohoto typu uceni

a moznosti budouciho vyzkumu [11].

Prvni prace popisujici predikci proudéni v okoli leteckého profilu zkouma schopnost uceni
z omezené znalosti vysledku. K vypoctdm vyuZiva PINN, konkrétné sit o 9 vrstvach s 128 neurony
v kazdé. VyuZita byla také postupna zména parametru rychlosti uceni, ktery klesal kazdych 2000
iteraci. Vypoctova doména byla v prostoru prolozena ndhodné generovanymi kolokacnimi body, ve
kterych byla hodnocena residua Navierovych — Stokesovych rovnic. Nasledujici obrazek ukazuje
vypoctovou doménu, kde je v okoli leteckého profilu vyznacena oblast se zvySenou hustotou
kolokacnich bod, kterd by méla vést ke zvySeni presnosti. Také je zde barevné vyznacena oblast,

ve které jsou zndma data.

Obrdzek 2.17 Vypocltovd doména neuronové sité [9]
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Neuronova sit byla uéena pro dvé rizné sady dat. Prvni obsahovala veskeré informace ve
vyznacené oblasti. Druha méla ve vyznacené oblasti k dispozici pouze informace o tlaku. Porovnani
vysledkl predikce sité, vychazejici z plné znalosti s vysledky z OpenFOAMu ukazuje dobrou shodu.
Nejvétsi rozdily jsou pozorovany v oblasti mezi profilem a vyznacenou oblasti (viz Obrazek 2.18
Vysledky predikce prvni sité se znalosti veskerych parametr(, prvni fadek predstavuje pocateéni
¢as, druhy radek ¢as t+3 s). Sit také vykazuje problémy pti vypofadavani se s ¢asem pfi kontinualnim
vypoctu. Nejlepsich odhadll je tedy dosahovano na pocatku c¢asové osy, kde je odhad nejblize

pocatecnim podminkam.

(a) u-velocity PINN (b) u-velocity OpenFOAM (c) u-velocity difference
| | |
(a) u-velocity PINN (b) u-velocity OpenFOAM (c) u-velocity difference

Obrdzek 2.18 Vysledky predikce prvni sité se znalosti veskerych parametrd, prvni radek

predstavuje pocdatecni Cas, druhy radek cas t+3 s [9]

Porovnani vysledk( druhé sité, vychazejici jen ze znalosti tlaku, jesté vice podtrhuje neschopnost
sité vyporadat se s Casem. Tato sit vykazuje pro hodnoty c¢asu déale od pocatku vyrazné vyssi
nepresnost (viz Obrazek 2.19 Vysledky predikce druhé sité se znalosti pouze tlaku, prvni fadek

predstavuje pocatecni Cas, druhy radek cas t+3 s).
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(a) u-velocity PINN (b) u-velocity OpenFOAM (c) u-velocity difference

(a) u-velocity PINN (b) u-velocity OpenFOAM (c) u-velocity difference

Obrdzek 2.19 Vysledky predikce druhé sité se znalosti pouze tlaku, prvni Fddek predstavuje

pocdtecni ¢as, druhy fadek cas t+3 s [9]

V dalSich ¢astech autor jiz vzhledem k vysledkim z predeslé Casti uvaZuje ustalené proudéni,
tedy odstrafiuje z predikce ¢as, ktery zplsoboval sitim problémy. Re$eny jsou symetrické letecké
profily NACA a nastaveni PINN je aZ na par detail(l stejné jako v pfedchozi tloze. K uéeni je vyuZita
znalost celé vypoctové domény véetné okrajovych podminek zaloZzena na vysledcich numerickych
vypoctd. Trénovana sit o 12 vrstvach s 64 neurony v kazdé byla ucena po dobu 150 000 iteraci.
Z vysledk je patrné, Ze je natrénovand PINN schopna presné predpovédét reseni pro profily, které
tloustkou leZi mezi dvéma tréninkovymi vzorky. Pfesnost je zde dokonce vyssi oproti plvodnim
numerickym simulacim. Naopak u vzorkd, které jsou tlustsi, ¢i tenci nez dva tréninkové vzorky, ma
sit problémy s korektnim naudenim vztahl geometrie a proudového pole. Ztéchto vysledkd

vyplyva, ze sit dosahuje lepsich vysledku pfi interpolaci nez pti extrapolaci.

Posledni ¢lanek fesi podobnou Ulohu jako predesld prace, ale pouZiva jiné nastroje. Snahou
autorl bylo nahradit konvenéni CFD vypocet obtékani leteckého profilu, feSici Navierovy —
Stokesovy rovnice na vypocetni siti s ohledem na okrajové podminky, za Ucelem ziskani reSeni toku
proudéni. Nahrazeni spocivalo v aproximaci proudového pole funkci geometrie profilu kfidla,
Reynoldsova Cisla a Uhlu ndbéhu za pouZiti neuronovych siti bez jakéhokoliv feSeni Navierovych —
Stokesovych rovnic. Tento pfistup se sklada ze dvou hlavnich krokd. V prvnim je pouZzita konvoluéni
neuronova sit, kterd z leteckého profilu uréi geometrické parametry. Ve druhém kroku jsou tyto
parametry spole¢né s Reynoldsovym c¢islem a uhlem nabéhu pouZity jako vstup do dalsi sité,
vicevrstvého perceptronu, ktery predstavuje pribliZzny model pro aproximaci pole proudéni.
Nutnost vyuZiti dvou siti tkvi v potfebé zpracovat obraz geometrie profilu. Ktomuto ukolu je
idealnim nastrojem pravé konvoluéni sit, ktera si narozdil od vicevrstvého perceptronu umi dobre

poradit s velkym mnoZstvim vstupl, vychazejiciho ze zpracovani obrazk(i geometrie. Databaze
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pouzita k uceni siti byla vytvofena v programu OpenFOAM, ktery resi Navierovy — Stokesovy

rovnice.

Testovany byly celkem tfi rlizné perceptrony, kazdy mél 20 vstupnich parametr( a 3 vystupy.
Rozdil byl pouze v poctech skrytych vrstev a v neuronech, které obsahovaly. Prvni sit obsahovala 8
skrytych vrstev o 800 neuronech, druha 10 vrstev o 1000 neuronech a tfeti 12 vrstev s 1200
neurony. Veskeré vstupy byly normalizovany, aby mély hodnoty vrozmezi 0-1. Z celkového
datasetu bylo pouZito 90 % k procesu uceni a zbylych 10 % pro validaci modelu. Nejprve bylo
provedeno nékolik testd, ze kterych pti porovnani vysledkl viech trech siti vyplynulo, Ze druha sit

o rozméru 10x1000 dosahuje nejmensi chyby, a proto byla nadale pouZita jako hlavni.

Z celkovych 13 profild pouzitych k uc¢eni byl vybran vzorek NACA 63415, reprezentujici schopnost
modelu predikovat tlakové a rychlostni pole. V nasledujicich obrdzcich jsou zobrazeny absolutni

rozdily mezi predikci a CFD vypocétem [10].
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Obrdzek 2.20 Srovndni absolutni chyby mezi CFD a predikci. (a) tlak, (b) rychlost x, (c) rychlost y
[10]

Celkovy Cas procesu uceni obou siti pocitanych v ¢lanku [10] byl 1493,5 hodin, coz ve srovnani
s 6 hodinami potfebnymi k nauceni sité [9] pfedstavuje obrovskou ¢asovou ztratu. Pro predstavu o
presnosti a srovnani vysledk( perceptronu a PINN je pfiloZzen nasledujici obrazek s vysledky prvni

prace.
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(a) PINN prediction

(b) OpenFOAM data

(c) difference

Obrazek 2.21 Vysledek predikce PINN a jeho srovndni s vysledkem numerického vypoctu [9]
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3 Proudéni v kavite

Proudéni v dutiné pohanéné pohybem horni stény (lid-driven cavity) je velmi dobte znamy a
Fedeny problém Fesici viskdzni nestlacitelné proudéni. Casto je pouZivan jako benchmark
numerickych metod diky své jednoduchosti geometrie a sloZitosti chovéni tekutiny. Re$ena je
jednoduchd geometrie Ctvercové oblasti (viz Obrazek 3.1). Horni sténa se pohybuje konstantni
rychlosti a ostatni stény jsou pevné zafixovany. V disledku pohybu horni stény vznikd v dutiné
uprostred velky vir, v dolnich rozich mensi viry a eventuelné vznikd dalsi vir v levém hornim rohu.

Rozméry a presné umisténi virQ zavisi na hodnoté Reynoldsova Cisla.

Moving wall

Ht]liti '\‘.'EIHH

U U ()

Obrdzek 3.1 Schéma proudéni v kavité [23]

3.1 Numerické vypocty

Nejprve je tfeba definovat velikost kavity a okrajové podminky. V feSeném pfipadu bude mit
dutina rozméry 1x1 metr. Viko se bude pohybovat rychlosti u = 1 m/s. Proudéni bude feseno jako
stacionarni. ProtoZe je cilem vytvofit neuronovou sit, kterd pfi svém odhadu vysledku bude
zohlednovat hodnoty Reynoldsova Cisla, je tfeba si stanovit, v jakém rozmezi se jeho hodnoty budou
pohybovat, aby bylo proudéni stale stacionarni. Z dostupnych ¢lankd plyne, Ze nestacionarita
proudéni se za¢ina objevovat mezi hodnotami 5000 — 10000, kde jde o periodické chovani, které

pozdéji pro vyssi Reynoldsova Cisla prechazi v chovani chaotické[21][22]. Proto byly zvoleny
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hodnoty Reynoldsova ¢isla v rozmezi 100 — 1100. Pfi konstantni rychlost vika dochazi pfi postupném
narlstu Reynoldsova Cisla k snizovani kinematické viskozity. To ma postupné za nasledek vznik a

zvétsovani virll ve spodnich rozich (viz Obrazek 3.2, Obrazek 3.3).

Vstupni data byla ziskdna numerickymi vypocty v programu OpenFOAM. Jako fesi¢ byl pouzit
icoFOAM. Dutina byla aproximovana ctvercovou siti se stranou o rozméru 50 bunék. Okrajové
podminky byly nastaveny, dle jiz zminénych parametr(. Rychlost vrchni stény byla 1 m/s a ostatni
stény dostaly podminku noSlip. Hodnota kinematické viskozity w byla vidy dopoctena
z pozadovaného Reynoldsova Cisla. Po provedeni vypoctl byly vysledky kvali validaci porovnany

s daty dostupnymi na internetu. Caste¢né srovnani je zobrazeno na nasledujicich dvou obrazcich.

Obrazek 3.2 Srovnadni vysledki numerickych vypocti (vlevo) s referenénim resenim [24] (vpravo)
pro Re = 1000
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Obrazek 3.3 Srovnadni vysledki numerickych vypocti (vlevo) s referencnim resenim [24] (vpravo)
pro Re =100

3.2 Neuronova sit

V dal$im kroku bylo tfeba si pfipravit neuronovou sit (viz Obrazek 3.4) schopnou fesit danou
problematiku. Po mnoha pokusech s rdznymi parametry uéeni a rozméry sité bylo zvoleno 8 vrstev.
Skryté vrstvy obsahovaly 350 neuronll kazda. Mensi mnoistvi neurond ¢i vrstev vedlo bud
k pomalejsi konvergenci nebo byl proces uceni nestabilni. V dlisledku nestability uceni bylo tfeba
proces opakovat a doufat v pozitivni vystup, tedy spravné naucenou sit. Vysledna sit konverguje
rychleji a neni tfeba proces uceni opakovat. Prvni, vstupni vrstva je nastavena na 3 vstupni hodnoty,
a to soufadnice x, y a Reynoldsovo Cislo Re. Vystup tvofi hodnota Y predstavujici proudovou funkci
a tlak p. Zvolend formulace pomoci proudové funkce se jevila byt vyhodnéjsi, protoZe vedla
k mensimu poctu vystupnich hodnot. Jako aktivacni funkce je zvolena tanh neboli hyperbolicka
tangencialni funkce. Jeji vyhoda spociva v tom, Ze vysledek normuje do intervalu <-1,1> a také je
nelineérni, diky cemuz se sit zvladne prizpUsobit i komplexnéjsim vzordm. Nésledné byl zvolen

optimaliza¢ni algoritmus ADAM [25].
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Obrazek 3.4 Definice neuronové sité, optimalizacniho algoritmu a scheduleru

Dale bylo tfeba spravné definovat chybovou funkci a zjistit, jaky maji jednotlivé inkrementy vliv.
Jinymi slovy bylo tfeba zjistit, zdali nema néktera z dil¢ich chyb vyrazné vyssi hodnoty nez ostatni a
tim padem i vyssi vliv na uceni. Pokud by napfiklad hodnota dil¢i chyba pocitana z nesplnéni
okrajovych podminek byla 1000krat vétsi nez ostatni, bylo by mozné, Ze by se sit uéila prevazné, jak
vyhovét okrajovym podminkam, a ne jak spravné odhadnout i zbytek oblasti. Naopak pokud by
chyba od okrajovych podminek byla 1000krat mensi, sit by mohla spravné odhadovat stfed oblasti
a na okrajich by hodnoty nemusely davat smysl. Na zakladé vysledk( nékolika zkusebnich testu, kdy
byly pozorovany hodnoty vSech dil¢ich funkci, byly upraveny hodnoty chyb tak, Ze byl zvySen vliv
rychlostnich dat ziskanych programem OpenFOAM na pétindsobek a vliv okrajovych podminek
snizen na ctvrtinu. Diky sniZeni hodnoty chyby od okrajovych podminek je sit schopna lépe
vystihnout i zbytek oblasti, pokud by k tomuto sniZeni nedoslo, siti by trvalo vyrazné déle vystihnout
spravné celou oblast, pokud by toho byla viibec schopna. Vysledkem jiz zminénych testu byla také
pocatecni hodnota rychlosti u¢eni 0,000099, ta na zac¢atku u¢eni umoznuje siti rychle konvergovat
ke spravnému teseni. Pro prilis vysokou hodnotu by sit pfi hledani minima funkce nemusela byt

schopna spravné minimum najit, mohla by ho preskocit ¢i najit jiné lokalni, suboptimalni minimum.
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Prilis mald hodnota rychlosti uceni by zpUsobila pfilis pomalou konvergenci a vypocet by trval

dlouho.

Poté, co sit zaéne smérfovat ke spravnému minimu, je potfeba hodnotu rychlosti uéeni postupné
snizovat a tim zvysit prfesnost, se kterou se minimu pfiblizi. Proto je v kédu také definovan
scheduler, ktery snizuje hodnotu rychlosti uceni po kazdych 300 iteracich na desetinu. Neméné
dudlezita byla také Gprava chybové funkce. Pro prvnich 250 iteraci se sit ucila pouze ze znalosti dat
ziskanych numerickymi vypocty. Chyby z okrajovych podminek, Navierovych - Stokesovych rovnic a
rovnice kontinuity byly pridany pozdéji. Divodem bylo nasmérovani sité pomoci dat spravnym

smérem a nasledné vyutziti rovnic k zvySeni pfesnosti a urychleni optimalizace.

Protoze sit zpocatku konvergovala pouze k nulovému fesSeni a nebyla schopna se od ného
oprostit, bylo potfeba implementovat inicializacni schéma. PouZita byla Xavier (Glorot)
inicializace [26], kterd resi problematiku sité, ktera se ,neuci’ a konverguje k 0, tim Ze narusi
symetrii pocatecnich vah, které jsou jinak pro vSechny neurony stejné. Toto schéma také napomaha
rychlejSimu tréninku a zaroven predchazi problému tzv. mizejiciho gradientu (vanishing gradient),
ktery u aktivaéni funkce tanh muZe nastavat. ProtoZe tanh normuje veskeré vstupy do intervalu
<-1,1>, derivace velmi velkych ¢&i velmi malych hodnot se béhem zpétného Siteni
(backpropagation) mohou rychle bliZit 0 a tim prakticky vymizet (viz Obrazek 3.5). Xavier inicializace
vyrovnava odchylky mezi vstupy a vystupy jednotlivych neurond, a tim udrzuje nenulové gradienty

napfic vrstvami.

1
- tanh
- derivative
0.5
: s
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-0.5
-1.0t

Obrazek 3.5 Aktivacni funkce tanh a jeji derivace [27]
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Je tfeba zminit, Ze obecné je proces optimalizace parametr( uceni, jak hodnoty rychlosti uceni,
zmény rychlosti uéeni a chybové funkce tak i mnozstvi vrstev a neuron v nich, velmi obtizny a
v nékterych pfipadech je tfeba se spolehnout na vlastni odhad ¢i na metodu pokus omyl. Ne vidy
se da presné dopredu uréit, jaky bude vystup, jak rychle ¢i zdali vibec bude sit konvergovat ke

spravnému vysledku.

Cely proces uéeni probéhl v hlavnim cyklu o 1200 iteracich. V ramci jedné iterace sit postupné
prosla Reynoldsova cCisla od 100 do 900 s krokem 4, ucila se tedy na Reynoldsovych ¢islech 100, 104,
108...900. Pro kazdé z nich byl spocten jeji odhad na siti o rozméru 50x50 bunék a na jeho zdkladé i
hodnota chybové funkce. Diky ni si mohla sit nasledné za pomoci backpropagation algoritmu
spocitat gradienty chybové funkce a ty vyuZit s optimaliza¢nim algoritmem ADAM k Upravé svych
vah. Zbylé vysledky spocétené pro Reynoldsova cisla 902 — 1100 budou pouzity pfi zkoumani sité

v rezimu extrapolace.

Na nasledujicich obrazcich jsou zobrazeny vysledné predikce a graf vyvoje chybové funkce
v prlbéhu iteraci. Z grafu (Obrazek 3.6) je patrné, Ze prvnich priblizné 100 iteraci sit hledala spravny
»Smeér’ a hodnota chyby stagnovala. Poté je patrny vyrazny pokles kolem 100. iterace, zde byl
pravdépodobné zachycen hlavni vir uprostred kavity a spolecné s nim pribéh tlaku, jak je patrné
z poklesu obou chyb. Dalsi vyrazna zména nastala pri 250. iteraci, kdy byly pridany chyby zplisobené
nesplnénim okrajovych podminek a fidicich rovnic. Dale jsou patrné skoky kazdych 300 iteraci, kdy
dochazelo ke snizeni hodnoty rychlosti u¢eni. Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze v Usecich mezi
témito skoky nedochazelo k vyznamnym poklestim, avsak i pfes to, Ze hodnota chyby neklesala, sit

pravdépodobné zlepsovala sviij odhad.
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Obrazek 3.6 VVyvoj chyby v pribéhu iteraci

Z vyslednych predikci je patrné, Ze nejvétsi nedostatky rychlostniho pole jsou v prvnich dvou
Fadcich bunék, zde je nejvétdim problémem spravné vystihnout rychlost vika. Re$enim tohoto
problému by mohlo byt vyrazné zjemnéni sité. To by ale mélo za ndsledek ohromné zvyseni
vypocetni naroc¢nosti a tomu odpovidajici narlist vypocetniho ¢asu. Zaroven je patrny nedostatek
v SirSi oblasti hornich roh(, a to predevsim pti nizkych Reynoldsovych cislech. U hodnoty
Reynoldsova Cisla 140 tato chyba zacind mizet a pro konecné hodnoty zcela vymizi (viz Obrazek
3.7). Predikce tlaku ukazuji podobny fenomén, a to vyssi odchylky v hornich rozich, predevsim pak

v pravém hornim, kde je tlak nejvyssi (viz Obrazek 3.8).
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Obrazek 3.7 Vysledna predikce rychlostniho pole pro a) Re 100, b) Re 500, c) Re 900 a absolutni
odchylka dané predikce od numerickych dat d) Re 100, e) Re 500, f) Re 900
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Obrazek 3.8 Vysledna predikce tlaku pro a) Re 100, b) Re 500, c) Re 900, a absolutni odchylka dané
predikce od numerickych dat d) Re 100, e) Re 500, f) Re 900
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Pro podrobnéjsi pohled na schopnost sité predikovat je vhodné spocitat také relativni odchylku
odhadu. Z ni je patrné, Ze i rychlosti v oblasti spodnich rohl délaji siti urcité problémy, predevsim
pak v pravém rohu a nejvice pro nizsi Reynoldsova Cisla, jak je patrné na dalSim obrazku (viz Obrazek
3.9). Tato chyba pretrvava pfiblizné do hodnot Re 200 — 220, kde se predikce zacinaji zpfesnovat.
V samotnych dolnich rozich vSak chyba zlstava a dochazi k narlstu relativni chyby rychlosti do
obrovskych hodnot. Pficemz v pravém dolnim rohu je odchylka vyrazné vyssi. Pfi pohledu na
stupnici vidy maximalni hodnota reprezentuje chyby v jednom z dolnich roh(. Tento extrém muze
vyrazné ovlivnit a zkreslit primérnou hodnotu odchylky. Pfi jeho zanedbani je primérna relativni
odchylka rychlosti rovna 4,613 %. Tato hodnota je predevsim ovlivnéna nepresnymi odhady
v blizkosti stén, které sice nerostou tolik jako v rozich, ale nejsou ani srovnatelné presné jako
odhady ve stfedu oblasti. Pokud bychom tedy originalni sit o rozmérech 50x50 zmensili na rozméry
44x44 odebranim 3 krajnich vrstev u vSech stén, velikost priimérné relativni odchylky rychlosti by

klesla na hodnotu 0,904 %. Tento fakt jen potvrzuje tvrzeni o presnosti ve stfedu uvaZzované oblasti.

Predikce tlaku se témér vSude pfiblizuje numerickym hodnotam, s vyjimkou nékolika vzdy
nahodné rozloZzenych bod( (viz Obrazek 3.9), které obsahuji velkou relativni odchylku. Tento
fenomén se zda byt vyraznéjsi pro nizsi Reynoldsova Cisla a s jejich narlstem témér vymizi
s vyjimkou levého dolniho rohu oblasti. Pfi zanedbani téchto extrémU je primérna relativni
odchylka tlaku rovna 12,11 %. Pfesnost predikce se opét ve stfedu oblasti zvysSuje, na zmensené siti
44x44 pramérna relativni odchylka nabyva hodnoty 6,587 %, coz jen podtrhuje fakt, ze sit lépe

vystihuje stfedni ¢ast kavity.
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Obrazek 3.9 Relativni odchylka predikce od numerickych vysledki rychlosti pro a) Re 100,
b) Re 500, c) Re 900 a tlaku pro d) Re 100, e) Re 500, f) Re 900
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3.2.1 Validace

Validace je duleZitou soucasti procesu posuzovani schopnosti modelu vyporadat se s neznamymi
vstupy. Jednd se o formu interpolace, kdy jsou modelu predlozena Reynoldsova ¢isla v rozmezi 102
— 898 s krokem 4, tedy hodnoty 102, 106, 110...898. Jsou to tedy hodnoty z rozsahu, na kterém se
sit ucila, avsak jsou to konkrétni hodnoty, které nikdy predtim nevidéla. PoZzadovana predikce je
opét na stejné siti o rozméru 50x50 bunék. Tato kontrola je klicova, protoze model, ktery se vyborné
nauci pouze tréninkova data a neni schopny predpovidat cokoliv jiného, neni pouzZitelny. Tento
problém se nazyva overfitting. V idealnim pfipadé by mél model predpovidat hodnoty se stejnou

pfesnosti pro tréninkovy i valida¢ni dataset.

Jak je z nasledujicich obrazkd patrné (viz Obrazek 3.10, Obrazek 3.11), sit predikuje velmi
srovnatelné pro nova i tréninkova data. Vyskytuji se stejné chyby u predikce rychlost v hornich

rozich a stejné také zacinaji mizet pro Reynoldsovo Cislo 140.

Toto tvrzeni potvrzuje i primérna hodnota relativni odchylky rychlosti bez extrém( o hodnoté
4,566 %, ktera je témér shodnd s hodnotou pfi tréninku. Pfedpovéd tlaku je také velmi blizka
tréninku, jeji primérna hodnota relativni odchylky bez extrému je 12,91 %. Pokud bychom se opét
z pavodni sité 50x50 odstranénim 3 krajnich sloupch a radk( omezili na sit 44x44, hodnoty
primérnych relativnich odchylek opét klesnou. Pro rychlost ma tato odchylka hodnotu 0,897 % a
pro tlak 6,531 %. Zde se znovu projevuje snizena schopnost sité pfesné predikovat v blizkosti stén.
Porovnani hodnot odchylek je zobrazeno v nasledujici tabulce. Z ni je také patrné, jak mohou
obrovské extrémy na jednom misté ovlivnit celkovou hodnotu. Predikce tlaku se zdaji byt zcela

nepresné, avsak po odstranéni par extrém je jasné, zZe ve vétsSiné oblasti presné jsou.

Tabulka 2 Prumeérné relativni odchylky predikce sité od numerickych dat pro trénink a validaci

/ Bez Upravy Odstranény extrémy Sit44x44
/ Trénink | Validace | Trénink | Validace | Trénink | Validace

Relativni | Rychlost | 19,18 19,15 4,613 4,566 0,904 0,897
odchylka
[%] Tlak 182,5 87,12 12,11 12,91 6,587 6,531

Celkové lze na zdkladé vysSe zminénych srovnani fici, Ze nedoslo k problému overfittingu.
Vysledna sit Uspésné prosla validaci a je tedy schopna korektné a srovnatelné pfesné interpolovat

data, ktera nikdy nevidéla.
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Obrdzek 3.10 Predikce rychlostniho pole validace pro Reynoldsova ¢isla a) Re 102, b) Re 502,
¢) Re 898 a absolutni odchylka dané predikce od numerickych dat d) Re 102, e) Re 502, f) Re 898
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Obrdzek 3.11 Predikce tlaku valida¢niho datasetu pro Reynoldsova Cisla a) Re 102, b) Re 502,
c) Re 898, a absolutni odchylka dané predikce od numerickych dat d) Re 102, e) Re 502, f) Re 898
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3.2.2 Extrapolace

Z minulé kapitoly vyplyva, Ze je naucena sit schopna pomérné presné predikovat vysledky
zrozsahu tréninkového datasetu. Extrapolace predstavuje vyrazné narocnéjsi ukol, kdy je po
modelu vyZadovano provddét predpovédi pro Reynoldsova ¢isla mimo tréninkovy dataset.
Testovana je tedy schopnost ucend data nejen interpolovat, ale i zobecnit. Zde mze siti pomoci
pravé znalost fyzikdlnich rovnic popisujicich proudéni v kavité nebo znalost okrajovych podminek.
Ridici rovnice totiZ nejsou omezeny jen na uréity Usek, ale popisuji danou problematiku v celém

rozsahu.

Do sité jsou jako vstup vloZzena Reynoldsova ¢isla v rozsahu 902 — 1100 s krokem 2, jsou to tedy
hodnoty 902, 904, 906...1100. Predikce je opét poZadovdna na siti 50x50 bunék. Predikce pro
nejnizsi Reynoldsova ¢isla maji podobny charakter jako vysledky interpolace, proto zde budou
zobrazeny obrazky vysledkd pouze pro hodnoty Re 950, 1000, 1050 a 1100. Z nich je nejlépe vidét

ménici se charakter predikce modelu.

Pfi pohledu na absolutni odchylky predikce rychlosti (viz Obrazek 3.12) je vidno, jak se se
zvysujici vzddlenosti od tréninkového datasetu zhorSuje predikce. Nejvétsi chyba se zacina
vyskytovat na pravé strané hlavniho viru a postupné se $ifi. Pro hodnotu Reynoldsova ¢isla 1100
chyba zacind prorlstat aZ do pravého dolniho rohu. Zaroven je patrny nardst nepfesnosti ve stfedu
hlavniho viru a na jeho okrajich. Dalo by se ocekdavat, Ze s dalSim nardstem vzdalenosti od

tréninkovych dat chyba nadale poroste, az do bodu, kdy bude predikce zcela Spatné a nepresna.
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Pfi pohledu na absolutni chybu predikce tlaku (viz Obrazek 3.13) by se mohlo zdat, Ze zadny
vyrazny pokles presnosti nenastal, neni patrny rlst chyby v konkrétnich mistech. Chyby se
z zadného rohu nesifi dale do zbytku oblasti, ani nevznikaji dalsi extrémy. Avsak z pfiloZzené tabulky

(viz
Tabulka 4) je jasné, Ze presnost této predikce také postupné klesa.
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Obrazek 3.13 Absolutni odchylka predikce tlaku (extrapolaci) od numerickych vysledki
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Relativni odchylky vysledk(l extrapolace nasledu;ji stejny trend jako u vysledkl uceni, a proto je
zde uveden jen slovni popis. U rychlosti dochazi opét k velkému nardstu odchylky v pravém dolnim
rohu a u tlaku je to opét v levém dolnim rohu. Tyto odchylky opét vyrazné prevysuji vie ostatni.

V jinych mistech se Zadné dalsi vykyvy ani extrémy nevyskytuiji.
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Jakjiz bylo zminéno v ptedeslych fadcich, presnost odhadd sité jak pro rychlostni, tak pro tlakové

pole postupné klesa. Tento fakt je patrny z pfiloZzenych tabulek (viz Tabulka 3,

Tabulka 4), kde po odstranéni extrémd, ve stejném stylu jako u tréninku a validace, hodnoty
odchylek postupné rostou. Reeni tohoto problému by mohlo byt navy$eni poétu neuron(
v jednotlivych vrstvach, avsak i toto feseni neni vSespasné a ma pouze omezeny Ucinek. Hodnoty
v tabulkach pro ofezanou vypocetni sit opét potvrzuji pfedeslé tvrzeni, Zze model Iépe predikuje stav
ve stfedu oblasti. Z tabulek je také patrna nepresnost a chaoti¢nost extrémnich odchylek v rozich.
U predikci rychlostniho pole (Bez Upravy) to ma za nasledek postupny pokles relativni odchylky, coz
je v rozporu s ostatnimi vysledky. U predikce tlaku (Bez Upravy) je vidét, jak jsou hodnoty odchylek

zcela ndhodné.

Tabulka 3 Relativni odchylky predikci rychlostniho pole od vysledki numerickych vypocti

Re Bez Upravy [%] | Odstranény extrémy [%] | Sit 44x44 [%]
950 23,42 4,673 0,831
1000 19,40 5,132 1,268
1050 17,42 5,899 1,984
1100 16,93 7,201 2,903

Tabulka 4 Relativni odchylky predikci tlakového pole od vysledki numerickych vypocti

Re Bez Upravy [%] | Odstranény extrémy [%] | Sit 44x44 [%]
950 177,7 12,85 5,352
1000 342,7 16,74 6,237
1050 1147 15,10 7,479
1100 120,2 18,88 9,372

Relativni odchylka rychlostniho pole pro data nejvzdalenéjsi od tréninkového datasetu, tedy pro
Reynoldsovo ¢islo 1100, nabyva pfiblizné hodnoty 7,2 %, coZ se jeSté jevi byt pfijatelné. Pfi
porovnani s tlakem ma rychlost vice nez 2,5krdt mensi odchylku. Stejny fenomén se vyskytuje i u
vysledkd predikci z rozsahu tréninkovych dat, proto Ize usoudit, Ze se sit primarné |épe naucila data

a skryté vzorce popisujici rychlostni pole, a to predevsim ve stfedu oblasti.
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4 Zaver

V této préci byl postupné vysvétlen princip, architektura a funkce neuronovych siti. Nasledné byl
proveden rozbor dané problematiky a byla naprogramovana zkusSebni neuronova sit, fesici rovnici
vedeni tepla v 1D. U¢elem této sité bylo prvotni praktické seznameni s problematikou a také tvorba
jednoduchého exempldre, na kterém lze popsat proces tvorby neuronové sité. Tvorba této sité je

zde rozebrana a komentovana krok za krokem, od volby vhodnych aktivaénich funkci az po vypocet

chybové funkce.

V dalsi ¢asti byla nejprve provedena resersSe rozebirajici vyuZiti neuronovych siti v CFD. Nasledné
byl popsan rfeseny fenomén proudéni v kavité. Ddle byla v této ¢dasti popsana geometrie a zplisob
ziskani referencnich dat, pouzZitych k tréninku. Konkrétné se jedna o vysledky numerickych vypoctd
z programu OpenFOAM. Vypocty byly provedeny pro Reynoldsova ¢&isla v rozsahu 100 — 1100. Cést
z nich v rozsahu 100 — 900 je urcena k tréninku jakozto tréninkovy dataset, zbytek v rozsahu 902 —
1100 slouzi k testovani schopnosti naucené sité extrapolovat. Nasledné byla popsana a vysvétlena
architektura samotné sité. Ta se skladd celkem z 8 vrstev, vstupni vrstva ocekava 3 vstupni hodnoty:
souradnice x, y a Reynoldsovo cislo Re. Skryté vrstvy obsahuji 350 neuron( kazda a vystupni vrstva
generuje 2 hodnoty: ¥ pfedstavujici proudovou funkci a p predstavujici tlak. PouZzit je optimalizacni
algoritmus ADAM. Dale je popsdan proces uceni a nasledné jeho vysledky. Uéeni probéhlo v cyklu o
1200 iteracich, kde v prvnich 250 iteracich byla chybova funkce pocitana pouze z numerickych dat.
To mélo siti pomoci lépe vystihnout obecné vzory feseného problému. Nasledné jsou pridany
vSechny ostatni slozky chybové funkce. Vysledky ukazuji dobrou shodu predikci s numerickymi
vypocty, s vyjimkou nékolika mist, pfevazné v rozich, kde vznikaji extrémy relativni odchylky. V dalsi
Casti byla provedena validace, kde jsou do sité vlozena data z tréninkového rozsahu, avsak jsou to
data, kterd jesté nevidéla. Jedna se tedy o kontrolu schopnosti sité interpolovat. Vysledky ukazuji,
Ze se sit naudila data ztréninkového datasetu korektné a nedochazi k problému zvanému
overfitting. Nutné je konstatovat, Ze jsou predikce jak tréninkového, tak validacniho datasetu

presnéjsi ve stfedu oblasti, s pfiblizenim ke sténé presnost odhadu klesa.

V posledni ¢asti jsou siti prezentovdna data mimo rozsah tréninku a je jimi testovana jeji
schopnost extrapolovat. Zde se potvrzuje obecné zndmé tvrzeni, Ze neuronové sité predpovidaji
vysledky lépe vreZimu interpolace. Pro hodnoty blizké tréninku byla presnost odhadd sité
srovnatelna s interpolaci, avSak se zvysujici se vzdalenosti dat od tréninkového datasetu, tedy

s rostoucim Reynoldsovym cislem, dle ocekavani presnost klesa.
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