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Abstrakt

Vyvoj softwaru, ktery je nejen funkéni, ale
i formdlné prokazatelné korektni, je klico-
vou vyzvou v informatice. V této bakalar-
ské prace se zamérujeme na formalni doka-
zovani korektnosti algoritmt pomoci dika-
zového asistenta Coq a jazyka Gallina. Po
uvodnim zkoumani teoretickych zakladi a
vyznamu silnych typovych systému imple-
mentujeme dva tridici algoritmy, Insertion
sort a Merge sort, v jazyce Coq.

Provadime formalni dikaz jejich korekt-
nosti a porovnavame tento proces s klasic-
kymi metodami dokazovani. Pouziti Coqu
poskytuje vysokou miru jistoty ohledné
spravnosti implementace, coz je zasadni
pro kritické aplikace. Oproti tomu klasické
metody dokazovani poskytuji hlubsi vhled
do algoritmickych principt.

Préce prispiva k lepSimu pochopeni for-
malnich metod v softwarovém inzenyrstvi
a ilustruje jejich praktické pouziti.

Klicova slova: Coq, Slaba specifikace,
Silna specifikace, Insertion sort, Merge
sort, Korektnost algoritmu

Vedouci: Ing. Matéj Dostal, Ph.D.

vi

Abstract

The development of software that is not
only functional but also formally provably
correct is a key challenge in computer sci-
ence. This bachelor’s thesis focuses on
the formal verification of algorithm cor-
rectness using the Coq proof assistant and
the Gallina language. After an initial ex-
amination of theoretical foundations and
the significance of strong type systems,
two sorting algorithms, Insertion sort and
Merge sort, are implemented in Coq.

Formal proofs of their correctness are
conducted and compared with classical
methods of verification. The use of Coq
provides a high level of certainty regarding
the correctness of implementation, which
is crucial for critical applications. On the
other hand, classical methods of verifica-
tion offer a deeper insight into algorithmic
principles.

This work contributes to a better un-
derstanding of formal methods in software
engineering and demonstrates their prac-
tical application.

Keywords: Coq, Weak specification,
Strong specification, Insertion sort,
Merge sort, Algorithm correctness

Title translation: Dependent Types
and Specification in Type Theory
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Kapitola 1
Uvod

Vyvoj softwaru, ktery je nejen funkéni, ale i formalné prokazatelné korektni,
predstavuje klicovou vyzvu v oblasti informatiky. Otédzka, jak takovy software
vyvinout, je relevantni jak v teoretické, tak v praktické informatice. V praxi
se setkdvame s fadou metod, které nam umoznuji ovérit korektnost softwaru,
silnym typovym systémem. Tento typovy systém ndm umozinuje nejen specifi-
kovat chovani programu, ale také formélné dokazat, ze dany program spliuje
pozadovanou specifikaci.

Tato prace se zaméruje na formalni dokazovani korektnosti pomoci du-
kazového asistenta Coq s jazykem Gallina, ktery spliuje vSechny zminéné
vlastnosti. Nauc¢ime se pracovat s timto dikazovym asistentem, jeho jazykem
a taktikami. Sezndmime se se zakladnimi metodami specifikace programu,
konkrétné slabou a silnou specifikaci, a nasledné aplikujeme jednu z metod
na konkrétni algoritmy.

Konkrétné v této praci implementujeme dva algoritmy, a to Insertion
sort a Merge sort. Provedeme formalni diikaz jejich korektnosti v Coqu a
formélni ditkaz jejich korektnosti klasicky a ukazeme rozdilny piistup v téchto
dikazech.






Kapitola 2
Uvod do Coq

Coq je interaktivni dikazovy asistent, ktery je zalozen na teorii zavislych
typl a patfi mezi nejmocnéjsi nastroje pro formélni verifikaci. Jeho prostiedi
umoznuje vytvaret a ovérovat formalni matematické dikazy a programy,
pricemz prace probiha ve funkciondlnim jazyce Gallina. Coq nabizi sirokou
skalu funkci pro praci s dikazy a podporuje interaktivni dokazovani, au-
tomatizované techniky dokazovani a extrakci ovéreného kédu do riznych
programovacich jazyki, jako jsou OCaml, Haskell nebo Scheme. Pouziva se
pri formalnim ovérovani softwaru, formulaci matematickych tvrzeni a vyuce
formalni logiky a teorie dliikazt.

Kvili témto vlastnostem jsme si k dokazéni korektnosti fadicich algoritmit
v této préaci vybrali pravé Coq.

V této kapitole si ukazeme praci v Coqu. Predvedeme si definice typu a
funkci, zavadéni lemmat, obecnou strukturu dikazt a zdkladni taktiky jejich
dokazovani [CP24, [App23].

Ve standardni knihovné Coqu nalezneme jiz zadefinované typy jako jsou
booleany, seznamy nebo prirozend ¢isla. Pojdme si ale ukézat, jak takova
definice vypada. Induktivné si zadefinujeme boolean.

Inductive bool : Type :=
| true
| false.

Typ se jmenuje bool a jeho Cleny jsou false a true. Nyni si zadefinujeme
néjakou funkci, ktera pracuje s definici bool.

Definition negb (b:bool) : bool :=
match b with
| true => false
| false => true
end.

Funkce negb je klasické negace, kterd pro vstup true vrati false a naopak.

Typ argumentu funkce a typ navratové hodnoty jsou explicitné uvedeny. Coq
je ale dost chytry na to, aby tyto typy uhodl. V téle funkce vidime slova
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2. Uvod do Coq

match a with, ktera indikuji pattern matching. Koukdme pak na proménnou
b a zjistujeme, kterym konstruktorem svého typu vznikla. Podle prislusné
vétve vrati funkce ptikaz za Sipkou.

Nyni novou funkci pouzijeme v prikladech. Muzeme pro to pouzit klicové
slovo Compute a vyraz spocita.

Compute (negb true).

Po evaluaci dostaneme vypis false, jak jsme oCekavali.

= false
bool

Priklady mtzeme psat i s klicovym slovem Example. V takovém pripadé
vzdy piseme, ¢emu ocekdvame, ze se dany vyraz rovnd, a poté takové tvrzeni
musime i dokazat.

Example test negb false:

(negb (negb false)) = false.
Proof.

simpl. reflexivity.
Qed.

Kazdy prikaz v Coqu kondi teckou, at uz je to definice funkce zacinajici
slovem Definition, nebo induktivni definice typu Inductive. VSimnéme si,
7e 1 Example a Compute konéi teckou jako kazdy jiny prikaz.

Kazdy dtkaz v Coqu zaciné klicCovym slovem Proof a konci slovem Qed.
Obé tato slova jsou prikazy a musi tedy za nimi byt tecka. Slovo Proof
znaci zacatek dikazu. V levé Casti prostiedi se nam zobrazi cil, ktery musime
dokéazat.

1 goal
(1/1)

negb (negb false) = false

Pouzijeme taktiku simpl, kterou Coq zjednodusi vSechny vyrazy v cili.
Dokazovani v Coqu nefunguje stejné jako na papife, kdy mame jeden cil,
ktery se neméni a pomoci rovnic rovnic, implikaci a tivah se dobereme k
onomu cili. Zde se cil v pribéhu dikazu méni podle toho, jaké taktiky jsme
pouzili. Po pouziti taktiky simpl se vyraz negb (negb false) zjednodusi
na vyraz false.

1 goal
(1/1)

false = false

Poté pouzijeme taktiku reflexivity, ¢cimz dokazeme cil. Jelikoz tohle byl
nas jediny cil, dokézali jsme vSe, co jsme chtéli dokazat. Taktika reflexivity
je diikaz reflexivity ekvivalence rovna se, tedy klasicka reflexivita, kterou
zname. Pouzivame ji k dikazu rovnosti dvou vyrazu.
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2. Uvod do Coq

No more goals.

Dtkaz zakonc¢ime prikazem Qed. a leva ¢ast, kde jsme sledovali prubéh
dtkazu, se vyprazdni.

Zadefinujme si prirozenda cisla. Nule odpovidé 0, jedni¢ce S 0, dvojce
S (S 0) a tak déle.

Inductive nat : Type :=
| O
| S (n : nat).

Zadefinujme si funkci plus. Jelikoz ji budeme definovat rekurzivné, pouzi-
jeme kli¢ové slovo Fixpoint, které na tuto skutec¢nost upozornuje.

Fixpoint plus (n : nat) (m : nat) : nat
match n with
| 0 ==m
| Sn' =>5S (plus n' m)
end.

Muzeme se podivat, jakého typu je funkce plus pomoci piikazu Check plus..

Check plus.

plus
nat -> nat -> nat

Funkce plus je funkce o dvou agrumentech typu prirozené ¢islo, v Coqu
nat, kterd vraci jedno prirozené ¢islo. Funkci plus nevnimame jako funkci,
ale jako binarni operaci. Muzeme zavést notaci, kterd se bude podobat zapisu,
na ktery jsme s ¢isly zvykli. Poté nebudeme muset plus pouzivat s prefixnim
clovéku nelibym zapisem, ale s infixnim ndm prirozenym.

Notation "x + y" := (plus x y).

Compute (plus 4 5). Compute (4 + 5).

Kromeé prikladt mtizeme v Coqu definovat i lemmata a teorémy. Zadefinujme
si teorém o s¢itani dvou ¢isel a ukazme si dalsi dilezité taktiky.

Theorem plus_id example : forall n m:nat,
n=m->
n+n=m+m.
Proof.
intros n m.
intros H.
rewrite -> H.
reflexivity. Qed.



2. Uvod do Coq

Vsimnéme si klicového slova forall ktery odpovida logické znacce pro
vSechna. Teorém tedy 1ika, ze pro vSechna prirozend ¢isla n a m plati, ze pokud
se n rovna m, pak n + n se rovnd m + m. Tohle tvrzeni dokdzeme nasledovneé.
Oznacime pocatek dikazu.

1 goal
(1/1)
forallnm: nat, n=m->n+n=m+m

Pomoci taktiky intros n m zvolime libovolné pevné n a m a cil se ndm
zjednodusi. Tato taktika prevede vSechny predpoklady v cili do mista pro
predpoklady, a to nad c¢arou.

1 goal
n, m : nat
(1/1)

n=m->n+n=m+m

Takze kdyz ji pouzijeme podruhé, objevi je nam predpoklad H mezi ostat-
nimi predpoklady a zmizi z cile.

1 goal
n, m : nat
H.

(1/1)

Nyni pouzijeme taktiku rewrite -> H. Tato taktika nahradi veskeré vyskyty
levé strany v cili za pravou. Tedy nahradi kazdé n za m. Sipka doleva, ktera
strana se ma nahradit za kterou, jestli leva za pravou, ¢i pravé za levou. Pis-
meno H znaci, podle které rovnosti se bude nahrazovat. Mohli bychom totiz
pouzit rovnost definovanou v predem dokdzaném teorému nebo lemmatu.

1 goal
n, m: nat
H n=m

(1/1)

Cil se zase zménil a dale postupujeme s taktikami, které jiz zndmea dikaz
dokoncime.

Podme si zadefinovat dalsi teorém o dvojité negaci a ukazat si novou
taktiku.

Po taktice intros pouzijeme taktiku destruct. Tato taktika rozdéli cil
na tolik cili podle toho, jak mohlo vzniknout b. Proménna b mohla podle
definice boolu vzniknout pomoci jednoho z dvou konstruktori, tedy dvéma
zpusoby. Bud je b true, nebo false. Slovo eqn: zapiSe aktudlni rovnost
proménné b do predpokladil a pojmenuje ji E.

Prvni cil dokdzeme pomoci znamé reflexivity. Tato taktika je mnohem
mocnéjsi. Umi porovnévat dva vyrazy, i kdyz zrovna jesté nevypadaji stejné,

6



2. Uvod do Coq

Theorem negb involutive : forall b : bool,
negb (negb b) = b.
Proof.
intros b. destruct b eqn:E.
- reflexivity.
- reflexivity. Qed.

2 goals
b : bool
E : b= true
(1/2)
negb (negb true) = true
(2/2)

negb (negb false) = false

pokud se oba vyrazy daji zjednodusit tak, ze vypadaji stejné. Dokazali jsme
prvni cil.

1 goal
b : bool
E : b= false
(1/1)

negb (negb false) = false

Poté se presuneme do cile druhého. Vsimnéme si, ze predpoklad E se
zménil podle vétve, ve které se zrovna nachézime. Tento cil rovnéz dokazeme
reflexivitou. Oba cile jsme dokazali, zddné dalsi nemame, dikaz je hotov.

Nyni se podivime na dalsi taktiku a to induction. Tato taktika funguje
podobné jako predchozi taktika. Rozdéli cil na tolik cili, jako je konstruktort
v definici typu proménné, podle které se indukuje.

Theorem add 0 r : forall n:nat, n + 0 = n.

Proof.
intros n. induction n as [| n' IHn'].
- reflexivity.

- simpl. rewrite -> IHn'. reflexivity. Qed.

Dale funguje tak, jak byste si predstavovali, ze funguje klasicka indukce. Pro-
ménnou n v cilich nahradi vyrazem podle prislusného konstruktoru. Pricemz
v posledni vétvi prida do predpoklada induktivni predpoklad.

2 goals
(1/2)

(2/2)

Tato taktika je silnéjsi nez destruct pravé o indukéni predpoklad, bez kte-
rého bychom cil nedokazali. Cil nasledné zjednodusime a pouzijeme indukéni
predpoklad taktikou rewrite.



2. Uvod do Coq

1 goal
n' : nat
IHnh' : n' + @ = n'
(1/1)

Sn"+0=5n'

Dalsi taktiku, kterou si zde zminime, je taktika apply H. Na prvni pohled
by se mohla plést s taktikou rewrite, kterd nahrazuje vyskyty vyrazu a
za vyraz b z predpokladu nebo jiz dokdzaného lemmatu. Nasledné pak ale
musime pouzit taktiku reflexivity. Taktika apply, jak se sama preklada,
pouzije predpoklad nebo jiz dokdzané lemma H na cil a tim jej dokaze.

Theorem sillyl : forall (n m : nat),
n=m=->n=m.

Proof.
intros n m eq.
apply eq. Qed.

Podivejme se na pouziti taktiky apply zde. Po zavedeni n, m a pfedpokladu
eq se v cili objevi vyraz stejny jako je eq. Tim, ze madme v ruce predpoklad
eq, tak mame v ruce jeho dukaz. A ten ted mizeme pouzit k dokazani cile
tim Ze napiseme piikaz apply eq.

1 goal
n, m : nat
eq : h=m
(1/1)

n=m

Predstavme si, ze zname néjaké jiz dokdzané lemma a chtéli bychom ho
pouzit k dikazu cile. Problém je v tom, Ze v cili mame rovnost naopak, nez v
lemmatu. Tento problém snadno vyfesime taktikou symmetry, kterd rovnost
vyrazi x = y pfevede na vyraz y = x. Tato taktika se chova stejné, jak byste
predpokladali, a to jako symetrie ekvivalence rovnosti.

Dalsi dtlezitou taktikou je taktika unfold fce. Pokud ndm pri zjednodu-
Sovani vyrazu nepomuze taktika simpl, miize ndm pomoct taktika unfold.
Tato taktika, jak sama napovida, rozbali zminénou funkci fce a my tak
dostaneme moznost do ni nahlédnou a pouzit dalsi taktiky. Zvlasté se hodi v
pripadech, kdy se v rozbalené funkce objevi nerovnost, na kterou nasledné
budeme chtit pouzit destruct.

Vyrazy, které se objevuji v lemmatech, nemusi byt jen slozenim funkei a
implikaci. Jejich soucasti mohou i byt konjunkce a disjunkce. Pokud je tedy
cil konjunkei dvou vyrazli, pouzijeme taktiku split, ktera cil rozdéli na dva
cile. Kazdou vétev konjunkce pak budeme dokazovat zvlast.

Ani disjunkce néds neprekvapi, Zze bude fungovat tak, jak si predstavujeme.
Pokud v cili uvidime disjunkci dvou vyrazi, mtzeme si vybrat, ktery z
nich dokézeme. Bud pravy, a to pouzijeme taktiku right, a nebo levy, a
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2. Uvod do Coq

to analogicky pouzijeme taktiku left. Cil se ndm néasledné zjednodusi na
vybrany vyraz a mizeme pokracovat v dokazovani.

Dalsi dulezitou a jisté vitanou taktikou je taktika 1ia. Tato taktika je velmi
chytrd a udéla spoustu prace, kterou bychom dokazovali velmi zdlouhavé
a krkolomné, udéld za nds. Slovo lia je zkratkou pro linedrni aritmetiku.
Taktika pracuje s celymi a prirozenymi ¢ily, s rovnostmi a nerovnostmi,
s¢itanim a od¢itam, s negaci, s ndsobenim malym ¢islem a obcas i s konjunkei,
disjunkci a ekvivalenci.

Takze pokud se ndm predpokladech objevi spousta nerovnosti, které spolu
souviseji, a v cili také nejaka nerovnost, pouzijeme taktiku lia.

Taktiky nemusime pouzivat jen na cil. Casto je potieba zjednodusit pred-
poklad, abychom jej pfevedli na vyraz, ktery se ndm hodi. K tomu pouzijeme
kli¢ové slovo in, naptilad takto apply H in H2. Timto jsme fekli, ze appli-
kujeme predpoklad H na predpoklad H2.

Jelikoz se v této praci budeme vénovat feznim seznami, ukazeme si jak
jsou seznamy definované zakladni knihovné Coqu.

Inductive natlist : Type :=
| nil
| cons (n : nat) (1l : natlist).

Seznam je definovany induktivné tak, Ze senzam je bud prazdny seznam,
nebo slozeni ¢isla a seznamu. Klicové slovo cons predstavuje ono slozeni.
Abychom mohli znadit seznamy ndm znamym zptisobem a nemuseli pouzivat
zapis z definice cons (cons 4 (cons 6 (cons 2 nil))), zavedeme si dvé
notace.

Notation "x :: 1" := (cons x 1)
(at level 60, right associativity).

Slova at level a right associativity znac¢i Coqu, jak se k nim ma
chovat prekladac. Tyto anotace bychom mohli prirovnat k informacim, které
znédme o prednostech v matematice. Prvek x bychom mohli oznacit za head a
seznam 1 za tail.

Notation "[ ]" := nil.
Tato notace znaci prazdny seznam tak, jak jsme zvykli.

Na zavér si zadefinujeme funkci app a jeji notaci. Tato rekurzivni funkce
nam umoznuje skladat dva seznamy za sebe, nebo spojovat dva seznamy v
jeden.

Skladat za sebe muzeme i vice seznamt, naptriklad 11 ++ 12 ++ 13. Ve
skutecnosti se vzdy spolu skladaji pouze dva seznamy diky asociativité.
Vysledny seznam 1 slozeny z 12 a 13 se poté slozi se seznamem 11.



2. Uvod do Coq

Fixpoint app (11 12 :

natlist) : natlist :=
match 11 with
| nil = 12
| h:: t=nh:: (app t 12)
end.
Notation "x ++ y" := (app X y)

(right associativity, at level 60).
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Kapitola 3

Radici algoritmy Insertion sort a Merge
sort a jejich korektnost
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3. Radicf algoritmy Insertion sort a Merge sort a jejich korektnost

B 3.1 zakladni definice

Nez se do samotného dukazu pustime, zadefinujeme si par potirebnych véci,
se kterymi budeme v onom dtkazu pracovat. Na prvni pohled se muze zdat,
7e jsou tyto véci intuitivni, ale i tak je potreba je zadefinovat.

Zactneme definici seznamu. Méjme mnozninu A. Seznam prvkia z A je
kone¢nd posloupnost prvki z A, kterou znacime [a,, ay,as, ..., a, ], kde n € N.
Tento zapis budeme chapat tak, ze pro n = 0 budeme seznam znacit jako ||
a budeme mu tikat prazdny seznam. Pro n = 1 budeme seznam znacit jako
[a;] a budeme mu fikat jednoprvkovy seznam. Délka seznamu je n, budeme
znacit length | = n pro néjaky seznam I.

Multimnozina je zobrazeni M z mnoziny A do mnoziny prirozenych c¢isel N.

Uvedme si priklad: Méjme mnozinu A = {a,b,c} a M je multimnozina
takova, ze M : A — N, a plati a — 3, b — 0, ¢ — 1. Takovou multimnozinu
budeme znacit M ={a:3, b:0, ¢:1}.

Méjme multimnozinu E : A — N, kde F = {a: 0,b: 0,c: 0}. Zavedeme
notaci, ze vSechny prvky a, pro néz plati a — 0, do zédpisu multimnoziny psat
nebudeme. Budeme tedy psat E = {} a M = {a : 3, c¢: 1}. Multimnozinu F
a kazdou multimnozinu F' = {} budeme nazyvat prazdnou multimnozinou.

Zavedeme druhou notaci, a to takovou, ze vSechny prvky a, pro néz plati
a 1, v zapisu multimnoziny budeme jen jako a misto a : 1. Budeme tedy
psat M ={a: 3, c}.

Dvé multimnoziny M a N, kde N ={a:0, b:1, c: 2}, budeme scitat tak,
ze M+N={a:340,b:0+1, c:1+2}.

My si zadefinujeme elementy seznamu [, znaceno elems [, jako multimnozinu,
kde M nas bude informovat o tom, kolikrat se kazdy prvek z mnoziny prvkt
A vyskytuje v seznamu [.

Pro sjednoceni elementti dvou seznami [ a k plati vatah elems [ U elems k
= elems | + elems k.

Jelikoz se tu bavime o fadicich algoritmech, méli bychom si také zadefinovat,
co to znamens, kdy7 je seznam sefazeny, sorted. Reknéme, ze A = N. Seznam
[aq,...,a,] je sefazen, pokud je prazdny, nebo jednoprvkovy. Dale pokud plati
a; < a;;q pro kazdé prirozené ¢islo ¢ < n. Nebo a; < a; pro kazda prirozend
¢isla ¢ a j, pro kterd plati ¢ < j < mn.

Tyto dvé definice sefazenosti jsou navzajem ekvivaletni, proto v dikazech
budeme pouzivat vzdy tu, kterd se nam v dané chvili bude vice hodit. Ze
jsou tyto dvé definice navzajem ekvivaletni se d& jednoduse dokazat pomoci
tranzitivity.

Z obou definic sefazenosti vidime, ze prazdny a jednoprvkovy seznam je
vzdy sefazen.

Pro praci s pary si zadefinujeme dvé funkce, a to funkce left a right. Délaji
presné to, co byste od nich c¢ekali, a tedy, Ze osvobozuji levy a pravy prvek
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3.1. Zakladni definice

paru. Méjme tedy par r s prvky p a ¢. Jestlize par r = (p, ¢), potom
left r = left (p, q) = p a right r = right (p, q) = q.
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3. Radicf algoritmy Insertion sort a Merge sort a jejich korektnost

B 3.2 INSERTION SORT - diikaz korektnosti
algoritmu

Insertion sort je sortovaci (fadici) algoritmus vkladanim, ktery lze jedno-
duse implementovat a také ovérit. Avsak svou jednoduchost si kompenzuje
kvadratickou ¢asovou sloZitosti O(n?).

Algoritmus funguje tak, ze do sefazené posloupnosti prvku vlozi novy prvek
na spravné misto tak, aby nova posloupnost byla také sezazend. Zacina s
prazdnou posloupnosti, do které vlozi prvni prvek. Poté do nové posloupnosti
o prvaim prvku vlozi prvek druhy. A takto postupné vlozi do sefazené
poslupnosti vsechny prvky z puvodni neserazené posloupnosti.

V této sekci prace dokdzeme korektnost tohoto algoritmu matematicky:.

V nasem pripadé pouzijeme rekurzivni implementaci v jazyce Gallina,
jelikoz se podoba implementaci v posledni kapitole, kde v této podobé budeme
s algoritmem pracovat [Uni0§].

Fixpoint insert (i : nat) (1l : list nat) :=
match 1 with

[ [1 =>[1i]
| h :: t == if i <=? h then 1 :: h :: t else h :: insert i t
end.

Fixpoint sort (1l : list nat) : list nat :=
match 1 with
| [1 =>1[1
| h :: t == insert h (sort t)
end.

Insertion sort algoritmus pouziva pomocnou funkci insert, kterd vlozi prvek
do serazeného seznamu tak, ze vysledkem bude zase sezazeny seznam.

Funkce sort prochézi seznam prvek po prvku a seznam radi tim, ze vklada
prvek do sefazeného seznamu pomoci funkce insert.

Dokéazeme, ze se algoritmus chova korekné pro libovolny vstup, tedy ze
vysledny seznam bude sefazeny a bude obsahovat vsechny prvky jako seznam
do algoritmu vstupujici.

Diukaz rozdélime na dvé ¢asti, a to dikaz korektnosti funkce insert a dikaz
korektnosti funkce sort. Obé funkce jsou rekurzivni, a tak se nabizi dikaz
matematickou indukei.

Bl 3.2.1 Diikaz korektnosti funkce insert
Chceme dokéazat, ze pro libovolné prirozené cislo ¢ a pro libovolny seznam

prirozenych ¢isel [, ktery je sefazeny a ma délku n, plati, Ze vysledny seznam
insert i | je také sefazeny a obsahuje vSechny prvky seznamu [ a prvek e.
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3.2. INSERTION SORT - diikaz korektnosti algoritmu

Chceme tedy dokazat tvrzeni P(n) pro kazdé n > 0, kde

P(n) = Vseznam [, prvek e :
if sorted(l) A length(l) =n
then sorted(insert(e, 1)) A elems(insert(e, 1)) = elems(l) U {e}

Zakladni bod indukce: n =0
Chceme dokazat P(0), tedy

P(0) = Vseznam [, prvek e :
if sorted(l) A length(l) =0
then sorted(insert(e,)) A elems(insert(e,)) = elems(l) U {e}

Takovy seznam existuje pravé jediny, a to prazdny seznam /[/.
Necht tedy [ je pradny seznam [] a i je libovolné pfirozené ¢islo. Vime, Ze
prazdny seznam mé délku 0 a Ze je sefazeny.

Po evaluaci (vyhodnoceni) insert i [ dostaneme [ij.

Kazdy jednoprvkovy seznam je z definice sorted serazeny, takze i seznam
[i] je sefazeny, tedy insert i | je sefazeny.

Dale plati

elems(insert ¢ []) = elems([i]) = {i} = {i} UD = {i} U elems([]),

neboli insert i [] obsahuje prvky seznamu [] a prvek .
Timto jsme dokazali zédkladni krok indukce.

Induktivni krok: Nyni chceme dokézat, ze pokud plati P(n), pak plati i
P(n+1).
Predpokladejme, ze P(n) plati pro libovolné pevné n > 0. Tedy, ze plati

P(n) = Vseznam [, prvek e :

if sorted(l) A length(l) =n

then sorted(insert(e, 1)) A elems(insert(e,)) = elems(l) U {e}
pro libovolné pevné n > 0.

Chceme dokdzat, ze plati P(n+1), tedy

P(n+ 1) = Vseznam [, prvek e :
if sorted(l) A length(l) =n+1
then sorted(insert(e,)) A elems(insert(e,l)) = elems(l) U {e}
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3. Radicf algoritmy Insertion sort a Merge sort a jejich korektnost

Necht 7 je libovilné prirozené éislo a [ je libovolny seznam prirozenych éisel,
pro ktery plati sorted | a length | = n+1. Seznam [ mtzeme napsat jako h::t,
kde sorted t a length t = n, a muzeme Fict, Zze elems | = elems t U {h}.

Po evaluaci insert ¢ | dostaneme dva mozné vystupy podle toho, jakou
hodnotu vrati 7 < h.

Pojdme si tyto dva pripady rozebrat. Oznac¢me insert i [ jako s.

a)i<h
insert i | se evaluuje na i::h::t.

Pokud ¢ = [, pak | = [h] a insert i [ se evaluuje na i :: h. Jelikoz i < h, pak
z prvni definice sorted s; < s;.; pro kazdé prirozené ¢islo j < n, n = 2, tedy
J=1,s;=jas;; =hplati, ze s je sefazeny, tedy ze insert i | je sefazeny.

Necht ¢ neni prazdny seznam. Protoze [ je sefazeny, pak plati s; < s;.4
pro kazdé prirozené ¢islo j, kde 1 < j <n+ 2. Protoze i < h, pakis; < s;,;
pro j = 1. Seznam s je sefazeny, protoze plati s; < s;,; pro kazdé j <n + 2,
tedy insert i | je sefazeny.

Déle muzeme Tict, ze insert i [ obsahuje prvky seznamu [ a prvek i, protoze
elems (insert i 1) = elems i :: h::t = elems i :: 1 = {i} U elems [. Timto jsme
dokazali prvni mozny pripad.

b)i>h
insert 1 [ se evaluuje na h::insert ¢ t. Oznac¢me si insert i t jako r. Jelikoz plati
sorted t a length t = n, muzeme pouzit indukéni krok/nas predpoklad. Diky
nému muzeme Fict, ze plati sorted r a elems r = elems t U {i}.

Pokud ¢ = [, pak | = [h] a insert i | se evaluuje na h :: i. Jelikoz h < i, pak
z prvoi definice sorted plati s; < s;,, pro kazdé piirozené ¢islo j < n, kde
n =2 tedy j=1,s; =has; =1 Seznam h :: i je sefazeny, tedy insert i |
je sefazeny.

Necht ¢ neni prazdny seznam. Protoze r je serfazeny, plati s; < s,.; pro
kazdé prirozené ¢islo j, kde 1 < j < n + 2. Protoze h < ¢ a h <t pro kazdé
prirozené ¢islo k < n, pak plati h < r, pro kazdé k <n+ 1, tedy i h < rq,
coz v rei seznamu s znamend s; < s;.4 pro j = 1. Tedy muzeme Fict, Ze
seznam s je sefazeny, protoze plati s; < s, 4 pro kazdé j < n+ 2, tedy insert
i 1 je sefazeny.

Dale mizeme Tict, ze insert i | obsahuje prvky seznamu [ a prvek ¢, protoze
elems (insert i l) = elems (h :: insert i t) = elems h:: r= {h} U elems r =
={h} U elems t U {i} = {i} U {h} U elems t = {i} U elems I. Timto jsme
dokazali druhy mozny pripad.

Dokéazali jsme, ze plati P(n+1), pokud plati P(n). A jelikoz jsme dokazali,

ze plati P(0) a ze pokud P(n), pak P(n+1), tak jsme dokazali i P(n) pro pro
kazdé n > 0. A tedy jsme dokonéili cely dikaz korektnosti funkce insert.
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3.2. INSERTION SORT - diikaz korektnosti algoritmu

B 3.2.2 Diikaz korektnosti funkce sort

Chceme dokézat, ze pro libovolny seznam prirozenych ¢isel [, ktery je sefazeny,
plati, ze vysledny seznam sort [ je také serazeny a obsahuje vSechny prvky
seznamu /.

Chceme tedy dokazat tvrzeni P(n) pro kazdé n > 0, kde

P(n) =V seznam [ : if length | = n then sorted (sort [) A elems (sort [) = elems [

Zakladni bod indukce: n =0
Chceme dokazat P(0), tedy

P(0) =V seznam [ : if length | = 0 then sorted (sort [) A elems (sort [) = elems [

Takovy seznam existuje pravé jediny, a to prazdny seznam /[J.
Necht tedy [ je pradny seznam [|. Vime, ze [ ma délku 0.

Po evaluaci (vyhodnoceni) sort [/ dostaneme [/.

Kazdy prazdny seznam je z definice sorted serazeny, takze i seznam sort [
je serazeny.

Déle plati elems (sort 1) = elems (sort [[) = elems [| = elems I, neboli sort
/] obsahuje prvky seznamu [|.

Timto jsme dokazali zakladni krok indukce.

Induktivni krok: Nyni chceme dokézat, ze pokud plati P(n), pak plati i
P(n+1).
Predpokladejme, ze P(n) plati pro libovolné pevné n > 0. Tedy, Ze plati

P(n) =V seznam [ : if length [ = n then sorted (sort I) A elems (sort [) = elems [

pro libovolné pevné n > 0.
Chceme dokazat, ze plati P(n+1), tedy

P(n+1) =V seznam [ : if length | = n+1 then sorted (sort [) A elems (sort [) = elems [

Necht [ je libovolny seznam prirozenych ¢isel, pro ktery plati length | =
n+1. Seznam | miuzeme napsat jako h :: t, length t = n, a mizeme Fict, Ze
elems | = elems t U {h}.

Po evaluaci sort [ dostaneme insert h (sort t).

Protoze t je seznam s délkou n, tak z predpokladu P(n) plati, ze sort t je
sefazen a elems (sort t) = elems t.

7 dukazu korektnosti funkce insert vime, ze pokud mame sefazeny seznam
r s délkou n a prirozené cislo ¢, pak seznam insert ¢ r je sefazen a plati, ze
elems (insert i r) = {i} U elems r.

Zvolme tedy r = sort t a i = h, pak insert h (sort t) je taky sefazen a plati,
ze elems (sort 1) = elems (insert h (sortt)) = {h} U elems (sortt) = {h} U elems t
= elems .
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3. Radicf algoritmy Insertion sort a Merge sort a jejich korektnost

Dokazali jsme, ze plati P(n+1), pokud plati P(n). A jelikoz jsme dokazali,
ze plati P(0) a ze pokud P(n), pak P(n+1), tak jsme dokazali i P(n) pro pro
kazdé n > 0. A tedy jsme dokoncili cely diikaz korektnosti funkce sort.

A timto jsme dokazali korektnost algoritmu insertion sort.
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3.3. MERGE SORT - diikaz korektnosti algoritmu

. 3.3 MERGE SORT - diikaz korektnosti algoritmu

Merge sort je radici algoritmus, ktery pouziva strategii "rozdél a panuj”. Jeho
stabilni ¢asova slozitost je O(nlogn), coz z néj déla efektivni algoritmus a
tedy jasnou volbu pri razeni velkych seznamt dat.

Algoritmus funguje tak, ze neserazeny seznam rozdéli na dva mensi seznamy,
které budou serazené, a ty nasledné slou¢i do jednoho sefazeného seznamu.
N zacatku rekurzivné rozdéli puvodni seznam na dva mensi seznamy, které
rozdéli na dva mensi seznamy, které zase rozdéli na dva mensi seznamy, dokud
nejsou seznamy jednoprvkové. Dva jednoprvkové seznamy slouéi do setazeného
dvouprvkového seznamu. Takhle postupné slucuje sefazené seznamy, dokud
vSechny mensi seznamy neslouéi do jednoho vysledného sefazeného seznamu.

V nasem pripadé, stejné jako u insertion sortu, pouzijeme rekurzivni pseu-
doimplementaci podobnou implementaci v jazyce Gallina, jelikoz se podoba
implementaci v posledni kapitole, kde v této podobé budeme s algoritmem
pracovat |(UI20al |(UI20b].

Fixpoint split {X:Type} (l:list X) : (list X * list X) :=
match 1 with
| [1 => ([1,11)
| [x] == ([x],[1)
| xT::x2:: 1" =>
let (11,12) := split 1' in
(x1::11,x2::12)
end.

Fixpoint merge 11 12 {struct 11} :=
let fix merge aux 12 :=
match 11, 12 with

| 11, _ =12
| ., 1 =1
| al::11', a2::12' =>
if al <=? a2 then al :: merge 11' 12 else a2 :: merge aux 12'
end

in merge aux 12.

Function mergesort (1: list nat) {measure length 1} : 1list nat :=
match 1 with
| [1=>11
| [X] == [x]
|  => let (11,12) := split 1 in
merge (mergesort 11) (mergesort 12)
end.

Merge sort algoritmus pouziva pomocnou funkci split, kterd rozdéli seznam
na dva mensi seznamy tak podle vypocitené délky m.

Funkce merge slouc¢i dva sefazené seznamy tak, ze vysledny seznam bude
zase serazeny tim, ze porovnava prvni prvky obou seznamil a postupné tvori
sefazeny seznam.

Funkce mergesort seradi vstupni seznam tim, Ze jej rozdéli na dva mensi
seznamy pomoci fnkce split, na které zavola sebe sama, aby mensi seznamy
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3. Radicf algoritmy Insertion sort a Merge sort a jejich korektnost

zase rozdélila, dokud nebudou jednoprvkové. Poté na dvojice jednoprvkovych
seznamu zavola funkci merge, ktera dva malé seznamy slouci v jeden vétsi. Na
dva vétsi seznamy, které byly vytvoreny pomoci funkce merge, se zase zavola
funkce merge a vytvori jeden jesté vétsi seznam, dokud rekurze neprobubla
zpét a my nedostaneme vysledny nejvétsi sefazeny seznam.

Dokéazeme, ze se algoritmus chova korekné pro libovolny vstup, tedy ze
vysledny seznam bude sefazeny a bude obsahovat vsechny prvky jako seznam
do algoritmu vstupujici.

Dukaz rozdélime na tii ¢asti, a to dukaz korektnosti funkce split, dukaz
korektnosti funkce merge a dikaz korektnosti funkce mergesort. Dvé posledni
funkce jsou rekurzivni, a tak se zase nabizi diikkaz matematickou indukei.

B 3.3.1 Diikaz korektnosti funkce split

Chceme dokézat, ze pro libovolny seznam [ s délkou n plati, ze elems | =
elems (right (split 1)) U elems (left (split 1)).

Chceme dokazat tvrzeni P(n) pro kazdé n > 0, kde

P(n) =V seznam [ :
if lengthl=n
then elems (left (split [)) U elems (right (split [)) = elems [

Necht I je seznam délky n > 0. Pak podle algoritmu se m = [§]. Plati, Ze
m<mnpron=1{0,1} am <npron>2.

Pron=0sel=1[am=0.Atedy l; = [ly,....0], tedy I, =[], a
ly = [lys s L], tedy také I, = []. Plati, ze elems (left (split 1)) U elems (right
(split 1)) = elems I, U elems I, = elems [] U elems [[ =0 U O =0 = elems
[] = elems .

Pron=1sem=1al=1[4]. A tedy l; = [ly,....04], tedy I, = [l;], a
ly = [lg, ..., 11], tedy 1 = []. Plati, ze elems (left (split 1)) U elems (right (split
1)) = elems l; U elems l, = elems [l;] U elems [] = elems [l;] U O = elems
[l,] = elems L.

Pron >2sem = [§]al=[l,. 1] Atedy l; = [l;,...],,] al, =
lyps1s o lp). Seznamy [, a l, obsahuji alespon jeden prvek. Plati, ze elems
(left (split 1)) U elems (right (split 1)) = elems I, U elems l, = {l,...,1,,} U
{lits by} = {1, .0, =elems [l;, ..., 1] = elems .

Timto jsme dokazali platnost P(n) pro libovolné n > 0. A tedy jsme
dokoncili cely dikaz korektnosti funkce split.
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3.3. MERGE SORT - diikaz korektnosti algoritmu

B 3.3.2 Diikaz korektnosti funkce merge

Chceme dokazat, ze pro dva libovolné seznamy prirozenych cisel [ a [y, které
jsou oba sefazené a maji délky m a n, plati, ze vysledny seznam merge [, I,
je také sefazeny a obsahuje vsechny prvky seznamu [; a seznamu .

Chceme dokéazat tvrzeni P(n) pro kazdé n > 0, kde

P(m,n) =V seznam [y, [, :
if length [ =m A length [, =n A sorted I; A sorted [,

then sorted (merge l1l5) A elems (merge l;1,) = elems [; U elems [,

Prvni zékladni krok indukce: pro m = 0 a pro libovolné n
Chceme tedy dokézat P(0, n), kde

P(0,n) =V seznam Iy, 1, :
if length [; =0 A length [, =n A sorted {; A sorted [,

then sorted (merge [1l5) A elems (merge l;l,) = elems [; U elems [,

Takovy seznam délky 0 existuje pravé jediny, a to prazdny seznam [].
Necht tedy [, je prazdny seznam [] délky 0 a I, je libovolny sefazeny seznam
délky n. Z definice sorted vime, ze prazdny seznam je sefazeny a tedy i [y.

Po evaluaci merge [] I, dostaneme [,.

Protoze jsme predpoklddali, Ze [, je sefazen, je tedy sefazen i merge [| I, a
tedy i merge l; 1.

Déle plati elems (merge I, 1,) = elems (merge [] l,) = elems l, = elems I,
U0 = elems I, U elems [| = elems I, U elems [;.

Timto jsme dokézali prvni zdkladni krok indukce P(0, n).

Druhy zakladni krok indukce: pro libovolné m a pron =0
Chceme tedy dokazat P(m, 0), kde

P(m,0) =V seznam [y, :
if length I =m A length [, =0 A sorted [; A sorted [,

then sorted (merge l1l5) A elems (merge l,1,) = elems [; U elems [,

Takovy seznam délky 0 existuje pravé jediny, a to prazdny seznam [].
Necht tedy I, je prazdny seznam [] délky 0 a [, je libovolny sefazeny seznam
délky m. Z definice sorted vime, ze prazdny seznam je sefazeny a tedy i l,.

Po evaluaci merge [, [] dostaneme ;.
Protoze jsme predpokladali, Ze I, je sefazen, je tedy sefazen i merge [, [| a
tedy i merge l; 1.
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3. Radicf algoritmy Insertion sort a Merge sort a jejich korektnost

Déle plati elems (merge l; l,) = elems (merge I, []) = elems |, = elems [,
U0 = elems 1, U elems [|] = elems |} U elems I,.
Timto jsme dokézali druhy zékladni krok indukce P(m, 0).

Induktivni krok: Nyni chceme dokézat, ze pokud plati P(m+1, n) a P(m,
n+1), pak plati i P(m+1, n+1) pro libovolné pevné m > 0 a n > 0.

Predpokladejme, ze P(m+1, n) a P(m, n+1) plati pro libovolné pevné
m >0 an > 0. Tedy, ze plati

P(m+1,n) =V seznam [y, 1, :
if length [; =m+1 A length [, =n A sorted [; A sorted [,

then sorted (merge l1l5) A elems (merge ;1) = elems [; U elems [,

P(m,n+ 1) =V seznam [y, 1, :
if length Iy =m A lengthl, =n+1 A sorted [; A sorted [,

then sorted (merge l1l5) A elems (merge ;1) = elems [; U elems [,

pro libovolné pevné m > 0 a n > 0.

Chceme dokazat, ze plati P(m+1, n+1), kde

P(m+1,n+1) =V seznam [y, :
it length {; =m+1 A lengthl, =n+1 A sorted [; A sorted [,

then sorted (merge [;l5) A elems (merge [4ly) = elems [, U elems [,

Necht [, je libovolny sefazeny seznam pfirozenych cisel délky m + 1 a [, je
libovolny sefazeny seznam prirozenych cisel délky n + 1. Seznam [; muzeme
napsat jako aq :: [1, kde I} je sefazeny seznam délky m. Seznam [, muzeme
napsat jako a, :: 15, kde I} je sefazeny seznam délky n.

Po evaluaci merge I; |, dostaneme dva mozné vysputy podle toho, jak se
vyhodnoti a; < as.

Podme si tyto dva mozné pripady rozebrat.

Oznac¢me si merge [, [, jako .

a) a; <ay
merge l; 1, se evaluuje na a, ::merge Iy l,. Protoze ] je sefazeny seznam délky
m a l, je serazeny seznam délky n + 1, z predpokladu P(m, n+1) plati, ze
merge 1] l, je sefazen a elems (merge I 1) = elems ] U l,. Oznacme si merge
I Ik, jako r. Vime, ze délka r je m +n + 1.

Protoze r je sefazeny, plati s; < s;,; pro kazdé prirozené cislo j, kde
l<j<m+n+2 kde m+n+ 2 je délka seznamu s.
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3.3. MERGE SORT - diikaz korektnosti algoritmu

Protoze plati a; < ay a ay < l’zk pro kazdé ptirozené cislo & < n, protoze [,
je sefazeny, pak plati a; <, ., bro kazdé prirozené ¢islo k < n + 1. A protoze
zaroven plati a; < l’lk pro kazdé prirozené ¢islo k < m, protoze [, je sefazeny,
tak plati a; < r, pro kazdé prirozené Cislo k < m+n-+1. Tedyia; <7y, coz
v f'eCi seznamu s znamena s; < s;,4 pro j = 1. Tedy muzeme Fict, Ze seznam
s je serazeny, protoze plati s; < s;.4 pro kazdé j <m +n+ 2, tedy merge [,
l, je sefazeny.

Dale muzeme Fict, ze merge I I, obsahuje prvky seznamu /; a prvky seznamu
ly, protoze elems (merge l; l,) = elems (ay :: mergel] ly) = {a, } U elems (merge
L) = {a,} U elemsl] U elems l, = elems I, U elems I,.

Timto jsme dokazali prvni mozny pripad.

b) a, < a,
merge l; 1, se evaluuje na a,::merge I, . Protoze I}, je sefazeny seznam délky
n a l; je sefazeny seznam délky m + 1, z predpokladu P(m+1, n) plati, ze
merge l; I je sefazen a elems (merge l; l;) = elems I, U ;. Oznacme si merge
I, I jako r. Vime, ze délka r je m +n + 1.

Protoze r je sefazeny, plati s; < s;,; pro kazdé prirozené cislo j, kde
l<j<m+n+2 kde m+n+ 2 je délka seznamu s.

Protoze plati ay < a; a a; < l/lk pro kazdé prirozené ¢islo k < m, protoze
l, je sefazeny, pak plati a, < [y , bro kazdé prirozené ¢islo kK < m + 1. A
protoze zaroven plati a, <[, ., Pro kazdé prirozené cislo k < n, protoze [, je
sefazeny, tak plati ay < r, pro kazdé prirozené ¢islo k < m +n+ 1. Tedy i
ay <1y, coz v Ieci seznamu s znamend s; < s;.; pro j = 1. Tedy mizeme
fict, ze seznam s je serazeny, protoze plati s; < s, ; pro kazdé j <m+n+2,
tedy merge I, I, je sefazeny.

Dale mtzeme Fict, ze merge lj I, obsahuje prvky seznamu /; a prvky seznamu
ly, protoze elems (merge l; l,) = elems (a, :: merge l; l5) = {a, } U elems (merge
L )= {ay} U elemsl; U elems I, = elems I, U elems [,.

Timto jsme dokazali druhy mozny pripad.

Dokazali jsme, ze plati P(m+1,n+1), pokud plati P(m+1,n) a P(m,n+1).
A jelikoz jsme dokézali, ze plati P(0,n), P(m,0) a ze pokud P(m+1,n) a

P(m,n+1), pak P(m,n+1), tak jsme dokazali i P(m,n). A tedy jsme dokoncili
cely dikaz korektnosti funkce merge.

B 3.3.3 Diikaz korektnosti funkce mergesort

Chceme dokézat, ze pro libovolny seznam prirozenych ¢isel [ s délkou n plati,
ze vysledny seznam mergesort [ je sefazeny a obsahuje vsechny prvky seznamu
l.

Chceme dokazat tvrzeni P(n) pro kazdé n > 0, kde
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3. Radicf algoritmy Insertion sort a Merge sort a jejich korektnost

P(n) =V seznam [ :
if lengthl=n

then sorted (mergesort [) A elems (mergesort [) = elems [

Prvni zakladni krok indukce: pron =0
Chceme tedy dokazat P(0), kde
P(0) =V seznam [ :
if length I=0
then sorted (mergesort [) A elems (mergesort [) = elems [

Takovy seznam existuje pravé jediny, a to prazdny seznam |[].
Necht tedy [ je prazdny seznam [| délky 0.

Po evaluaci mergesort [ dostaneme [].

Protoze prazdny seznam je podle definice sorted sefazen, je tedy sefazen i
mergesort [| a tedy i merge .

Déle plati elems (mergesort ) = elems (merge []) = elems [| = elems .

Timto jsme dokazali prvni zédkladni krok indukce P(0).

Druhy zakladni krok indukce: pron =1
Chceme tedy dokézat P(1), kde

P(1) =V seznam [ :

if lengthl=1

then sorted (mergesort [) A elems (mergesort [) = elems [

Necht tedy [ =i je jednoprvkovy seznam délky 1.

Po evaluaci mergesort [i] dostaneme [i].

Protoze kazdy jednoprvkovy seznam je podle definice sorted sefazen, je
tedy setazen i mergesort [i] a tedy i merge .

Déle plati elems (mergesort 1) = elems (mergesort [i]) = elems [i] = elems l.

Timto jsme dokazali druhy zakladni krok indukce P(1).

Induktivni krok: Nyni chceme dokazat, ze pokud plati P(k) pro kazdé k,
kde 0 < k < n, pak plati i P(n+1) pro libovolné pevné n > 0.
Predpokladejme, ze P(k) plati pro vSechna k, kde 1 < k < n. Tedy, Ze plati
P(k) =V seznam [ :
if length [ =k

then sorted (mergesort [) A elems (mergesort [) = elems [
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3.3. MERGE SORT - diikaz korektnosti algoritmu

pro kazdé k, kde 1 < k < n.

Chceme dokazat, ze plati P(n+1), kde

P(n+1) =V seznam [ :
if lengthl=n+1

then sorted (mergesort [) A elems (mergesort /) = elems [

kde n > 1.
Necht [ je libovolny sefazeny seznam prirozenych cisel délky n + 1.

Po evaluaci mergesort | dostaneme merge (mergesort (left (split 1)) mer-
gesort (right (split 1)).

Oznacme si left (split 1) jako 1y, right (split 1) jako Iy a merge (mergesort
Iy )(mergesort 1) jako s.

Z dtkazu funkce split miizeme o [, a [, Tict, ze elems [} U elems l, = elems L.
Déle mizeme Fict, ze délka Iy je [ a délka l, je n+1—([22]+1)+1, které
oznacime jako b a c. Platf, ze [%2] <n+lan+1—([22]+1)+1<n+1
pron > 1.

Protoze seznam [; ma délku b, o které vime, ze b < n + 1, coz miizeme
prepsat jako b < n, tak z predpokladu P(k), kde k = b, plati, ze mergesort I
je serazen a elems (mergesort ;) = elems ;. A protoze seznam [, ma délku c,
o které vime, Ze ¢ < n+ 1, coz muzeme prepsat jako ¢ < n, tak z predpokladu
P(k), kde k = ¢, plati, ze mergesort I, je sefazen a elems (mergesort l,) =
elems ly.

Z dtkazu funkce merge vime, ze pro kazdé dva sefazené seznamy k, a ky
délek m, a m, plati, Ze merge ky k, je sefazen a ze elems (merge ki ky) =
elems ky U elems ky. Zvolme tedy k; = mergesort I, a ky = mergesort l,. Pak
vime, Ze merge k; ko je setazeny, tedy ze merge (mergesort l;) (mergesort l,)
je sefazeny, tedy Ze merge (mergesort (left (split 1))) mergesort (right (split
1)) je setazeny.

Dale muzeme Tict, ze mergesort | obsahuje prvky seznamu [, protoze
elems (mergesort 1) = elems (merge (mergesort (left (split 1))) mergesort (right (splitl)))
= elems (merge (mergesort 1, ) (mergesortl,)) = elems (mergesort 1, ) U elems (mer-
gesort ly,) = elems I, U elems |, = elems L.

Dokézali jsme, ze plati P(n+1), pokud plati P(k) pro kazdé k, kde 1 < k < n.
A jelikoz jsme dokazali, ze plati P(0), P(1) a ze pokud P(k) pro kazdé k, kde
0 < k <mn, pak P(n+1), tak jsme dokazali i P(n) pro pro kazdé n > 0. A

tedy jsme dokoncili cely dikaz korektnosti funkce mergesort.

A timto jsme dokazali korektnost algoritmu merge sort.
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Kapitola 4

Specifikace algoritmu

V této kapitole se zamérime na koncept verifikovanych algoritmii a dva pristupy
k jejich specifikaci. Verifikované programy jsou funkce, které vykonavaji néjaky
vypocet a zarovén obsahuji dikaz o spravnosti tohoto vypoctu vzhledem k
dané specifikaci programu.

Popiseme si dva hlavni pristupy verifikace téchto funkci, slabou a silnou
specifikaci. Poté se zaméfime na slabou specifikaci fadicicth algoritmi a jeji
provedeni v Coqu. Definujeme si dané specifikace v Coqu a ukazeme si par
dulezitych knihovnich funkei, které budeme pozdéji pouzivat [BC13].

Predstavme si relaci R typu A — B — Prop. Déle chceme vytvorit funkci
f, kterd mapuje libovolny prvek a z A na prvek b z B tak, ze bude platit
R a b. Jak jsme jiz napovédéli, tuto funkci miizeme definovat a dokazat dvéma
zpusoby tak, ze bude splinovat danou specifikaci.

Prvni zptsob je definovat funkci f se slabou specifikaci a nasledné dokazat
potiebné teorémy a lemma. Tedy definujeme funkci f typu A — B s dokdZeme
lemma tvaru Va : A, Ra (f a).

Druhy zptsob je definovat funkci f se silnou specifikaci. Coz znamena, ze
typ této funkce piimo rikd, ze vstupem je prvek a typu A a vystupem je prvek
b typu B a dukaz, ze plati R a b. V tomto pristupu fikdme, Ze vytvaiime silné
definovanou funkci, kterd vaze vstupni prvek k vyslednému. Tuto vlastnost
ve slabé specifikaci dokazujeme dodatecné.

Nyni se podivame na slabou specifikaci radicich algoritmt. V této praci
budeme radit seznamy prirozenych cisel, a tedy obecné funkce radiciho algo-
ritmu F' bude typu list nat — list nat, kde list nat je typ seznam pfirozenych
&isel, jak jsme si uvadéli v kapitole Uvod do Coqu.

Od kazdé radici funkce F' chceme, aby vysledny seznam byl sefazeny a aby
obsahoval vsechny prvky o stejném poctu vyskyti jako seznam v argumentu
funkce.

Vlastnost byt serazeny v Coqu zadefinujeme nasledovné. Induktivni de-
finice sorted tikd, Ze seznam [ je sefazen, pokud je priazdny, nebo pokud
je jednoprvkovy, nebo pokud prvni dva prvky z a y spliuji relaci x < y a
seznam [ bez prvniho prvku z je také sefazen.

Druhou vlastnost, kterou jsme po radici funkci pozadovali, muzeme popsat
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4. Specifikace algoritmii

Inductive sorted : list nat -> Prop :=
| sorted nil
sorted []
| sorted 1 : forall x,
sorted [x]
| sorted cons : forall x y 1,
X <=y ->sorted (y :: 1) -> sorted (x :: y :: 1).

knihovnim typem Permutation. Je to vlastnost dvou seznamt, ktera je
popséna ¢tyrmi konstruktory. Jeden seznam je permutaci druhého, pokud jsou
oba prazdné. Pokud dva seznamy splnuji vlastnost Permutation, pak budou
tuto vlastnost splinovat i dva nové seznamy, které vznikli pridanim prvku x na
zacatek téchno seznami. Dva seznamy splnuji vlastnost Permutation, pokud
jsou stejné az na prohozeni prvnich dvou prvkia. A na zavér, pokud jsou ve
vztahu Permutation jeden a druhy seznam a zaroven druhy a treti seznam,
pak jsou ve vztahu Permutation i prvni a ttfeti seznam.

Po kratkém pozorovani vidime, Ze tato definice je uplnéd a Ze vlastnost
Permutation je opravdu permutace, jakou zname, a splnuje vSechny vlastnosti,
které bychom od permutce ocekavali.

Inductive Permutation {A : Type} : list A -> list A -> Prop :=
| perm nil : Permutation [] []
| perm skip : forall (x : A) (L 1' : list A),
Permutation 1 1' ->
Permutation (x :: 1) (x :: 1")
| perm swap : forall (x y : A) (1 : list A),
Permutation (y :: x :: 1) (x :: vy :: 1)

| perm trans : forall 1 1' 1'' : list A,
Permutation 1 1' ->
Permutation 1' 1'' -> Permutation 1 1'"'.

Véty o vyse definovanych vastnostech, které pozadujeme po tadici funkci
F, v Coqu definujeme takto.

Theorem F sorted: forall 1, sorted (F 1).
Theorem F perm: forall 1, Permutation 1 (F 1).

Po vytvoreni dukazu téchto dvou vét zadefinujeme vysledny teorém, ktery
shrnuje vSechny pozadavky na funkci F, ktery dokdzeme aplikaci téchto dvou
vét. Timto jsme dokéazali korenktnost radici funkce F' se slabou specifikaci.
Takovy teorém obecné zadefinujeme pro libovolnou funkci F. Pokud tento
teorém dokazeme, ukazeme, ze F'je radici algoritmus korektné definovany se
slabou specifikaci.

Definition is a sorting algorithm (f: list nat -> list nat) :=
forall al, Permutation al (f al) /\ sorted (f al).

V nésledujici kapitole budeme pouzivat knihovni lemmata tykajici se per-
mutaci a seznamt k dokazani korektnosti radicich algoritmiti. Pojdme si ukazat
definice nékolika z nich a jejich pouziti na jednoduchém prikladu.
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4. Specifikace algoritmi

Pokud si v diikazu nemtzeme vzpomenou na nazev knihovniho lemmatu,
které potrebujeme, mizeme pouzit klicové slovo Search a dostaneme vsechna
lemmata tykajici se hledaného slova.

Search Permutation.

Zde muzeme vidét hlavicky knihovnich lemmat, kterd budeme pouzivat v
dtikazech korektnosti radicich algoritm.

Permutation refl: forall [A : Type] (1 : list A), Permutation 1 1

Permutation_ app_comm:
forall [A : Type] (L 1' : list A), Permutation (L ++ 1') (1' ++ 1)

Permutation nil:
forall [A : Type] [l : list A], Permutation [] 1 -> 1 = []

Permutation nil cons:
forall [A : Type]l [l : list A] [x : A], ~ Permutation [] (x :: 1)

Permutation cons_inv:
forall [A : Type] [L 1' : list A] [a : A],
Permutation (a :: 1) (a :: 1') -> Permutation 1 1'

Permutation app_head:
forall [A : Type] (1 : list A) [tl tl' : list A],
Permutation tl tl1' -> Permutation (1 ++ tl) (1 ++ tl')

Permutation app:
forall [A : Typel [l m 1" m' : list A],
Permutation 1 1' ->
Permutation m m' -> Permutation (1L ++ m) (L' ++ m')

app_nil_r
: forall (A : Type) (1 : list A), 1L ++ [] =1

A zde miizeme vidét jejich pouziti. Kromé téchto lemmat budeme pouzivat
i konstruktory Permutation perm_skip, perm_swap a perm_trans, jak je
vidét v prikladu.
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4. Specifikace algoritmii

Example permut example: forall (a b: list nat),
Permutation (5 :: 6 :: a ++ b) ((5 :: b) ++ (6 :: a ++ [])).
Proof.
intros.
change (5 :: 6 :: a) with ([5] ++ [6] ++ a).
simpl.
apply perm_skip.
apply perm trans with (b ++ 6 :: a).
- replace (6 :: a ++ b) with ((6 :: a) ++ b).
+ apply Permutation_app comm.
+ apply app_comm_cons.
- apply Permutation app head.
apply perm_skip.
replace (a ++ []) with (a).
+ apply Permutation refl.
+ symmetry. apply app _nil r.
Qed.
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Kapitola b

Korektnost Insertion sortu a Merge sortu
v Coqu

V predchozich kapitolach jsme se naucili dokazovat v Coqu pomoci taktik,
zavedli jsme slabou specifikaci pro algoritmy a konkrétni specifikaci pro radici
algoritmy. Zadefinovali jsme vlastnosti v Coqu, které od radicich algoritmu
pozadujeme a ukazali si lemmata, kterd pouzijeme v dliikazu jejich korektnosti.
Dokézali jsme korektnost Insertion sortu a Merge sortu klasicky. Nyni mtzeme
vsechny tyto znalosti vyuzit a dokdzat korektnost zminénych dvou algoritmu
v Coqu a ukéazat rozdilny pristup oproti klasickému dokazovani.

Definujeme si taktitku bdestruct slozenou z vice taktik. Tato taktika funguje
jako destruct, ktery jsme si definovali v predeslé kapitole. Navic nahradi ves-
keré vyskyty destruovaného vyrazu za vyraz aktudlni, podle vétve destructu.
Také nahradi nerovnost v destructovaném vyrazu za booleovskou proménnou
podle vétve destructu.

Taktika inv je obdobné definovand, jako taktika bdestruct. Je definovana
na bézi taktiky inversion, ktera prevadi predpoklady do zakladnich tvaru.
Taktika inv navic vymaze z predpokladu ty, ketré jsou redundantni.

. 5.1 Insertion sort

Nejprve naimplementujme algoritmus Insertion sort. Pouzijeme implementaci
z knihy Software Foundantions, volume 3: verified functiobal algorithms.
Pokud bysme chtéli naimplementovat algoritmus sami, skoncili bychom s
indentickou implementaci. Logika jazyka Gallina by nas dovedla ke stejnému
cili [App23| BC13].

Nyni chceme dokazat, ze Insertion sort je korektné definovan. Tedy chceme
dokézat toto tvrzeni.

K dikazu tohoto tvrzeni budeme potiebovat dva dukazy, a to dikaz,
7e sort vraci serazeny seznam, a dukaz, ze vysledny seznam je permutaci
seznamu do funkce vstupujiciho.

Pojdme ale zacit poporadé.
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5. Korektnost Insertion sortu a Merge sortu v Coqu

Fixpoint insert (i : nat) (1l : list nat) :=
match 1 with

[ [1 =>[1i]
| h :: t == if i <=? h then 1 :: h :: t else h :: insert i t
end.

Fixpoint sort (1 : list nat) : list nat :=
match 1 with
| [1 =>1[1
| h :: t == insert h (sort t)
end.

Theorem insertion_sort correct:
is_a sorting_algorithm sort.

Nejprve dokazme vétu, kterd 1iké, ze pro kazdy prvek a a sefazeny seznam
[ plati, Ze seznam sorted (insert a 1) je taky sefazen.

Lemma insert sorted:
forall a 1, sorted 1 -> sorted (insert a 1).

Tuto vétu dokazeme indukci podle predpokladu sorted 1, ¢imz vzniknou
tTri cile. Prvni cil je trividlni a v dalsich dvou pouzijeme taktiku bdestruct
na nerovnosti prvki kvuli tomu, jak je sorted definovan. Poté aplikujeme
konstruktory sorted. Misto apply sorted_cons milzeme pouzit taktiku
constructor. Tato taktika aplikuje konstruktor stejné tak, jako kdybychom
napsali apply sorted_cons. Rozdil je v tom, Ze constructor dokaze najit
vhodny konstruktor a my si nemusime pamatovat nidzvy kazdého z nich.

Dale dokazeme stejné tvrzeni, ale pro funkci sort. Dikaz tohoto tvrzeni
bude kratsi, protoze jiz médme dokazano predeslou vétu, kterda ndm velmi
pomuze.

Theorem sort sorted: forall 1, sorted (sort 1).

Tuto vétu dokazeme indukci pres I, v prvni vétvi pouzijeme konstruktor a
ve druhé predeslou vétu a prepoklad.

Nyni dokazeme vétu, kterda mluvi o permutacich a funkci insert.

Lemma insert perm: forall x 1,
Permutation (x :: 1) (insert x 1).

Tuto vétu dokdzeme také indukei pres I. V prvni vétvi dikazu pouzijeme
lemma o permutacich zminované v predeslé kapitole. Ve druhé pouzijeme
bdestruct kvili implementaci sorted, ¢imz se nam druhé vétev rozpadne
na dvé. V obou pouzijeme lemmata o permutacich, konkrétné perm_trans.

S timto dokdzanym tvrzenim v rukavu se nam bude dokazovat tvrzeni o
sort a permutacich opét jednoduseji.
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5.2. Merge sort

Lemma insert _perm: forall x 1,
Permutation (x :: 1) (insert x 1).

Tuto vétu dokazeme opét indukci pres seznam [ a podobné jako v predeslém
dikazu pouzijeme perm_trans a predeslou vétu.

Jelikoz jsme dokdazali obé tvrzeni o funkci sort, pouzijeme tyto dvé tvr-
zeni k dikazu teorému insertion_sort_correct, ktery jsme zminili vyse.
Pouzijeme taktiku unfold a aplikujeme obé dokdzana tvrzeni. Timto jsme
dokézali teorém a tedy i korektnost funkce sort a tedy i korektnost algoritmu
Insertion sort se zminénou implementaci.

. 5.2 Merge sort

Stejné jako u Insertion sortu, i zde za¢neme implementaci algoritmu a po-
uzijeme tu z knihy Software Foundantions, volume 3: verified functiobal
algorithms. I zde, pokud bychom se pokouseli o vlastni implementaci, dobrali

bychom se podobné, ne-li stejné [App23), .

Fixpoint split {X:Type} (l:list X) : (list X * list X) :=
match 1 with
| [1 => ([1,11)
| [x] == ([x],[1)
| xT::x2::1" =>
let (11,12) := split 1' in
(x1::11,x2::12)
end.

Fixpoint merge 11 12 {struct 11} :=
let fix merge_aux 12 :=
match 11, 12 with

| [1, == 12
| ., [1==1
| al::11', a2::12' =>
if al <=? a2 then al :: merge 11' 12 else a2 :: merge aux 12'
end

in merge aux 12.

Function mergesort (1: list nat) {measure length 1} : 1list nat :=
match 1 with
| [1 => []
| [x] == [x]
| == let (11,12) := split 1 in
merge (mergesort 11) (mergesort 12)
end.

Vsimnéme si, Ze funkce mergesort zacina klicovym slovem Function. Tohle
klicové slovo v sobé ukryva vice funkcionalit nez klicové slovo Fixpoint.
Rekurzivni funkce mohou byt v Coqu zadefinovany pouze tehdy, pokud Coq
rozkli¢uje, ze argument, pres ktery se rekurze provadi, se s kazdym voldnim
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5. Korektnost Insertion sortu a Merge sortu v Coqu

funkce strukturalné zmensuje, a tedy, ze funkce nékdy skonéi, terminuje. To
se Coqu v nasi definici mergesort nepodaii a musime pouzit slovo Function,
které nam umoznuje Coqu specifikovat, ze [ se strukturdlné zmensuje. Coq
nam uveii, ale pozaduje po nas tohle tvrzeni dokazat. K tomu ale potirebujeme
lemma split_len.

K tomu, abychom lemma split_len dokézali, musime ucinit par krok.
Zadefinujme si novy indukéni princip.

Definition list ind2 principle:=
forall (A : Type) (P : list A -> Prop),
P[] ->
(forall (a:A), P [a]) -=>
(forall (a b : A) (L : list A), PL1L ->P (a :: b :: 1))
forall 1 : list A, P 1.

S timto indukénim principem si zadefinujeme nové lemma a dokazeme ho.

Lemma split len': list _ind2 principle ->
forall {X} (l:list X) (11 12: list X),
split 1L = (11,12) -=>
length 11 <= length 1 /\
length 12 <= length 1.

Pouzijeme unfold na nové definovany indukéni princip a pouzijeme ho v
indukci podle seznamu .

Lemma split_len' se nam podarilo dokazat, ale musime jesté dokazat jiz
zadefinovany indukéni princip, dokédZeme ho definici funkce 1ist_ind2, kterd
popisuje, jak se ma indukéni princip provadét.

S timto dliikazem muizeme konecné zadefinovat a dokazat lemma split_len.

Lemma split len: forall {X} (l:list X) (11 12: list X),
split 1 = (11,12) ->
length 11 <= length 1 /\
length 12 <= length 1.

Dokéazeme ho aplikaci lemmatu split_len' a funkce indukéntho principu
list_ind2.

Nyni pouzijeme dokazané lemma split_len v dikazu terminace funkce
mergesort. Dikaz sestava ze dvou Casti, a to z diikazu, ve kterém ukazu-
jeme, ze seznam 11, vznikly z split 1, je kratsi nez ptuvodni seznam 1, a z
analogického diikazu, ve kterém ukazujeme, Ze seznam 12, vznikly z split 1,
je kratsi nez ptivodni seznam 1.

Ted kdyz jsme spravné zadefinovali vsechny funkce algoritmu Merge sort,
muzeme dokézat, ze je algoritmus s nasi implementaci korektné definovan. K
tomu potrebujeme dokazat toto tvrzeni.
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5.2. Merge sort

Theorem mergesort_correct:
is _a sorting_algorithm mergesort.

Zac¢néme ditkkazem lemmatu sorted_mergel, které budeme potiebovat v
nasledujicim dukazu.

Lemma sorted mergel : forall x x1 11 x2 12,
X <= X1 -> X <= X2 ->
sorted (merge (x1::11) (x2::12)) ->
sorted (x :: merge (x1::11) (x2::12)).

Tohle lemma 1iké, ze pokud je prvek x mensi roven obéma prvim prvkam
v seznamech, ketré slucujeme a slouceni téchto dvou seznami je sefazeny
seznam, pak i spojeni onoho prvku x a serazeného seznamu je sefazeny seznam.
Dokazeme ho pouzitim bdestruct.

Nyni dokézané lemma pouzijeme v diikazu, ze funkce merge vrati sefazeny
seznam, pokud jeho dva vstupni agrumenty byly také sefazené seznamy.

Lemma sorted merge : forall 11, sorted 11 ->
forall 12, sorted 12 -=>
sorted (merge 11 12).

vvvvv

Lemma dokazeme indukci na seznamu /1, kde v kazdé vétvi indukce pouzijeme
indukci na seznamu [2. V kazdé vétvi pak pouzijeme bdestruct kvili definici
sorted. V jedné z vétvi pouzijeme taktiku inv a lemma sorted_mergel. V
dalsi vétvi pouzivame knihovni lemmata leb_correct a leb_correct_conv,
kterd prevadeéji vyrok s nerovnosti na rovnost mezi booleanem a funkci
vracejici boolean.

Daéle dokédzeme lemma mergesort_sorts, které 1ika, ze mergesort vraci
sefazeny seznam. Lemma dokazeme indukci na [ s indukénim principem,

Lemma mergesort sorts: forall 1, sorted (mergesort 1).

ktery je vygeneroval pti definici funkce mergesort. Pouzijeme piedeslé lemma
sorted_merge.

Nyni dokdzeme lemma tykajici se permutaci a funkce split. Lemma fika,
ze argument funkce split je permutaci spojeni seznami, které jsou jejimi
vystupy. Lemma dokazeme indukci podle [ za pouziti indukéniho principu

Lemma split perm : forall {X:Type} (1 11 12: list X),
split 1 = (11,12) -> Permutation 1 (11 ++ 12).

list_ind2. V kazdé vétvi pouzijeme taktiku inv a knihovni lemmata o
permutacich. V posledni vétvi pouzijeme jesté destruct na predpoklad a
pouzijeme mnoho knihovnich lemmat o permutacich.
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5. Korektnost Insertion sortu a Merge sortu v Coqu

Pravé dokdzané lemma pouzijeme v nasledujicim diikazu lemmatu merge_perm,
které analogicky tika, ze vysledny seznam funkce merge je permutaci spojeni
vstupnich seznamu. Dtkaz opét za¢neme indukci pred I1 a v kazdé vétvi

Lemma merge perm: forall (11 12: list nat),
Permutation (11 ++ 12) (merge 11 12).

pouzijeme indukci pres [2. Pouzijeme knihovni lemmata o permutacich a o
spojovani seznamu. Pouzijeme bdestruct a opét spoustu knihovnich lemmat.

V poslednim lemmatu mergesort_perm fikajicim, ze vstupni seznam je
permutaci vystupniho seznamu z funkce mergesort. Diikaz za¢neme indukci

Lemma mergesort perm: forall 1, Permutation 1 (mergesort 1).

na [ za pouziti vygenerovaného indukéniho principu mergesort_ind. Opét
pouzijeme spoustu knihovnich lemmat o permutacich.

Jelikoz jsme dokazali obé tvrzeni o funkci mergesort, pouzijeme tyto dvé
tvrzeni k dikazu teorému insertion_sort_correct, ktery jsme zminili vyse.
Pouzijeme taktiku unfold a aplikujeme obé dokdzana tvrzeni. Timto jsme
dokazali teorém a tedy i korektnost funkce mergesort a tedy i korektnost
algoritmu Merge sort se zminénou implementaci.
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Kapitola 6
Zaveér

Tato bakalarska prace se zamérila na problematiku forméalniho dokazovani
korektnosti softwaru. Pri vyvoji softwaru je klicové, aby software byl nejen
funkéni, ale také bylo korektné definované jeho chovani. To je dilezité u
spolehlivosti a bezpecnosti softwarovych systému. Prace se konkrétné zameé-
fila na vyuziti diikazového asistenta Coq a jazyka Gallina, které umoznuji
specifikovat chovani programu a formalné dokazovat jejich korektnost.

Béhem prace jsme se naudili pracovat s Cogem, jeho jazykem a taktikami,
a seznamili jsme se zakladni metody specifikace programu, a to slabou a
silnou specifikaci. Tyto znalosti jsme aplikovali na dva konkrétni algoritmy:
Insertion sort a Merge sort. Oba algoritmy byly implementovany v Coqu a
jejich korektnost byla formalné dokazana pomoci tohoto néstroje. Soucasné
jsme provedli formalni dikazy korektnosti téchto algoritmi klasicky, coz ndm
umoznilo porovnat rozdilné pristupy v dokazovani korektnosti.

Vysledky této prace ukazuji, ze pouziti dikazového asistenta Coq verifikuje
algoritmy bezchybné. Naproti tomu klasicka formalni verifikace neni jasné
definovana, protoze ji dokazuje ¢lovék svymi myslenkami. Casto se stava, Ze
spousta tvrzenich se formalné nedokazuje, protoze jsou zfejmé. Tato zfejma
tvrzeni nam Coq v dikazech neodpusti.

Prestoze jsou formdalni dikazy casto naroéné na cas a vyzaduji hluboké
porozumeéni matematickych koncepti, vysledkem nam jen bezchybny formalni
dikaz korektnosti.

Celkové tato prace prispéla k lepsimu porozuméni formalnich metod ve
vyvoji softwaru a ukazala praktické aplikace téchto metod na konkrétnich
algoritmech.

V budoucnu bychom mohli na tuto praci navazat a rozsitit ji o dukazy
korektnosti se silnou specifikaci a ukazat tuto metodu na slozitéjsich algo-
titmech nebo datovych strukturach, jako jsou vyhledavaci stromy a BFS A
DFS algoritmy.
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