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Abstrakt

Prace se zabyva kopulemi z pohledu je-
jich entropie. Nejprve jsou definovany kli-
cové pojmy. Nasledné je definovana op-
timaliza¢ni tloha, kterd je reSena, nej-
prve pro n-dimenzionalni interval, kde vy-
jde ,ze maximéalni entropie se nabyva pri
konstantni hustoté pravdépodobnosti. To
umozni zjednoduseni optimalizace spojité
ucelové funkce, entropie, na optimalizaci
diskrétnich prirastka entropie, konstant-
nich na jednotlivych obdélnicich (urce-
nych body, ve kterych zndme hodnotu
kopule). Déle je tato uloha Fesena pouze
pro dvourozmeérné kopule, a to pro obecny
prazdny obdélnik, na kterém zname jen
hodnoty kopule na jeho stranédch, a na né-
kolika dalsich prikladech, u kterych zname
nékteré hodnoty uvnitt stanoveného ob-
délniku.
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Abstract

The work deals with copulas from the
perspective of their entropy. First, key
notions are defined. Subsequently, an op-
timization problem is defined and solved,
initially for an n-dimensional interval,
where it is found that maximum entropy is
achieved with a constant probability den-
sity. This allows for the simplification of
optimizing the continuous objective func-
tion, entropy, to optimizing discrete en-
tropy increments, that are constant on
individual rectangles (determined by the
points where the value of the copula is
known). Furthermore, this problem is
solved only for two-dimensional copulas,
specifically for a general empty rectangle
where the values of the copula are known
only at its boundaries, and for several
other examples where some values within
the specified rectangle are known.
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Kapitola 1

Uvod

V této praci se budeme zabyvat kopulemi, jakozto néstrojem k vyjadreni
zavislosti dvou a vice nahodnych proménnych, konkrétné konstrukei kopuli
s maximalni entropii, pokud jiz zndme néjaké body, kterymi kopule prochazi.
Tento postup vede k nejlepsimu odhadu pro kopuli prochézejici danymi body,
z pohledu, Ze entropie udava miru informace a maximélni entropie znamena

vV

splnili omezujici podminky.

Tento pristup nebyl zatim hloubéji zkoumén, ale myslenka jako takova
je zminéna v [DNI17] a kopule v souvislosti s entropii jsou studovény i v
jinych ¢lancich, napriklad [PMD10], [PHB12]. Tyto ¢lanky se ovSem zabyvaji
tématem Uplné z jiného pohledu nez tato prace. Nejedna se o hlavni vyvo-
jovou vétev ve vyzkumu kopuli, ovSem jisté stoji za zkoumani, nebot stejny
pristup dal pfi studiu jedné ndhodné proménné vzniknout rovnomérnému
rozdéleni pro omezeny interval (a;b), exponencidlnimu rozdéleni pro interval
(0; 00) a normalnimu rozdéleni pro interval (—oo;00), bez kterych si dnes
pravdépodobnost, jako obor matematiky, nedovedeme predstavit.

Cilem préace je tedy prozkoumat, jak fesit optimaliza¢ni tilohu, kde tcelovou
funkci je entropie a omezujicimi podminkami jsou body, kterymi kopule
prochazi.






Kapitola 2

Teorie, zavedeni pojmi, definice

Jako prvni zavedeme par obecnych termini.

Definice 2.1. Jednotkovy interval budeme znacit I. Jedné se o uzavieny
interval mezi nulou a jednickou, tedy (0;1).

B 21 Pravdépodobnost

Zde zavedeme nékolik termint z pravdépodobnosti, protoze kopule s ni tizce
souvisi a tyto terminy a definice se budou déle hodit pri definovani kopuli
a popisu jejich vlastnosti. Tato kapitola pouzivd definice z [Was04]. Mé&jme
mnozinu ndhodnych elementéarnich jeva €2, o-algebru A definovanou na €2,
jevy A, B, ... € A.

Definice 2.2. Pravdépodobnost (pravdépodobnostni miru) P: A — (0, 1)
definujeme jako funkci, ktera spliuje

1. P(A)>0.

2. P(Q)=1.

3. Pokud jsou Ai, Ao, ... disjunktni, pak P {U Ai] =Y P[4
1=1 =1

7 toho je dale mozné odvodit napriklad
P[0]

P[A€]

0 < P[A]

Il
_ = O

)

— P[4], (2.1)

IN

Nésledujici odvozeni nejsou komplikovana a je mozné je najit v textech o mire
nebo pravdépodobnosti.



2. Teorie, zavedeni pojmii, definice

Definice 2.3. O jevech A a B fekneme, Ze jsou nezavislé, pokud plati
P[AnN B] = P[A]| P|B]. (2.2)

Daéle definujeme, ze mnozina nahodnych jevia {A; : ¢ € N} je nezavisla,

pokud plati
P[ﬂ Az} = [[ PIA/] (2.3)
1€J ieJ
pro vSechny koneéné podmnoziny J C N.

Definice 2.4. Ndhodna proménna je métitelné zobrazeni {2 — R. Dvojroz-
mérny ndhodny vektor je méfitelné zobrazeni ) — R2.

Definice 2.5. M¢jme ndhodnou proménnou X. Jeji distribuéni funkci Fx
definujeme jako
Fx(z) = P[X < x]. (2.4)

Definice 2.6. Rekneme, Ze ndhodné proménnéd X je spojitd, pokud existuje
nezapornd funkce fx takova, ze pro kazdé a a b realné plati

/b fx(@)de = Pla < X <. (2.5)

Funkci fx tikdme hustota pravdépodobnosti.

Definice 2.7. Necht (X,Y’) je ndhodny vektor. Jeho sdruzenou hustotu
pravdépodobnosti definujeme jako nezdpornou funkci f takovou, ze pro
jakoukoliv borelovskou mnozinu A C R x R

//A F(z,y)dA = P[(X,Y) € A]. (2.6)

Dale definujeme jeho marginalni hustoty pravdépodobnosti fx, fy jako

fx () =/Oo flz,y)dy,  fr(y) =/_O:O f(x,y)dz. (2.7)

— 00

Definice 2.8. K ndahodnému vektoru (X,Y’) z minulé definice je mozné najit
korespondujici marginalni rozdéleni F'x a Fy jako

Fx(2) = P[X < 2] = /_ ; Fx(@)dz = /_ ; /_ O:O fa,y)dyde,  (2.8)
a podobné
B =Py <= [ rwd= [ ["fepddy. 29

Definice 2.9. Rekneme, 7e ndhodné proménné X,Y jsou nezavislé, pokud
plati pro kazdé borelovské mnoziny A, B C R
P[X € A;Y € B]=P[X € A]P]Y € B]. (2.10)

S témito definicemi mame dostatecnou sadu néstroji k definici kopuli a
jejich zakladnich vlastnosti.



2.2. Kopule

B 22 Kopule

Protoze se celd préace zabyva kopulemi, je nezbytné si kopule definovat. Definice
a véty v této kapitole jsou prevzaty z [Nel06] a jsou provedeny pouze pro
kopule dvou proménnych.

Méjme intervaly S, = (az;bs) a Sy = (ay; by). Déle dvé ndhodné proménné
X a'Y, jejich distribu¢ni funkce F(x) = P[X < z] s definiénim oborem S, a
G(y) = PlY < y| s definiénim oborem S,. Jejich sdruzena distribu¢ni funkce
je H(z,y) = P[X < z;Y < y|s definiénim oborem S x S,. Tyto predpoklady
plati pro celou kapitolu.

Definice 2.10. O funkci H(z,y) fekneme, zZe je 2-rostouci na obdélniku
Sy x Sy, pokud plati

Yy, xo € (a1;01),Yy1, y2 € (az;b2) : H(z1,y1)—H (x2,y1)—H (21, y2)+H (x2,y2) > 0
(2.11)

Dvé poznamky k této definici jsou, Ze levou stranu je mozné napsat jako
druhou diferenci A72A¥ H funkce H. Déle, Ze to, Ze je funkce 2-rostouct,
nezarucuje, ze je rostouci v jednotlivych parametrech, viz [Nel06].

Definice 2.11. 2-kopule C' je funkce, kterd ma tyto vlastnosti

® jeji defini¢ni obor je I,

B je 2-rostouci

mVe,yel: C(0;y)=0=C(z0)
mVryel: Cz,)=2 C(l;y)=y

Namisto 2-kopule budeme fikat kopule, protoze v tomto textu nejsou
vicedimenzionalni kopule pouzity.
Véta 2.12. (Sklarova véta) Méjme sdruzenou distribucni funkci H a jeji
marginalni rozdéleni F' a G. Pak existuje kopule C takova, ze pro vsechna
x,y z definicniho oboru H plati

H(z,y) = C(F(z),G(y)).- (2.12)

vvvvv

Sklarova véta dava do souvislosti distribu¢ni funkce a kopule, to je z pohledu
této prace dilezité z toho diavodu, Ze entropie jako takova je implicitné
zévisla na velikosti mnoziny, pfes kterou integrujeme, a kopule tento problém
odstranuji tim, ze normalizuji rozsahy nahodnych proménnych do intervalu
(0;1). Tim dédme smysl optimalizaci entropie.

Definice 2.13. Necht F' je distribu¢ni funkce, pak kvaziinverze funkce F' je
jakédkoli funkce F(=1) s defini¢nim oborem I, pro kterou plati:
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2. Teorie, zavedeni pojmii, definice

1. Pokud je t v oboru hodnot funkce F, pak z = F(=1(t) spliije F(z) = t;
celkové tedy plati
F(FEV@) =t. (2.13)

2. Pokud t neni v oboru hodnot funkce F', pak

FEV@) =inf{z: F(z) >t} =sup{z: F(z) <t}.  (2.14)

Pokud je funkce F' spojitd a ostie rostouci, vystac¢ime s norméalni definici
inverze. Tato definice umoznuje dosadit kvaziinverze do Sklarovy véty a
dostaneme

Clu,v) = HFY (), GV (v)). (2.15)

Z toho plyne, ze mezi kopuli a sdruzenou distribuc¢ni funkei je mozné libovolné
prevadét. To ukazuje na vyuziti kopuli a divod, proc¢ je dobré umét je
odhadovat.

Posledni zminkou ke kopulim je, Zze pokud mame kopuli C' danou jako
C(u,v) = uv, pak ta vyjadifuje, Ze jsou proménné u a v nezavislé. To je
podobné jako u pravdépodobnosti, kde nezavislost dvou jevi znamenala, ze
se pravdépodobnost toho, Ze se stanou oba, pocitala jako soucin pravdépodob-
nosti. Déale v textu dokazeme, Ze nasobeni pravdépodobnosti vede i u kopuli
k maximalni entropii.

B 23 Entropie

Entropie je obecny zpiisob, jak kvantitativné méfit mnozstvi informace v
systému. Bylo zavedeno nékolik definic entropie funkce f na n-dimenzionalnim
intervalu I. Zakladem je Shannonova entropie, ktera byla poprvé publikovana
v [Sha4§],

Ent(f(z)) = /S(f(z))dz, (2.16)

kde S(t) je definovanda jako

S() = {(itIII{IC?i jirfa;.o’ (2:17)
Dale pak Rényiova entropie, poprvé v [Ré61],
Vg>0,q#1: Ent(f)= 0 i . logQ/Ifq(z)dz. (2.18)
Déle Tsallisova-Havrdova-Charvatova entropie, poprvé v [HC67],
Vg>0,q41: Ent(f) = 1iq (1 _ /Ifq(z)dz> . (219)

6



2.3. Entropie

Dveé posledni, (2.18) a (2.19), vychazeji ze snahy zobecnit Shannonovu entropii,
ta ale plni sviij kol dobre a s jejim vyuzitim jde vyresit fadu optimalizac-
nich tloh. Mohou existovat i dalsi zplisoby jak definovat entropii, ale ty uz
nebudeme ani zminovat, protoze v tomto textu budeme pouzivat jen prvni
zminénou, a to Shannonovu. Proto si pro Shannonovu entropii odvodime
derivaci aktualniho priristku entropie (2.17)), kterd je pro obecnou nenulovou
funkci f

95 (f(2))

- = (-1 -In f(2)) 91(z) (2.20)

0z






Kapitola 3

Uvod do hledani kopuli s maximalni entropii
a znaceni

V této ¢asti prace zavedeme znaceni, které budeme pouzivat pro popis piikladu,
pokud nebude uvedeno jinak. To je na obrazku Vyznamy jednotlivych
znacek jsou popsany v tabulce Jako prvni ukazeme, Ze na intervalu je
entropie maximalni, pokud je hustota pravdépodobnosti konstantni. Uvedeme,
jak tento fakt umozni zjednodusit optimalizac¢ni tlohu. Déle se budeme zabyvat
analytickym TeSenim optimaliza¢nich tloh, kde tc¢elovou funkci bude entropie
kopule a omezujicimi podminkami zadané hodnoty, kterymi kopule
prochézi. Také se zminime o obecné strukture tlohy a nastinime algoritmus,
ktery byl pouzit pii feSeni problémi.



3. Uvod do hledani kopuli's maximalni entropii a znaceni

‘ znacka ‘ vyznam
a; délka i-tého intervalu na ose
b; délka j-tého intervalu na ose y
6. pravdépodobnost Plz;—1 < X < x;, yj—1 <Y <yl
s i hodnota kopule v bodé (z;,y;)
x; vzdalenost konce i-tého intervalu od pocatku
Yj vzdalenost konce j-tého intervalu od pocatku
i soucet vsech n; ; v j-tém radku zkoumaného obdélniku
S; soucet vsech n; ; v i-tém sloupci zkoumaného obdélniku
° uzel, ve kterém zname hodnotu kopule
O uzel, ve kterém nezname hodnotu kopule
Tabulka 3.1: Vyznamy znacek
y Zt,m
[ ]
bm,
Ye
T6 J
Ys
Ya 58
n
23 5,4
O [
s 23,2
O [
b2 211
( ] O
by
ai 0o as T4 Ty @ Tg “a; I

Obrazek 3.1: Ukéazka znaceni pouzivaného pti popisu vétsiny tloh
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Kapitola 4

Rozdéleni hustoty pravdépodobnosti pro
spojity n-dimenzionalni interval

V této kapitole dokazeme, Ze je v jakémkoliv n-dimenzionalnim intervalu, ktery
mé definovany integral hustoty funkce f, je nejvétsi entropie pro konstantni
funkci. Tim obh&jime to, Ze pfi feseni dalsich problému délime zkoumané
intervaly na sit, u které je mozné pocitat entropii diskrétné.

Méjme n-dimenzionalni interval I € R, Lebesgueovu miru g na intervalu I,
konstantu d > 0 a mnozinu F vsech méritelnych funkci f > 0, takovych, ze
plati

/f(z)dz _d (4.1)
I

Pro tyto funkce méame definovanou Shannonovu entropii vztahem (2.16)).

Véta 4.1. Funkce f € F ma maximalni entropii ze vSech funkci v mnoziné F
pravé tehdy, kdyz je konstantni skoro vsude.

Diikaz. Dtkaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze existuje f € F, ktera
m& maximalni entropii ze vSech funkci v mnoziné F a neni konstantni na
intervalu s nenulovou mirou. Pak muzeme najit mnoziny A, B C I se stejnou
nenulovou mirou (u(A) = u(B) > 0) tak, ze budou existovat konstanty ¢ > 0
a ¢, splnujici

VzeA: f(z) <c—ck, (4.2)
VzeB: f(z)>c+e. (4.3)

Vsimnéme si, Ze mnoziny A, B budou jisté disjunktni. Pro § € (0;€) zavedeme
t¥idu funkci g5, § > 0, pomoci které pajde ukazat, ze f neni optimalni:

f(z)+0 z€A,
95(2) =< f(2) =6 z2€B, (4.4)
f(2) jinak.

11



4. Rozdéleni hustoty pravdépodobnosti pro spojity n-dimenzionalni interval

Funkce g5 je v mnoziné F:

/ga(z)dz = / ga(z)dz+/ gs5(2)dz + gs(2)dz =
I A B I\(AUB)

= [ 1)z + 8(u(4) — u(B)) = d. (4.5)
Posledni zasadni vlastnosti je

g90(z) = f(2). (4.6)

Jako posledni je ted potifeba ukézat, pomoci zmény parametru 4, ze je mozné
zvétsit entropii f. To ukdzeme derivaci entropie funkce gs nasledovné.

OEnt (g5())

2 2 [ (ga()) dz = (4.7)

= [ 25 (ss()) dz = (45)

:/ (=1 — In gg(2))d= +/ (1+1ngs(2))dz = (4.9)
A B

=—u(A) — /Alngg(z)dz + p(B) + /B Ings(z)dz = (4.10)

—/ lng(;(z)dz—i—/ In g5(z)dz. (4.11)
A B

Po dosazeni hodnoty § = 0, protoze budeme vySetrovat, jestli neni v okoli
funkce f jina s vyssi entropii,

8Enta(§5 = / In f(2)dz + / In f (4.12)
Z predpokladu (4.2 , navic vychazi
_ /A In f(2)dz > —u(A) In(c — ), (4.13)
/B In f(2)dz > u(B) ln(c + €) = u(A) In(c + €). (4.14)
Po dosazeni do dostaneme
‘W’dzo > u(A) (In(c + €) — In(c — €)) > 0, (4.15)

coz ukazuje, ze s parametrem § entropie roste, a proto je mozné najit funkci
s vyssi entropii, nez ma funkce f. To je spor s predpokladem, a tim je dikaz
hotov. O

B 4.1 Preformulovani optimalizacni alohy

Tento vysledek umoznuje preformulovat optimalizacni tlohu, konkrétné tce-
lovou funkci, tedy entropii (2.16). Protoze vime, ze na jednotlivych dvojroz-
mérnych intervalech, kde nejsou dalsi omezeni kromé hodnot kopule v jejich

12



4.1. Preformulovani optimalizacni tlohy

vrcholech, bude hustota pravdépodobnosti konstantni, je mozné zavést n; ;
tak, jak je to v tabulce (3.1), a bude platit

Ti Y
/ / ’ C(z,y)dydz = a;bjp = n; (4.16)
Yji—1
kde "
== 4.17
= s (4.17)

je hustota pravdépodobnosti na obdélniku a; x b;. Z toho a znalosti

n s
flzy)=p=—= (4.18)
a;b;

pro entropii jednoho policka muzeme psat.

Ent(f / / )) dydz =
Ti—1 Y Yj—

/ f(z,y)In f(x,y) dyder =
Ti—1 YYj—
:/Z / plnpdydx =
Ti—1 YYj—1
= —a;bjplnp = —n; ;ln Mg , (4.19)
J ) aibj

Proto je mozné napsat pro obecnou sit ¢ x m:

o 30 i
N, 5

j=1l1=1 7

(4.20)

To vyznamné zjednodusuje ulohu, protoze puvodni uloha vyzadovala projit
mnozinu vsech funkci, jejichz integral pres dvojrozmérny interval se rovna
hodnoté dané omezujicimi podminkami. Tato upravena verze tcelové funkce
je jednodussi, protoze optimalizuje funkci konec¢ného poctu proménnych, kterd
se navic po derivaci zméni v hledani kofene polynomidlni rovnice (ve vice
proménnych soustavy polynomialnich rovnic), jak vyplyva z derivace entropie
(2.20)). Polynomialni rovnici dostaneme pii hledani extrému po polozeni rovno
nule,

1 In = 0,
a;bj (4.21)

nm = a,-bj(—e) .

Ve skutecnosti bude celd situace trochu jiné, protoze misto jedné proménné
n;,; bude vyraz vychazejici z (4.20), ve kterém budou jednotliva n; ; vyjadiena
tak, aby byly proménné nezavislé a dostali jsme jen optimalizaci funkce bez
jakychkoliv omezujicich podminek, ale tento problém budeme hloubéji resit
az v kapitole |6l
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Kapitola 5

ReSeni pro obecnou prazdnou obdélnikovou
sit t xm

Nejprve vyresime problém, ktery se na prvni pohled mize zdat jednoduchy.
Tim je situace, kdy zname pouze hodnoty na okrajich obdélniku rozdéleného
na t sloupcu a m radka. Jako prvni si definujeme optimalizac¢ni dlohu

m t
nz,]
max ZZ—nM In
nij b;

J=1i=1 @i

za podminek n;; >0

U 5.1
ViE{l,Q...,t}: Z?’LZ'J:SZ' (5.1)
j=1

t
VjE{l,Q...,m}: anvj:r,]
i=1

t m
kde Z S; = ZT‘]'.
=1 j=1

K jejimu feseni vyuzijeme Lagrangeovy multiplikatory. Lagrangeova funkce
je
t m

L(nij, Ni, pij) = Z Z —n;jIn

i=1j=1

o t m m t
ey (i )1 (i)
@0 = \j=; =1 Ni=1

(5.2)
Tu dale derivujeme podle vsech proménnych, derivace pokladame rovny nule
a dostavame

8L Nne1
Vke{l,2...,t Vie{l,2... D —=-1-1 : A =0
{7 7}7 {7 7m} 8nk,l nakbl+ K+ M
(5.3)
To je mozné upravit jako
111M =—14+ X+ (5.4)
aby
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5. Reseni pro obecnou prazdnou obdélnikovou sit t x m

Derivace nasledné odecteme tak, ze dostaneme

Nkl ni;

Vie{l,2,...,t}: In —1In == N
Vje{l,2,...,m}: In kL gy TR ‘
T ’ akbl akbj J
Z toho nésledné vyjadiime n;; a ny ; jako
Vie{1,2,...,t}: mnyy :nw%exp()\i—)\k)
F (5.6)

. b
ViE L2 om) g =g exp (i) — )

7 toho je jasné vidét, ze jednotlivé hodnoty v sloupci resp. fadku jsou line-
arné zavislé, protoze z rovnosti vyslo, ze jsou konstantni vuci iterovani [, resp.
k, a protoze musi dat dohromady radkové a sloupcové soucty, musi byt pravda,
ze zachovavaji v Fadcich/sloupcich stejné poméry jako fadkové/sloupcové
soucty. To pfimo znamenad, Ze pokud je napiseme do matice, bude tuto matici
mozné napsat jako soucin dvou vektoru, a to konkrétné jako

nia nit (]
M= : .t =cl {51 st} (5.7)

m,a1 .- Nm,t T'm

Poslednim tikonem je dopocitat konstantu c. To uz neni slozité, protoze
vime, ze soucet vSech ¢lenti v matici se musi rovnat souctu radkovych soucta
(5.8)), z toho dostaneme

m t t
cZZsirj = z:si7 (5.8)
=1

j=1i=1

(5.9)

To znamena, ze hodnotu kopule s nejvétsi entropii v nevyplnéné obdélni-
kové siti je mozné pocitat jako soucin radkovych a sloupcovych soucti (a
normalizaci na hodnotu kopule v daném regionu), které je mozné spocitat z
hrani¢nich hodnot kopule. To je ovSem jen formalizace intuitivniho faktu, ze
pokud o dvou ndhodnych veli¢indch nic nevime, je spravné predpokladat, ze
jsou nezavislé, a tedy pravdépodobnost vyskytu obou jevi je ddna souc¢inem
pravdépodobnosti jednotlivych jevii.
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Kapitola 6

Reseni pro specifické pripady

P1i feSeni tloh, kdy mame zadanou néjakou ¢ast obdélnikové sité, se ukazuje,
ze velmi efektivni zplisob Teseni je vyjadrit si zavislosti mezi proménnymi,
néasledné dosadit do ucelové funkce, a pak uz optimalizovat jen ucelovou
funkci. Obecné zadani je tedy takové, ze dostaneme hodnoty kopule a prvni
zjednoduseni, které je mozné udélat, je, ze pokud bude na siti mozné ohraniéit
néjakou skupinu neznamych bodu kopule znamymi, pak se mizeme zabyvat
témito Castmi pri optimalizaci oddélené. To vychézi z toho, ze z okolnich
bod mame presné dano, jak velka je pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢iny
padnout do tohoto regionu.

Nyni nastinime obecny postup feseni optimalizac¢ni ilohy na obdélniku (na
obecném regionu by Slo postupovat stejné, jen by se zménila ucelova funkce).
Jako prvni si formulujeme zadani pro obdélnik ¢ x m policek s o znamymi
vnitinimi hodnotami z; j, kde dvojice indexti zndmych hodnot kopule jsou
v mnoziné N. Indexy jsou posunuty tak, aby bylo 2y v levém dolnim rohu
sité. Optimalizacni tlohu budeme fesit v preformulované verzi podle kapitoly
4.1} tedy tloha bude (6.1), prava strana omezujicich podminek by $la psét
jako druhd diference kopule, ale budeme ji znacit jen konstantami Ci.

t
.- Mij
max E E —n; ; In—=
N4, j 4 - T asbs

’ i=1 j=t L)

za podminek n;; >0 (6.1)

P q
V(p,q) € N?, p,q#0: ZZ”U = Zp,g — Zp,0 — 20,4 + 200 = Cy
i=1j=1

Dalsi krok je napsat rovnice do matice tak, Ze postupné jednotlivym n; ;
pritadime sloupce a prepiseme jen jednicky za omezeni, ve kterych se vyskytuji.
Nésledné matici upravime Gaussovou-Jordanovou elimina¢ni metodou, tim
dostaneme matici M v trojihelnikovém tvaru, kterd muze vypadat napft.
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6. Reseni pro specifické pFipady

takto:
1010 0 01 K,
01100 00 Ko
00010 01 K
M=19 000 1 0 1 K, (6.2)
00000 ... 1 1 Kotmsl

Konstanty K jsou soucty konstant Cy, které jsme dostali pti aplikaci Gaussovy-
Jordanovy eliminace. Dilezité je, ze sloupce, které nemaji pivoty, budou nase
nezavislé proménné, v zavislosti na nich vyjadfime proménné z ostatnich
sloupct, a ty nasledné dosadime do tcelové funkce.

Ucelovou funkei nasledné derivujeme podle vSech nezavislych proménnych
a dostaneme

tm—m—t+1—o (6.3)

rovnic (pokud nebyly néjaké podminky zavislé, coz obecné nejsou), protoze
mame tm neznamych a o omezeni, ale vSsechny dole a vlevo nepridavaji
informaci.

Véta 6.1. Optimalni hodnota optimalizacni tilohy (6.1) nezdvisi na paramet-
rech a;, b proVi € {1,2...t} aVj e {1,2...m}.

Diikaz. To je mozné ukazat tak, Ze si v icelové funkci dosadime
Mij = Zij = Zi-1j = Zij-1+ Zi-1,j-1, (6.4)

tim dostaneme optimalizaci v proménnych z; ;, kde 2; ; jsou nezndme hodnoty
kopule. Omezujici podminky se zméni tak, ze budeme pozadovat, aby

Vpe{l,2...t}, Vge{l,2...m}: 2zpq—2p0— 204+ 2,0>0 (6.5)

Pokud budeme tesit tuto tllohu, budeme derivovat podle nezndmych hodnot
z; j a kazda tato nezndma se v ucelové funkci vyskytuje pravé ctyiikrat, to je
vidét na obrazku |6.3a; nezndma hodnota z11 se vyskytuje v vzorci pro nq i
a mg 2 se znaménkem plus a ve vzorci pro ni2 a ng 1 se znaménkem minus.
Toto plati bez ijmy na obecnosti, protoze na hodnoté z; ; jsou vidy zdvislé
stejnym zpiisobem jen hodnoty n; j,m41,5,m j+1 @ Niy1,j+1. To znamena, Ze
po derivaci icelové funkce podle proménné z; ; a polozeni rovno nule, kvili
hledani extrému, dostaneme rovnici

Zij — Zi—1,j — Zij—1 1 Zi—1,j—1

| Zedtl T Fim il Zi + Zi—1,5

In +1-
a;b; aibji1
i Zilg T Fig = Filgot b Bl Zi gl © 2y~ Zige Fyg
a;+1b; aiy1bjy1
(6.6)
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6. Reseni pro specifické pripady
tu je mozné upravit jako

Zij — Zi—1,j — Rij—1 + Zi—1,j—1 Rit+1l,5+1 — Ri+1,j — Zij+1 + Zij

aibj ai+1bj+1

(6.7)
Zij+l — Zi-lg+1 — Zij T Zi—1j  Fitlj — Zij — Zitlg-1+ Zij-1

aibji1 ai+1bj

Tuto rovnici déle vynasobime vyrazem a;bja;+1b;+1 a dostaneme rovnici
nezavislou na parametrech a;, bj,a;41 a bji1, a protoze to plati pro kazdé z; ;
a n;; je mozné vyjadrit jako (6.4), nebude ani n; ; zavislé na parametrech a;
ani b;, pro kazdé i a j. Tim je dikaz hotov. O

Tento vysledek rika dvé dilezité véci: vysledek neni zavisly na skalovani
obdélnikt a rovnice pfi odvozovani mohou byt zavislé jen do urcité miry.
Proto je mozné psat, ze kazda z rovnic pro optimalizaci entropie bude mit po
derivaci podle ny; nasledujici tvar:

II (wg+Be)= II (—nug+Bu) (6.8)

K1EZ4 Ko€Z_

Kde Z je mnozina indext konstant K, u kterych se vyskytuje nezndma ny
s kladnym znaménkem, a Z_ je mnozina indexd konstant K, u kterych se
vyskytuje nezndmd ny; s zapornym znaménkem. Takovy vyraz je mozné oce-
kévat, protoze n;; mize mit ve vyjadreni obecného obdélniku n; ; znaménko
plus nebo minus, to bude uréovat, na jaké strané rovnice se objevi. Kladnych
a zapornych znamének bude ale jisté stejné, proto se jednicky odectou. Jediny
problém je, Ze n; ; mize byt zavislé i na jiné proménné nez ny ;. Tudiz v B,
budou figurovat jak konstanty K, tak i jiné nezavislé proménné n..

Dalsim tkolem je vyTesit soustavu rovnic. To se budeme pokouset délat
analytickym vyjadifenim jednotlivych proménnych, pro které nezname obecny
postup, ale existuji urcité postupy, které mohou reseni pomoci. Napriklad
pii vyjadfovani proménnych byva uzite¢né nejprve vyjadrit jednu proménnou
jako vyraz, ktery je zavisly na soucinech, kde se vyskytuji obé proménné, a
nasledné tento vyraz dosadit do druhé rovnice. Tento postup je mozny, jen
pokud maji obé proménné v zavorkach vzdy stejnd, nebo vzdy jina znaménka.
Postup je ukdzany v sekci 6.2, konkrétné je takto vyjadfena proménnd ng o
v (6.18]).

Pokud se povede vyjadrit proménné a dopocitat je ze zadanych hodnot,
doslo by k ovéfeni, které hodnoty déavaji smysl (n;; > 0, n; ; neni komplexni
¢islo), a nasledné pro jednotlivé kombinace dosazeni do entropie, a tim bychom
nalezli globalni extrém.
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6. Reseni pro specifické pFipady
B 6.1 Priklad 1

Toto je prvni feseny problém. Postup feseni je vyuziti algoritmu popsaného na
zacatku této kapitoly. Jako prvni dostaneme formulaci optimaliza¢ni lohy:

3 3
mex 33 —mignzal i€ {1,2:3)
’ i=1j=1

za podminek mn;; >0
ni =0
ni+no1+n31=0Co
ni1+n21 +ni2+ng2 = Cs
ni1+n21+n31+ni2+neo+nge =0y
ni+ni2+ni3=0Cs
ni1+n21+nig+ng2+ni3+nez=Cs

ni1+n21 +n31+ni2+ng2+n32+ni3+ne3+n33=Cr

(6.9)
Ze sady rovnosti vyjadiime jednotlivé proménné a dostaneme
ni1 =Cr =K
ng1 = —n22 —n23 — C5 + Cg = —ng 2 —na3 + Ko

n31 =ng2 +n23— C1+C+ C5 —Cg =noo +n23+ K3
nig =mn23—C1+C3+C5 —Cg =ng3+ Ky
N2 = N2 2
n3o2 = —ng2 —n23+C1 —Cy —C3+ Cy — C5 4+ Cg = —ngo —na3 + Ks
ni3 = —ng3— C3+Cs = —ng3+ Ks
N23 = N23
n33=C3 —Cy — Ce+Cr = Ky
(6.10)

Tam, kde se vyskytovaly konstanty C,, substituujeme za soucet novou
konstantu K, dale dosadime do ucelové funkce, kterou parcialné derivujeme
a chceme, aby se parcidlni derivace rovnaly nule, k vysSetfeni pritomnosti
extrému. Z toho dostaneme

Ky —ngs—n K3 +no9s+no3 ng2

1 23 111 —1-1 —1
. asby + . asby . asbo +
K- — _
s Nng2 — N23 L1=0
azbs
Ky — — K K
1 22 12,2 n2’3+1—1n 3+n2,2+n2,37171 44-712,371jL
asby asby a1 by
Ky — — K¢ —
+In 5 —N22 n2,3+1_|_1n 6 ’fl2,3_i_1_1 2,3 1=0
asbs a1b3 azbs
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6.2. Priklad 2

yl ® o o

b n23

3 222
® O o o

b 192

2 211

o [ J O o
by

[ L @ *—
al a9 as T

Obrazek 6.1: Piiklad 1

To je mozné upravit pomoci secteni a zbaveni se logaritmt na

(K2 —ng2 —no3)(Ks —ng2 —nas) = (K34 nga + ng3)neo
(K3 —ng2 —na3)(Ks —ngoo —nos)(Ke —noz) = (K3 4+ noo + ngs)(Ks + nos)ngs

(6.12)
Druhou rovnici mizeme vydélit prvni, zbyde
Ky +n93)n
Ko — o — (K4 +mn23)n23
ng 2
odtud %
N9g o = w (6.13)

’ (K¢ —n23)
To dosadime do prvni rovnice v (6.12) a po rozndsobeni dostaneme rovnici
tretiho radu
(K3 — K4 — Kg)n3 5 + (K2 K¢ + KoK+
+ Ko K5 + Kg + Ky Kg + KsKg — KsKg + K4 K5 + K3K4)n§,3+

(6.14)
+(~KoKZ — Ko K4Kg — Ko K5Kg —5 K — KyK5Kg — K3 Ky Kg)no 3+
+ KK K2 =0

Ta je Fesitelnd analyticky pomoci Cardanovych vzorcu [Stal0]. Muzeme dostat
az tTi kofeny, ty pak dosadime do (6.13), dostaneme ng 2, a tim i dvojice
(n2.2,n3.3), které tvori mnozinu feseni. Tuto mnozinu pak nasledné muzeme
testovat dosazenim a tim odhalit globalni extrém. Pokud K5 — K4y — Kg # 0,
existuje aspon jeden redlny koren. Tato podminka znamend, ze Cy # Cj.
Kromé toho je potfeba splnit nerovnosti, aby vysledky mohly mit pozadovanou
interpretaci (vSechna n; ; musi vyjit nezapornd).

B 6.2 Piiklad 2

Druhy teseny piiklad je podobny jako prvni, m& jen prohozené znamé a
neznamé vnitini body viz (6.2). Jako prvni napiseme optimaliza¢ni tlohu:
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6. Reseni pro specifické pFipady

yI ] [ ] ®

b n3,3
3 21,2
o [ ] 6] ]
n
b 2,2 a1
[ J O ( J o

b1

® ® @ *—
al a as T

Obrazek 6.2: Priklad 2

3 3
T,j
max Z Z —n; jln
Ni,j

i=1j=1 aib;
za podminek n;; >0
ni1+ne1 =Ch
ni1+mna1+nz1 =Co
ni1+ni2 = Cs
nig+ng1 +n31+ni2+n22+ng2 =0y
ni1+ni2+ni3=Cs
niy +ng1 +ni2+n22+n13+n23=Cg

niy +n21+n31+ni2+ng2+nge+nyg+ngz+ny3=Cy

Po vyjadfeni proménnych a substituci K, za vyrazy s C,

i,j €{1;2;3}

(6.15)

nig =ng2 —n33+C1+C3 —C4 —Cs+C7 =mnz2 —n33+ Ky
no1 = —ng2+n33—C3+Cs+Cs—Cr=—nga+n3s+ Ko

n31 = —C1 + Cy = K3

nip=-—ng2+n33—C1+Cs+Cs—Cr=—nga+n3z+ Ky

N2 = N22

n32 = —n33+ Ci—Cy—Csg+Cr = —n3 3+ Kg
nig=—C03+Cs5 = Ky

ng3 = —n3g3+ C3—Cy—Cs+Cr = —ng3 + Ky

n33 =n3;3
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6.3. Priklad 3

Po dosazeni do entropie, derivaci, porovnani s nulou, zbaveni se logaritmt a
néasledném vyndasobeni jmenovatelem dostaneme soustavu dvou rovnic

0

Dia g : (n22—n33+ Ki)ngo = (—no2 +ngs + Ka)(—n22 +n3 3 + Ka)
0

5 i (—ng2 +n33+ Ko)(—noo +n33+ Ki)ngz =
n3,3

= (n22 —n33 + K1)(—n33 + Ke)(—n3 3 + Ks)
(6.17)
Ve druhé rovnici zaménime pravou a levou stranu a vydélime prvni rovnici.

Dostaneme

- Ke)(— K,
nm:( na3 + Ko)(—nas + Ks) (6.18)
n3,3

Tento vyraz nésledné dosadim do prvni rovnice z (6.17) a po tpravich
dostaneme

(K1 — K¢ — Kg)nz s + KGKS)(n§,3 — (Ko + Kg)ng 3 + KeK3g) =

1

= ((K¢ + Kg)nz 3 — KeK3) (K4 + Ko + Ks)ns s — K¢Kg) (6.19)
Tuto rovnici tfetiho stupné je mozné tesit analyticky pomoci Cardanovych
vzorcu [Stal0]. Koeficient u t¥eti mocniny je K1 — K¢ — Kg = Cy + C5 — C7.
Pokud je nenulovy, existuje aspon jeden redlny koren. Mizeme dostat az tii
koTeny, ty pak dosadime do (6.18), dostaneme ns 2, a tim i dvojice (ng2,n33),
které tvori mnozinu feseni. Tuto mnozinu pak nasledné muZeme testovat
dosazenim do entropie a tim najit globalni extrém.

B 6.3 Priklad 3

Také jsme timto pristupem ftesili problém prazdné sité, nez se ho podarilo
zobecnit. Uvedeme zde tedy, jak takova feseni vypadaji, s tim, ze uz pred
vyresenim piikladu predpokladame (6.20) pro sit 2 x 2
n1,1 _ ni1+n21 ) ni11+n12
ny1+ne1+ni2+noe2 ni1+ne1+nia+nee ni1+ng1+ni2+ng2
(6.20)

a (6.21) pro sit 2 x 3

ni1 ni1+ N2

ni1+ne1+ni2+nee+ni3+nes ni1t+neg+nigt+neet+nis+nes
n11+n12 +n13
ny1+ne1+ni2+ne2+ni3+nes

(6.21)
Predpokldddme tedy, Ze jakakoliv hodnota n; ; je moznd spocitat jako ndsobek
s; a rj podéleny souctem vsech n.
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6. Reseni pro specifické pFipady

Y
I [ ] ®
b3
® O o
by
{ ] O [ J
by
*—o—o—
ay ag x aj as x
(a) : Piiklad 3a) (b) : Piiklad 3b)

Obrazek 6.3: Priklad 3

B 6.3.1 Priklad 3a)

Méame tlohu z obrazku 6.3al Vyjadiime ji jako optimalizac¢ni tlohu

2 2
ij . _
max ZZ—ni’jln - 4, €{1;2}

i=1j=1 aib;
za podminek n;; >0 (6.22)
ni1+ne1 = Ch
ni1+nie =0Co
ni1 +n21 +ni2+ng2=0C3
Vyjadiime jednotlivé proménné.
no1 =Cr1—nip = —ni1+ K
nz=Cy—ni1=—n,1+ K (6.23)

ngo=—C1 —Co+C3+n11=n11+ K3

Dosadime do entropie a derivujeme, polozime rovno nule a zbavime se loga-
ritmau.

ni1(ni1 + Ks) = (K —n11) (K2 —na) (6.24)

Tuto rovnici vyresime a dostaneme.

= KK, _ Gl (220 — 200 — 220 + 200) (212 — 210 — 202 + Z00)
’ K+ Ky + K; Cs 22,2 — 22,0 — 20,2 1 20,0
(6.25)

Reseni (6.25) odpovida predpokladu (6.20).
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6.3. Priklad 3
B 6.3.2 P¥iklad 3b)

Maéame tlohu z obrazku 6.3b. Vyjadrime jako optimalizacni iilohu

2 3
max 3> -miyln i€ {12} e {Li%3)
' i=1j=1

za podminek n;; >0
nia + n21 = Cl (626)
ni1+ne1 +nig+nge =Co
ni1+ni2+ni3=Cs
ni1+ni2+ni3+nog +ngo+nog =0y
Vyjadiime jednotlivé proménné v zavislosti na n1 1 a n2 2 a dostaneme
no1 =C1 —ni1 = —ni1 + Ky
nip=Cy —C1 —ngs = —ngo+ Ko
ni3 =01 —Co+C3—ny1+ng2=-—ni1+n22+ K3
ng3 =—C1 —C3+Cs+n11 —ng2 =n11 —no2+ Ky

(6.27)

Déle dosadime do entropie, zderivujeme podle n11 a ng 2, polozime rovno
nule, upravime, a tim dostaneme rovnice

0
o nii(nig —nog+ Ka) = (—nig + Ki)(—nig +noo + Ks)
al’l (6.28)
Bring noa(—ni1 +noo+ K3) = (—ng2 + Ko2)(ni,1 —noo + Ka)
Z prvni rovnice v (6.28)) vyjadiime nq 1, z druhé ng o
Ki(ngo + K3)
= %2 T 6.29
RE Ki+ K3+ Ky ( )
Ko(Ky+mn1,)
= = o/ 6.30
2,2 Ko+ K3+ Ky (6.30)

Pak uz jednoduse vyresime dosazenim (/6.30)) do (/6.29))

Ka(K4+mn11)
Kl( Ko+Ks+Ky + K3
ni1 =

’ Ki+ K3+ Ky
K1 Konig + K1 KoKy + K1 K3(Ko + Kz + Ky)
Ko+ K3+ Ky
n11 (K1 + K3 4+ Kg) (K + K3 + Ky) — K1 Ko) = K((KoKy + K3(Ko + K3 + Ky))

n (K + K3+ Ky) =

Ky (Ko Ky + Ky(Ky + K3+ Ky))
= (K1 + K3+ Ky4) (Ko + K3 + Ky) — K1 K>
B K1 (K2Ky + KoK3 + K3 + K3Ky))
K K3+ K Ky + KoKs + K3 4+ 2K3K4 + KoKy + K3
K1(Ka+ K3)(K3 + Ky)

(K1 + K9) (K3 + Kq) + (K3 + Ky)?
(6.31)

n1,1

ni =
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6. Reseni pro specifické pFipady

Obrazek 6.4: Priklad 4

Po pokraceni dostaneme

- Kl(K2+K3) _ C1C5
’ K1+ Ko+ K3+ Ky Cy

(6.32)

Po dosazeni za Cy, C3 a Cy ze zadani dostaneme (6.21)), coz je vysledek, ktery
jsme predpokladali. Dale dopocteme ng o dosazenim vysledku (6.32) do (6.30)

K1 (Kot K c.C

Ng o = KoK+ Kl+1](<2iK3i)K4) =(Cy—C1) —G -Gt Gat Cr —
’ Ko+ K3+ Ky —Ch1+Cy
—C1Cy + C1C3 — C3Cy + CZ (—Cl + 04)(—03 + 04)
(G2 =€) (—=C1 + Cy)Cy (G2 =) (—=C1 + Cy)Cy

_ (Cy — C1)(—=C5 + Cy) _ (n12 +n22)(n21 + no2 + n23)

Cy ni1+ni2+ni3+ne1+mng2+nog
(6.33)

To také odpovida predpokladu zminénému v zadani, tedy ns2 je mozno
pocitat jako sou¢in druhého radku s druhym sloupcem déleno souc¢tem celku.

B 6.4 Priklad 4

Dalsi priklad je popsan na obrazku [6.4], z néj vychazi optimalizac¢ni tloha
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6.4. Priklad 4

3 4 N
max ZZ —n; jIn Mg e {1,2;3} je{1;2;3;4}
[ | a;bj
za podminek n;; >0

no1 = K1 —ni1

nig = Ko —ni1

(6.34)
n32 = Kz +ni1—nap
no3 = K4+ni1—ng2—ni3
n33 = Ks—ni1+na2
nis = Kg —n13
ng4 = Ky +n13
Zbytek:
ni,1 nezavisle proménnd
ngo nezavisle proménnd
ni3 nezavisle proménnd (6.35)

n3; konstanta

n34 konstanta

Tato uloha ma jiny tvar nez obvykle, byla totiz resena jinak. Zavislosti
jsme hledali pfimo z obrazku od¢itanim znamych obdélnikid. Znamy je takovy
obdélnik, kde ve vzorci 2, q—2p,0— 20,4+ 20,0 zndme vSechny hodnoty z, 4. Volba
neznamych umoznila dostat se k potiebnym n; ;. Tento postup znamenal, Ze
misto obdélnikt, které byly v predchozich prikladech znaceny jako C., jsme
ted rovnou pouzili K, coz znadi jejich soucty, které by vedly k vyjadreni
daného K. Tento postup je mozny, protoze pro strukturu tlohy jsou dtlezita
pouze vzajemna znaménka mezi jednotlivymi nezdvisle proménnymi.

Dalsim krokem je derivace tucelové funkce, porovnani s nulou a zbaveni
se logaritmii. Na prvni pohled se to mutze zdat jako velké mnozstvi Gprav,
ale ze znalosti struktury tlohy vime, ze dostaneme na jedné strané rovnosti
nasobek vyjadrenych n; ;, kde je n11 s kladnym znaménkem, a na druhé
strané rovnosti nasobek vyjadfenych n; ;, kde je se zdpornym. Déle vime,
z véty na zacatku kapitoly, ze se konstanty, urcujici délky stran obdélniku,
ve jmenovateli se pokrati, protoze vysledny vyraz na nich nesmi byt zavisly.
Dostaneme tedy

0
3 D (K —n1p) (Ko —nip)(Ks —nig +ngg) =
ni1
=n11(Kz+n11 —noo)(Ky+n11 —ngo —ni3)
0
Orag (K3+n11 —n22)(Ks+n11 —noo —ni13) = (K5 —ni1 +no2)ngs
0
s (K4 +n11 —noa —n13)(Ke —n13) =n13(K7 4+ n13) (6.36)
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6. Reseni pro specifické pFipady

Z prvni rovnice v (6.36)) vyjadiime cleny, které obsahuji izolované n; 1, jako

(K1 —n11)(K2 —n11) (K3 —no2+n11)(Kq+n11 —n22 —n13)

ni1 Ks —mni1+nop
(6.37)
Druhou rovnici v (6.36]) je mozné napsat jako
K — K ngg —
(K3 —ngp +m11)(Ka+n1g —ngp—mi3) no (6.38)

Ky —ni11+n22
Za vyraz na levé strané dosadime z (6.37), tim muzeme vyjadrit ng o jako

Ky — Ko —
”272:( 1—n1,1) (K2 —nip) (6.39)
n1,1

Déle treti rovnici v (6.36]) prepiseme jako

ni1,3(K7 +ni13)
Ki+mnig—nop—mniz=—"———""=

K —n13
Ki+n11—nog= n1 3(K7 + n?) +n13(Keg —n13)
c (6.40)

K7+ K, )
Kyt+ni1—ngo= ”1;{(”6)

6 —"N13

K7 + Kg)K,
6 — 113

Pak dosadime ng 9, vyjadiené v (6.39), do posledni rovnice v (6.40). Z toho
upravé dostaneme nj 3,

Kyt ny — (K1 —n11)(K2 —niq) — K+t K6)+(K7 + K¢)Ks
’ ni1 K¢ —ny3

(Kq+mni1)niy — (K1 —nip) (Ko —npp) + (K7 + Ke)nip (K7 + Kg)Ke

ni1 - Kg—nis3
n171(K1 + Ko+ K4+ Kg + K7) — KK . (K7 + KG)KG

ni 1 - Kg—ni3

ni1 _ Kg—mnu3
n171(K1 + Ko+ K4+ K¢ + K7) — K1 K5 o (K7 + KG)KG

n1,1 (K7 + Ke)Kg _
n11 (K1 + Ko+ Ky + Ko + K7) — K1 Ky
Ke(ni1 (K1 + Ko + Ky + Ko + K7) — K1K2) —n11 (K7 + K¢) Ko
ni1 (K + Ko+ Ky + Ko + K7) — K1 K3 -
Ke(n1,1(K1 + Ko + K4) — K1 K>)
ni1 (K + Ko+ Ky + Ko + K7) — K1 K5

Keg—mn13

=MN13

(6.41)
Tim mame vyjadfeno jak ngo v (6.39), tak ny 3 v (6.41) v zavislosti na ny ;.
To déva moznost obé vyjadfeni dosadit do prvni rovnice v (6.36)), a tim
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6.4. Priklad 4

dostaneme

(K1 —mn11) (K2 — n1,1))

L: (Ki—ny1)(Ky— n1,1)<K5 —ni1+ .

)

Ky — Ko — K — Ky —
p- n1,1(K3 B (K1 —mn11) (K2 —n11) +n171) (K4+n171 - (K1 —ma) (K2 —nig)
n1,1 ni1
 Ke(nia (K + Ky + Ky) — K1 K>) )
ni1 (K1 + Ko+ Ky + K+ K7) — K1 K>
(6.42)

kde L znaci levou a P pravou stranu rovnice. Tento vyraz jesté upravime
tak, aby bylo mozné posoudit jeho analytickou resitelnost, a po ¢aste¢ném
roznasobeni dostaneme

(n? 1~ (K14 Ka)nig + K1 Ko)((— K1 — Ko + Ks)ni 1 — K1K3)

L
ni1
P: (K1 + Ko+ K3)ny 1 — K1 Ka)-
(n%,l (K1 + Ko + Ky) (K1 + Ky + Ky + K7) (6.43)

ni1(n 1 (K1 + Ko + Ky + Ko + K7) — K1 K>)
—n11 K1 Ko (2K + 2Ko + 2Ky + 2K + K7) + K%K§>

Roznéasobime spoletnym jmenovatelem pravé a levé strany a dostaneme

L: (nl 1 — (K + Ko)ni g + K1 Ka) (K1 — Ko + Ks)ny g — K1 K>)
(Kh1+ Ko+ Ky + Ko+ Kr)ny g — K1 K»)

P: ((Ki+ K+ K3)nyp — K1K2)<nil(K1 + Ko+ K4) (K1 + Ko+ K4 + K7)—

n11 Ky K(26K + 2K + 2Ky + 2K + Kr) + K1K3)

(6.44)
Leva strana bude po roznasobeni polynom ¢étvrtého stupné a prava strana
bude po roznasobeni polynom tietiho stupné. Po odecteni dostaneme polynom
¢tvrtého stupné, a ten je analyticky feSitelny viz [Stal()].

Zbylé proménné bychom dostali dosazenim do (6.39) a (6.41). To by vyge-
nerovalo mnozinu feSeni, kterou by slo nésledné dosadit do entropie a tim
zjistit, pro jaké hodnoty nabyva extrému.
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Kapitola 7
Zaveér

V praci se nam podaftilo provést zakladni kroky v odhadovani kopuli pomoci
principu maximalni entropie. Definovali jsme optimaliza¢ni tlohu, transfor-
movali ji z pivodné spojitého problému na diskrétni optimalizaci, nasledné ji
upravili a ukézali nékolik triki, kterymi se zjednodusi diky struktufe tlohy.
Ukézali jsme jeden zpiisob, jak postupovat pii jejim feseni. Ulohu jsme vyie-
sili analyticky pro obdélnikovou sit libovolnych rozméri, v niz nejsou zadna
omezeni ve vnitinich bodech, a déle pro nékolik typickych piikladi. Vede na
soustavu algebraickych rovnic vyssiho radu.

Dalsimu zkoumani by bylo potfeba podrobit vysledky, které jsme dostali,
a diskutovat jejich smysluplnost. Mélo by se kontrolovat, jestli nedoslo nékde
béhem tprav k déleni nulou, a jestli vysledky budou vzdy spliiovat omezujici
podminky (vSechny pravdépodobnosti musi byt nezaporné). Pritom by bylo
mozno vyuzit to, ze smysluplné zadani nesmi byt v rozporu s tim, ze kopule je
2-rostouci; konkrétni vyjadreni a pouziti téchto podminek vSak neni snadné.
analyticky nefesitelné, a bylo by zddouci navrhnout vhodné numerické metody
pro jejich priblizné feseni. Vzhledem ke specifické povaze tlohy je nadéje na
nalezeni vzdy konvergentni metody. Puvodni zadani predpokladalo porovnani
vysledkd s jinymi metodami prokladani kopuli. Navrzeny pristup je vsak
natolik origindlni, Ze jsme nenasli srovnatelné prace. Vétsina literarnich
zdrojui navrhuje postupy, které nelze primo aplikovat na data nami studované
tlohy. Pokud to dovoluji, nezaméiuji se na entropii, ale pouzivaji jina kritéria
optimality. I bez této Casti se zadani ukazalo velmi naroc¢né; je tspéch, ze
se podafil aspon néjaky pokrok v tomto novém sméru. Byly aspon polozeny
zéklady a zjednoduseny postupy ziskani odpovidajicich algebraickych rovnic.

Dalsi zajimavou cestou, kterou by slo pri vyzkumu kopuli z pohledu entro-
pie jit, by bylo optimalizovat pfimo v neznamych hodnotach kopule. Tedy
postupovat stejné, jak to délame, ale pred zderivovanim si vyjadrit pravdépo-
dobnosti n; j = Plzi—1 < X <@, yj—1 <Y < y;] pomoci hodnot kopule ve
vrcholech tohoto dvojrozmérného intervalu (zde z; ; = P[X < z;, Y < y;]).
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7. Zavér

To je mozné, jak ukazujeme v tomto textu. Tento postup by mohl vést k
obecnéjsim vysledkum, protoze je jasnéji dand struktura optimalizacni lohy.
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