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Abstrakt

Tato bakalarska préce se zabyva funkcemi
matic a moznymi metodami jejich nume-
rického vypoctu.

Uvodni &st obsahuje shrnuti potiebné
zékladni teorie a pokrocilejsich vysledku
vyuzivanych pro konstrukci maticovych
funkei.

Poté jsou predstaveny tii numerické me-
tody vypoctu funkce matice, které jsou im-
plementovany v softwaru MATLAB. Kon-
krétné se jednd o vypocet pomoci Taylo-
rova a Lagrangeova polynomu a pomoci
spektralniho rozkladu. Presnost téchto
metod je nasledné porovnavana pomoci
numerickych experiment.

Vytvorené programy, které jsou soucasti
prace, umoznuji také vypocet funkci ma-
tic zavislych na ¢asovém parametru, jaké
se vyskytuji napriklad pfi feSeni systému
linedrnich obycejnych diferencidlnich rov-
nic. Uvedeny jsou ptiklady feseni tako-
vychto problémi ziskanych pomoci imple-
mentovanych metod.

Kli¢ova slova: Matice, Jordanuv tvar
matice, funkce matic, spektralni rozklad
matice, Taylorav polynom, Lagrangetv
polynom, MATLAB, exponenciala
matice, obycejné diferencidlni rovnice
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Abstract

This bachelor thesis deals with matrix
functions and possible methods of their
numerical calculation.

The introductory part contains a sum-
mary of the necessary basic theory and
more advanced results used for the con-
struction of matrix functions.

We continue by presenting three nu-
merical methods of calculating a matrix
function, which are implemented in MAT-
LAB. Specifically, these are based on us-
ing Taylor and Lagrange polynomials, and
spectral resolution. The accuracy of these
methods is then compared by means of
numerical experiments.

The programs developed as part of this
work also allow for computation of time-
dependent matrix functions, such as those
appearing, for example, in problems con-
cerning systems of linear ordinary differ-
ential equations. Examples of solutions
to such problems obtained using the im-
plemented methods are also given.

Keywords: Matrix, Jordan form of

a matrix, matrix function, spectral
resolution, Taylor polynomial, Lagrange
polynomial, MATLAB, matrix
exponential, ordinary differential
equations

Title translation: Numerical Evaluation
of Matrix Functions
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Kapitola 1
Uvod

Tématem této bakalarské prace jsou funkce matic. Matice jsou dulezitym
matematickym objektem, ktery se pouziva v mnoha oblastech, jako je algebra,
linearni algebra, statistika, fyzika, informatika a dalsi.

Funkce matic je zobrazeni, které funkci f a matici A prifadi matici B
v jistém smyslu. Maji sirokou skédlu aplikaci, napiiklad v feseni diferencialnich
rovnic ¢i zpracovani signalu.

V préci se zamérime na nasledujici témata:

1. teoreticky tivod do funkci matic,
2. predstaveni numerického vypoc¢tu funkci matic,
3. porovnani tii metod vypoctu.

V nésledujicim textu je shrnuti obsahu vsech kapitol, které se v praci
vyskytuji, za Gcelem jednodussiho orientovani v praci.

Druhé kapitola obsahuje vSechny dale pouzité definice a véty z linearni
algebry. Treti kapitola se zabyva tivodem do teorie funkci matic. Zacina se
s polynomy matice a na zakladé ziskanych poznatki se zavadi pojem funkci
matic pro obecnéjsi funkce. Ve zbytku kapitoly jsou teoreticky predstavené
tTi metody vypoctu, jmenovité: pomoci spektrilniho rozkladu, Lagrangeova
polynomu a Taylorova polynomu.

Ctvrté kapitola numericky uplatiiuje teorii z predchozi kapitoly. Na tivod
kapitoly jsou shrnuty prikazy v softwaru MATLAB, které jsou zapotifebi
k porozumeéni kédi. Navazuje se prvni metodou vypoctu funkei matic vyu-
zivajici Taylorova polynomu. Popis obsahuje metodiku samotného vypoctu
i zpusob analytického odhadu chyby pri pouziti k-tého stupné Taylorova
polynomu. Pred implementaci zbylych metod kapitola nastiniuje problematiku
numerického stanoveni vlastnich cisel a jejich indexi.

Dalsi metoda vypoctu, které se vénujeme, vyuziva Lagrangeova polynomu.
Posledni metodou je pouziti spektralniho rozkladu.

U obou posledné uvedenych metod se slozité analyticky vyjadiuje predpis
pro horni odhad chyby pouzité metody, a proto se v dalsi ¢asti pomoci
numerickych experimentti snazime ptiblizné odhadnout presnost vsech metod.



1. Uvod

Za timto tcelem definujeme tii ,,metriky*, pomoci kterych budeme testovat
presnost, a to pri praci s tfemi typy matic: diagonalnimi, diagonalizovatelnymi
a nediagonalizovatelnymi. Pfedmétem naseho porovnani bude i doba vypo-
¢tu funkce matice pomoci kazdé metody. Vystupem je grafické znazornéni
ziskanych hodnot.

Sesta kapitola zkouma matice zévislé na ¢asovém parametru a funkce na
nich. V praci se omezime na specifickou ¢asovou zavislost matic, konkrétné
A(t) = At. Kapitola déle zavadi rozsiteni ti{ metod, kterych jsme doposud
vyuzivali, pro moznost spocteni funkci na téchto maticich. Konec kapitoly je
vénovan exponenciale matice exp(At).

Posledni kapitola se vénuje systému obycejnych diferencialnich rovnic spo-
leéné s jeho fesenim. Po uvedeni feseni je ukazka pouziti programu pro
vypocet feseni dvou takovych systémil pomoci tii uvazovanych metod.

V prilohové ¢asti se, mimo jiné, nachazi Sestice programil, které byly vyuzity
pfi numerickych experimentech. V prilohové sekci je podrobny popis obsahu
archivu této bakalatrské prace spolec¢né s navodem k pouziti program.



Kapitola 2

Zakladni teorie

Obsahem této kapitoly je zavedeni notace a vysloveni potiebnych definic pro
praci s maticemi.

. 2.1 Prostor matic

Definice 2.1.1 (prostor matic). Necht m,n € N. Znac¢ime

aii Aln
Cmx" = St la;€ CVie{l,...,m}Vie{l,...,n}

am1 - Gmn

Je-li A € C™*™, oznacCime déle:
(i) [Alij = aij;
(i) [aij] := A;
(iii) Ay := (a1, - , i) -..i-ty fddek matice A;

alj
(iv) Ayj:=1| : | ...j-ty sloupec matice A.
A 5

Poznamenejme, Ze matice s rozmérem n = 1 budeme nazyvat sloupcovgym
vektorem, matice s rozmérem m = 1 pak rddkovym vektorem.

Definice 2.1.2 (s¢itani a skaldrni ndsobeni matic). Necht n,m € N. Necht
A, B e C"™*" « € C. Definujeme:

(i) A+B:= [aij + bij];

(ii) aA = [a aij].
Definice 2.1.3 (soudin matic). Necht m,n,r € N. Necht A € C™*",
B € C™*"™. Pak definujeme matici AB € C™*" po slozkach takto:

r
[AB]Z']' = Zaikbkj, 1 E {1, . ,m}, j S {1, R ,n}.
k=1

3



2. Zakladni teorie

Definice 2.1.4 (jednotkovd matice). Pro n € N, pak definujeme jednotkovou
matici I € C"*" jako:
L, i1=7;
[T]ij := {

0, i3
Definice 2.1.5 (mocnina matice). Necht n € N. Pro A € C"*" definujeme:
A?2=AA; AF=AA.. A keN.
—_—
k-krat

Definice 2.1.6 (transponovana matice). Necht n,m € Na A = [a;;] € C™*".

Pak definujeme:
AT = [a,ji] e crm,

Matici AT nazveme matici transponovanou k A.

Definice 2.1.7 (adjunkce matice). Nechf n,m € N. Pak pro A = [a;;] € C™*"
definujeme:

A¥ = [ﬁji] S (Cnxm,
matici A* nazveme matici adjungovanou k A.

Definice 2.1.8 (skalarni soucin). Necht n € N. Mé&jme linearni prostor C".
Pak funkci (-|-) : C" x C" — C, ktera spliuje nésledujici podminky

(i) Vx,y € C", Va € C: (x|ay) = a(x|y);

)
(i) Vx,y e C", Vz € C" : (x|y + 2z) = (x|y) + (x|z);
(111) VX,y € (Cn7; <X|y> — <Y|X>7

)

(iv) Vx € C" : (x|x) > 0 a rovnost (x|x) = 0 nastava pravé tehdy, kdyz
x = 0;

rikame skaldrni soucin v C™.

Definice 2.1.9 (norma). Necht n € N. Zobrazeni ||-|| : C" — [0, c0) se nazyva
normou, pokud plati:

(i) Vx € C", a € C: ||ax]|| = |o |Ix]];
(i) vx e C"Vy e C": |lx +y| < |Ix]| + llyll;
(i) ¥x e C": [|x]| =0 <= x=0.

Véta 2.1.10 (euklidovska norma). Nechtn € N. Necht x € C". Pak zobrazeni
||| : C* — [0, 00) definované pro x € C" predpisem

n

lly = 4| D il

)

je normou, kterou nazgvdme euklidovskou.

4



2.1. Prostor matic

Véta 2.1.11 (skaldrni soucin indukuje normu). Necht n € N. Méjme linedrni
prostor C". Potom

[l =/ {x[x)

urcuje normu na C™.

Diikaz. Podle definice 2.1.8 je (x|x) > 0, odmocnina mé tedy smysl. Nyni
ukdzeme t1i vlastnosti z definice 2.1.9:

(1)

|lax]|| = \/<ax\ax) = \/04<ocx|x> = \/a<x|ax> = \/o@m
=/l (x[x) = |olvxx = |of x| ;

(i)

Ix+yl = /tx+ylx+y) =/ (xlx) +2(x[y) + (yly)

< i+ 2 i) + vt = (i + i)

= Jixix) +/lyly) = I+ [y

(iii) Treti vlastnost je splnénd z definice 2.1.8. O

Mame jiz definovanou normu pro vektory v C™. Nyni chceme tuto definici
rozsitit i na matice.

Definice 2.1.12 (maticovd norma). Necht n € N. Nésledujici zobrazeni
||| : C**™ — [0, 00) se nazyva maticovou normou, pokud plati:

(i) VA €C™" a € C: oAl = [a] |All;

(i) VA e C" VB eC": |A+B| < ||A|l+|BJ;
(i) VA € C™": |A| =0 < A =0;

(iv) VA € C™n,vB € C" : | AB| < |A] [B.

Definice 2.1.13 (symetrickd, hermitovska matice). Necht n € N. Necht
A = [a;;] € C™". Rekneme, e A je

(i) symetrickd, pokud A = AT,

(ii) antisymetrickd, pokud A = —AT,
(iii) hermitovskd, pokud A = A*,
(iv) antihermitovskd, pokud A = —A*.

5



2. Zakladni teorie

Definice 2.1.14 (linedrni obal). Necht n € N. Méjme mnozinu vektoru
M ={vy,...,v,}, kde v; € C" Vi € {1,...,n}. Mnoziné span(M), kterd je
definovana néasledovné

n

span(M) = {Z a;vi| a; € C} ,
i=1

tikdme linedrni obal mnoziny M.

Definice 2.1.15 (linedrni zavislost). Mnozinu vektora M = {vy,...,v,}
nazveme linedrné zdvislou, pokud existuji hodnoty aq, ..., a, € C takové, ze
alespon jedno «; je nenulové a plati

n
Z ;v = 0.
=1

Pokud takovéto hodnoty neexistuji, fekneme, ze M je linedrné nezdvisld.

Definice 2.1.16 (podprostor). Necht n € N. Necht U € C", « € C, pak U
nazveme podprostorem, pokud splnuje:

(i) vxeU,Vy e U:x+y € U;
(ii) Vo e C,Vx e U: ax e U.

Definice 2.1.17 (genreritory a baze). Necht n,k € N a U je podprostor C".
Rekneme, ze mnozina vektorii B = {by, ..., by} C C" generuje podprostor U,
pokud plati:

span(B) = U.

Je-li navic mnozina B linedrné nezavisla, nazveme ji bdzi podprostoru U.

Véta 2.1.18 (pocet prvku béaze). Necht n € N a U je podprostor C™. Potom
kazdé dvé baze U maji stejny pocet prvkii.

Definice 2.1.19 (dimenze). Necht n € N a U je podprostor C". Pocet prvku
jeho libovolné baze nazveme dimenzi podprostoru U a znac¢ime dim U.

Definice 2.1.20 (hodnost). Necht n,m € N. Necht A € C"™*". Potom jeji
hodnost je definovana jako dimenze prostoru generovaného sloupci této matice.
Znacéime: rank A.

Véta 2.1.21 (vlastnost hodnosti). Necht n,m € N. Necht A € C"™*". Pak
plati:
rank A = rank AT = rank A*.

Definice 2.1.22 (reguldrni matice). Necht n € N. Matice A € C™*" se nazve
reguldrni, plati-1i
rank A = n.

Neni-li matice reguldrni, nazveme ji matici singuldrni.

6



2.1. Prostor matic

Definice 2.1.23 (inverze matice). Necht n € N. Necht A,B € C™*". Matice
B se nazve inverze k matici A, plati-li

AB=BA =1
Matici B pak znac¢ime A1,

Definice 2.1.24 (unitarni matice). Necht n € N. Necht A € C™*". Rekneme,
ze A je unitdrni, plati-li
Al =A%

Definice 2.1.25 (jadro matice). Necht n,m € N. Necht A € C"™*". Definu-
jeme jadro matice A jako

N(A) ={xeC"| Ax=0}.
Definice 2.1.26 (obraz matice). Necht n,m € N. Necht A € C™*". Definu-
jeme obraz matice A jako
RA):={yeC" IxeC":y=Ax}.
Definice 2.1.27 (permutace). Necht n € N. Kazdé prosté zobrazeni
m:{l,...,n} = {1,...,n}
nazveme (n-prvkovou) permutaci. Zna¢ime
Sp={m:{1l,...,n} = {1,...,n}| 7 je permutace}.

Permutaci m € S,, nazveme transpozici, pokud existuji i, j € {1,...,n} takové,
ze
w(i) =g, n(i) =g, w(k) =k Yk e{l,...,n}\ {3, 7}

Véta 2.1.28 (slozeni transpozic). Necht n € N. Kazdou n-prvkovou permutaci
lze vyjddrit jako sloZeni konecného poctu transpozic. Je-li tatdZ permutace
takto vyjddrena dvéma zpusoby, je pocet transpozic v obou sloZenich bud sudy,
nebo lichy.

Definice 2.1.29 (znaménko permutaci). Necht n € N a 7w € S,,. Pak definu-
jeme znaménko permutace m jako

1, 7 je slozenim sudého poctu transpozic,
sgn(m) =

—1, = je slozenim lichého poctu transpozic.

Definice 2.1.30 (determinant). Necht n € N. Necht A € C"*". Pak deter-
minant matice A definujeme jako

det(A) = Y sgn(m) [[[Alire)-
TESH =1

Véta 2.1.31 (vlastnosti determinantu). Necht n € N. Necht A,B € C"*".
Pak plati



2. Zakladni teorie

Definice 2.1.32 (charakteristicky polynom). Necht n € N. Necht A € C"*".
Pak funkci pa: C — C, definovanou pro A € C jako

pa(A) = det(A — A1),
nazveme charakteristickym polynomem matice A.

Definice 2.1.33 (vlastni ¢islo a vlastni vektor). Necht n € N. Necht
A € C™*". Cislo A € C nazveme vlastnim ¢islem matice A, pokud existuje
vektor x € C" \ {0} takovy, ze plati

Ax = \x.

Vektor x pak nazveme vlastnim vektorem matice A prislusnym vlastnimu
¢islu A a podprostor N(A — M) vlastnim podprostorem prislusnym vlastnimu
¢islu A.

Mnozinu vsech ruznych vlastnich ¢isel matice A nazveme spektrem matice A
a znacime o(A).

Véta 2.1.34 (vlastnosti vlastnich ¢isel). Pro A € C jsou ndsledujici turzeni
ekvivalentni:

(i) Aea(A),
(ii) A — AL je singuldrni,
(iii) det(A — AI) =0.

Definice 2.1.35 (algebraicka nasobnost vlastnich ¢isel). Necht n € N. Necht
A cC™ X\ € o(A). Pak definujeme algebraickou ndsobnost vlastniho ¢isla
A jako nasobnost kofene polynomu pa a znacime

ama (A).

Definice 2.1.36 (geometrickd ndsobnost vlastnich ¢isel). Necht n € N. Necht
A € C"" X € o(A). Pak definujeme geometrickou ndsobnost vliastniho ¢isla
A jako

gmp (\) = dim N(A — AI).

Definice 2.1.37 (diagonalni matice). Necht n € N. Necht D € C™*". Rek-
neme, ze D je diagondlni, pokud pro vSechna i, j € {1,...,n} spliujici ¢ # j
plati

[D];; =0.

8



2.1. Prostor matic

Definice 2.1.38 (podobnost matic). Necht n € N. Necht A;B € C"*".
Matice A, B nazveme podobné, existuje-li regularni matice X € C™*™ takova,
ze plati

B=X1AX

v takovém pripadé piseme A ~ B.

Véta 2.1.39 (podobnost a vlastni ¢isla). Necht n € N. Necht A,B € C™"*"
jsou podobné. Pak o(A) = o(B).

Diikaz. Necht A € 0(A), pak
pa(A) = det(A — M) = det(X 1) det(A — AI) det(X)
= det(X 1A = AD)X) = det(XTAX — AI) = px-1ax(\)
= pB(\). O

Definice 2.1.40 (diagonalizovatelnd matice). Necht n € N. Necht A € C"*™,
matici A nazveme diagonalizovatelnou, existuje-li diagonélni matice D € C"*"™
takova, ze plati

A ~D.

Potom matici D nazveme diagonalizaci matice A.

Zde je nutné poznamenat, Ze existuji matice A € C"*", které takto diago-
nalizovat nelze.

Definice 2.1.41 (nilpotentni matice). Necht n € N. Necht A € C"*™, pak
fekneme, ze matice A je nilpotentni, existuje-li k € N takové, ze

AF =0.

Definice 2.1.42 (soucet podmnozin C"). Necht n € N. Necht U,V C C™.
Definujeme

U+V={zeC'lz=u+v,uclUveV}

Definice 2.1.43 (komplementarni podprostory). Necht n € N. Necht W
je podprostor C* a U,V jsou podprostory W. Rekneme, ze U a V jsou
komplementdrni podprostory W, pokud plati

W=0U+ValUnNnV=0.

V takovém pripadé piseme
W=UeV.

Véta 2.1.44. Necht n € N. Necht matice A € C"*" je singuldrni, pak existuje
k € N takové, Ze
C" = R(AF) @ N(AF). (2.1)

Pro dikaz této véty viz [1, s. 394].



2. Zakladni teorie

Definice 2.1.45 (index matice). Necht n € N. Necht matice A € C"*"
je singularni, pak nejmensi k£ € N takové, ze plati rovnice (2.1), nazveme

indexem matice A, zna¢ime index(A). Je-li A reguldrni matice, definujeme
index (A ):=0.

Definice 2.1.46 (index vlastniho ¢isla). Necht n € N. Necht A € C™*",
A € o(A). Pak definujeme index vlastniho cisla A jako

indexa (A) == index(A — AI).

Definice 2.1.47 (zobecnény vlastni vektor). Necht n € N. Necht A € C"*",
A € 0(A), p = indexa (). Vektor x € C" nazveme zobecnénym vlastnim
vektorem matice A prislusnym vlastnimu cislu A, splnuje-li

(A — AI)Px = 0.

Mnozinu N((A — M\I)?) = {x € C", (A — AI)P’x = 0} nazveme zobecnénym
vlastnim podprostorem matice A prislusnym vlastnimu cislu .

Definice 2.1.48 (projekce). Necht n € N. Necht U,V jsou podprostory C"
a C*"=U@aV. Pak kazdé x € C" 1ze jednoznacné vyjadrit jako

X = Vg + Ug,

kde v, € V,u, € U. Linearni zobrazeni z C"™ do C", které vektoru x priradi
Vg, nazyvame projekci na V podle U.

Véta 2.1.49 (charakterizace projekce). Necht n € N. Necht P € C"*". Pak
je ekvivalentni:

(i) R(P)® N(P)=C"" a P je matice projekce na R(P) dle N(P);
(ii) P? =P.
Dukaz této véty lze najit na [1, s. 386].

Definice 2.1.50 (indukovand maticova norma). Necht n € Na A € C"*".
Pak indukovanou maticovou normu definujeme jako

Al = A
Al = max [[Ax],,

lIx[l,=1
kde |[-||, je euklidovskd norma, viz vétu 2.1.10.

Pro dilkaz, ze takto definované zobrazeni spliiuje axiomy maticové normy,
viz [1, s. 280].

Definice 2.1.51 (¢islo podminénosti). Necht n € N. Necht n € N. Necht
A € C"*", Definujeme cislo podminénosti jako:

cond(A) = [|A] A7

10



2.2. Maticové rozklady

B 2.2 Maticové rozklady

Za ucelem zjednoduseni budeme pouzivat nasledujici blokovy zapis matic:

A - Ay
Aml T Amn

Matice A;; musi splilovat nasledujici podminky:
(i) Pocet radku matic Ay; se musi shodovat pro vSechna i € {1,...,n}.
(ii) Pocet sloupcti matic Aj; se musi shodovat pro vSechna j € {1,...,m}.

Vysledna matice M je pak rozméri
n m
> i x Y By,
i=1 j=1

kde o;; je pocet sloupcti matice A;; a §;; je pocet fadki matice A;;.
Jako priklad uvazujme nésledujici matice:

1 0 1 2 3 0
A11—<0 1>,A12—<4 5 6>’A13_<3>’

1 1 6
Ao =12 6|, Axpp= , Aoz = | 2
1 9 5

o O O
o w O
N OO

Pak slozena matice M po vzoru (2.2) mé nésledujici tvar:

101 2 30
01 456 3
M=([1 10 0 0 6
26 03 0 2
19 00 2 5

Prvni rozklad, ktery si predstavime, se nazyva Jordaniv kanonicky tvar. Mo-
tivaci pro jeho zavedeni daného rozkladu je nasledné vyuziti pro zjednoduseni
vypoctu funkei matic.

Véta 2.2.1 (Jordanuv kanonicky tvar matice). Necht n,m € N. Necht
A,y Adm € C, A/B € C™™. Necht 0(A) = A1, ..., \m. Potom ezistuje
requldrni matice Q € C™*" takovd, Ze plati

A=QJQ 7,

11



2. Zakladni teorie

kde J € C™™™ je matice tvaru

J, - 0
Jo=1: (2.3)
0 - J,
Pro kazdé r € {1,...,m} je zde J, € CaQ)xama(d) yatice tvaru
Joi 0 0
3= | 0 I (2.4)
: K . 0
0 - 0 Jrgmur)
Ddle pro kazdé k € {1,...,gmp (A)} je Ik Ctvercovd matice tvaru
A1 0
L= | 0>
S
0 0 X

a rozmerd oy X oy g, kde o € N, ap ) < ama (). Rozmeér nejuétsi buriky
J, 1 v segmentu J, je roven indexu vlastniho cisla A,.

Diikaz této véty a tohoto tvrzeni neni lze nalézt lze na [1, s. 587-590].

Definice 2.2.2 (Jordaniv kanonicky tvar matice). Necht n,m € N. Necht
A, dm € C, A;B € C*. Necht 0(A) = A, ..., Ay Necht Q,J € C™*7
a plati:

A=QIQ 7,

potom nazveme matici J Jordanovym kanonickym tvarem (zkracené JKT)
matice A. Matice J, se dale nazve Jordanovym segmentem prislusnym vlast-
nimu ¢islu A\, € 0(A) a matice J,, Jordanovygmi burikami ptislusnymi ¢islu
Ar.

7 predeslého tvrzeni vyplyva, ze pokud pro vSechna vlastni ¢isla matice A
plati, ze

indexa (A\) =1,

pak vSechny matice J,; maji rozmér 1 x 1. Tudiz JKT matice matice A je
diagonalni a odtud plyne, ze matice A je diagonalizovatelna.

12



2.2. Maticové rozklady

Vyse uvedend notace pro Jordanovy bunky a segmenty bude pouzivané ve
zbytku préace. Jako priklad uvazujme matici

2 1
21
2

Ze struktury matice je patrné, ze o(J) = {—1,2}, ama(—1) = 5, ama (2) = 3,
gmp (—1) = 2, gmy (2) = 1. Tato matice se skldda ze dvou segmenti
—1 1
-1 1
) JQ = -1

N —

Ji =

N =

-1 1
-1

Segment J; se sklada z jediné buiiky, oznacené zde J; ;. (Tedy plati J; = Jq1.)
Druhy segment Jo se sklada ze dvou bunék Jo1 a Jo o tvaru

-1 1
-1 1
Jo1 = -1 1], Joo = ( _1> .
-1

Dalsim uziteénym rozkladem je QR-rozklad. Tento rozklad vyuzijeme
pri numerickém vypoctu inverze matic.

Véta 2.2.3 (QR-rozklad). Necht n € N. Necht A € C"*". Pak existuji
unitarni matice Q € C"*" a matice R € C™*" splnujici [R];; = 0, pokud

i> 7, a[R]i >0 pro vsechna i € {1,...,n} takové, Ze plati
qi1 - qin rir 0 Tin
A=QR=
gn1  *° dnn T'nn

Dikaz této véty je mozné ziskat napriklad pomoci Gram—Schmidtova procesu,
viz [1, s. 307-311].

Poslednim rozkladem, ktery budeme vyuzivat pii numerickém vypoctu, je
singularni rozklad.

Véta 2.2.4 (Singularni rozklad). Necht n € N. Necht A € C"*". Pak existuji
unitarni matice U,V € C"*" a diagondlni matice 3 € C™*™ takové, Ze pro
vsechna i,j € {1,...,n} je [X]i; > 0 a plati

A =UXV.
Hodnoty o1 .. .0, nazgvdme singularnimi cisly matice A.

Pro dukaz existence viz [1, s. 412].
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Kapitola 3

Teorie funkci matic

Predmétem této kapitoly bude predstaveni samotnych funkci matic, jejich
smyslu a interpretace.

Ve zbytku prace budeme predpokladat, ze matice A je ctvercovd, neboli Ze
ma rozmeéry n X n. Pro konkrétni matici A a komplexni funkci f, definovanou
na vhodné mnoziné a s vhodnymi vlastnostmi, chceme definovat matici f(A),
opét s rozméry n X n.

Pomoci operaci maticového nasobeni a sc¢itani jsou jiz zfejmym zpusobem
definovany polynomy matic. Naptiklad pro polynom

p(z) =322 — 7o+ 4
a matici A je p(A) je matice tvaru:
p(A) = 3A% — TA +41. (3.1)

Cilem je nyni definovat f(A) pro funkci f, kterd je obecnéjsi nez pouze
polynom. Zaroven ale chceme, aby v pripadé, ze f = p, kde p je polynom,
matice f(A) ziskand pomoci této nové definice byla shodnéd s matici p(A)
ziskanou prostym mocnénim a séitdnim jako ve (3.1).

V obecnéjsim smyslu bude platit nésledujici: je-li ¢ polynom dvou (kom-
plexnich) proménnych, A € C"*"  f g jsou komplexni funkce definované na
vhodné mnoziné E C C, kde 0(A) C E, a plati-li

a(f(A),9(A) =0
pro vSechna A\ € o(A), potom také
a(f(A),g(A)) =0,

kde 0 na pravé strané predstavuje nulovou matici rozmérii n x n.
Typickym prikladem je rovnost

sin(A\)% 4+ cos(A\)2 =1 =0
platnd pro vSechna A € C. Od matic sin(A), cos(A) ocekdvame, ze bude platit
sin(A)? + cos(A)? — 1 =0.

15



3. Teorie funkci matic

B 3.1 Zakladni definice

Odvodime nejprve alternativni vyjadreni p(A), kde p je polynom, které
nésledné poslouzi jako zdklad pro definici obecné f(A).

Uvazujme tedy obecny polynom. Necht d € N; ¢, ...,cq € C a pro vSechna
A € C plati

d
A) = e
=0

Necht A € C™"*". Necht J je JKT matice A a Q je regularni matice takova,
ze plati A = QJQ™!. Pak plati

d
ZczAl > a(QIQTY).

=0
Vyraz napravo lze upravit takto:
(QIQ™)'=(QI'Q™H(QI'Q™)--(QIQ )
i-krat
— QJIQ—IQJIQ—l . QJlQ—l
— QJl Jl Q 1 QJ Q 1

i-krat

Vyuzitim této tpravy dostavame

d

d
=3 e(QIQ ) =Y QriQ! QZcZJZQ !
=0

=0 =0
Vzhledem ke tvaru J pro vSechna i € {0,...,d} plati
3
I
kde J, jsou Jordanovy segmenty matice J piislusné vlastnimu ¢islu A,. Cely
polynom matice muzeme tedy prepsat do nasledujici podoby:

d
p(A)=Qp(d) Q"' =Q> ¢ Q!

i=0
1
,L o CiJi

p(J1)

16



3.1. Zakladni definice

Nyni vyjadifme explicitné tvar jednotlivych segmenti p(J,(A,)). Necht J,
je néjaka Jordanova buiika segmentu J,. Pak ma tvar

Jppi= = AT+ = AL N

Odtud dostavame

a tudiz

ch rk—ZCZZ( )x\Z PN
=0 pu=0

—ZN;‘chZ< ))\’ " (3.3)

Za 1celem tpravy posledniho vyrazu vyjadieme derivace polynomu p (podle
proménné \). Dostavame:

d
A) = N
1=0
d .
= Z C; ) )\1_1
=1

d d .

:E Cii(ifl)...(if,u+1))\i_“:§ cm!<z>)\i_“, e N.
- 7
i=p

=/

Toto pouzijeme pro prepsani vyrazu (3.3) do nasledujici podoby:
ZN kZCZ< >/\z f= ZN kZ /‘CZ< )Al :
— Z N

Pfipomenme si, jak vypadaji mocniny matice N, € C™! kde I je velikost
bunky J, :

17



3. Teorie funkci matic

0---0 1 0
——

u pozic 1
(T
Nr k

)

(\V4 )

Odtud vidime, ze pro vSechna u € N takova, ze u
Z toho dostavame findlni tvar matice p(J, x):

[, plati N%, = 0.

(k—1)
p()\r) p/()\r) p(k_l(;;r)
pIo) =] 0 PO PO
c. 3 p/(>\r)
0 p(Ar)

Toto tedy dava explicitni tvar matic vystupujicich v rovnici (3.2). Nyni
vyuzijeme jiz dosazené znalosti o obecném polynomu p(A) pro rozsifeni
definice na f(A), kterd neni nutné polynomem.

Definice 3.1.1 (funkce Jordanovy bunky a Jordanova segmentu). Necht
Ar € C, k € N. Necht f je komplexni funkce definovand na néjakém okoli A,.
Je-li k > 1, necht existujf vlastni derivace f'(\,), f(\), ..., f#~D(A,). Necht
J, 1 je ¢tvercovd matice tvaru

Ar 1
Joa=| (3.4)
1
Ar
Pak definujeme
(B=1) (A,
FOW) F ) S
, :
f(Jrk) = 0 f()‘r) f ()\7‘) (3 5)
t. f,(Ar)
0 f(A)
Déle necht 5 € N, J, je ¢tvercova matice tvaru
Jr,l
J. =
Jr s
a jednotlivé v ni obsazené matice J, o, @ € {1,..., 8}, maji tvar (3.4). Potom
definujeme
f(']r,l)
f(J,) = ) (3.6)
f(JT,B)

18



3.1. Zakladni definice

Nyni muzeme definovat f(A) pro obecnéjsi funkce f a pro zcela obecnou
¢tvercovou matici A.

Definice 3.1.2 (funkce matice pomoci JKT). Necht n,m € N. Necht
M, Am €C, A € C"". Necht 0(A) = Aq,..., \py. Necht [, = indexa (\;)
pro kazdé r € {1,...,m}. Necht f je komplexni funkce, kterd je pro kazdé
r € {1,...,m} definovand na okoli A\, a pokud I, > 1, existuji vlastni deri-
vace f'ON), f' (M), ..., f&=D(\,). Pak fekneme, Ze funkce f je definovand
na matici A. Déale necht

J1

A=Q Q'
Jm

kde Q € C™" je regularni a J, jsou Jordanovy segmenty prislusného
Ar € o(A), 7€ {1,...,m}. Potom definujeme

f(J)
f(A)=Q Q.
f(Im)

Tvar jednotlivych segmentt f(J,),..., f(J;) je ddn pomoci (3.6).

Lze ukézat, ze f(A) definovand vyse uvedenym zpiisobem nezavisi na volbé
matice Q. K tomu je vyuzita nasledujici véta:

Véta 3.1.3 (spektralni projekce). Necht n,m € N. Necht \1,..., A\, € C,
A € C"". Necht 0(A) = A1,..., A\m. Necht plati

J1
A:Q Q_l)
Jm

kde Q € C™*™ je regqularni a J, jsou Jordanovy segmenty prislusné po
radé vlastnim éishim A\, v € {1,...,m}. Matice Q, Q™' formdlné rozdélme
do bloki
S1
Q=(Q - Qu), Q'=|: |,
Sim

kde pocet sloupci v kazdém bloku Q, (respektive radki ve S, ) je roven ama (Ay).
Necht I, = indexa (A,) pro kazdé r € {1,...,m}. Potom matice

Gr = Qrsra

je matici projekce na N((A — N\ 1)) podle R((A — N\ I)!"). Této rikime
spektralni projekce prislusnd vlastnimu cislu A,.
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3. Teorie funkci matic

Dale plati:

o s
(ii) GiGj:{ : Z#]
Gi) t=7.

(iii) matice (A — N\ I)G, jsou nilpotentni s indexem 1, a plati

(A = NG, = G, (A — AT)

Diikaz této véty neni podstatny pro tuto praci. Ctenaf ho vsak miize najit
v [1, s. 517].

Dalsi véta stanovuje jiné vyjadieni f(A), které jiz neobsahuje matice Q.

Véta 3.1.4 (spektralni rozklad f(A)). Nechtn,m € N. Necht A1, ..., \p, € C,
A € C"™. Necht 0(A) = Ai,..., Am. Necht I, = indexa (A\,) pro kazZdé
r € {1,...,m}. Necht f je komplexni funkce, kterd je pro kazdér € {1,...,m}
definovand na okoli N\, a pro I, > 1, existuji vsechny vlastni derivace
F'O), ., =N, Pak f(A) zavedend pomoci definice 3.1.2 spliiuje

m =1 (i) .
fA)=> f W(A—M)’Gr, (3.7)
r=1

)
=0 ¢

kde G, je matice spektrdalni projekce prislusné vlastnimu cislu .

Pro dukaz, ze véta 3.1.4 neni v rozporu s vétou 3.1.2, viz [1, s. 601].

V pripadé, ze vsechna vlastni ¢isla A\, maji index [, roven jedné, a tedy A
je diagonalizovatelna, dostavame ve (3.7) zjednoduseny tvar:

f(A) = Z fr) Gy (3.8)

V daném kontextu nazyvame tento tvar Lagrangeovym polynomem matice A.
Vice se jim budeme zabyvat v podkapitole 4.3.

Uvazujme nyni znaceni z véty 3.1.4. Volme polynom p tak, aby se hodnoty
jeho a pripadné vsech jeho potirebnych derivaci v kazdém bodé A, shodo-
valy s odpovidajicimi hodnotami funkce f, resp. jejich derivaci. Necht J, je
libovolny Jordaniv segment. Pak:

f(Jr,l) p(Jr,l)
() = = . (3.9)
f(Jrp) p(Jr8)
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3.1. Zakladni definice

Rovnost danych vyrazi vyplyva ze zvoleného polynomu a definice funkce
Jordanova segmentu, viz (3.6). Této vlastnosti vyuzijeme nasledovné:

f(J1)
f(A)=Q Q!
f(Im)
p(J1)
=Q Q l=p(A). (3.10)
p(Jm)

V dalsi ¢dasti odvodime, ze matice spektralnich projekci nezéviseji na volbé
matice Q v Jordanové rozkladu, a ukazeme, jak je mozné je explicitné urcit.
V nasledujicim stéle uvazujeme znaceni z véty 3.1.4.

Proi € {0,...,l, — 1} oznacme:

1 .
Zyi = 5(A= A1) Gr. (3.11)

Potom (3.7) m4 tvar:
m lr—1
FA) =33 9Nz, (3.12)

r=1 i=0

Nyni vytvorime algoritmus pro urceni matic Z, ;. Pfipomenme nyni tato
fakta (viz vétu 3.1.3):

(i) matice G, je matici projekce, tudiz pro vSechna i € N plati G, = G,
(ii) matice (A — A\.I)G, jsou nilpotentni matice s indexem [, = indexa (\;).
S vyuzitim téchto fakt mizeme ucinit nésledujici pozorovani. Pro vSechna

1 € N plati

(A - NG, L (A - \T)iG = P (3.13)

Zde P, je nilpotentni matice fadu [, = indexa (A,), neboli pro vSechna
i > 1, plati Zy; = 0.
Vsimnéme si jesté téchto vlastnosti:

(iii) Matice Z,; nezavisi na volbé funkce f.
(iv) Celkovy pocet nenulovych matic Z,; je Y 7vy ;.
Nyni je potfeba vytvorit systém rovnic, ktery urci matice Z,. ;.

Ozna¢me L = (372, 1,) — 1. Pro v8echna j € {0,..., L} volme postupné
fi(z) =1, 2, 22,..., 2% Tyto funkce splitujf

£7(0) =0
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3. Teorie funkci matic

proi > jaVre{l,...,m}. Tohoto vyuzijeme nasledovné:
] m lr—1 ] m lr—1 z)\]
f](A) = A’ = Z Z f(l)()‘r)zr,i: Z Z a)\ir ZTvi
r=1 i=0 r=1 =0 T
m L i\ L m i\
"N O'N
=22 i L =200 gy D
r=11=0 8>\%" =0 l7“=1 8)\2‘
r>1

Postupné tak dostavame nasledujici systém:

fo(z) =1 = fo(A —I—ero

filz) == = fi(A)=A= ZAzro+Zzﬂ

lr>1
fo(z) = 22 =  fa(A Z)\2 ro-l-Z?)\ Zr1+z2zr2
l7>1 l7>2
L m iAL
fuz) =z = fuA)=AF =3 > ST
i=0 r= r
01
Tento systém lze zapsat maticové:
YAN)
ZmO I
Zy,
. A
Al | =A%, 3.14
20|~ | (3.14)
. A'-L
Matice A zde ma tvar:
1---1 e e e
M A S e e
)\%...)\gn 2 9 ceiQe--
)‘%"')‘7%7, ...L)\T@fl... ---L(L—l))\£*2--- L

Strukturu této matice popiseme presnéji. Rozdélime matici na sloupcové
vektory A;, € CEFTD kder € {1,...,m}, 1 € {1,...,1,} al, je index
vlastniho ¢isla A,.

22



3.1. Zakladni definice

Kazdému vlastnimu ¢éislu A, vytvoiime skupinu vektort A;,., takovych, Ze

le{1,...,l,}. Prvni vektor Aq, ma nasledujici tvar:
1
Ar
Al,r = )\z
/\‘L

r

Zbylé vektory Ao, ..., Ay, . vytvorime takto:

o)

N (Al,r)l
Ny (Al,r)2

d 0
Ay = | ax (Aur)s :ai/\rAl,r-

Q

a2 (A1) L1

Jako priklad uvazujme matici A s vlastnim ¢islem A, = 4 a indexa (A,) = 3.
Pak skupina vektort pro dané vlastni ¢islo je:

1 0 0
4 1 0
2
Al,r = |4 ) A2,r = 24 ) AS,T = 2
4k L4571 L-(L—1)- 472

Dalsim krokem je vytvoreni matic A; nasledovné:
A= (Al,m "'Az,ap> :

Zde «; je poradi vlastniho ¢isla A, v mnoziné vlastnich ¢isel s indexem vétsim
nebo rovnym /. Motivace daného kroku je sdruzit matice A;,., které se shoduji
v hodnoté [. Pocet radkia kazdé A; je 1, ale pocet sloupctu v dané matici Ay
odpovida poctu vlastnich ¢isel A, jejichz index je vétsi nebo roven I.

Vyslednou matici A ziskdme slozenim matic A; (ve smyslu blokového zapisu)
takto:

A = (A’l T A'lma:c) ’
kde ;42 je nejvétsi z indext vlastnich cisel A,.

Lze dokazat (viz [1, s. 607]), ze matice A je reguldrni, a systém (3.14) md
tedy jednozna¢né feseni (usporddanou (L — 1)-tici matic Z,;).
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3. Teorie funkci matic

Dalsi interpretaci funkci matic, kterou budeme uvazovat, je pomoci moc-
ninné fady. Necht funkci f lze na prstencovém okoli U(a,¢€) rozvinout do
Taylorovy rady:

oo
ch (z —a)'
=0

a tato fada konverguje absolutné pro |z —a| < e.
Definujme funkei matice mocninnou radou

e¢]
=Y (A —al) (3.15)
=0

Tato fada konverguje v (libovolné zvolené) maticové normé || - || pro jakoukoli

matici A € C™*" splnujici ||A — al|| < e. Lze ukazat, ze funkce matice f(A)
pomoci této definice neni v rozporu s vétou 3.1.4:

Necht n € N. Necht Ay,..., A\, € C, A € C"*"™. Necht o(A) = Aq,..., A\
Necht I, = indexa (A,) pro kazdé r € {1,...,m}. Necht J je JKT matice
A a Q je reguldrni matice takova, ze plati A = QJQ™!. Necht J, je r-ty
Jordantiv segment matice J. Pak

3

fA) =D ci(A—al) icz (QIQ~! —al)
=0

=0
= S c(Q(J —al)Q =Q icl J —al)
i=0 1=0
Z;,’)i() Ci(Jl — CLI)
- Q Q!

2o ¢i(Im — al)’
S0 i(J — MI)

20 (T — A1)’
f(J1)
=Q Q' =Qf(Q"
F(Im)
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Kapitola 4

Implementace teorie funkci matic

V této casti popiseme algoritmy, které prakticky vyuzivaji dosazenych zna-
losti z minulych kapitol. Budeme uvazovat tfi programy, které si postupné
predstavime.

Avsak nejdrive si zavedeme znaceni pro numericky ziskany odhad libovolné
hodnoty. Necht x, € C je libovolny parametr. Necht X,, e, € C. Pak znacime

Xy =X, t+ €,

kde parametr x, je skutecnd hodnota, hodnota X, je numericky ziskany odhad
parametru x,., e, je chyba. Tato chyba je nejcastéji zpusobend numerickou
nepiesnosti nebo metodou vypoctu. Jako priklad skutecné hodnoty x,., necht
mame c¢tvercovou matici A a funkci f. Pak nejcastéji parametr x, bude
vlastni ¢islo A, matice A nebo spektrum o(A). Pro tento piiklad bychom
danou relaci zapsali nasledovné:

Xr =\ t+ e
Pro matice pak necht X, € C™"*™. Necht )A(r, E, € C**", Pak znacime
Xr - Xr + Erv

kde vyznam matic )A(T,XT, E, vychéazi z predchoziho odstavce. Prikladem
matice X, muze byt f(A).

Pred samotnou implementaci v programu MATLAB si predstavime funkce,
které budeme pouzivat. Konkrétné prikazy

(i) A=zeros (n)
vygeneruje n X n nulovou matici;
(ii) A=rand(n)

vygeneruje n X n matici, s hodnotami v intervalu (0,1) s rovhomérnym
pravdépodobnostnim rozdélenim;

(iii) x=norm (A)
ulozi nejvétsi absolutni hodnotu vlastniho ¢isla A\, matice A do x;
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4. Implementace teorie funkci matic

(iv) A=eye (n)
vygeneruje n X n jednotkovou matici;
(v) [B,C] = qr(a)
spocte QR-rozklad matice A a ulozi matice Q a R jako matice B a C;
(vi) B=A'
spocte transpozici matice A a ulozi ji jako matici B;
(vii) y=round (x)
zaokrouhli hodnotu x k nejbliz§imu celému ¢islu;
(viii) x=eig(A)
odhadne vlastni ¢isla matice A a ulozi je jako vektor x;
(ix) x=sort (y)

sefadi prvky ve vektoru y podle redlné ¢asti od nejmensiho po nejvétsi
a ulozi je jako vektor x;

(x) x=diff (y)

spocte rozdil dvou po sobé jdoucich prvkua ve vektoru y a rozdily ulozi
do vektoru x;

(xi) x=unique (y)

odstrani duplicitni prvky ve vektoru y a zbytek ulozi do vektoru x;

B a1 Taylortv polynom

Prvni metoda vypocétu funkce matice f(A) vyuzivad Taylortv polynom. Necht
f je k-krat diferencovatelnd v bodé a € C, pak Tayloriiv polynom funkce f
radu k o stfedu a vypada nésledovné:

k .
: f9(a) ,
T (0) =Y~ (a —a)"
i=0
Nyni bychom chtéli byt schopni Tici, jaké chyby se maximalné dopoustime
pouzitim kone¢ného Taylorova polynomu. K tomu pouzijeme Lagrangetiv tvar

zbytku.

Véta 4.1.1 (Lagrangeav tvar zbytku). Necht f je redlnd funkce, k € N,
a,x € R, a <z, af mdvkazdém bodé intervalu [a,x] vlastni derivaci rddu
k+ 1. Potom ezistuje & € (a,x) takové, Ze

FEI(E)

1) (z — a)ktt (4.1)

fl@) =T (z) =

26



4.1. Tayloriiv polynom

Nyni bychom chtéli tuto vétu rozsirit i pro funkce matic. Ze zavéru predchozi
kapitoly vime, ze mizeme funkci matic vyjadrit jako mocninnou radu, toho
nyni vyuzijeme. Necht funkci f lze na prstencovém okoli U(a, €) rozvinout do
Taylorovy rady:

ci(z — a)’ (4.2)

o

Il
o

flz) =

)

a tato fada konverguje absolutné pro |z — a| < €.
Pouzijeme vyjadreni funkci matice mocninnou fadou, viz rovnici (3.15)

fA) = ci(A—al).
=0

Tato fada konverguje v (libovolné zvolené) maticové normé | - ||, pokud
A — aI|| < e.
Definujme nyni redlnou funkci g: (—¢,¢) — R pomoci rozvoje do fady

g(x) = leila’, (4.3)
i=0

kterd konverguje pro |z| < &, coZ plyne z vlastnosti absolutni konvergence
rady (4.2).
Pro k € N definujeme novou matici R,{’Q(A) e C™™ jako

RL“(A) = T"(A) - f(A),

kde T/*(A) mé nésledujici tvar:

k() (g A
Ay =3 ! Z,‘( )(A — al)’.
=0 :

Pak

Z Ci(A — aI)i

i=k+1

> lel A —all. (4.4)

i=k+1

Bl )| = || (a) - £(a)]| =

IN

Posledni ¢len muzeme interpretovat jako chybu aproximace funkce g v bodé

z = ||A — aI|| Taylorovym polynomem fadu k o stfedu 0.
Pouzitim Lagrangeova tvaru zbytku, viz vétu 4.1.1, dostavame
o0 ) (k+1)
9 () k+1
> leil 1A = alll" = S 1A = el
i=k+1 :

kde £ € (0, [|A — aI])).
Taylorova fada pro funkci g mé vSechny koeficienty nezaporné, viz (4.3).
Odtud vyplyvé, ze funkce g**+1 je neklesajici na intervalu [0, ||A — aI|],
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4. Implementace teorie funkci matic

tudiz na tomto intervalu nabyva maxima v bodé ||A — aI|. S vyuzitim tohoto
poznatku dostavame

0 o gkt _
i o 9 (A —aD))
> ail [A = dI* < et 1] |A — aI|[F*t. (4.5)
i=k+1 )

S vyuzitim vyrazu (4.4) muzeme posledni nerovnici upravit do nasledujiciho
tvaru:

g (
fra (I(A = aD)]]) . k+1
Bl H < o 1) |A — aI|F*! (4.6)
Jako piiklad uvazujme funkci f(z) = sin(z) a matici A € C"*". Necht
Al, ..., Ap jsou vlastni ¢isla matice A. Funkce f ma nasledujici Taylortv

rozvoj o stredu 0:

o0 _1)n .
=3 AL,

Funkce g, jejiz pomoci budeme odhadovat chybu vypoctu sin(A), ma pak
nasledujici Taylorovu fadu:

(="
ol (2n +1)!

o0 [e.o] 1

2n+1 __ 2 : 2n+1
Xz = X .
= 2n+1)!

Tato Taylorova fada je rozvojem funkce sinh, ktera se da prepsat do nasledujici
podoby:

g(z) =

1
sinh(x) = 5(6‘” +e ).

Prvnim krokem ke spoc¢teni odhadu chyby HR%’O(A) H pomoci (4.5) je spocitani
derivace funkce g radu k + 1:

8k’+l 1

Ork+1 (5
1

< i(ew + e %) = cosh(x).

g+ (z) = (7)) = (e + (-1} e)

Na zavér stac¢i spocist normu ||A — aI|| a dosadit ji do vztahu (4.5):

1A — aZ|**.

H < cosh HA all)

HRzin a )

B 2.2 Vypoeet viastnich &isel

Pred implementaci Lagrangeova polynomu a spektralniho rozkladu se za-
méfime na numericky vypocet vlastnich ¢isel. Vlastni ¢isla se ziskavaji jako
koteny charakteristického polynomu dané matice (viz definici 2.1.32). Pro
matice vyssich rozmért nez 4 x 4 nemiizeme koreny ziskat pomoci analy-
tického predpisu. Z tohoto duvodu software MATLAB ma zabudované dva
algoritmy, kterymi numericky odhaduje vlastni ¢isla. Prvni algoritmus vyuziva
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4.2. Vlypocet vlastnich Cisel

Choleského rozkladu (viz [2, s. 35]), ten ovSem existuje pouze pro pozitivné
definitni hermitovské matice. Pro zbylé matice se pouziva tzv. algoritmus QZ
(viz [3, s. 376]). V této praci se danymi algoritmy detailné nezabyvame, avSak
¢tenar miize ziskat vice informaci v citované literatufe.

Presnost tohoto numerického stanoveni vlastnich ¢isel ovliviiuje presnost
vypoctu f(A) pomoci Lagrangeova polynomu i spektrélniho rozkladu. Pies-
nost vypoctu pomoci Taylorova polynomu na presnosti odhadu vlastnich cisel
nezavisi.

U odhadu vlastnich ¢isel matice A se vyskytuji zejména dva druhy chyby:

(i) Vlastni ¢islo se spocetlo nepfesné.

(ii) Vlastni ¢islo s vysokym indexem se rozdéli na vice riznych s mensim
indexem.

Prvni chybu opravit zpétné nejspise nelze a pokouset se o to nebudeme.
Vliv druhé mitzeme zmensit zvolenim & > 0 takového, ze pokud [|[A, — Af|| < €,
prohlasime tyto dva odhady za shodné a tim zbavime nadbytecného ¢lenu
v sumé pro vypocet f(A).

Tohoto ptfimo v programu docilime pomoci nasledujiciho kédu:

eigen(l:n,1)=sort(eigen);
eigenexit = eigen ;

uspor=diff (sort(eigen(l:n,1)));
minrozdil=min (abs (uspor));

eps=0.01;
k=0;

if minrozdil<eps

for i=1:n-1
if i<k
continue
end
if abs(uspor(i))<eps
for j=(i+1):(n-1)
if abs(uspor(j))<eps
k=3;
end
end
eigenexit(i:k)=mean(eigen(i:k,1));
end
end
end
eigenexit = unique(eigenexit);

Toto slucovani provadime pri vypoc¢tu pomoci spektralniho rozkladu i Lagran-
geova polynomu.
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4. Implementace teorie funkci matic

Po ziskani odhadu vlastnich ¢isel musime uréit jejich index. Ten mtzeme
stanovit takto:

(i) index postavime roven vyskytu vlastniho ¢isla v puvodni mnoziné,
(ii) odhadneme jej pomoci numerické hodnosti,
(iii) vSechny indexy polozime rovné 1.

Pro pripomenuti: index vlastnich ¢isel ovliviiuje skutecné pouze vypocet
pomoci spektralniho rozkladu, viz sekci 4.4. Konkrétné zvétsuje rozmér matice
A z rovnice (3.14) a z toho vychazi, Ze bude vice nenulovych matic Z, ;.
V kapitole 4.5 budeme porovnévat vypocet f(A) pomoci spektralnich rozklad,
ktery kazdy bude vyuzivat jiného algoritmu urceni indexi.

Pojmem numerické hodnosti rozumime pocet singularnich cisel v singular-
nim rozkladu matice A vétsich nez ||A| - 10716, Konstanta 10716 pochazi
ze strojové presnosti softwaru MATLAB, jiZz rozumime minimalni mozny
relativni rozdil dvou ¢isel reprezentovanych v daném datovém typu. Pak za
index vlastniho ¢isla A, prohldsime nejmensi ¢ takové, ze numerickd hodnost
matice (A — )\, I) je shodn4 s numerickou hodnosti matice (A — \,I)i*1.

B a3 Lagrangetiv polynom

V této sekci se omezime na matice A, jejichz vSechna vlastni ¢isla A\, maji
index roven jedné. Pravé takové matice jsou diagonalizovatelné, viz poznamku
pod definici 2.2.2.

K vypoctu funkce matice nyni vyuzijeme Lagrangetv interpola¢ni polynom.
Opét zacneme se skalarnimi funkcemi a pak tyto poznatky rozsifime pro
funkce matic.

Véta 4.3.1 (Lagrangeuv polynom). Necht m € N a a,...,ay, € C. Necht
Al ..., Am JSOu navzdjem riznd komplexni cisla. Potom existuje prdave jeden
polynom L : C — C takovy, Ze stuperi polynomu L je mensi nebo roven m — 1
a pro kazdé 5 € {1,...,m} plati

L()\J) = Qj.

Tento polynom se nazyvd Lagrangeovym interpolac¢nim polynomem pro systém
bodi {(Ni, )}, . Pro kazdé z € C navic plati

H (Z_)\i)

1<i<m

o 1T
L) =S a2 (4.7)
rZ:I H ()‘r - /\1)
1<i<m
T
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4.3. Lagrangeliiv polynom

Diikaz. (i) Existence: Ovéfime, ze (4.7) spliuje pozadavky. Dosazenim A,
za z ze sumy zbude pouze jeden nenulovy clen.

IT =) IT Oy =)

m 1<i<m 1<i<j
i#r i#j
L()\j) = ZO&T : = Oéj = Oéj.
= I =) IT &y —=x)
1<i<m 1<i<y
i#£r i#£]

(ii) Jednoznacnost: Necht L, K splnuji pozadavky. Potom p := L — K je
polynom stupné mensiho nebo rovného k — 1 a mé k rtznych korenda.
Tudiz p = 0.

O

Kdyz umime vytvorit polynom pro jednodimenzionalni proménné, rozsitime
definici (4.7) pro funkce matic. Nésledujici véta definuje matici f(A) jako
polynom matice A. Onen polynom je Lagrangetv polynom.

Véta 4.3.2 (funkce matice jako Lagrangetuv polynom). Necht n,m € N.
Necht \y,...,Am € C, A € C"™. Necht 0(A) = A\1,...,A\m. Necht A je
diagonalizovatelnd matice a f : 0(A) — C. Necht L je Lagrangeiv polynom
pro systém bodi { (\i, f(\i) }r_,. Potom plati

I (A—-xD)

m 1<i<m

F(A)=L(A) =Y F(\) ﬁ rswinD DECOL S
r=1 T\ r=1
1<i<m
it

Tento viysledek vyplyvd z véty 3.1.4 o spektrdlnim rozkladu. Matice G, jsou
matice spektrdlnich projekci (viz vétu 3.1.3).

Nyni bychom chtéli z této rovnosti dostat algebraicky predpis pro matice G,.
Pror € {1,...,m}, kde m je pocet ruznych vlastnich ¢isel matice A, volme

funkce f, nasledovné:
L, 2=y
fr(2) = {

0, jindy.
Dosazenim téchto funkei f, do rovnice (4.8) dostavame:

IT (a-x1 IT (a-x1)

1<i<m 1<i<m

A m ; )\r i#r —f )\r iFEr —f )\T Gr-
L&) = Y ST = h) " = S
S S

Vysledkem tohoto pozorovani je néastroj k spocéteni matic G,.
II (A-x1)
1<i<m

G, = 7" (4.9)

IT =2

1<i<m
i#£r
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4. Implementace teorie funkci matic

Nyni jiz mame vSechny potfebné prostiedky k vytvoreni programu, ktery
pocitéd f(A) pro diagonalizovatelnou matici A pomoci Lagrangeova polynomu.
Vyhodou této metody je nizky pocet potiebnych operaci k uréeni f(A).

B 2.4 Spektralni rozklad

Treti metoda vypoctu f(A) vyuziva spektralni rozklad. Spektralni rozklad
jsme si jiz definovali, viz vétu 3.1.4.

Necht A € C™*"™, Necht funkce f mé v bodech A, vSechny derivace az po
fad [, — 1, kde A\, € 0(A) a I, = indexa (A,). Pak spektrélni rozklad funkce
f(A) ma néasledujici tvar:

VAN

ZmO I

Zy,
. A

A : _ A2 :

Zml :

. A'-L
ktery pro jednoduchost oznacme jako

AZ =P. (4.10)

Teoretickym reSenim takové soustavy by bylo obé strany vynasobit matici
A~! zleva. Oviem takovy postup zanasi do vysledku numerickou chybu
umérnou ¢islu podminénosti matice A. Proto dany systém program fesi
pomoci QR-rozkladu matice A, viz definici 2.2.3.

Tento rozklad vyuzijeme takto:

A-Z=P
(QR)Z=P
RZ = Q*P

rll rln q? %

Z=1: .. |P
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4.4. Spektralni rozklad

Pro posledni matici Z,; v blokové matici Z dostadvame

Zm.: L (ﬁ %7>P
Tnn

Zbylé matice Z,; spocitdme postupné zpétnou substituci.

Po urceni matic Z,; ndm k vypoétu f(A) stac¢i spocitat funkéni hodnoty
fON), kde r € {1,...,m}, i € {0,...,indexa (\,)}.

Ohledné nepresnosti vypoctu pomoci téchto tii metod, nejvétsi vliv pochazi
z nepresnosti vypoctu vlastnich ¢isel a jejich indexii. VIiv této nepfesnosti
na vysledném vypoctu f(A) je obtizné explicitné algebraicky vyjadrit. Této
podstaty jsem si védom a proto predmétem dalsi kapitoly jsou numerické
experimenty, kterymi se snazim odhadnout presnost téchto numerickych
metod vypoctu.
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Kapitola 5

Numerické experimenty

Cilem této kapitoly je vytvoreni metodiky porovnani doposud predstavenych
numerickych metod vypoctu f(A). Vysledkem této kapitoly je ¢iselny ukazatel
presnosti téchto metod.

B 5.1 Porovnani metod vypoctu f(A)

V 1vodu do funkci matic jsme si uvedli priklady polynomialnich identit.
Od funkci matic bychom chtéli, aby i ony je splnovaly. Pravé tyto identity
vyuzijeme k vytvoreni trech metrik. Pod pojmem metrik v této kapitole
rozumime ¢iselny indikdtor presnosti vypocétu f(A) pomoci dané metody.
Jmenovité pouzijeme tyto identity:

(i) Volme f(x) = (1 —x)~!, pak
f(A)YI-A)-I=0. (5.1)
(ii) Volme f(z) = sin(z)?, g(x) = cos(z)?, pak
f(A)+g(A)—-I=0. (5.2)
(iii) f(x) = b52® — 322 + 22 + 7, pak
f(A) — (5A3% — 3A2 +2A + 7I) = 0. (5.3)
Poté samotné metriky My, Ms, M3, definujeme nasledovné:

i) Mi=|F(A)A-A)-T

7

—_

(i) My = | F(A) +g(A) ~ 1|

)

(ili) Ms = || f(A) — (5A3 — 3A2 + 2A + 7I)

Pro vyznam zépisu f(A) viz ivod 4. kapitoly.

V idedlnim pripadé by se tyto metriky pro libovolnou matici rovnaly nule.
Ve skutecnosti tomu tak nebude. Pak takto ziskana hodnota nam slouzi jako
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5. Numerické experimenty

urcity indikator presnosti. Zde je dilezité pripomenout, ze strojova presnost
pro double precision, ktery zde vyuzivame, je 10716, idedlné by se chyba
pohybovala v tomto rozsahu.

Zamérime se na t¥i typy matic A. Konkrétné na

(i) ryze diagonalni matice,
(ii) diagonalizovatelné matice,
(iii) nediagonalizovatelné matice.

Zvolime jeden typ matic A, vygenerujeme sto ruznych matic onoho typu.
Pomoci Taylorova polynomu, Lagrangeova polynomu a spektralntho rozkladu
spocCteme vyse uvedené metriky. Toto zkoumani zopakujeme pro zbylé dva
typy matic A. VSechny matice A jsou rozméru 10 x 10. Vysledkem budou tii
bodové grafy.

Ve vSech grafech jsou pozivany néasledujici popisky pro pouzité metody
vypoctu:

TP10 = Tayloriiv polynom stupné 10,
TP30 = Tayloruv polynom stupné 30,
LP = Lagrangeuv polynom,
SR = spektralni rozklad.

Pro kazdy druh matic a metriku budeme vynaset dva grafy. Prvni bude
mit na ose x hodnoty log,q(min,- [(Ar — A;)|). Motivaci pro volbu tohoto
parametru je Gvaha, Ze snizujici se minimalni vzdalenost mezi dvéma rtznymi
vlastnimi ¢éisly zvysuje ¢islo podminénosti matice A v rovnici (3.14) je a tim
i vypocet matic G, pro Lagrangetv polynom se stava nestabilnéjsim.

Druhy graf bude mit na ose x ¢as v sekundach, nebot i ten muize byt
faktorem pii rozhodovani, jaké metody se pii vypoctu vyuzije.

B 52 Zvoleni metody urceni indexiti

Pripomenme, zZe algoritmus vyuzivajici spektralni rozklad nejprve provede
slouceni vzajemné blizkych numericky ziskanych vlastnich éisel a pocet takto
sloucenych cisel povazuje za algebraickou nasobnost vysledku.

Porovname nyni tfi metody odhadu indext vlastnich ¢isel, které jsou
uvedeny v podkapitole 4.2. Jmenovité to jsou tyto:

1) index polozime roven odhadované algebraické nésobnosti vlastniho ¢isla
ziskaného po slouceni (viz vyse),

2) vsSechny indexy poloZime rovné 1,
3) pomoci numerické hodnosti odhadneme index.

Jelikoz index vlastnich ¢isel ovliviiuje vypocet f(A) pouze pomoci spekt-
ralniho rozkladu, srovname tii rizné programy, které jsou zalozené na spekt-
ralnim rozkladu a 1isi se pouze v metodé urceni indext vlastnich ¢isel. Znacit
je budeme SR1, SR2, SR3 podle poradi ve vySe uvedeném seznamu.
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5.2. Zvoleni metody urceni indexii

Samotné grafy porovnani budou mit na ose x hodnoty metrik ziskané
pomoci jedné metody a na ose y hodnoty ziskané pomoci druhé. Budeme
uvazovat doposud pouzivané metriky M7, My, M3.
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5. Numerické experimenty
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Obrazek 5.3: Nediagonalizovatelné matice, Metrika 3.

7 prvniho porovnani je patrné, ze zpravdila presnéjsi metodou vypoctu
je 2. metoda urceni indexu vlastnich ¢isel, zatimco 1. metoda muze davat
extrémné nepresné vysledky.

Nyni budeme porovnavat metodu 2. a 3. Dostavame tak nasledujici grafy:

20
o 90° -
BE 2892 o 000 o Cap® §R°
Q o "o ® o© o
o& ©° 09 0%
@@ & .87 °
o0 @) @)
— & o
= 57 e
0 o)
S) &
~ o ® o _
= ol o O 00 o O o
[0 p]
_5_
00O
10 b o ©
o ©
_15 1 1 1 1 1 1 ]
-14 12 -10 -8 -6 -4 -2 0

SR2: log;, (M)

Obrazek 5.4: Nediagonalizovatelné matice, Metrika 1.
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5.2. Zvoleni metody urceni indexii
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Obrazek 5.6: Nediagonalizovatelné matice, Metrika 3.

7 vysledku je patrné, ze zpravidla nejpresnéjsi metodou je polozit vsechny
indexy vlastnich ¢isel rovny 1, tedy druhd metoda. Tuto metodu urceni indexti
zvolime jako vychozi metodou a budeme ji uvazovat pro vsechny typy matic.
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5. Numerické experimenty

N 53 Ryze diagonalni matice

Tento druh matic uvazujeme kvili moznosti pfesného vypoctu vlastnich c¢isel.
Tedy neptesnost vypoctu f(A) je zpusobena pouze zaokrouhlovaci chybou
ve zvolené metodé vypoctu. U téchto matic neni ve skute¢nosti diivod pocitat

vvvvv

sama sobé svym Jordanovym tvarem a vysledek 1ze snadno ziskat nasledovné:

1 f(A1) 1
f(A) = ‘ '
1 FO) 1
f(A1) v
= = Zf()‘l)ez €i,
fon, =
kde e; € C" je tvaru (0,...,1,...,0)7, s jednickou na i-té pozici.

Matice A budeme generovat pomoci:

J=zeros(n);

for i=1:n

J(i,1)=((20) .xrand (1) - 10)*107((4)*rand (1) - 2)
+1i*x((20) .*rand (1) - 10)*10°((4)*rand (1) - 2);

end

Takto generované prvky jsou komplexni a jejich realna i imaginarni cast se
pohybuji od —1073 do 103. Takto budeme generovat prvky i ve zbylych typech
matic A.

Po vytvoreni matice A spoc¢teme vyse uvedenymi metodami metriky. Pro
pripad prvni metriky v k6dé hodnoty dostaneme nasledovné:

met_TP10_1 = norm(funTP(A,(1-x)~(-1),0,10)*(eye(n)
-A)-eye(n));

met LP_1 = norm(funLP (A, (1-x)"(-1))*(eye(n)-4A)-
eye(n));

met_SR_1 = norm(funSR(A,(1-x)"(-1))*(eye(n)-A)-
eye(n));
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5.3. Ryze diagonalni matice

Vysledné grafy pak vypadaji nasledovneé:
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5. Numerické experimenty
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Obrazek 5.9: Diagonalni matice, Metrika 3., parametr podobnosti vlastnich ¢isel

V grafech si mizeme povsimnout téchto tendenci:

(i)

(i)

(iii)

—

Presnost odhadu f(A) pomoci Taylorova polynomu zévisi na rychlosti
konvergence Taylorovy fady dané funkce.

Toto chovani nés nepfekvapuje, ovéem mize byt zajimavé pouzit Taylo-
ruv polynom na funkee, jejichz Taylorova fada rychle konverguje (napf.
sinus), a srovnat s funkcemi, jejichz Taylorova fada konverguje pomaleji.
Jelikoz Taylorovu polynomu nezélezi na typu matice, tak je toto chovani
ocekavatelné pro vsechny typy matic A.

Vysledky ziskané pomoci Taylorova polynomu se nezobrazuji pfi uplat-
néni druhé metriky.

Rychlé konvergence Taylorovych fad funkei sinu a kosinu zpusobuje
to, ze jiz pri pouziti Taylorova polynomu 10. stupné se pro program
vysledné hodnoty chyby jevi jako nulové, tedy v logaritmickém méritku
nejsou zobrazeny.

Presnost vypoctu pro diagonalni matice se jevi jako nezavisla parametru
logo(minyz [(Ar — A)]).

Snahou zkouméni bylo i nalezeni korelace ¢i antikorelace vi¢i vhodnému
parametru, ktery mizeme ziskat z matice. To se ovSsem plné nepoda-
rilo. Testované parametry byly napiiklad ¢islo podminénosti matice A,
nejmensi vlastni ¢islo, nejvétsi vlastni ¢islo nebo hodnota

1RQ* -1,
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5.3. Ryze diagonalni matice

kde Q je matice v rozkladu A = QJQ~!. Pro zbyld porovnani budeme

tedy

nadale pouzivat parametr podobnosti vlastnich cisel.

Pro parametr ¢asu dostavame tyto grafy:
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Obrazek 5.11: Diagonalni matice, Metrika 2., parametr ¢asu
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5. Numerické experimenty
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Obrazek 5.12: Diagonalni matice, Metrika 3., parametr ¢asu

B 54 Diagonalizovatelné matice

Pro tento typ matic A ocekdvame, Ze se prokaze nepresnost odhadi vlastnich
¢isel A,. Stanoveni f(A) pro takovéto matice jiz neni mozné provést tak
jednoduse jako v pripadé diagonalnich matic, ma zde tedy uz smysl vyuzivat
nami zkoumané numerické metody.

Matice A budeme generovat takto:

J=zeros(n);

[Q,R]l=qr(rand(n));

for i=1:n

J(i,1)=((20) .*rand (1) - 10)*10~((4)*rand (1) - 2)
+1i*x((20) .*rand (1) - 10)*10~((4)*rand (1) - 2);

end

A=Q*J*Q"';

Po vytvoreni matic A opét spocteme vSechny potiebné metriky. Pro pripad
druhé metriky kéd vypada nasledovné:

met TP10_2 = norm(funTP(A,sin(x)~2,0,10)
+funTP (A, cos(x)~2,10) -eye(n));

met_LP_2 = norm(funLP(A,sin(x)~2)
+funLP (A, cos(x)"2) -eye(n));
met _SR_2 = norm(funSR(A,sin(x)~2)

+funSP (A, cos(x)"2) -eye(n));

Vysledné grafy pak vypadaji takto:
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5.4. Diagonalizovatelné matice
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Obrazek 5.13: Diagonalizovatelné matice, Metrika 1., parametr podobnosti

vlastnich ¢isel
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vlastnich ¢isel
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5. Numerické experimenty
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Obrazek 5.15: Diagonalizovatelné matice, Metrika 3., parametr podobnosti

vlastnich ¢isel

Uvedme déle grafy vysledki v zavislosti na ¢ase vypoctu:
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Obrazek 5.16: Diagonalizovatelné matice, Metrika 1., parametr ¢asu
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5.4. Diagonalizovatelné matice
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Obrazek 5.17: Diagonalizovatelné matice, Metrika 2., parametr ¢asu
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Obrazek 5.18: Diagonalizovatelné matice, Metrika 3., parametr ¢asu

Hodnoty ziskané pomoci Taylorova polynomu se pro rizné matice v zasadé
nelisi a zaviseji na rychlosti konvergence Taylorovy fady funkce pouzité pro
vypocet dané metriky. Vysledky spoc¢tené pomoci Lagrangeova polynomu se
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5. Numerické experimenty

oproti pripadu diagonalnich matic fadové znepfresnily, a to i pro funkce, které
maji nizké derivace ve vlastnich ¢islech. Spektralni rozklad dava konzistentné
presnéjsi vysledky nez metoda Lagrangeova polynomu.

B 55 Nediagonalizovatelné matice

Na pocatek je dtlezité zminit, ze samotné generovani nediagonalizovatelnych
matic je obtizné. To je zptusobené zaokrouhlovaci chybou. Pro nediagonali-
zovatelné A ocekdvame nejvétsi nepresnost vypoctu f(A). Duvody budou
hlavné tyto:

(i) I pfes zvoleny zpusob generovani matic A se pro vypocetni program
matice A budou jevit jako diagonalni.
Vytvorime-li matici J s indexem vlastniho ¢isla A1 rovnym 6, pii po-
uziti prikazu na vypocet vlastnich ¢isel matice QJQ*, kde matice Q
budeme vytvaret jako doposud, dostaneme Sest po dvojicich komplexné
sdruzenych vlastnich ¢&isel, kterd se mohou lisit od pivodniho uz na
druhém desetinném misté. Tedy misto generovani nediagonalnich matic
ve skuteénosti vytvorime matice diagonalni s podobnymi vlastnimi ¢isly.

(ii) Kvili nechténému generovani podobnych vlastnich ¢isel se zvySuje ¢islo
podminénosti matice A (viz 3.14), které piimo ovliviiuje odhad f(A)
pomoci spektralniho rozkladu.

Matice A budeme generovat takto:

J=zeros(n);

[Q,R]=qr(rand(n));

index=round (rand (1) *(n-3) +2) ;

J(i,1)=((20) .*rand (1) - 10)*10"((4)*rand (1) - 2)
+1i*((20) .*xrand (1) - 10)*10°((4)*rand (1) - 2);

for i=2:k

J(i,i)=J3(1,1);

J(i-1,i)=1;

end

for i=k+1:n

J(i,1)=((20) .*rand (1) - 10)*10~((4)*rand (1) - 2)
+1i*x((20) .*rand (1) - 10)*10°((4)*rand (1) - 2);

end

A=Q*xJ*Q"';

S vytvorenymi maticemi A posledniho typu podobné jako v predchozich
sekcich spocteme si potfebné metriky. Vypocet tireti metriky v kédé probiha
nasledovné:

Pa=5*%A"3-3*xA"2+2xA+7*eye (n)

met TP10_ 3= norm(funTP(A,5%x"3-3%x"2+2%x+7,0,10) -Pa;
met_LP_3= norm(funLP (A,5*x73-3%x"2+2*xx+7) -Pa;
met_SR_3= norm(funSR(A,5*x"3-3*x"2+2*x+7)-Pa;
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5.5. Nediagonalizovatelné matice

Vysledné grafy pak vypadaji takto:
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Obrazek 5.19: Nediagonalizovatelné matice, Metrika 1., parametr podobnosti
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5. Numerické experimenty
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Obrazek 5.21: Nediagonalizovatelné matice, Metrika 3., parametr podobnosti
vlastnich ¢isel
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5.5. Nediagonalizovatelné matice
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Obrazek 5.23: Nediagonalizovatelné matice, Metrika 2., parametr ¢asu
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Obrazek 5.24: Nediagonalizovatelné matice, Metrika 3., parametr ¢asu
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5. Numerické experimenty

Nejvétsi chyba odhadu f(A) pomoci spektralniho rozkladu a Lagrangeova

Vv

derivacemi funkce pouzité v konstrukei metriky, které zvysuji vliv nepfesnosti
stanoveni vlastnich ¢isel.

B 56 Tabulka porovnani metrik

V nésledujicich tiech tabulkdch shrneme vysledky numerickych experimentii.

Pro vsechny metriky budeme uvadét primérnou hodnotu chybovych metrik
ziskanou kazdou metodou vypoctu.

|

Diagonalni matice

H Metoda H Metrika 1. Metrika 2. Metrika 3. H
TP10 4.8828e-04 0 2.2584¢-16
LP 1.3597e-06 6.1058¢e-16 4.3194e-15
SR 1.3597¢-06 2.1709e-15 1.5440e-14
’ Diagonalizovatelné matice ‘
H Metoda H Metrika 1. Metrika 2. Metrika 3. H
TP10 4.8828e-04 0 2.3760e-16
LP 3.9293e-05 1.1315e-06 7.9205e-06
SR 3.8198e-05 1.2561e-15 8.7859¢-15
’ Nediagonalizovatelné matice ‘
H Metoda H Metrika 1. Metrika 2. Metrika 3. H
TP10 4.8821e-04 0 3.0910e-16
LP 7.0809 7.4686 51.9545
SR 0.0103 5.0268¢e-08 0.0185
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Kapitola 6

Funkce matice At

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali konstantnimi maticemi A € C"*™.
V této kapitole budeme uvazovat nasledujici matice:

all(t) e aln(t)
A=am=| : .
am1(t) - amn(t)

kde t € R.

Jelikoz nové matice A(t) jsou zdvislé na parametru ¢, mizeme se zabyvat
derivaci (integraci) podle parametru t. Derivaci matice A (t) podle parametru ¢
rozumime ve smyslu derivace (integrace) po slozkéch, neboli takto:

8(111(t) . 6a1n(t)
OA(1) " o
o= | (6.1)
Oam1(t) Oamn (t)
at o ot
V této praci se omezime pouzena nasledujici druh matic:
ait -+ aipt air - Qin
A(t):At: = L
am1t - amnt Gm1l *° QGmn
kde t € R.

Nejdrive se zaméfime na vlastni ¢isla nové matice At. Necht o(A) =
{A1,..., A} a x, € C" je vlastni vektor prislusici vlastnimu ¢islu A,. Pak
plati

Ax, = \ X,

Vynasobenim této rovnice parametrem ¢ dostavame
(At)x, = (At)x,.

Z tohoto plyne, vlastni ¢isla nové matice At jsou pouze puvodni vlastni ¢isla
matice A vyndsobend parametrem t.

Tohoto pozorovani vyuzijeme pri vypoctu funkce matice At. Kdekoliv ve
vypoctu funkece f(A) jsme pocitali funkéni hodnotu ve vlastnich ¢islech A,
nyni budeme pocitat funkéni hodnotu v bodech A.t.

53



6. Funkce matice At

Budeme uvazovat opét tii metody vypoctu, jmenovité Tayloriv polynom,
Lagrangetiv polynom a spektrilni rozklad. V néasledujicich podkapitolach
shriime implementaci t¥i doposud pouzivanych metod.

B 61 Tayloriiv polynom

Necht A € C"*™ t € R. Necht f je komplexni funkce, kterd je k-krat diferen-
covatelnd, v bodé a € C, pak Tayloruv polynom funkce f(At) fadu k o stfedu
a vypadé nasledovné:

T (At) :Z (At — al)'.
=0 !

B 6.2 Lagrangetiv polynom

Necht A € C"*" t € R. Necht o(A) = {A1,...,An}. Necht f je komplexni
funkei definovana na o(A). Necht L je Lagrangeuv polynom pro systém bodu
{ (\iy f(Ni) 3. Potom plati

I (At—xitD) II (A—xI
1<i<m m 1<i<m

£ . £
z:fr )\ t H ()\Tt— )\ﬂf) —;fr()‘rt) H ()\T —)\i)t

1<i<m 1<i<m
i#r i#r
II (A-xD)

1<i<m m

i i B
=2 f N o T L e

1<i<m
i#£r

B 63 Spektralni projekce

Necht A € C™*"™ t € R. Necht 0(A) = A1, ..., Ap. Necht [, je index vlastniho
¢isla A,. Necht f je [-krat diferencovatelnd, komplexni funkce, v bodech A,.
Pak

m l.—1

FAL) =33 OO0 Z,y,

r=1 i=0

kde matice Z,; maji stejny vyznam jako pro konstantni matice A, viz
vétu 3.1.4. Zde f@ jsou derivace podle A,.

o4



6.4. Exponencidla matice e®t

Déle uvedeme matice eA?. Tyto se vyskytuji v feSeni oby¢ejnych diferenci-
alnich rovnic, které jsou predmétem dalsi kapitoly.

B 6.4 Exponencisla matice A

Pro obor redlnych ¢isel mame vicero definic exponencialni funkce. Pro rozsireni
na matice pouzijeme definici pomoci nekone¢né rady:

2 3
e =1tat+ L2 L

3
o1 3!t + ...

Po vzoru této definice formalné nahradime konstantu a matici A a dosta-
neme tak maticovou exponencidlu.

A2 A3
A =T AL+ 2
2! 3!
S pfesné definovanou maticovou exponencidlou mizeme zkoumat derivaci
(integraci) takové maticové funkce.

0 At A22 A33
— = — | I+ At + —t¢ —t
ot STl R TR TR
2 A3
_ o 2
=A+ 1!t+ 2!t =+ ...
A%, A
= AeAt,

Ve druhém kroku zaménujeme poradi derivace podle ¢ a nekoneéné rady, coz
lze, protoze rada konverguje lokalné stejnomérné v libovolné maticové normé
na C™*™, Derivovani tedy probih4 ,.¢len po ¢lenu®.

Dostavame obdobnou relaci jako pro obor redlnych cisel. Pro presnéjsi
dukaz viz [2, s. 233].

Pro integraci pak obdobné plati:

/eAt dt:A_leAt,

za predpokladu, ze A~ existuje.
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Kapitola 7
Obycejné diferencialni rovnice

Predmétem této kapitoly bude predstaveni vzorovych problémi, které funkce
matic mohou fesit. Jedna z takovych tloh je feSeni soustav linedrnich obycej-
nych diferencidlnich rovnic (déle jen ODR).

Necht pro kazdé i,j € {1,...,n} jsou a;; € C. Necht ¢y € R, t € [tg, o0)
a f : [tg,o00] — C™. Uvazujme nasledujici systém linedrnich ODR 1. fadu
s konstantnimi koeficienty:

P 1) + anaxa (1) + arolt) + .+ anuxalt) = (1),
2 1) a3 (1) + azat) & .+ amxalt) = fol0).

ox,
ot
doplnénym o poéateéni podminku x(t9) = ¢ € C".
Tento systém muzeme prepsat do podoby:

(t) + anix1(t) + anaxa(t) + ... + apnxn(t) = fu(t),

a’gf) FAx() =£(),  x(to) =c, (7.1)
kde
x1(t) ailr o Qln fi(t)
x)=| + |, A= -~ |, fO)=[ :
xn(t) apl **° Qapn fn(t)

Pak fesenim rovnice (7.1) je:

t
x(t) = [ eAIE(s) ds+ Ax(to). (7.2)
to
Chceme-li toto dokazat, je zapotiebi dokazat dvé vlastnosti. Za prvé, ze
takto definovana funkce fesi rovnici (7.1). Za druhé jednoznac¢nost: existuje-li
xo takové, Ze Tesi rovnici (7.1), pak xa(t) = x(t). Oboji je ale snadné, viz [1,
s. 233].
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7. Obycejné diferencialni rovnice

B 7.1 Piiklady Feteni ODR

Dosavadni poznatky vyuzijeme pro priblizny vypocet feseni dvou soustav
ODR pomoci t¥i metod uvedenych v kapitole 6.

Priklad. Uvazujme systém

)
S (t) +aa(t) = 0,

aatajg(t) — I (t) =0

s poc¢atecnimi podminkami z1(0) = 1, 22(0) = 0. Ten muZzeme prepsat do

maticové podoby:

é l‘l(t) + 0 1 wl(t) —0

ot \xa(t) -1 0) \z2(t))
Nyni pomoci t¥{ metod a vztahu (7.2) spoéitdme odhad feseni ;(?) Po vzoru
(7.2) dostavame

x(t) = /eA(t_s) <8> ds + At <(1)> = At (é) .
0

—

Nasledujici grafy zobrazuji odhad feseni x(¢) po slozkach ziskaného pomoci
tT1 ndmi uvazovanych metod. Znacit je budeme jako Y;, kde Y znaéi pouzitou
metodu vypoctu (TP, LP nebo SR) a i znadi poradi slozky z; ve vysledném X.

15
TP10, (1)
— — —TP10,()
1 o= P30, (t) 7]
4
- = = TP30(t
- >®

0 /2 T 32 27
cas t [s]

—

Obrazek 7.1: Odhad x(t) pomoci Taylorova polynomu
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7.1. Priklady reseni ODR

-1.5 L 1 I
0 /2 T 3/2 21

cas t [s]

—

Obrazek 7.2: Odhad x(t) pomoci Lagrangeova polynomu

'1 5 - 1 |
0 /2 T 32w 27

cas t [s]

—

Obrazek 7.3: Odhad x(t) pomoci spektralniho rozkladu
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7. Obycejné diferencialni rovnice

Priklad. Uvazujme nasledujici systém:

le(t) +103z5(t) = 0,

ot
)
axg(t) — xl(t) = 0,
;xg(t) —2-10329(t) +2-10324(t) = 0,
)

5334(15) — 333(t) = 0,

s pocateénimi podminkami z1(0) = z3(0) = 0, x2(0) = —1, x4(0) = 5.
Tento systém muzeme prepsat do maticové podoby

71 (t) 0 103 0 0 z1(t) 0
Q .%'Q(t) -1 0 0 0 iL'Q(t) o 0
ot | z3(t) 0 —2-103 0 2-10%| |a3(¢)] |0
x4(t) 0 0 -1 0 x4(t) 0
S pouzitim vztahu (7.2) dostavame
. 0 0 0
_ [ A@-s|0 ac| =L _ a1
x(t) /e 0 ds +e 0 e o | (7.3)
0 0 5 5

Pro tento priklad nebudeme v grafech vykreslovat vSechny slozky, vykreslime
si pouze x(t); a x(t)2. Znacit je budeme opét stejné jako v predchozim
prikladé, tedy Y, kde Y zna¢i metodu vypoctu a i pozici ve vysledném x(¢).

5 :
|
| I TP10, (1)
4t I 4
| . — — —TP10,(t)
3t oo, ” - i TP30, (1) | _
/ 7\ I - = = TP30, (1)
\ | ! \ . 2
2+ \ | ' \ ) =
I |
0 /2 s 32 27

cas t [s]

Obrazek 7.4: Odhad x(t) pomoci Taylorova polynomu
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7.1. Priklady reseni ODR

LP. ()

— — —LP,(t)

4L 4
-5 1 1 1
0 /2 T 327 2
cas t [s]
Obrazek 7.5: Odhad ;(t\) pomoci Lagrangeova polynomu
5 T T T
SR, (t)
4 + i
— — SR, (1)

_5 1 | 1
0 /2 T 32 27
Cas t [s]

—

Obrazek 7.6: Odhad x(t) pomoci spektralniho rozkladu
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Kapitola 8
Zaveér

Préace obsahuje tri metody vypoc¢tu funkci matic, které byly implemento-
vany programy v softwaru MATLAB. Tyto metody byly Tayloruv polynom,
Lagrangetiv polynom a spektralni rozklad.

V praci se neuvadi analyticky predpis pro spocteni chyby pouzité metody
pro spektralni rozklad a Lagrangetv polynom. Tato problematika se prokazala
velice obtiznou. Oba analytické predpisy by nejspiSe zavisely na presnosti
numerického vypoctu vlastnich ¢isel a derivacich funkce v hodnotach vlastnich
¢isel. Pro Taylorav polynom se analyticky predpis podafil, viz rovnici (4.6).

V paté kapitole se vénujeme numerickym experimentiim, které se snazi
testovat presnost empiricky.

Presnost metody zalozené na spektralnim rozkladu se, pro diagonalizova-
telné matice a metriku zalozenou na funkcich sinus a kosinus, pochybuji kolem
10719, Vysledky ziskané pii praci s nediagonalizovatelnymi maticemi jsou
ponékud diskutabilni, nebof pri generovani testovacich matic vzdy dochézelo
k tomu, Ze ve skutec¢nosti ziskané matice byly diagonalizovatelné s ¢ blizkymi
vlastnimi ¢isly, kde ¢ odpovidéd indexu pivodniho vlastniho ¢isla v Jordanové
bloku. Toto je ale pouze problém zaokrouhlovacich chyb pii generovani matic.
Obé metody, které jsou na tento druh matic zamyslené, tedy vypocet pomoci
spektralniho rozkladu i Taylorova polynomu, jsou naprogramované tak, aby
pro nediagonalizovatelné matice fungovaly.

7 vysledkt je mozné si povsimnout, ze presnost kazdé z metod je zavisld na
zvolené funkci f. Presnost metody zalozené na Taylorové polynomu se patrné
zlepsuje s rychlosti konvergence Taylorovy fady dané funkce. U Lagrangeova
polynomu a spektralniho rozkladu spise zavisi na derivacich v okoli vlastnich
¢isel. Pokud uzivatel programu chce presny vypocet bez znalosti zddného
z uvedenych parametri, je patrné vhodné doporucit zvolit metodu vypoctu
pomoci Taylorova polynomu a nastavit stupen napriklad 30.

Préce se vénuje i maticim zavisejicicm na ¢asové proménné a funkcim na
nich. V praci se zaméfujeme pouze na matice, jejichz zavislost na parametru ¢
je vyjadrena predpisem A(t) = At.

Sest4 kapitola interpretuje vyznam téchto matic a zévérem rozsifuje tii
metody, které jsme pouzivali doposud, pro praci s takto ¢asové zavislymi
maticemi. Rozsitené metody jsme ddle v nésledujici kapitole vyuzili pti
ukézce nalezeni feseni dvou systému linedrnich obycejnych diferencidlnich
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8. Zavér

rovnic s konstantnimi koeficienty pomoci numerického vypocétu maticové
exponencialy zavisejici na case.

Obsahem archivu pfilozeného k této praci jsou vsechny programy, které
jsme pouzili pri vypoctu testovacich metrik ¢i prikladd. Dale jsou obsazené
i pomocné funkce ke generovani matic a ulozené samotné matice, na kterych
jsme numerické experimenty provadéli.
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Priloha a navod k pouziti programii

V archivu prilozeném k této bakalarské praci se nachazeji tii slozky. Obsahem
slozky ,,Vypocet-funkce-matic.zip“ je nasledujicich Sest programii:

1. Vypocet f(A) pro konstantni A

(i) Vypocet pomoci Taylorova polynomu:

(iii)

Funkce se nazyva funTP a argumenty jsou: funkce f, matice A,
stfed polynomu a, stupen polynomu 7,,. Jako priklad pouziti uva-
zujme nasledujici prikaz

B=funTP (exp(x),A,2,10) ;

Tento prikaz spocitd exp(A) pomoci Taylorova polynomu stupné
10 o stredu 2 a ulozi ho jako matici B.

Vypocet pomoci Lagrangeova polynomu:

Funkce se nazyva funLP a argumenty jsou: funkce f, matice A.
Jako priklad pouziti uvazujme nasledujici prikaz
B=funLP (exp (%) ,A);

Tento prikaz spocitd exp(A) pomoci Lagrangeova polynomu a ulozi
ho jako matici B.

Vypocet pomoci spektralniho rozkladu:

Funkce se nazyva funSR a argumenty jsou: funkce f, matice A.
Jako priklad pouziti uvazujme nasledujici prikaz

B=funSR (exp(x) ,A);

Tento prikaz spocitd exp(A) pomoci spektralniho rozkladu a ulozi
ho jako matici B.

2. Vypocet f(At)

(i)

Vypocet pomoci Taylorova polynomu:

Funkce se nazyva funTPt a argumenty jsou: funkce f, matice
A, stred polynomu a, stupen polynomu 7T},. Jako priklad pouziti
uvazujme néasledujici prikaz
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8. Zavér

(iii)

B=funTPt (exp(x),A,2,10);

Tento piikaz spocita exp(At) pomoci Taylorova polynomu stupné
10 o stredu 2 a ulozi ho jako matici B.

Vypocet pomoci Lagrangeova polynomu:

Funkce se nazyva funLPt a argumenty jsou: funkce f, matice A.
Jako priklad pouziti uvazujme nésledujici prikaz

B=funLPt (exp(x),A);

Tento prikaz spocitd exp(At) pomoci Lagrangeova polynomu a
ulozi ho jako matici B.

Vypocet pomoci spektralniho rozkladu:

Funkce se nazyva funSRt a argumenty jsou: funkce f, matice A.
Jako priklad pouziti uvazujme nésledujici prikaz

B=funSRt (exp(x),A);

Tento piikaz spocitd exp(At) pomoci spektralniho rozkladu a ulozi
ho jako matici B.

Obsahem druhé slozky s nazvem ,,Pomocne-programy.zip“ jsou pomocné
programy, které lze vyuzit pro generovani tii typu matic, se kterymi jsme
pracovali v 5. kapitole. Samotné funkce se jmenuji: ,,diagonalni.m*, ,,diago-
nalizovatelna.m® a ,nediagonalizovatelna.m*. V pouziti se nelisi, naptiklad
pouziti druhého programu by mohlo vypadat:

B=diagonalizovatelna(n);

Zde n udéava rozmér vysledné matice B.

Posledni soubor s nazvem ,,Pouzite-hodnoty.zip“ obsahuje ulozend vSechna
data, kterd byla pouzita ke konstrukci grafa v této praci.
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