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Abstrakt: V praci zavddime homogenni balanéni ¢asticovy systém a vyslovujeme zndmé vlastnosti sys-
tému. V hlavni Casti se zaméfujeme na zkoumani specidlnich variant heterogennich balan¢nich casti-
covych systémi a jejich vlastnosti. Na zakladé ziskanych znalosti ukazujeme analyticky odvozené po-
pisy a charakteristiky pro systémy popsané konkrétné zvolenymi hustotami pravdépodobnosti, pricemz
teoretické zdvéry podkladdme numerickym vypoctem na syntetickych datech. Teorii heterogennich ba-
lan¢nich casticovych systémi aplikujeme i pfi zpracovani dopravnich dat z provozu. Klademe diraz
na porovnéni rozdilnosti vystupti analyzy pro homogenni a heterogenni balan¢ni Casticové systémy a
diskutujeme vyhody, resp. nevyhody obou pfistupd.

Klic¢ovd slova: Vehicle headway modeling, balan¢ni ¢asticové systémy, heterogenni balancni Casticové
systémy, statistickd rigidita

Title:

Heterogeneous variants of balanced particle systems

Author: Be. Jifi Nabélek

Abstract: In this thesis, we introduce a homogeneous particle balance system and state the known prop-
erties of the system. In the main part, we focus on the investigation of special variants of heterogeneous
balance particle systems and their properties. Based on the knowledge gained, we will show analytically
derived descriptions and characteristics for systems described by specifically chosen probability densi-
ties, while supporting the theoretical conclusions by numerical computation on synthetic data. We also
apply the theory of heterogeneous particle balance systems to traffic data. We will emphasize the com-
parison of the differences in the analysis outputs for homogeneous and heterogeneous particle balance
systems and discuss the advantages and disadvantages of the two approaches, respectively.
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Uvod

Vehicle headway modeling je statistickd disciplina zamé&fujici se na popis a zkoumdni mikroskopickych
plina uZitek v mnoha oblastech souvisejici s dopravou. Vyuziti naléza predevsim pii projektovani novych
komunikaci, kfizovatek a hraje roli i pfi odhalovédni problematickych tsekti komunikace, ¢imZ pomaha
zvySovat bezpecnost dopravy. Prace navazuje na predchozi vyzkumy v oblasti vehicle headway mode-
ling, které predstavily matematicky model dopravy zaloZeny na teorii balan¢nich Casticovych systémi
(zkrdcend BCS), viz [1], [2], [3]. Dosavadni préce v této oblasti se opiraly o pfedpoklad, Ze jsou roze-
stupy vozidel stejné rozdélené, coZ v redlné dopravé neni vZdy splnéno [4]. Cilem diplomové price je
predstavit teorii, kterd tento predpoklad opousti.

V prvni kapitole price shrneme znalosti o homogennich BCS. Vyslovime zikladni definice a tvrzen.
PtredevS§im se pak zaméfime na vlastnosti pro charakteristiky prvniho a druhého t4du, resp. jejich La-
placeovy formy. V druhé kapitole si predstavime metodiku numerickych vypoctl charakteristik, kterou
vyuZijeme v ndsledujicich kapitolach.

Price se ddle zabyva specidlnimi variantami heterogennich BCS. Ve tieti a &tvrté kapitole predstavime
dvé specidlni varianty heterogennich BCS, jenz nazyvame kvazihomogennim BCS a heterogennim BCS
s periodickymi generatory. Pro oba systémy vyslovime jejich definici a zavedeme pro né statisticky popis.
Nésledné se zaméfime na charakteristiky prvniho a druhého fddu véetné dokdzani vlastnosti charakteris-
tik a jejich Laplaceovy formy. Navic ukdZeme analyticky odvozené popisy a charakteristiky pro systémy
popsané konkrétné zvolenymi hustotami pravdépodobnosti, pficemz vysledky budeme validovat pomoci
analyzy syntetickych dat.

V posledni kapitole prace ziskané znalosti aplikujeme pfi zpracovani dopravnich dat z redlného provozu.
Vystupy analyzy dopravnich dat porovname s analytickymi vypocty z teorie homogennich a heterogen-
nich BCS. Budeme diskutovat, pro které dlohy miiZze vyuZiti obecnéjsi formy BCS prinést lepsi vysledky.



Kapitola 1

Homogenni balancni casticovy systém

Na tvod si pripomeinime zavedeni a vlastnosti homogenniho balanéniho ¢asticového systému (dale jen
homogenni BCS). Uvedeme si zdkladni definice a tvrzeni spojené s timto systémem. Definice a véty z
této kapitoly byly pfevzaty z [5]. VSechny véty této kapitoly uvedeme bez diikazu. Dikazy jsou popfipadé
k nahlédnuti v [6].

1.1 Uvod do problematiky

Nejprve definujme tiidu balancovanych hustot pravdépodobnosti, kterd bude zdkladnim stavebnim ka-
menem pro teorii balan¢nich ¢asticovych systémd [7].

Definice 1.1.1. Ttidu funkci g(x) : R — R spliiujici axiomy:
1. Axiom kompletnosti: Dom(g) = R,
2. Axiom nezdpornosti: Ran(g) C RY,
3. Axiom omezenosti: IK € R[,Vx e R : g(x) < K
4. Axiom castecné spojitosti: g(x) € PC(R), tj. g(x) je po Castech spojitd na R,
5. Axiom integrability: g(x) € Z(R),
6. Axiom pozitivnosti nosice: supp(g) C R,
7. Axiom balancovanosti: Existuje w > 0 tak, Ze plati:
ax

= +OO,

a>w = lim g(x)e
X—+00

a<w = lim g(x)e* =0,
X—+00

nazveme tiidou balancovanych hustot a oznacime ji .

Pred tim neZ formalné definujeme balancni ¢asticové systémy, predstavme v pozndmce neformalni popis
a zavedeni BCS.
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Pozndmka. Balanéni ¢asticovy systém predstavuje abstraktni matematickou formulaci dlohy matematic-
kého modelovani dopravy.

Praktickou interpretaci balancnich ¢asticovych systému 1ze pfipodobnit zkoumani systému bezrozmér-
nych Castic leZicich na poloptfimce. Prevedeni ilohy do jedné dimenze ndm umoZni opustit popis systému
pouze na zdkladé€ polohy casti &, &1, &2, . ... UmoZni ndm to popisovat systém pomoci vzdalenosti sou-
sednich castic Ry, R1, Ro, ..., jenZ nazyvame rozteCemi. Ekvivalentné Ize systém také popsat pomoci
vzdalenosti zvolené Castice od referencni Castice Xo, X1, X2,..., pfiemZ ty to vzdalenosti nazyvame
multirozteCemi. Matematicky nahliZejme na roztece a multizroztece jako na ndhodné veliciny, pro které

intuitivné plati:
k
Xi= ) R:
i=0

V definici balan¢nich ¢asticovych systémit projdeme vSechny potiebné predpoklady systému, ale zmifime
tu par klicovych predpokladii. V prvni kapitole prace predpokladejme, Ze vSechny roztece jsou stejné roz-
délené a jsou zadany hustotou pravdépodobnosti A(x) ze tfidy balancovanych hustot %, kterou budeme
nazyvat generdtorem systému. Dédle budeme uvaZovat, Ze vSechny rozestupy mezi ¢4sticemi jsou nezé-
vislé ndhodné veli¢iny, coZ ndm umoZni pro vypocet hustoty pravdépodobnosti multirozteci vyuzivat
operace konvoluce. Zminéné predpoklady 1ze matematicky zapsat:

Ro, R1, Ra, ... ~ h(x),
k k
Xi= ) R~ i) = K h(w),
m=0 m=0

kde symbolem ~ znacime, Ze ndhodné veli€iny rozteci, resp. multirozte¢i jsou dédny hustotou pravdé-
podobnosti /(x), resp. gi(x). Cdsticovy systém lze charakterizovat jesté tietim statistickym popisem a
to parametrizovanymi ndhodnymi veli¢iny zvanymi intervalové frekvence, jenZ zna¢ime N. Z praktic-
kého hlediska intervalova frekvence kvantifikuje pocet ¢astic vyskytujici se ve vzdalenosti niZsi nez L
od referencni ¢éstice. Pro dplnost stochastického popis balan¢éniho ¢4sticového systému budeme previ-
Zeng pracovat s pravdépodobnostmi P [Ny = k] pro vSechna k € Nj. Detailnéjsi osvétleni predpokladi
balanénich ¢asticovych systémd, viz [6].

Nasledné vyslovme tii zdkladn{ varianty homogennich ¢asticovych systémi. Varianty homogennich ¢4s-
ticovych systémut mirné 1isi v podminkach, které budeme klast na generator rozteci i(x).

Definice 1.1.2. Obecnym ¢dsticovym systémem rozumime posloupnost (X);2,, zavedenou pfedpisem

Xk = Zk: Rm,
m=0

kde Ro, R1, R . ... je libovolné posloupnost nezdpornych a absolutn& spojitych nahodnych velidin. Csti-
covy systém nazveme Skdlovanym ¢asticovym systémem, pokud navic plati, Ze Yk € N : E(Ry) = 1.

Definice 1.1.3. Nezévislym casticovym systémem rozumime posloupnost (X),?, zavedenou piedpisem

Xy = i Rons
m=0

kde Ro, R1, Rz, ... je libovolnd posloupnost nezdpornych, absolutné spojitych, nezavislych a stejné roz-
délenych ndhodnych veli¢in. Hustotu pravdépodobnosti vSech ndhodnych veli¢in Ry, Ry, Ry, ... ozna-
¢ime h(x) a budeme ji nazyvat generatorem casticového systému.
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Definice 1.1.4. Balan¢nim ¢dsticovym systémem rozumime posloupnost (Xy),?,, zavedenou predpisem

Xy = i R
m=0

kde Ro, R1, Rz, ... je libovolnd posloupnost nezdpornych, absolutné spojitych, nezavislych a stejné roz-
délenych ndhodnych veliin, jejichz hustota pravdépodobnosti je vybrana ze tfidy 2. Budeme ji nazyvat
generdtorem ¢dsticového systému.

V definici 1.1.4 predpokladame piislusnost hustoty pravdépodobnosti rozte¢i do tfidy balancovanych
hustot A, coz vyplyva z podstaty vzdjemnych interakei v redlnych dopravnich systémech.

Na zavér ivodni sekce jesté upfesnéme pouzivané nazvoslovi pro statistické popisy balan¢nich ¢éstico-
vych systémil.

7 Mz

Definice 1.1.5. M¢jme balan¢ni Césticovy systém dany posloupnosti (X);”,. Pak prvky této posloup-
nosti nazyvame multirozteCemi. Déle prvky posloupnosti (Ry);”, nazyvdme rozteCemi. Nakonec zava-
dime systém ndhodnych veli¢in s parametrem L > 0, ktery nazyvame intervalovou Cetnostni a znac¢ime
Np. Intervalové Cetnosti definujeme:

Ny = Z I(x; < L),
k

kde x; je posloupnost realizaci ndhodnych velicin (Xy);, a I(-) je funkce indikujici, jestli je podminka
pravdiva, tzn.

3 1 pokud je podminka pravdiva,
I(podminka) = )
0 pokud neni podminka pravdiva.

1.2 Elementarni znamé poznatky a teorémy

K balanénim ¢asticovym systému se poji nékolik zdkladnich vlastnosti, které nyni vyslovime.

Véta 1.2.1. Necht’ i(x) € 2 je generitorem BCS, pak pro zavedeny popis plati:
k k
Xe= ) R~ K hix),
m=0 m=0

kde hustoty pravdépodobnosti multirozte¢i jsou tvofeny konvoluci generatort A(x).
Véta 1.2.2. V balan¢nim Casticovém systému h(x) € & plati:

1. B(Ry) = =,

2. B(Xy) = (k+ 1),
kde % = p;(h) je prvni centrdlni moment nahodnych velicin Ry, Ry, Ro, ... .

Zavedli jsme tfi zplisoby popisu modelu a bude pro nés klicové umét mezi témito popisy prechiazet. V
ndsledujicich sekci zformulujme véty, které tuhle problematiku osvétluji.

1.3 Prechod mezi spojitym a diskrétnim popisem

Pro kompletn& zavedeny popis homogenniho BCS je jesté potfeba odvodit pfechody mezi popisy spoji-
tymi (rozteCe, multiroztece) a popisem diskrétnim (intervalové frekvence).
11



1.3.1 Prechod od rozteci k intervalovym frekvencim

Véta 1.3.1. Necht' (Xy); <) je posloupnost multirozte¢i s distribu¢nimi funkcemi (Gy)/%. Pak pro prav-
dépodobnost intervalovych frekvenci plati

PINL =01 =1-Go(L),
PINL = k] = Gi-1(L) — Gi(L).

Diikaz. Odvod me pfechod od popisu pomoci rozte¢i k popisu pomoci intervalovych frekvenci. Nejprve

uréeme pravdépodobnost, Ze na intervalu délky L za referencni ¢éstici se nenachdzi Zddn4 castice. Drzme

se jiz zavedeného znaceni a dédle oznacme distribucni funkci pfisluSnou generatoru rozteci A(x) jako
X

H(x) = [ h(y)dy. Pak:

PINL=0]=P[Ro>L]=1-P[Ro <L]=1-H(L).

Timto bychom méli vyfeSeny elementarni piipad. Z teorie pravdépodobnosti se mizeme snadno pfe-
svédcit, Ze plati série rovnosti:

PINp =kl =P[Xit < LA Xy > L] =P[[Xio) < LIN[Xx < L] = |[AN B = A\B| =
=P [[Xp-1 < LI\ [Xg < L]l = P[Xj—1 < L] =P [Xk < L] = Gr-1(L) — Gr(L),

kde Gy(x) jsou distribucni funkce pfislusné multirozte¢im X} «~ gi(x). Zavérem prechodu od spojitého k
diskrétnimu popisu je

PINL=0]=1-Go(L)=1-H(L) A P[NL =k =Gr1(L)—- Gp(L). (1.1)

O

1.3.2 Prechod od intervalovych frekvenci k rozte¢im

Véta 1.3.2. Necht' P[N; = k] predstavuje pravdépodobnost intervalovych frekvenci. Pak pro prvky
posloupnosti hustot pravdépodobnosti (g); 5 a distribu¢nich funkei (Gy),'%) multirozte¢i plati

k
Gux) =1~ > PIN, =ml,
m=0

k
dP[N, =
gi(x) = —0O(x) Z %
m=0

Diikaz. Zname-li intervalové frekvence homogenniho BCS, pak generator rozteci 1ze ziskat derivovanim

upraveného vztahu (1.1), tj.

dH d
h(x) = i —@(x)aP[Nx =0].

Dile jsme schopni pfimocafte ziskat i vztah pro pravdépodobnostni popis multirozteci:

k k
dP [N, =
G =1- Y PiNe=ml, g =009y ="
m=0 m=0

Timto jsme ukézali ekvivalenci v popisech homogenniho BCS.
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1.4 Charakteristiky 1. radu a jejich vlastnosti

Vlastnosti BCS se standardn& popisuji pomoci charakteristik 1. a 2. ¥4du. Definujme v tomto textu cha-
rakteristiky 1. fddu a vyslovme jejich vlastnosti.
1.4.1 Charakteristiky 1. radu

Charakteristiky 1. fadu jsou odvozené od prvnich momentl balancované hustoty a definujeme je nasle-
dovné.

Definice 1.4.1. Méjme balan¢ni ¢asticovy systém, pak zavddime charakteristiky prvniho fddu takto:
1. Stfedni hodnota rozteCi: E(Ry) = fR xh(x)dx = E(Ry), Yk € N.
2. Stfedni hodnota multirozteci: E(X}) = ﬁ& xgr(x)dx.
3. Trendovd funkce: w(L) = E(N7) = X5 kP [N = kl.

Pokra¢ujme analyzou vlastnosti charakteristik 1. ¥adu pro homogenni BCS.

Definice 1.4.2. Necht' X ~ gx(x) jsou multiroztece balan¢niho ¢asticového systému. Pak funkci r(x) =
ZZ;"(’) gi(x) nazveme shlukovou funkci balan¢niho ¢asticového systému. Dale oznacme s(x) = Z;ﬁ‘(’) kgr(x)
shlukovou funkci prvniho druhu.

Véta 1.4.3. M¢&jme balan¢ni ¢dsticovy systém, pak plati
E(Xy) = (k+ 1) - E(Rp).

Véta 1.4.4. Necht’ r(x) je shlukova funkce a s(x) je shlukova funkce prvniho druhu balan¢niho ¢astico-
vého systému. Pak funkce r(x) a s(x) jsou omezené a funkciondlni fady, které je definuji, stejnomérné
konverguji na kazdém uzavieném intervalu (0, L).

Véta 1.4.5. Necht’ w(x) je trendova funkce a r(x) je shlukova funkce obecného balan¢niho ¢ésticového
systému. Pak plati

L
w(l) = f r(x)dx.
0

Uvedené charakteristiky mizeme pomérné jednoduse transformovat pomoci Laplaceovy transformace.
Ziskané Laplaceovy obrazy nam poslouZi k urceni dal$ich vlastnosti BCS.
1.4.1.1 Laplaceova forma charakteristik 1. fadu

Zaved’ me ozna&eni pro Laplaceovy obrazy generdtoru a shlukové funkce BCS a vyslovme jejich zdkladn{
vlastnosti.

Znaceni 1.4.6. Necht’ h(x) je generator a r(x) je shlukova funkce balancniho Casticového systému. Pak
oznac¢ime Laplaceovy obrazy danych funkci jako H(s) := Z[h(x)] a R(s) := Z[r(x)].

Véta 1.4.7. Necht’ h(x) je generator a r(x) je shlukova funkce balan¢niho ¢asticového systému a H(s),
resp. R(s) jsou jim piislusné Laplaceovy obrazy. Pak plati:

1. Rada 2120 9x(x) konverguje viude v R a na kazdém (0, L) navic stejnomérné.

2. ¥xeR": r(x) > 0anavic Yx € R : r(x) = O(x)r(x).
13



3. Vyroky A: w(L) = L naR*, B: Funkce r(x) a ©(x) jsou rovné skoro vSude.
4. ¥Vs>0:0< H(s) < 1.

5. R(s) = 1y

6. r(x) je omezend na R a navic pro Skdlované BCS plati: limy_, ;e r(x) = 1.

Véta 1.4.8. Necht' h(x) je generdtor BCS a gi(x) je hustota pravdépodobnosti pro multirozte¢ k € N,
tzn. Ry ~ h(x), a Xy ~ gr(x), Yk € N, pak plati:

1. E(Rp) = -H'(04),
2. E(Xo) = —-G(04) = (k + Dui ().

1.5 Elementarni verze balanc¢nich ¢asticovych systémi

Podivejme se detailnéji na dvé zdkladni verze BCS, a to na Poissontliv a Diraciv systém.

1.5.1 Poissonuv ¢asticovy systém

7Yz

Poissontiv balan¢ni ¢asticovy systém je popsan intervalovymi frekvencemi s Poissonovskym rozdélenim,
tj.

ALY
PIN = k] = et
k!
kde A > 0 je parametr Poissonova rozdéleni. Z odvozeného vztahu (1.1) miZeme vyjadfit generator BCS:
d d Ax)°
h) = =00 [N, = 0] = -0~ () - groaet,
dx dx 0!

Dale muZeme snadno odvodit, Ze:
k

k dP[Nx: ] a ﬂ»md m _—Ax /1m - my\ ,—Ax
gr(x) = —@(x)ZTm = —@(x)n;)m—!&(x e ): —®(x)n;)%(mxm P )e Ax
- —®(x)Z( " Kl

_ _ /1+ £ —Ax
- @(x)z e
=0 :

¢imZ7 jsme nalezli hustotu pravdépodobnosti pro roztece a multiroztece Poissonova systému.
Uved 'me déle charakteristiky 1. fadu Poissonova systému:

+00 1
ERy) = f xh(x)dx = f xO(x)le ™ dx = 2 f xe Ydx = 7
R 0

k+1
E(Xy) = )

(L) = i kPN, = Z k(u)

k+1
P —/lx _ @(x) k —/lx’

r(x) = ng(x) Z @(x)—xke W= @(x)A.
k=0 k=0 14



Na zavér zminime Laplaceovu formu generatoru systému a charakteristik 1. fadu:

H(s) = Z[h(x)] = Z[0(x)de™ ] = T
H(s) A1 2
.

]R(s):l—]H(s):/l+s1_ﬁ=

1.5.2 Diracuv casticovy systém

Diractiv ¢asticovy systém predstavuje limitni piipad ¢asticovych systémt, ve kterém jsou Cdstice rozmis-
téné ekvidistantné se vzdjemnymi rozestupy rovnymi parametru systému A > 0. Jinymi slovy se jednd o
deterministicky systém, jehoZ generator neni ze tfidy balancovanych hustot. Odvod’'me v této podsekci
zakladni vlastnosti pro Diractv ¢asticovy systém.

Pravdépodobnost, Ze je intervalova frekvence je rovna nule, lze pak vyjadrit jako:

1 L<a4,

P[NFO]:{O L>A

Tento vztah lze ekvivalentné zapsat nasledovné:
PINL=0]=1-0O(L-2).
Ze vztahu (1.1) pak plyne:

dH d
hx) = = —®(x)a(1 — O(x = 1) = O)F(x - ) = 6(x = A).

Z generitoru BCS A(x) jiz lze pfimocafe uréit hustotu pravdépodobnosti multiroztedi:

k
gi(x) = 3K h(x) = 6(x - (k + 1)a), (1.2)
m=0

¢imZ7 jsme nalezli hustotu pravdépodobnosti pro rozte¢e a multiroztee Diracova systému. Pro dplnost
jesté zobecnéme pravdépodobnost, Ze v Diracové systému je intervalova frekvence rovna ¢islu k € N.
Tuto skutecnost Ize vyjadfit jako:

1 Le(ka, (k+ 1)),

N == {0 L (ka,(k + Da),

nebo ekvivalentné tu rovnost miiZeme zapsat jako
PINL = k] = O(L - kA)(1 - O(L - (k + 1))).

U Diracova systému nejprve ur¢eme Laplaceovu formu generitoru systému a Laplaceovu transformaci
hustoty pravdépodobnosti multirozte¢i, protoze pak mizeme piimocare urcit stfedni hodnoty rozte¢i a
multirozteci z véty 1.4.8:

e—As

1 —e s

H(s) =e™,  Gpls)=e ®DI  R(s) =
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Uved’'me déle charakteristiky 1. fadu Diracova systému:
E(Ry) = -H'(04) = 2
E(Xi) = -G (0+) = (k+ DA,

0 Le(0,2),

w(l) = i’d@ [NL =kl = ik% —k)(1 = O(L - (k+ D)) = boLe2,
k:O k:O . .
m L& (ma,(m+1)A),

(o)

r<x>=igk<x>=2 §(x = (k + 1)),

k=0 k=0

1.6 Charakteristiky 2. radu a jejich vlastnosti

V této sekci se podivejme detailnéji na charakteristiky 2. fddu a vyslovme jejich vlastnosti.

1.6.1 Charakteristiky 2. Fadu

Charakteristiky 2. fadu jsou odvozené od druhych momentti balancované hustoty a definujeme je nasle-
dovné.

Definice 1.6.1. Méjme balan¢ni ¢asticovy systém. Pak zavddime charakteristiky druhého fadu jako:
1. Rozptyl rozteci: VAR(Ry) = ux(h) — 1.
2. Rozptyl multiroztec¢i: VAR(X}) = VAR(Zk _oRm) = (k+ 1) VAR(Ry).
3. Frekvencni rozptyl: VAR(N.) = Z o (k= E(L))’P[NL = k] = E(N%) - w(L).
4. Statistickd rigidita: A(L) = Y;5 (k — LY* P[Ny = k] = E(N?) — 2Lw(L) + L.

Véta 1.6.2. Necht’ w(x) je trendova funkce a r(x) je shlukova funkce obecného balan¢niho ¢ésticového
systému. Pak plati

E(N?) = 2r(L) * (L) + w(L).
1.6.1.1 Laplaceova forma charakteristik 2. Fadu

Pro nase budouci zkoumani vlastnosti balan¢nich Casticovych systému bude klicovy Laplaceiv obraz
statistické rigidity o némz je zndmo (viz [15]), Ze

2 /
2R (s) N R(s) N 2sR (s)— R(s)
s s 52 s3

’

ZINL)] = LITEND] - 2L [La(L)] + L[L*] =

s LIAL)] =2 (1 = sR(s)) + 5 (2R2(s) + R(s) + 2R’(s)).

Dale dosad’'me za R(s) = 151;1“'()3-) a upravme nasledovné:

-2 5 » H'(s) + H?(s)

3.LIAL)] =2 + sH(s)———— .
sTLIAL)]=2+s (s) H(s) (1—H(s))2
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Pro obecny balan¢ni Cdsticovy systém nemusi byt nalezeni stochastické rigidity piimocarou ulohou,
proto se pokusime o jeji aproximaci. Funkce A(L) ma, jak je dobfe zndmo, vyraznou linedrni asymptotu,
kterou zapiSeme jako yL + § a jeji tvar spocteme pomoci Laplaceovy transformace:

| s_2 H (s) + H*(s)
S LIYL+ 6] = xs + 65 = S L[aL)] = 2 + sH(s) - Hs) 2 (1-H(s)?

Zaved'me si nyni funkci B(s) := s> Z[A(L)] = x§ + ds? a prepiSme ji do Maclaurinova rozvoje druhého
fadu, tzn. B(s) = B(0)+ BT(O)S + BT(O) 2= x$+0s%. Z této tivahy dostdvame parametry linedrni asymptoty

funkce A(L) ve tvaru
’ 1 "
x = B(0), o= EB (0).

Linedrni ¢len asymptoty funkce A(L) nazyvdme stochastickou kompresibilitou a konstantni ¢len nazy-
vame deflekci. Zavér dprav shrneme v definici stochastické kompresibility.

Definice 1.6.3. Kompresibilitou balancniho ¢asticového systému rozumime koeficient linedrniho Clenu
asymptoty jeho statistické rigidity.

Pfi préci s kratkodosahovymi potencidly (viz [8]) 1ze kompresibilitu vypocitat z jednodussiho vztahu,
ktery vyslovime v ndsledujici vété o kompresibilité a deflekci.

Véta 1.6.4. Ve skdlovaném balanénim éasticovém systému zadaném generatorem h(x) je stochasticka
kompresibilita rovna rozptylu sousednich roztect, tj.

X = p2(h) - 1.
Pro deflekci navic plati:

8 = = (~4u3(h) — () + Y3 (h) + 6)..

=

Duikaz: viz [9].
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Kapitola 2

Numerické metody pro analyzu dat

Diiv neZ f4dné definujeme heterogenni BCS, tak se zam&fme na numerické metody zpracovani dat, které
budeme v nasledujicich kapitolach vyuZivat [10].

2.1 Generovani dat

Nejprve se zaméime na metodiku generovani a ukladani dat. V nasledujicich kapitolach bude naSim
cilem za pomoci syntetickych dat ovéfit spravnost nékterych analytickych vypoctl, pficemz se budeme
primarn& zaméfovat na statistiky prvniho a druhého fadu heterogennich BCS. Vypoget téchto statistik
vychdzi ze znalosti intervalové frekvence daného BCS. Podivejme se tedy, jak intervalovou frekvenci
spocitat.

Za timto tcelem bude nejpiithodnéjsi vygenerovat matici o rozmérech N X K, kde N € N znaci pocet
radkd a K € N pocet sloupct matice. Prvky této matice budou reprezentovat délky rozestupt (rozteci)
mezi jednotlivymi &asticemi. JelikoZ se budeme zabyvat studiem heterogennich BCS, tak piipoustime,
Ze hustota pravdépodobnosti délek rozestupti se mohou mezi sloupci lisit, ale budeme poZadovat, aby
vSechny tyto hustoty byly Skdlované na stiedni hodnotu rovnou jedné.

Nésledné pro vSechny fadky spocitdime kumulativni sumu, ¢imz ziskdme matici jejiz prvky v kazdém
fadku budou reprezentovat vzdalenosti ¢astice od pocatku (tj. multirozteCe). S takto pfipravenymi daty
uz mizeme zacit pocitat intervalové frekvence. Pro kazdy radek matice otestujeme podminku, kolik
prvki (Castic) ma mensi hodnotu (multirozted) nizsi neZ L € R, coz koresponduje s hodnotou intervalové
frekvence N7y.

V ndvaznosti na tuto metodiku vystava otazka, jak rozhodnout o poctu sloupci K v matici. Ten je nutné
urcit podle délky intervalu L, pro kterou budeme chtit intervalovou frekvenci pocitat, abychom zarucili,
Ze alespon jeden prvek matice bude mit vétsi hodnotu vyssi nez L. V opa¢ném piipadé se mize stat, Ze
zaneseme do vypoctu chyby. Pri praci se syntetickymi daty hodnotu K nadhodnotime a pfiddme kontroln{
mechanismus, ktery bude hlidat, Ze nenastdva zminén4 situace a popripadé hodnotu K zvysi.

Tento pristup muze byt nevyhodny pfi zpracovani méfeni z redlné dopravy, jelikoZ dostupna data vyuZzi-
vdme pomérné neefektivné. OvSem metodikou zpracovavani redlnych dat se budeme zabyvat pozdé;ji.

2.2 Popis numerického modelu

Po vygenerovdni dat a vycisleni intervalovych frekvenci se budeme zabyvat vypoctem trendové, shlu-
kové funkce a statistické rigidity. V dalsich podkapitolach shrneme spolecny pfistup, jenZ byl pouZzit.
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Zmin&né statistiky pro heterogenni BCS f4dné definujeme pozdgji, ale uz ted’ prozradime, e definice
budou analogické s definicemi statistik pro homogenni BCS, viz 1.4.1 a 1.6.1.

2.2.1 Hustota pravdépodobnosti multirozteci

M¢éjme pripravenou matici vygenerovanych dat, jak bylo zminéno. Pfi praci se syntetickymi daty hustotu
pravdépodobnosti multirozteci reprezentuji hodnoty v ptislusnych sloupcich matice. Pro vykresleni grafu
multirozteci v kapitole 3 vygenerujeme hodnoty v prvnim sloupci z jednoho rozdéleni pravdépodobnosti
a pro vSechny ostatni sloupce vyuzivime odliSné rozdéleni pravdépodobnosti. Obdobné v kapitole 4 po-
uzivame odlisné rozdéleni pravdépodobnosti pro liché a sudé sloupce. Volbu rozdéleni pravdépodobnosti
zminime v pfislusnych kapitolach.

2.2.2 Numericky model trendové funkce
Trendovou funkci odhadneme standardné primérem intervalovych frekvenci. TudiZ pro kazdé L a pro
vSech N fadkid matice syntetickych dat spocitdime pocet prvki v daném fadkd, jejichZ hodnota je mens{

7 Yz

nez zvolené L, ¢im7 ziskdme intervalové frekvence pro jednotlivé fadky. Nasledn€ pouze spocteme pra-
mérnou hodnotou intervalovych frekvenci.

2.2.3 Numericky model statistické rigidity

Statistickou rigiditu pocitime jako vybérovy rozptyl intervalovych frekvenci. Stejné jako pii vypoctu
trendové funkce spocitime pro kazdé L a N intervalové frekvence, jeZ zmensime o L. Nésledné tyto
rozdily umocnime a z nich spo¢teme priimérnou hodnotu.

2.2.4 Pouzité parametry

Pokud u konkrétniho pfikladu nenf fe€eno jinak, tak byly pouZity nasledujici parametry:
1. Mnozstvi dat: pro pokus bylo vygenerovano 100000 x 30 méfeni.

2. Parametr L: tento parametr byl brdn z mnoZiny L € {0.01,0.02,0.03,--- ,5}
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Kapitola 3

Kvazihomogenni BCS

V této kapitole predstavime kvazihomogenni balancni ¢asticovy systém a detailn¢ nahlédneme na jeho
popis a zdkladni vlastnosti. Pfed tim neZ se do studia kvazihomogenniho BCS naplno pustime, tak jeSté
zaved me potiebné znaceni, kterého se budeme nasledné drZet v celé préaci:

’
1. Znakem: Z budeme rozumét operator, pro ktery plati, Ze pokud je dolni index vets$i nez horni
index nebo jsou si indexy rovny, tak je operdtor neaktivni, tzn. chovd se jako identita vzhledem k
okolni operaci.

2. Znakem: @ budeme rozumét operétor, pro ktery znovu plati, Ze pokud je dolni index vétsi nez
horni index nebo jsou si rovny, tak je operdtor neaktivni.

’
3. Znakem: 1—[ budeme rozumét operator, pro ktery plati, Ze pokud je dolni index vétsi nebo roven
hornimu indexu, tak je operator znovu neaktivni.

3.1 Zavedeni systému

Na tivod definujme kvazihomogenni BCS a jeho zdkladni popisy, od kterych budeme nadéle odvozovat
vlastnosti BCS.

Definice 3.1.1. Kvazihomogennim balan¢nim Césticovym systémem rozumime posloupnost (Ry);~, kde
Ro, R1,Ro, ... je libovolnd posloupnost nezdpornych, absolutné spojitych a nezdvislych ndhodnych veli-
¢in, pricemz Ry, Ry+1, Ry+2, - - ., kde N € Ny, jsou stejné rozde€lené nahodné veliiny s hustotou prav-
dépodobnosti ze tfidy %, kterou budeme znacit h(x) € . Hustotu pravdépodobnosti ndhodnych veli-
¢in Ry, Ry, ..., Ry-1 postupné oznacme hy(x), hi(x),...,hy-_1(x) € A a hustoty pravdépodobnosti A(x)
a ho(x), hi(x),...,hy-_1(x) budeme nazyvat generdtory kvazihomogenniho balan¢niho ¢asticového sys-
tému. Systém nazveme Skdlovanym kvazihomogennim balanénim casticovym systémem, pokud navic
plati, Ze Yk e N : E(Ry) = 1.

Pro definovany kvazihomogenni BCS dile zaved’ me jeho zdkladni popisy.

Definice 3.1.2. M&jme kvazihomogenni BCS. Pak prvky posloupnosti (Ri)y» kterou je kvazihomo-
genni BCS definovén, nazyvame roztece.

Definice 3.1.3. M&jme kvazihomogenni BCS. Pak multiroztete (X I)reo definujeme piedpisem:

m=0

20



Definice 3.1.4. Nakonec zavddime systém ndhodnych veliCin s parametrem L > 0, ktery nazyvame
intervalovou Cetnostni a zna¢ime Np. Intervalové Cetnosti definujeme:

Ny = Z I(x; < L),
k

kde x; je posloupnost realizaci ndhodnych veliCin (Xi);>, a I(-) je funkce indikujici, jestli je podminka
pravdiva, tzn.

3 1 pokud je podminka pravdiva,
I(podminka) = )
0 pokud neni podminka pravdiva.

3.2 Statistické popisy a vztahy mezi nimi

Zavedli jsme tfi zdkladni popisy kvazihomogenniho BCS. Cilem této sekce bude ukézat, jak Ize mezi
jednotlivymi popisy kvazihomogenniho BCS piechdzet a Ze tyto popisy jsou ekvivalentn.
3.2.1 Prechod od rozteci k intervalovym frekvencim

Jako prvni odvodime prechod od popisu pomoci rozteci k popisu pomoci intervalovych frekvenci. Bu-
deme potiebovat vyjadfit hustotu pravdépodobnosti multirozte¢i kvazihomogenniho BCS.

min{k,N—1}

k k
Xi=) ﬂm~( * hi<x>)*(@,:Nh(x>),
m=0 =

Hodnotu intervalové frekvence urCujeme jako pocet ¢4stic ve vzdalenosti L za referencni Céstici jako
v homogennim BCS. Déle uréeme pravdépodobnost, Ze se na intervalu délky L za referencni ¢astici
nenachdz{ Zadna Castice, tj.

PINL=0]=P[Ry=L]=1-P[Ry < L] =1-Hy(L),
kde Vi € {0,1,... N—1}: Hi(x) = f_ XOO hi(y)dy je distribu¢ni funkce pfislu$nd generdtoru ; a H(x) je

distribu¢ni funkci generatoru /4(x). Podobné odvod’me pravdépodobnost, Ze intervalova frekvence bude
rovna libovolnému & € N, tj. Ze se na intervalu délky L za referencni C4stici bude nachdzet pravé k Castic.

PN =k|=P[Xi1 <LAX 2 L] = P[[Xk_l <L|n[Xxc < L]] _ ‘Ach — A\B| =

= P[[Xk_l < L]\[Xk < L]] = P[Xk_l < L] - P[Xk < L] = Gy_1(L) — Gi(L),

kde Vi € N jsou G;(x) distribu¢nimi funkcemi prislusné hustotdim pravdépodobnosti multirozte¢i g; a
plati:

X min{k,N—1} k
6= [ awdn aw - ( * hi<x>) . (@ ,:Nh(ao).
KdyZ nyni tyto zavéry shrneme, dostdvadme rovnice:
PINL=0]=1-Go(L)=1—-Ho(L) A P[NL=k]=G1(L)—Gi(L). 3.1)
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3.2.2 Prechod od intervalovych frekvenci k roztec¢im

Ze vztaht (3.1) 1ze odvodit i piechod od popisu pomoci intervalovych frekvenci k popisu pomoci rozte¢i.
Tvar generdtoru ho(x) ziskdme zderivovanim vztahu Ho(L) = 1 — P [N = 0], a sice
dHy(x) [Ny =0]

dp
i —®(x)T. 3.2)

ho(x) = —
Rozdéleni multirozteci ziskdme tpravou a sectenim rovnic (3.1):

Go(L) =1-P[NL =01,

2
Gi(L)=Go(L) —P[NL=1]=1-P[NL=0]-P[N. = 1] =1—ZP[NL=m],
m=0

3
Go(L) = Gi(L)~P[NL =21 = 1= > P[N, =ml,
m=0

k
Gu(L) = Gia(D) ~B[NL =K = 1 = ) PIN, = m].

m=0
Zderivovanim uréime rozd€leni multirozteci:
k
dP [N, = m]
=-0 - 3.3
gi(x) = —O(x) ZO - (3.3)

Nalezli jsme piechody mezi popisy kvazihomogenniho BCS.

3.3 Charakteristiky 1. radu a jejich vlastnosti

Vyslovme definice charakteristik 1. Fadu a jejich zakladni vlastnosti pro kvazihomogenni BCS.

7 Mz

Definice 3.3.1. M¢jme kvazihomogenni balan¢ni ¢asticovy systém, pak zavadime charakteristiky prv-
niho fadu jako:

1. Stifedni hodnota rozteci: E(Ry) = fR xh(x)dx.

2. Stfedni hodnota multirozteci: E(Xy) = k xgr(x)dx.
3. Trendovd funkce: w(L) = E(N7) = X5 kP [Ny = k.
4. Shlukovd funkce: r(x) = Y% gi(x).

Ze znalosti prvnich momentl generator kvazihomogenniho BCS mtiZeme piimocare urcit stfedni hod-
notu multirozte¢i, coZ shrnuje nasledujici véta.

Véta 3.3.2. Méjme kvazihomogenni balan¢ni Casticovy systém. Pak plati:

min{k,N—1}
E(X;) = max{0,k — N + 1JE(R) + Z E(R)).
=0
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Diikaz. Toto tvrzeni je analogii véty z teorie pravdépodobnosti, kterd 1ikd, Ze stfedni hodnota je linearn{
funkciondl, tj. stfedni hodnota souctu ndhodnych veli¢in je rovna souctu stfednich hodnot ndhodnych
velicin. O

Véta 3.3.3. Necht’ r(x) je shlukova funkce kvazihomogenniho BCS s generatory h(x) € £ a hi(x) € A,
Vie{0,1,... N — 1}. Dile zaved’me pojmy:

1. Shlukova funkce prvniho druhu kvazihomogenniho BCS: S(x) = Z o kgi(x),

2. Shlukova funkce druhého druhu kvazihomogenniho BCS: f(x) = Z+°° K gi(x),
pak funkce r(x), §(x) a #(x) stejnomérné konverguji na kazdém uzavieném intervalu (0, L).
Diikaz. Vime, e pro generitory kvazihomogenniho BCS h;(x) € # a h(x) € 2 plati:

VYie{0,1,... N—1}: hi(x) < K; € R",
h(x) < K e R".

Hustoty multirozte¢i pak miZeme odhadnout nasledovné:
X
g1(x) = O(x) f ho(y)hi(x = y)dy < O KoK x,

X KoK K-
g2() = O(x) gl(y)hxx y)dy < OOKK K> f ydy = 00 0K1K2 o

K Ky- x KoK1 -+ Ky-
10 =000 [ oncaluhcr (- iy < 00 LN [y = 000 N,

() =00 [ grcr(htr = iy < ©00 PR [y = o SR,

K- Ky_1K? K- Ky_1K?
gn+1(x) = O(x) f v (h(x - y)dy < O EN+11;/!1 f ydy = ()X ;NH];!] N

Pak pro funkce r(x), §(x) a #(x) plati:
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)= ) gal0) <
n=0

< Ko+ KoKiL+ KoKi Koo 4+ 4 KoKy - Ky g 2 4 KoK Ky +cmK"Ln—
< Ko + KoK okika= oK1 NN D)1 KN 2,55 =
12 VU KoKy - Ky =g
= Ko + KoK{L + KoK1Kr— + -+ + KoK, - - - Ky + LK _ N k"—|,
0 041 0f 1827 041 Nl(N_l)! K1 € HZ:(:) o
+00 +00
§() = Y nga(x) = )" nga() <
n=0 n=1
INY KoKy Ko < L
< KoKiL+ -+ KoK; - Ky 021 AN-1 N =

LT Y G R Sy ey Y

= KoKiL+ -+ KoKy Kn-1

LN—I . KoK - - Kn_q Z K’1+1Ln+1
(N —2)! KN-1

|
n=N-1 n:
N1 KoKy KnoL( 0 NS L7
= KoKiL -+ KoKy -+ Kot s + o _Z)KH ,
n=
+00 +o00
i) = ) ngn(x) = ) nlgu(x) <
n=0 n=1
KL kg =DM KoKy Ky Y, LT
< KoKIL 4 KoKy Koy e+ = ) K =
(N=DIN"  KoKi--Ky1 .y Lt
< KoKiL+-++ KoKy -+ Ky oot g ;IK (n+ D= =
WS
< KoK\L+---+ KoK, -+ K, (N - DL
= A 0] N-1 (DJ__z)!
+00 +oo
o KoK Kyt ey DK ' . > K"“_UHI]:
N-1 - | |
K vt (n-1)! vl n!
(N - 1)LN-!

= KoKiL+ -+ KoKy -+ Ky-
0] (AN N-1 ([V _ 2)!

N-2 n N-=3 n
. %[(,{L et Sl S Kn%]
n=0 n=0

V dpravéch funkci $(x) a #(x) bylo pouZito posunuti spodni meze sum a ndsledné jejich preindexovani.
Navic v poslednim kroku dpravy funkce #(x) jsme se odvolali na mezikroky dprav funkce §(x). Zavérem
plyne, Ze funkce r(x), §(x) a #(x) jsou omezené na kazdém kompaktu (0, L). Dédle z Weiestrassova Kritéria
funkce stejnomérné konverguji na intervalu (0, L).

Pozndmka. Pokud specidlné zvolime N = 1, tak si miZeme v dikazu povSimnout, Ze v poslednich
upravéich shlukové funkce prvniho a druhého druhu vychdzi horni index sum zdporny. Pro tyto ptipady
ovSem neni potieba posledni tipravu provadet, jelikoz jiz v predposledni tpraveé budou dolni indexy sum
nulové, coZ umoZiiuje piimocare vyjadrit jejich soucet. Podobné tvrzeni plati také pro volbu N = 2.
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O

Véta 3.3.4. Necht' w(x) je trendova funkce a r(x) je shlukova funkce kvazihomogenniho balan¢niho
Casticového systému s generatory h(x) € % a hi(x) € B,Vie€ {0,1,... N — 1}. Pak plati

L
w(l) = f r(x)dx.
0

Diikaz. Vyjdéme piimo z definice trendové funkce a proved’ me nasledujici dpravy:

[ee] +00 L L “+00 L
(L) = Z kPN =kl = ; k [ fo gr-1(x)dx — fo gk<x>dx] = Z fo k[go1(0) = ge(0)] dx =

J, +oo
f Zk g1 (¥) = gi()] dx = f lim Zk g1 (¥) = gi()] dx

= j(; lim [g0(x) — g1(x) + 2g1(x) = 2g2(x) + - - + ngp_1(x) — ngp(x)] dx =

L n L [ +oo [ +oo
= f lim {Z gk<x>—ngn<x>} dx = f [Z ge(x) — lim ngn(x)de= f > g,
0 "% 0 \ico e 0 %=0

V poslednim kroku tpravy jsme vyuzili rovnost lim,— .« ng,(x) = 0, kterd plyne z nutné podminky
konvergence shlukové funkce prvniho druhu, tj. fady ;% kgk(x), viz véta 3.3.3. O

3.3.1 Laplaceova forma charakteristik 1. ¥4du kvazihomogenniho BCS

Definice 3.3.5. Necht’ hg(x), h1(x),...,hy-1(x) a h(x) jsou generdtory rozte¢i a r(x) je shlukova funkce
kvazihomogenniho balan¢niho ¢éasticového systému, pak oznaé¢me Laplaceovy transformace danych funkci
jako R(s) := Z[r(x)], H(s) := L[(x)]aVie {0,1,2...,N — 1} : Hi(s) := ZL[hi(x)].

Véta 3.3.6. Necht' r(x) je shlukova funkce a hg(x), h(x),...,hy—1(x) a h(x) jsou generdtory rozteci
Skalovaného kvazihomogenniho BCS a R(s), H(s) a Hy(s) := Z[hi(x)],kdei € {0,1,2...,N — 1}, jsou
jim prislusné Laplaceovy obrazy. Pak plati:

1. Vx € R: r(x) > 0 a navic r(x) = O(x)r(x).
2. ¥s>0:0<H(s) < 1.

3.Vie{0,1,2...,N=1},¥Vs > 0:0 < Hi(s) < 1.

4. Plati: Vel
H(s)
R(s) = H; H;
(5) k:olj (s>+ﬂ T ey
1N—1 k N-1 H(s) (3.4)
Lwx)](s) = - Hi(s) + = | | Hi($)————=
s & L_O[ s g)[ 1 —H(s)

5. r(x) je omezend na R a lim,—, o r(x) = 1.

Diikaz. Dokazme jednotliva tvrzeni véty ve stejném poradi v jakém jsme je vyslovili.
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1. Funkce r(x) je definovéna jako r(x) = ZZ;’B gir(x) a dale plati:
gi(x) = O(X)gr(x) = r(x) = O(xX)r(x).

2. Vime, Ze Laplaceiiv obraz generatoru A(x) je klesajici funkci, protoZe:

H'(s) = - f xh(x)e " dx < 0,
R

Prvni derivace funkce I je zdpornd, proto bude tato funkce klesajici a bude mit nejvy$si hodnotu
pro s = 0. V tomto bodé€ bude pro skdlovany systém platit:

H(O,) = fh(X)dx = po(h) = 1.
R

Z téchto davodu lze fict, Ze:
Vs> 0:H(s) < 1.

Daile si midZeme snadno z definice pov§imnout, Ze lim,_, o H(s) = 0 a zaroven, jak uz bylo zmi-
néno, je funkce klesajici a z vlastnosti Laplaceovy transformace i spojitd. Na zdkladé c¢ehoZ plati:

Vs> 0:H(s) > 0.

3. Pro H;(s), kdei € {0,1,2...,N — 1}, Ize nerovnosti ukdzat analogicky jako v pfedchozim bod¢.

4. RozepiSme funkci R(s) podle definice:

(% ) (@fz Nh(x))) -

R(s) = Z[r(0)] = & ng(X)] [

+00  min{k,N—1} ]

mmkN 1} +oo min{k,N—1}
= Zx{ hi(x))*(@ h(x))l => |] < ]_[ ZLIh(x)] =
k=0 i=0

+oo min{k,N—1} N-1 k
Z ]_[ H(s)H™X 0N gy = " [ T His) + I_I]H(S)Z]Hk(s) =

k=0 i=0

N-1 &k N-1 IH(S)
= kzo ]_0[ H;(s) + [] BT 10y

kde jsme na poslednim fadku sumu spocitali jako soucet geometrické fady. Z tohoto zavéru dile

plyne:
N-1 k =,

1 H(s)
LIo0)s) =~ 3 | [His) + - ]_[ BT 0oy
k=0 i=0
5. Z vlastnosti Laplaceovy transformace nazyvané "Final Value Theorem"vime [11], Ze:

lim r(x) = lil‘(l)l sR(s).

X—+00
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Tento vyraz rozepiSme pomoci tvrzeni v patém bod¢ této véty a ndsledné pouZijme L’ Hospitalovo
pravidlo:

N-1 k
H(s) . sH(s) H 'H; (S) LH
hm sR(s) = hm s H;(s) + H;(s ) = lim
S o+ oo 2. T

o O T Hw) + 51/ 6) T ) + sHG) B ) [Tl W)

- Sll)r& -H’(s)
_ o) TS o) = 0 - jn () 130" pothe) = 0 po(h) X5y () ik o)
p1(h) )
_ Ho(h) 1" to(hy)

u1(h)

Diéle pokud uvazujeme Skédlovany systém, pak

WY wo(hy) 1
lim (o) = Slif& SR(s) = Ho( )I,}]lzz)ﬂ()( ) _ L 1

¢imz je tvrzeni dokdzano.

O
Pozndmka. Pokud budeme predpoklddat N = 1, pak se rovnice 4.4 zjednodusi do tvaru:
H(s) _ Ho(s)( —~ H(s)) + Ho(s)H(s) _ lHo(S)
R = ]H ]H )
(s) = Ho(s) + Ho(s) “HG) - 1= () “ () s
H(s)  THo(s) '

1 1
L1 = THo) + THoO TS = [ hG)y

Véta 3.3.7. Necht' hg(x), hi(x),...,hy-1(x) a h(x) jsou generdtory rozte¢i kvazihomogenniho BCS a
H(s) := Z[h(x)] a Hi(s) := ZL[hi(x)], kde i € {0,1,2...,N — 1}, jsou jim piislusné Laplaceovy obrazy.
Pak plati:

1. E(Ro) = ~-H{(0.),
2. E(Xy) = =G(04) = max{0,k = N + Dy () + T2 g (.
Diikaz. DokaZzme rovnosti v poradi v jakém jsme je vyslovili.

1. Prvni rovnost dostaneme pfepisem derivace defini¢niho vztahu Hy(s) pro s = 0:

Hy (04) = —foho(X)dx = —pi(hg) & E(Ro) = -Hy(0.).

2. Cést druhé rovnosti jsme jiz dokézali ve vét& 3.3.2, proto zde zdivodnime pouze &dst rovnosti.
Upravme stfedni hodnotu multirozteci kvazihomogenniho BCS:

42l

s—0, ds

E(Xy) = fR xgr()dx = lim .2 [gi(0] (5) = - - lim G(s) = ~G}(0,).

Timto jsme dokézali prvni rovné se rovnosti a zbytek rovnosti mame jizZ dokazan ve vété 3.3.2.
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3.4 Charakteristiky 2. radu a jejich vlastnosti

V této sekci se podivejme detailn&ji na charakteristiky 2. fadu kvazihomogenniho BCS a vyslovme jejich
vlastnosti.
3.4.1 Charakteristiky 2. radu

Charakteristiky 2. fadu jsou odvozené od druhych momentti balancované hustoty a definujeme je nasle-
dovné.

s vz

Definice 3.4.1. Méjme kvazihomogenni balan¢ni ¢dsticovy systém. Pak zavddime charakteristiky dru-
hého fadu jako:

1. Rozptyl rozte¢i: VAR(Ry) = uo(h) — 1.
2. Rozptyl multirozteci: VAR(X}) = VAR(Z = (k + 1) VAR(Ry).
3. Frekvenéni rozptyl: VAR(NL) = Y5 (k — E(L))ZP[NL = k] = E(N?) - *(L).

4. Statistickd rigidita: A(L) = ¥;5 (k — LY* PNy = k] = E(N?) - 2Lw(L) + L.

3.4.1.1 Laplaceova forma charakteristik 2. Fadu

Pro nase zkoumani vlastnosti kvazihomogenniho balancnich ¢asticovych systému bude klicovy Lapla-
celiv obraz statistické rigidity:

2 "(§) —
]Rs(s) N ]Ris) N 2S]R (s) — R(s) N 2

52 53

ZIMND)] = LIEND] - 2.ZL[Lo(L)] + L[L*] =2

B

s LIAL)] =2 (1 = sR(s)) + 52 (2R2(s) + R(s) + 2R’(s)).

Vyjadieme obecné R’ (s):

k H(s) H (s)
_ ;H(s)l_llH(sHZ]Hl—[]H“) “He) 1—[ T He)?

i=0,i#l =0 i=0,i#l

Pro zjednoduseni zdpisu ddle pokracujme v odvozovéni pro pfipad N = 1. Pro tuto volbu N plati:

 Hos)
RO =T HGy
]H2
BO=5 1(;?))2’
- S
. H(s) H(s) _ Hyo (o
R'(s) = Hy(s) + ]Ho(s) — ) + ]HO(S)(1 “Hs)?  1-H(s) + ]HO(S)(l “Hs)?
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Dosad’'me za R(s) a upravme nésledovné:

Ho(s) H2(s) Ho(s) H, (s) H (s)
3 ZIAL :2(1—L) 2[p——0 g 2Ho(s)——2 | =
[AL)] 1 —H(s) i (1 - H(s))? 1o H(s) s H(s) + 2ol (1 - H(s))?
) sHo(s) | o (Ho(s) +2Hy(s)  2H2(s) + 2Ho()H (5)) _
= 2(1 T ]H(s)) +5 [ () + 10— Hw)? = B(s).

(3.6)
Zkoumejme linedrni asymptotu statistické rigidity, tj.:

1
A(L) :XL+6+O(Z) — A(L)=yL+ 6,
pak ze znalosti Laplaceovy transformace statistické rigidity mdZeme urcit linedrni a absolutni ¢len line-
arni asymptoty:

X

SLIMD)] = 2 LIyL+6] = 5 (—2 + ‘j) vs +652 £ B(s) = BO) + B EO) +300
A

2

’ 1 1"
= x=B(0)As=380).

3.5 Specialni pfipady kvazihomogenniho BCS

V této sekci polozme N = 1 a ddle odvozujme vlastnosti pro tento specidlni piipad. V tabulce 3.1 vidime
jiz zndmé hustoty pravdépodobnosti rozteci a multirozte¢i homogennich BCS, jenZ nésledné vyuZijeme
pfi odvozovani hustot pravdépodobnosti multirozteci kvazihomogenniho BCS.

Nézev rozdéleni  Hustota pravdépodobnosti rozte¢i Hustota pravdépodobnosti multirozteci

Poissonovo h(x) = O(x)e™ gr(x) = ®(x)z—';e"‘
Semi-poissonovo h(x) = @(x)4xe‘2x gr(x) = (2k+1)'®( )x2k+1 —2x
Erlangovo h(x) = @(x)% x'e~(n+Dx gr(x) = %@)(x) nkn g —(n+1)x
Gamma h(x) = O(x) (igzrli‘*l*) n-(a+1)x gr(x) = % O(x)ak+atkag-(a+hx

Tabulka 3.1: Hustoty pravdépodobnosti rozte¢i a multirozte¢i homogennich BCS.

Diky vlastnosti asociativity konvoluce miizeme spocitat nejprve konvoluci stejné rozdélenych rozteci
s generdtorem h(x), pfi¢emZ vysledek této konvoluce jiZ zndme ze studia homogennich BCS. Pak lze
hustotu multirozte&i kvazihomogenniho BCS zapsat jako konvoluci generatoru odligné nulté roztete a
jiz zndmé hustoty pravdépodobnosti multirozte¢i homogenniho BCS, tzn.

k
gi(x) = ho(x) = (3K h(x)) = ho(x) * ge-1 (x).
j=1
A" nésledujl’cich podsekcich si ukdZeme aplikaci vét z této kapitoly na lilohéch s vybranymi generétory

vvvvvv

pracovat se Skdlovanymi Varlantaml kvazihomogennich BCS.
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3.5.1 Generatory z Erlangova a Poissonova rozdéleni
Tuto sekci rozdélime na dvé Casti podle toho, jestli za generator /hy(x) budeme povazovat Poissonovo

rozdéleni a za generdtor A(x) Erlangovo rozdéleni nebo pfesné naopak.

3.5.1.1 Generator i(x) z Erlangova rozdéleni

Piiklad. Uvazujeme, Ze ho(x) = ©@(x)e™ a h(x) = ©(x) L ye=0mDx pak:

gi(x) = ho(x) * gr-1(x) = tho x—y g1 (ydy =

(n + 1)k(n+1)

_ f®( Yo~ (y) Oyt~ e Dy gy = (n+ DD e fx k=1 +kng=ny 4, —
B k—1+kn) Y Y21+ Sy Y y=

1 k(n+1)
= A DT kD) (Fak 1 k) = Ttk + k. nx)) =

C (k- 1+ kn)!
k+k—1 ;
(n+ 1)k(n+1) k) ~ e (nx)/
-~ 7 _ | _ nx
T (mk+k—1D!|1-e ; i
k 1 k+k—1 ;
il
n = J!
k 1 0 i k+k—1 ; k 1 =) 1
= (n . 1) " )e_x e—nx < —(nX)J - e_nx n +Z: (n )J = (n ; 1) " )e_(n+1)x X (nx)j
i il i
n j=0 J: j=0 J: n j=k(n+1) J:

Nalezené feSeni plati pro Yn € N. Pro ovéfeni spravnosti analytického z4pisu ho déle dofeSme nume-
ricky a porovnejme toto feSeni s hustotu pravdépodobnosti multirozteci syntetickych dat. Pro ukazku
uvazujme, Ze parametr Skdlovaného Erlangova rozdéleni je n = 1.

05 05 05 r

[l Kvazihomogenni BCS
=== Analytické reseni

Hustota pravdépodobnosti

Obrazek 3.1: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generatory z Poissonova a Erlangova rozdéleni
ve srovndni s analytickym zdpisem.

Pro upfesnéni piedstavy o rozdilnosti hustoty pravdépodobnosti kvazihomogenniho a homogenniho BCS
dale porovnejme hustoty pravdépodobnosti multirozteci. Porovnavat budeme takto zavedeny kvaziho-
mogenni BCS a homogenni BCS s generitorem ze $kdlovaného Erlangova rozdéleni. Generétory ze
Skalovaného Erlangova rozdéleni maji parametr n = 1.
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05 05 05 r

[l Kvazihomogenni BCS
[IHomogenni BCS

04 r

Hustota pravdépodobnosti

10

Obrazek 3.2: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generatory z Poissonova a Erlangova rozdéleni.

Dale vyjadfeme shlukovou a trendovou funkci za pomoci Laplaceovych transformaci generatori a 3.5.

1
Ho(s) = 2 [ho(x)] = Py
1 +n )n+1

H(s) = £ [h(x)] = (m

pak pro shlukovou a trendovou funkci studovaného BCS plati:

1

Ho(s) 1
R(s) = = ,
TG T ()
Lol = O 5
= S(l - H(S)) B S(l _ (1_}_;2)’“—1)

Pro zminéné tvary Laplaceovy transformace shlukové a trendové funkce nelze obecné spocitat inverzni
Laplaceovu transformaci a proto uved me vyslednou podobu shlukové a trendové funkce pouze pro kon-
krétni volby parametru n, viz tabulky 3.2 a 3.3.

Parametr n Shlukova funkce
n=0 r(x) =1
n=1 ) =5 -]
9
_ 2677){(3 sin(m)#& \/§cos( 313 ))
= _ _ 8" 2 2
n=2  r)=-"Tg + oV +1

Tabulka 3.2: Shlukov4 funkce ho BCS.

Pozndmka. Povs§imnéme si, Ze funkéni hodnoty shlukové funkce pro zminéné hodnoty parametrt kvazi-
homogenniho BCS v krajnim p¥ipadé x = 0 jsou r(0) = 1, coZ je v kontrastu s homogennimi BCS. Pro
homogenni BCS je r(0) = 0 pro vSechny varianty BCS vyjma Poissonového.
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Parametr n Trendova funkce
n=0 w(x) =x
n=1 cu(x)—x—ﬂ+£x—l
= = 2 3 " 4
SEEORED)
gt e 2 (5 \/3(:05( > sin| = 1
573 3

n=2 w(x) = x+ 5

Tabulka 3.3: Trendov4 funkce ho BCS.

Pozndmka. Hodnoty trendova funkce pro zminéné parametry v krajnim pfipadé x = 0 jsou w(0) = 0, cozZ

n=2

vychdzi stejné jako pro homogenni BCS.
Vykresleme porovndni analytického a numerického vypoctu trendové funkce.

20 r

n=1

15

2.0

2.0
15
2 10 2 10
3 3
05 r 05 |
Homogenni BCS Homogenni BCS
Kvazihomogenni BCS Kvazihomogenni BCS
Analytické reseni Analytické reseni
0.0 : : : . 0.0 — : :
0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15
L L

1

Obrizek 3.3: Trendové funkce ho BCS s generdtory z Poissonova a Erlangova rozdéleni.

Nakonec se jesté zaméfme na statistiky druhého fadu a to konkrétné na statistickou rigiditu. Pro vypocet

statistické rigidity nejprve vyjadfeme derivace Laplaceovych obrazii pro oba generatory:

Hy(s) = —(S T2
(L) e 1)

/ 1
]H (S) - _ +n+s
l+n+s
Pak z rovnice 3.6 plati:

12 2 AL e

s + 2 s+1 (s+1)? (s+1)? (s+1)(1+n+s)

el \tl _(_n+l n+l 1\l 2

) I U ) A (R R g

S L)) =2]1-
(s+1) (1 - (1+n+s

=B (0)= —,
X ©) n+1
v In(l4n+13)

5O 6 (n+1)>
2

Spocitejme Maclaurindv rozvoj této funkce v okoli nuly:
1

1
0==
2

= B(s).



Vykresleme porovndni numericky spocitané statistické rigidity z syntetickych dat a analyticky spocitané
linearni asymptoty pro kvazihomogenni BCS. Pro porovnani do grafu pridejme vykresleni numericky
spocitané statistické rigidity ze syntetickych dat i pro homogenni BCS, viz 3.4.

s n=1 s n=2
4 4
3 - - 3 B —
2 _— __— =2 —
4 - _— b -
— _— _—
2 / — 2 -
- - - _—
- _— _— -
- — — —
_ _— —
1 — 1 - —
— Homogenni BCS — Homogenni BCS
Kvazihomogenni BCS e Kvazihomogenni BCS
Linearni asymptota / Linearni asymptota
0 1 1 1 1 1 0 - 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
L L

Obrézek 3.4: Stochasticka rigidita ho BCS s generitory z Poissonova a Erlangova rozdéleni a jeji linearni
asymptota.

3.5.1.2 Generator /(x) z Poissonova rozdéleni

Piiklad. Uvazujeme, Ze ho(x) = ©(x) )" yne=tDx o j(x) = @(x)e™*, pak:
G100 = o) g1 (3) = 91100+ () = [ gy (=) o 0) dy =
R

(”l+1)n+ n—(n+1) _ (x_y)k )
- [ow ™y e - T ey -

(n + 1)n+1 X B -
= aa DS, Yy =

(n+1)n+1 —-ny n —i— i
TR f "y Z( )k {(-y)'dy =

(n+1)”+1 =1\ i l P
T k-1l ,_o( ) (- 1) e "dy =
(n+ 1)n+1 oo (k-1 i P ~
T k=11 ;( “(=Dn T+ G+ 1) =T+ (G + 1),nx) =
-1

?V'

M1

n+1 e ¥ i
:(n-r‘;l) nl(k — 1)! 4 (k ) ( ’11) Th+G+1D)-Tm+ @G+ 1),nx) =

— n+1 mHl k ll » —nx S (nx)] —
_(n) T ( ) (Z)(’”’)![l_e FOT]‘

1n+1 k — li > J
[ A b e £ 5
n I’l( B ) i=0 n Jj=n+i+l J:
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Reseni je platné pro viechna n € N. Pro ovéfeni znovu analyticky zapis dofe§me numericky a porovnejme
toto feSeni s hustotu pravdépodobnosti multirozteci syntetickych dat. Pro ukazku opét uvazujme, 7e
parametr Skdlovaného Erlangova rozdéleni je n = 1.

05 r 05 05 r

[ Kvazihomogenni BCS
= Analytické reseni

04

02
01
0.0
0 2 4 6 8 10
X

3

Hustota pravdépodobnosti

Obrazek 3.5: Hustota pravdépodobnosti multirozte¢i pro generdtory z Erlangova a Poissonova rozdéleni
ve srovndni s analytickym zapisem.

Nisledn& porovnejme hustotu pravd&podobnosti multiroztei kvazihomogenniho BCS, ktery byl vyuZit v
obrazku 3.5 s homogennim BCS, jehoZ generdtorem je také Skdlované Erlangovo rozdéleni s parametrem
n=1.

0.5 05 05 r

[ Kvazihomogenni BCS|
[CJHomogenni BCS

Hustota pravdépodobnosti

Obrazek 3.6: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generdtory z Erlangova a Poissonova rozdéleni.

Dile vyjadfeme shlukovou a trendovou funkci za pomoci Laplaceovych transformaci generatort a 3.5.

1+n n+1
Ho(s) = 2 [ho(x)] = (m)
1
H(s) = Z [h(x)] = m,
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pak pro shlukovou a trendovou funkci studovaného BCS plati:

n \itl
Ry < o _ (5
—HG)  1- L

Hy(s) _ (1i21s)n+1
s(L-H(s) (1~ L)'

LlwX)](s) =

s+1

Pro zminéné tvary Laplaceovy transformace shlukové a trendové funkce nelze obecné spocitat inverzni
Laplaceovu transformaci a proto uved’ me vyslednou podobu shlukové a trendové funkce pouze pro kon-

krétni volby parametru n, viz tabulka 3.4.

Parametr n Shlukova funkce Trendova funkce
n=0 r(x)=1 w(x) =x
n=1 r(x) = e > (¥ +2x - 1) w(x) =4 (% - fe)
n=2 r(x) = e ¥ (9x2 —3x+e3 - 1) w(x) = e (—3x +e3 - l)x

Tabulka 3.4: Hustoty pravdépodobnosti rozte¢i a multirozte¢i homogennich BCS.

Pozndmka. V krajnim piipadé x = O je stejné jako v pfedchozi sekci w(0) = 0. Oproti pfedchozi je
potieba si pov§imnou, Ze shlukova r(0) = 0 pro vSechny zminéné hodnoty parametrd vyjma n = 0.

Vykresleme porovnani analytického a numerického vypoctu trendové funkce.

n=1 20

15 15 |

05 |

05

Homogenni BES
Kvazihomogenni BCS
Analytické resenf

Homogenni BES
Kvazihomogenni BCS
Analytické reseni

0.0 L L ! ) 0.0 L L ! )
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
L

L

Obrizek 3.7: Trendové funkce ho BCS s generitory z Erlangova a Poissonova rozdéleni.

Nakonec se jesté zaméifme na statistiky druhého fadu a to konkrétné na statistickou rigiditu. Pro vypocet
statistické rigidity nejprve vyjadfeme derivace Laplaceovych obrazi pro oba generitory:

el n+1
( 1+n+s> (n + 1)

l+n+s
1

(s+ 1)?’

Hy(s) = -

H(s) = —



Pak z rovnice 3.6 plati:

: e N [ e (0 M B e
s LIAL)] =2 - L PR e = B(s).
s+1 s+1 (1 - H—l)
Spocitejme Maclaurindv rozvoj této funkce v okoli nuly:
x=B0=1,
1 . n
o= EB (0):—2n+1.

Nasledné vykresleme srovnani statistické rigidity ze syntetickych dat a analyticky spocitané linedrn{
asymptoty pro kvazihomogenni BCS. Pro porovnani do grafu navic pridejme vykresleni statistické rigi-
dity pro homogenni BCS, viz 3.8.

n=1

Homogenni BES
Kvazihomogenni BCS
Linearni asymptota

Homogenni BCS
Kvazihomogenni BCS
Linearni asymptota

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Obrézek 3.8: Stochasticka rigidita ho BCS s generatory z Erlangova a Poissonova rozdéleni a jeji linearni
asymptota.

3.5.2 Generatory z Erlangova rozdéleni

no+1 n+1
Priklad. UvaZzujeme, Ze ho(x) = ©(x) M0 xoe=(0+D¥ g fy(x) = @(x) ) — xe~+ ¥ pak:

Gi(3) = ho(x) % gror (x) = fR ho (k= 1) - it () dy =

(”0 + 1)n0+1 ~ . (l’l + l)k(n+1) ~ ~
= Ox —y)——"2 (x — y)oe~(o+Dx-y) Q)1 Hhne—(+Dy g, —
fR (x-y) ol (x—y)7e G— T+ k)] )y e Y

1 k(n+1
_ (no + l'i’]’:"' (1n++k1))'(”+ )e_(n0+l)x fx(x _ y)no . yk—1+kne—(n—no)ydy —
ny: - n): 0
_ o+ D+ DR e [ ket —mnoy NO [0\ ngmip iy
B nol(tk — 1+ kn)! © Oy e ; i (-y)dy =
(n0+ 1)n0+1(n+ l)k(n+1) _t 1) no no » 'fx Lkt (e
— PRI en ) +kn+i ,—(n n())yd —
nolk—1+kn)! < ; R A © /
(nO + 1)n0+1(n+ 1)k(n+1) ~ 0 no xn()—i(_l)i ) )
= T e oo (ko ke ) = Dk + K+, (0= 0))
i=0
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Ulohu jsme vyfesili pro vechny volby n,ny € N, kdy n > ng. ReSeni pro ny < n zminime v rdamci
nasledujici podsekce, kde budeme fesit analogickou ulohu s generdtory z gamma rozdéleni, které je
zobecnénim Erlangova rozdéleni.

V ramci ovéfeni spravnosti analytického zdpisu ho znovu dofeSme numericky a porovnejme toto feSeni
s hustotu pravdépodobnosti multirozteci ze syntetickych dat. Pro ukdzku uvaZzujme, Ze parametr $kélo-
vaného Erlangova rozdé€leni hg(x) je ng = 1 a rozdéleni h(x) je n = 2.

05 05 05 r

[ Kvazihomogenni BCS|
= Analytické reseni

04

02
01
0.0
0 2 4 6 8 10

Xy

Hustota pravdépodobnosti

10

Obrazek 3.9: Hustota pravdépodobnosti multirozte¢i pro generatory z Erlangova rozdéleni s rGznymi
parametry ve srovnani s analytickym zapisem.

Znovu porovnejme hustotu pravdépodobnosti multirozte&i kvazihomogenniho BCS a homogenniho BCS,
pricemz generatorem homogenniho BCS je skalované Erlangovo rozdéleni s parametrem n = 1.

[l Kvazihomogenni BCS
[IHomogenni BCS

05

0.3

0.2

Hustota pravdépodobnosti

0.1

0.0

Obrazek 3.10: Hustota pravdépodobnosti multirozte¢i pro generatory z Erlangova rozdé€leni.

Statistiky prvniho a druhého fddu odvodime aZ v rdmci ndsledujici podsekce.

3.5.3 Generatory z gamma rozdéleni

Pro prici s kvazihomogennim BCS, jehoZ oba generatory jsou z gamma rozd&leni, pak jiz nelze pouZit
binomicka véta pro rozklad mnohoclenu, ale 1ze pouzit Tayloriv rozvoj. AZ na tento rozdil bude postup
analogicky.

Pfiklad. Uvazujeme, Ze ho(x) = O(x) (019(;11(1)) x®0e~@*+Dx 3 h(x) = O(x) (?:111) x%e@Dx pak:
37



ge() = ho() * Geor () = fR ho (x — ) - gt () dy =

(a/O + l)a/o+l B e ((Z+ 1)k(a/+]) 3 B
= Ox—y)— 2 (x — y)We(@+Dlx-y) ® k=1+ke g =(a+)y q,, —
[ o= By e gy

_ (o + l)ao+l(a,+ 1)k((t+l)
© T(ag + DIk + ka)

X
e_(ao+1)xf (x _ y)a’() X yk—1+k(le—(a_ao)ydy =
0

(Q/O + I)QOH(Q + 1)k(a+1) —(ap+1)x fx k—1+ka ,—(a—ap)y S @0\ a—i i
= — dy =
T(ao + DIk + k) © A 20 P

+00
_ (a’() + 1)"0”(& + l)k(a+l)e_(ao+1)x Z (o] xao_i(_l)i ! yk—]+ka+ie—(a—a0)ydy —
INag + DIk + ka) pary i 0

(0’0 + 1)(10+1(a+ 1)k((¥+1)
T T(ap + DIk + ka)

—(ap+Dx,

> (“0) M(F(k tka + i)~ Tk +ka + i, (@ - ao)x)

P i (a,_a,o)k+ka+i

V odvozeni hustoty pravdépodobnosti multirozteci ndm jesté chybi obhdjit ziménu integrilu a sumy. Za
timto tcelem rozvoj detailnéji rozepiSme:

AR /I R

Vime, Ze Taylortiv rozvoj konverguje pro vSechna y : |—%| < 1. Pfes proménnou y integrujeme na
intervalu (0, x), takZe vSechny mozZné hodnoty proménné y spadaji do oboru konvergence kromé y = x,
coZ je ovSem mnoZina miry nula, takZe na vysledek integrace nebude mit vliv.

Nalezené feSeni je pro Ya, ap € R : @ > ag. DofeSme tlohu i parametry spliiujici opacnou nerovnost.

9100) = g1 (9) * o) = f gt (=) - o () dy =
R
+1 k(a+1) +1 ap+1
_ (Cl ) (X _ y)yk—1+kae—(a+l)(x—y) . @( )((I() ) yaoe—(aoﬂ)ydy —

r L'k +ka) I'ag+1)
1 k(a+1)
_ (cm + 1)a0+ (CY + 1) a+ e_((y+1)x f‘x _I/(ZO . (x _ y)k—1+k(ze—(wo—a)ydy —
0

I'ap + DIk + ka)

_ (0’0 + l)ag+l(a,+ l)k(a+l) X 1o

k—1+ka ; :
—(a+1)x ao .—(@o—a)y Xk—1+ka—t —idy =
T(ao + DIk + ka) © fo e ;( i ) (oY dy

)xk—1+k(l—i(_ 1)1 fx y(l/0+ie—((¥0—(l)ydy —
0

_(ao+ DO @+ 1)k<a+1>e_(w+1)x i‘j k—1+ka
 T(ag+ DIk + k) '

~ (a'()"' l)ao+l(a,+ 1)k((l+l)
T T(ag + DIk + ka)
i (k -1+ ka)xk‘l+k“‘i(—1)i

i (G’O _ a,)ao+i+l

i=0 !

—(a+1)x,

(F(ao +i+1)=T(ao+i+1,(an—- a/)x))
i=0
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Pro ovéfeni spravnosti analytického zdpisu ho opét spocitejme numericky a porovnejme toto feSeni s
hustotu pravdépodobnosti multirozteci syntetickych dat. Pro ukdzku uvazujme, Ze parametr skdlovaného
gamma rozdéleni hy(x) je g = 1.5 a h(x) je @ = 2.5.
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= Analytické reseni
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Hustota pravdépodobnosti

Obrazek 3.11: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generatory z gamma rozdéleni s riiznymi pa-
rametry ve srovnani s analytickym zapisem.

Dile porovnejme hustotu pravdépodobnosti multiroztedi s takto zavedenym kvazihomogennim BCS a
homogennim BCS, jehoZ generatorem je Skdlované gamma rozdéleni s parametrem « = 1.5.

[ Kvazihomogenni BCS|
[JHomogenni BCS
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04 r
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Obrazek 3.12: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generatory z gamma rozdéleni.

Zamérme se na vypocet shlukové a trendové funkce. V této tiloze budeme postupovat analogicky jako u
prikladu v sekci 3.5.2.

1 ap+1
]Ho(s)=$[ho(X)]=(ﬁ) ,
Hes) = 2 o) = (2 )

= Y= l+a+s
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pak plati:

( ]+a0 )a/()+1

_ IHO(S) _ 1+agp+s
]R,(s)_ 1—]H(S)_ 1_(1i+i')(r+17
H ( 1+ag )ao+1
Llo@](s) = —2U) Lraots

s(I—H(s)) s(l _(%)“1)'

Stejné jako v sekci 3.5.2 nelze zminéné tvary Laplaceovy transformace shlukové a trendové funkce
obecné spocitat inverzni Laplaceovu transformaci. Uvedeme tedy vyslednou shlukovou a trendovou
funkci pouze pro zdkladni celo¢iselné volby parametru ag a @, viz tabulky 3.5 a 3.6. Parametry volime
celociselné, protoze pro celoCiselné parametry je pak mozné vyslednou shlukovou a trendovou funkce
1épe zapsat v analytickém tvaru a celociselné volby parametri se budeme drZet po zbytek této podsekce.

Parametr ¢y Parametr a Shlukova funkce
9x
2¢”73 (11 V3 cos 343« —12sin 343«

— — _ L. .2 8le=2* ( (2) (2))1
ap =1 a=2 r(x) = 4| —5pxe " — 22— — 0V +3
=2 a=1 r(x) = 1/2e™ (=9x%e" + 48xe* — 56" + 2¢* + 54)

Tabulka 3.5: Hustoty pravdépodobnosti rozte¢i a multirozte¢i homogennich BCS.

Parametr oy Parametr « Trendova funkce
- % 3V3x - [3V3x

_ _ _al L a2 a7e ¢ (7‘5“’5(7)_23 sm( 2 )) i
apg =1 a=2 w(x) = 4| 55xe" " + 3 + 5 + P - 15
ap =2 a=1 w(x) = e (6x%e* - 28xe* + 4xe® + 28e* — e — 27)

Tabulka 3.6: Hustoty pravdépodobnosti rozte¢i a multirozte¢i homogennich BCS.
Pozndmka. Pro krajni pfipad x = 0 je podobné jako v pfedchozich sekcich w(0) = 0 a r(0) = 0 pro

vSechny zminéné hodnoty parametrti.

Vykresleme porovnani analytického a numerického vypoctu trendové funkce.
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Obrizek 3.13: Trendovi funkce kvazihomogenniho BCS s generitory z gamma rozdé&leni.

Nakonec se jesté zaméfme na statistiky druhého fadu a to konkrétné na statistickou rigiditu. Pro vypocet

statistické rigidity nejprve vyjadieme derivace Laplaceovych obrazii pro oba generatory:

( ap+l )(¥0+1 (@ + 1)

’ 1+ap+s
]H()(S) == -
l+ag+s
a+1
o (EBE) @
H(s)=- .
l+a+s
Pak z rovnice 3.6 plati:
( ag+l )ao+1
l1+agp+s
S LA =2 - 0 -
1 _( a+l1 )CH—
1+a+s
an+l \@0t1 ag+l @+1 +1 \a+l
( worl N0+l 2(%) (ap+1) 2(( ol )a0+1)2 (s ) ()™ )
Tt - l1+ap+s 1+a+s
2 l+a'o+s) I+ag+s 0 _
+s + = B(s).
1_( a+l )(H'l sl @+l 2
I+a+s 1- (1+a/+s)

Spocitejme Maclaurindv rozvoj této funkce v okoli nuly:
1

=B(0)= ,
X © a+1
1 12(ao+7) a2+ (-1lag + 13) a — 129

5==B(0)=-
;8 0=7 (@o + 1) (a + 1)?

Znovu v grafu 3.14 porovnejme statistickou rigidity ze simulovanych dat a analyticky spocitanou linedrn{
asymptoty pro kvazihomogenni BCS s generdtory z gamma rozdéleni. Dédle do grafu pridejme vykreslen{

numericky spoéitané statistické rigidity pro homogenni BCS.
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Obrazek 3.14: Stochasticka rigidita kvazihomogenniho BCS s generitory z gamma rozd&lenf a jeji line-
arn{ asymptota.

Odvodili jsem statistiky prvniho a druhého fadu pro konkrétni piipady kvazihomogenniho BCS. Dile se
zam&ime na dal§f variantu heterogenniho BCS.
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Kapitola 4

Heterogenni BCS s periodickymi
generatory

V této kapitole shrneme popis a zdkladni vlastnosti heterogenniho balanéniho ¢asticového systému s
periodickymi generatory.

4.1 Zavedeni systému

Zaved’ me heterogenni BCS s periodickymi genertory.

Definice 4.1.1. Heterogennim balancnim ¢asticovym systémem s periodickymi generdtory rozumime
posloupnost rozteCi (Re);2,, kde Ro, R1, Rz, ... je libovolna posloupnost nezdpornych, absolutn€ spoji-
tych a nezdvislych ndhodnych veliCin, pric¢emz:

Vi e {0, 1,... N— 1} : Ri>RN+i’R2N+i’--- ~ hi(x),

kde NeNpaVvie{0,1,... N—1}jsou R;, Ry+i, Ron+i, - - - stejné rozdélené ndhodné veli€iny s hustotou
pravdépodobnosti ze tiidy 4, kterou budeme znadit i;(x) € 9. Hustoty pravdépodobnosti

ho(x), hi(x), ..., hy_1(x)

budeme nazyvat generdtory heterogenniho balan¢niho ¢asticového systému s periodickymi generétory.
Skalovanym heterogennim balan¢nim Casticovym systémem s periodickymi generatory nazveme systém,
pro ktery navic plati, Zze Yk € N : E(Ry) = 1.

Definice 4.1.2. M&jme heterogenni BCS s periodickymi generdtory. Pak prvky posloupnosti Ri)reos
kterou je heterogenni BCS s periodickymi generatory definovén, nazyvame roztege.

Definice 4.1.3. M&jme heterogenni BCS s periodickymi generdtory. Pak popis BCS pomoci posloupnosti
multirozteci (Xy),?,, definujeme:
k
Xi= ) R,
m=0

Definice 4.1.4. Nakonec zavddime systém ndhodnych veliin s parametrem L > 0, ktery nazyvame
intervalovou Cetnostni a zna¢ime Ny. Intervalové Cetnosti definujeme:

N = I(x < L),
k
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kde x; je posloupnost realizaci ndhodnych velicin (Xy);?, a I(-) je funkce indikujici, jestli je podminka
pravdiva, tzn.
I(podminka) = 1 pokud je podminka pravdivé.,
0 pokud neni podminka pravdiva.

4.2 Statistické popisy a vztahy mezi nimi

V kapitole 3 jsme zavedli zdkladni popisy heterogenniho BCS s periodickymi generétory. V této sekci
ukdzeme prechody mezi popisy systému.

4.2.1 Prechod od rozteci k intervalovym frekvencim

V prvnim kroku odvodime pfechod od charakterizace pomoci intervalovych frekvenci k charakterizaci
pomoci rozte¢i. V tomto procesu bude nezbytné zavést hustotu pravdépodobnosti pro multiroztece da-
ného BCS:

k L£] N-1 k mod N
Xy = r;)m ~ (j>f0 (>=X<O hi() % %k h,(x)).

s w2z

Déle urc¢ime pravdépodobnost, Ze na tdseku o délce L se za referencni Castici nenachédzi zadna dalsi
Castice, tedy
PINL=0]=P[Ry=L]=1-P[Ro < L] =1-HyL),

kde pro kazdé i € {0, 1,...,N — 1} : Hi(x) = f_ xoo hi(y)dy je distribuéni funkce piislusného generatoru #;.
Obdobné stanovime pravdépodobnost, Ze intervalova frekvence dosahne libovolné hodnoty k£ € N, tzn.
Ze se na useku o délce L referenéni Castici vyskytne piesné k Castic.

PN = k| =B[Xii < LA X 2 L] = P[[Xk_l <L|n[X < L]] = |A N B = A\B| =

= P[[Xk_l < L]\[Xk < LH = P[Xk_l < L] - P[Xk < L] = Gi_1(L) — Gi(L),

kde Vi € N jsou G;(x) distribu¢nimi funkcemi odpovidajici pravdépodobnostnim hustotdm multirozteci
gi, a to tak, Ze:

X L%J N-1 k mod N
Gr(®) = f o)y, i) = (R (K mw)« %k i)
N JOrS "

Shrnuti téchto zjisténi 1ze vyjadrit v podobé nésledujicich rovnic:

PINL=0]=1-Go(L)=1-H(L) A P[NL =k =Gr1(L)—- Gp(L). 4.1)

4.2.2 Prechod od intervalovych frekvenci k roztec¢im

Pomoci vztaht (4.1) lze také vyjadrit prechod od charakterizace pomoci intervalovych frekvenci k cha-
rakterizaci pomoci rozteci.

Zderivovanim vztahu H(L) = 1 — P [N = 0] ziskdme tvar odpovidajictho generatoru, konkrétné:
dH(x) _ dP [N, = 0]

= -O(x)——. 4.2)

h(x) = —
(%) dx dx

Distribuci multirozteci odvodime dpravou a sectenim rovnic (4.1):
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Go(L) =1-P[NL =01,

2
GiI(L)=Go(L) -P[NL =11 =1-P[NL =0] -P[NL = 1] =1—ZP[NL=m],

m=0

3
G(L)=Gi(L)-P[NL.=2]=1 _ZP[NL =m],
m=0

k
G(L) = G (L) —PINL =kl = 1 = " P[Ny = m].

m=0

Zderivovanim téchto distribuci ziskdme hustotu pravdépodobnosti pro multiroztece:
k
dP [N, = m]
gul(x) = ~O(x) )|~ (4.3)
m=0 *

Odvodili jsme piechody mezi formami popisu heterogenniho BCS s periodickymi generatory.

4.3 Charakteristiky 1. radu a jejich vlastnosti

Definujme charakteristiky prvniho ¥4du heterogenniho BCS s periodickymi generdtory a ukazme jejich
vlastnosti.

Definice 4.3.1. M&jme heterogenni BCS s periodickymi generétory. Pak zavddime charakteristiky prv-
niho fadu jako:

1. Stifedni hodnota rozteci: E(Ry) = fR xh(x)dx.

2. Stfedni hodnota multirozteci: E(X}) = k xgr(x)dx.
3. Trendovd funkce: w(L) = E(N7) = X5 kP [Ny = k].
4. Shlukovd funkce: r(x) = Y% gi(x).

Stiedni hodnota multirozte¢i v heterogennim BCS s periodickymi generétory lze zapsat pomoci stiednich
hodnot rozteci a tuto vlastnost ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.3.2. M&jme heterogenni BCS s periodickymi generatory. Pak plati

LX) N-1 k mod N
BXo) =) Y BR)+ D, ER).
j=0 i= =0

Duikaz. Toto tvrzeni je znovu analogii véty z teorie pravdépodobnosti, tj. stfedni hodnota souctu ndhod-
nych veliin je rovna souctu stfednich hodnot ndhodnych velicin. O

Pro vysloveni dals{ vlastnosti bude potfeba uk4zat, Ze shlukova funkce a shlukova funkce prvniho druhu
heterogenniho BCS s periodickymi generétory stejnomérné konverguje na intervalu {0, L), co? dokazuje
dalsi véta.
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Véta 4.3.3. Necht’ r(x) je shlukova funkce heterogenniho BCS s periodickymi generétory 4;(x) € %
Vie{0,1,... N — 1}. Déle zaved’'me pojmy:

1. Shlukov4 funkce prvniho druhu heterogenniho BCS s periodickymi generatory:
+00
$(x) = Z kgi(x),
k=0
2. Shlukové funkce druhého druhu heterogenniho BCS s periodickymi generitory:

i) = ) gu(),

k=0

pak funkce r(x), §(x) a #(x) stejnomérné konverguji na kazdém uzavieném intervalu (0, L)

Diikaz. Vime, Ze pro generétory h;(x) € 28 heterogenniho BCS, plati:

Vie{0,1,... N=1}: hi(x) < K; e R",

Hustoty multirozteci pak miZeme odhadnout nasledovné:

g1(x) = ®(X)f0 ho(hi(x — y)dy < O(X)KoK x,

K Kn_ X KoK - - Kn_
gn-1(x) = O(x) f N2y (x — y)dy < O oKL KNt f ydy = O(x)—— Nl N

(N—1)! N-Dl
KKy K x KKy - Ky-
w0 =00 [ gncr(htr =y < 000 == E [ gy — 000 =SS
KZK?---Knoi ™ KZK?-- K-
g1() = O() f @t~y < O =TS [y = ey =UEL
KK? - K3 | ™ KoKy - Kn-1 on-1
gon- 1(x)—®(x)f gan-2(y)hn-1(x — y)dy<®(x)wf ydy = 6(x) oN-1)!
K3K2---K2 | K3K?--- K3
gZN(X)—G)(x)f gan-1®h(x — y)dy < ®(X)T,N_1f ydy = O(x) (2N)' = IXZN,

K3K3 . KZ KZ
gan+1(x) = O(x) f gan(h(x — y)dy < @(X)—N_1

x K3
N-1 _2N+1
QN + 1)! fydy 00— (2N o
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Pak pro funkce r(x), §(x) a #(x) plati:

) = ) gal0) <
n=0

LN—I LN
SK0+K0K1L+~~-+K0K1”~KN1(N D! +KK1 KN1H+ =
1 \n 1 _\n+l
3 ((KoKy -+ Ky-1)V L) KoK, £ ((KoKy -+ Ky-1)V L)
SKOZ py + T (n+1)' + .4
=0 : (KoK -+ Kn-1)V 7= :
1 n+N-1
KoKy -+ K- +Z”(<K0K1---KN_1>NL) B i((KoKl-- Kn-07 L)
= = Ko
(KoK - Ky-1)'™ =% (n+N - Dt n=0 n!
1\
KoK, % ((KoKy -+ Ky-1)V L)
l Z n‘ + ...+
(KoK -+ Kn-1)V 5= :
1 n
KoKi--- Ky <3 ((KoKy---Ky-1)V L) _ Kok h L,
N-1 n! = B0
(KoKy -+ Kn-1)¥ nEN-1

0 ... A
Kok [C(KOKI"'KN—I)’{]L _ Z ((KOKI Ky-0" L) J +eeet
1 n‘
. =0 '
N-
n=0

2
KoK --- Kn-1 [e(KoK| Kno) WL Z (KOKI KN Dy )]

1
(KoKj -+ Kn-1)V

V druhé nerovnosti jsme uméle pfidali chybéjici ¢leny, aby bylo moZné soucet napsat do tvaru konver-
gentni sumy. Pficetli jsme konecné nezaporné hodnoty, takze jsme ziskali horni odhad. V posledni kroku
jsme obdrzeli soucet kone¢nych vyrazi a sum, takZe i soucet r(x) je koneény.
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+00 +00

8(x) = Z ngn(x) = Z ngn(x) <

n=0 n=1
LN—l 5 LN
< KoKiL+---+KoKi-- Ky-1——= + KK - Ky ——— +
0K 0K NN Z2)] oK1 NN D
n 1
(KOKl Ky-1)¥ L) KoK R (KOKl“‘KN—l)% L)n+
<KOZ =1 + LZ ' +
n=b: (KoK -+ Kn-1)¥ =0 n

1 _\n+N-1 1\
£ (KoK -+~ Ky-1)¥ L) ((KoKy -+ Ky-1)¥ L)

KoKy -+ Kn-1
=gy (n+N-2)! OZ (1! ’
(KoKy - Kn-1)V 320 n : n :
1 n
KoK = (KOKI“‘KN—l)N L
oK1 1 Z i ) -
(KoK -+ Kn-DN =1 (n—1)!
1 \1

KoKi - Ky_1 ((KOKl o Ky-1)V L)

(KoK - Kn-1)'T 5 (n - D!

= (KoKl Kn_1)N L

(KoK, -- KN DV L)

= (KoK - - Ky- l)N KoL , +K0K1LZ 4+t
pr n!
1
+00 .« e N
KoK, --- KN_li_2 ((KOKl ['(N—I)N L) KoK ---KN_l)% KOLe(KOKl“'KN—l)%L+
(KoKy---Kn-1)' ¥ ,ZN=2 n:
N KoK ---Ky-1L LS ((KOKI - Ky-)¥ L)n
+K0K1Le(KOK1---KN_1) L + - e(KOKI"'KN—I) L _ Z '
(KoKy---Ky-1) ¥ =0 n:
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+00 +00

i) = ) ngu(x) = ) ngu(x) <

n=0 n=1

(N - DIN! 5 NLN
<KoK\L+---+ KoKy Ky.j—————— + KK} -+ - Ky_| ——— +
= AQA 0] N-1 (N—Z)! o™l Nl(N—l)!

oo 1\ oo 1 _\n+l
n((KoK -+ Kn-1)¥ L) KoK, (n+ 1) ((KoKy - Kn-1)¥ L)

< Kjp + +
Z (n—1)! (KoK -+ Kn-1)7 nZ:(:) n!

1 _\n+N-1
KoK) £ (n+ N = 1)((KoKy - Ky-1)V L)

Ky
+...+ — =
(KoK - Ky_1)' 7 ; (n+N-2)!

£ (n+ 1) (KoK -+ Ky-)¥ L)'

= (KoK -+ Kn- 1)” KOL p +

= (n+ 1) ((KoKi -+ Ky-)V L)’

+K0K1LZ Py +- 4

1 \n
KoKy Ky L &3 (n+1)((KoKy -+~ Ky-1)V L)

N-2
(KoK -+ Kn-1) ¥ nZN=2 n
1 n
, 5 (KoK -+ Kn-1)¥ L)
= (KoK1 - Ky-1)V KoL Z : *
g n.
1 n
= (KoK - Ky-1)V L)
+ (KoK -+ Kn-1)¥ KoL )’ — +
n=0 ’

B ((KOKI “Ky- 1)”

n
1 ) (KOKl KN DF )
+ (KoK1 -+ Ky )Y KoKy L2 )"

+K0K1LZ +

n!

n=0
1 n
KOKI "'KN_1L2 +Z'° ((KoKl"-KN_l)N L)
+
N-3
(KoKi---Ky-1) ¥ ,ZN3 nt
1 n
KoKy Kv.iL <8 ((KoKi---Ky-1)¥ L 1
= i 1N—2 ( | ) = (KoK -~ 'KN—I)% KOLZG(KOKINKNA)NL"'
(KoK - Kn-1) ¥V ,ZN=2 e

1 1
+ (KoK -+ KN—I)% KQLC(K()KIWKN’I)NL + (KoKy - -- KN—])% K()K]Lze(KoKl"'KN’I)NL+
+ KoKlLe(KoK""KN-‘)%L +oeet

N—4 yrY
KoK - Ky_1L* o(KoKi-Ky DV L _ Z ((KOK‘ Ky-)¥ L) 4
N-3
(KoKi---Ky-1)' N n!
N-3 vrY
KoKy---Ky_1L e(K()K]"'KN—])%L B ((KOKl Kn-1)¥ L)
) .
(KoK -+ Kn-1)'™ n!

n=0

[

n=0

V dpravich funkci $(x) a #(x) bylo pouZito posunuti spodni meze sum a ndsledné jejich preindexovéni.
Navic v poslednim kroku tpravy funkce #(x) jsme se odvolali na mezikroky dprav funkce §(x). Zavérem
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plyne, Ze funkce r(x), §(x) a #(x) jsou omezené na kazdém kompaktu (0, L). Dédle z Weiestrassova Kritéria
funkce stejnomérné konverguji na intervalu 0, L).

Pozndmka. Pokud specidlné zvolime N € {2, 3}, tak si miZeme v dikazu pov§imnout, Ze v poslednich
upravich shlukové funkce prvniho a druhého druhu vychdzi horni index sum zdporny. Pro tyto ptipady
stejné jako v dikazu v pfedchozi kapitole neni potieba provadét posledni tpravu, jelikoz jiz predeslych
upravich budou dolni indexy sum nulové, coZ umoZiuje pfimocare vyjadfit jejich soucet.

O

Na zakladé predchozi véty jiz miZeme vyslovit dalsi vlastnost pro charakteristiky prvniho fadu hetero-
genniho BCS s peridocikymi generatory.

Véta 4.3.4. Necht’ w(x) je trendova funkce a r(x) je shlukova funkce heterogenniho BCS s periodickymi
generatory h;(x) € #,¥i€{0,1,... N — 1}. Pak plati

L
w(l) = f r(x)dx.
0

Diikaz. Vyjdéme piimo z definice trendové funkce a proved’ me nésledujici dpravy:

) +00 L L +oo
w(l) = Z kP[NL =k] = kz; k U; gi—1(x)dx — jo‘ gk(X)dx] = Zj(; k{gi-1(x) — gr(x)] dx =

J, +oo
f Zk g1 () = gi()] dx = f lim Zk g1 (3) = gi()] dx

- fo Tim_[go(x) = g1(x) + 201(0) = 202(8) + - + ngu-1 () = ngu ()] dx =

L n L[+ [ +oo
- [ tim {Z gk<x>—ngn<x>}dx= | [Z () - lim ngn<x)}dx= [ > s
U r 0 2o e 0 %=0

V poslednim kroku dpravy jsme vyuZili rovnost lim,_ .« 7g,(x) = 0, kterd plyne z nutné podminky
konvergence shlukové funkce prvniho druhu, tj. fady Y% kgk(x), viz véta 4.3.3. O

4.3.1 Laplaceova forma charakteristik 1. F4du heterogenniho BCS s periodickymi gene-
ratory

V této podsekci se zabyvejme Laplaceovou formou charakteristik prvniho fadu heterogenniho BCS s
periodickymi generdtory. Nejprve zaved me potfebné znaceni a nasledné tvrzeni, které bude klicové pro
vypoclty charakteristik prvniho fadu.

Definice 4.3.5. Necht’ hy(x), hi(x),...,hy-1(x) jsou generdtory rozteci a r(x) je shlukova funkce hete-
rogenniho BCS s periodickymi generétory. Pak oznaéme Laplaceovy transformace danych funkei jako
R(s) ;= Lr(x)]aVie{0,1,2...,N -1} : Hi(s) := Z[h;(x)].

Véta 4.3.6. Necht’ r(x) je shlukova funkce a ho(x), hi(x),...,Ay-1(x) jsou generatory rozteci Skalova-
ného heterogenniho BCS s periodickymi generatory a R(s), H;(s) := Z[hi(x)],kdei € {0,1,2...,N—1},
jsou prislusné Laplaceovy obrazy. Pak plati:

1. Vx € R: r(x) > 0 anavic r(x) = O(x)r(x).

2. Vie{0,1,2...,N=1},¥s>0:0 < H(s) < 1.
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3. Plati: Nt
_ ni ]Hi X
R(s) = Zzzol o B
1 - Hi:() H;(x)
1 Xvco M7 Hi(®)
s 1 =TIV, Hix)

4.4)

Zlw)](s) =

4. r(x)je omezend na R a lim,_ ;e #(x) = 1.
Diikaz. Dokazme jednotliva tvrzeni véty ve stejném poradi v jakém jsme je vyslovili.
1. Funkce r(x) je definovéna jako r(x) = Z,jj‘(’) gir(x) a dale plati:
gr(x) = O)gr(x) = r(x) = O)r(x).
2. Vime, Ze Laplacelv obraz generatoru k;(x), kde i € {0,1,2..., N — 1}, je klesajici funkci, protoZe:

Hi(s) = - f xhi(x)e”**dx < 0,
R

Prvni derivace funkce H; je zdpornd, proto bude tato funkce klesajici a bude mit nejvyssi hodnotu
pro s = 0. V tomto bodé bude pro $kalovany systém platit:

H, (0,) = f B = po(h) = 1.
R
Z t&chto davodu lze fict, Ze:

Vs> 0:Hs) <1.

Didle si mtizeme snadno z definice pov§imnout, Ze lim,— .. H;(s) = 0 a zdroven, jak uz bylo
zminéno, je funkce klesajici a z vlastnosti Laplaceovy transformace i spojitd. Na zdkladé c¢ehoz
plati:

Vs> 0:H;(s)>0.

3. Rozepisme funkci R(s) podle definice:

+00 +oo [£] No1 k mod N
R(s) = L1 = 2| Y au0)| = 2| (KK m) « - )| =
=0 =0 =0 i=0 1=0
+o0 L) N-1 k mod N +oorLiv) N-1 k mod N
= 22 |(RCK )« F )| = []_[ [T<men ] .z[h,(x)]] =
k=0 Jj=0"i=0 1=0 k=0l j=0 i=0 1=0
+oor N-1 L%Jk mod N N-1 m +oo N-1 k
ILE) o[ = > [ Tmieo Y ([ Trieo)
k=0L"i=0 1=0 m=0 i=0 k=0 " i=0
k N-1 yym
- ; ]H,' X
= I [ Ml < 1na 0, +oo>‘ - Zmeo Tlioo 20
i=0 1 -TTiZ Hi(x)
kde jsme na poslednim fadku sumu spocitali jako soucet geometrické fady. Z tohoto zavéru déle
plyne:
1 Zo [ Hi)
ZloW@](s) = ~ =2

s 1= TN Hix)
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4. Z vlastnosti Laplaceovy transformace nazyvané "Final Value Theorem"vime, Ze:

lim r(x) = li%l sR(s).

X—+00

Tento vyraz rozepiSme pomoci tvrzeni v patém bod¢ této véty a ndsledné pouZijme L' Hospitalovo
pravidlo:

Zﬁ_é Hm H;(x) vn

lim sR(s) = lim =

0 20 1= HN ()
LH Zm 0 Lo Hi(x) + s o (1)2 Hl'(s) H, =0,i#] H; (x)
= lim
5—04 ZN 1H,(s) Al 0”tle(x)

X Mg Hothy) = 0+ X525 B0 s () Tk, 1o Ho(h)
B SN 1) T o) B
M H:"Ouo(h»
T ) T o)

Diéle pokud uvazujeme Skédlovany systém, pak

>N H;"ouo<h-> N

lim r(x) = lim sR(s) = =N
X—+00 s—0, 27 01 /.t](h ) Hz =0,i# ] Ho(hy) N

¢imz je tvrzeni dokdzano.

O

Pozndmka. V ptipadé, Ze budeme pro jednoduchost predpoklddat, Ze N = 2, pak se vyraz 4.4 zjednodus{
do tvaru:
R(s) = Ho(s) + Ho(s)H;(s) _ Ho(s) (1 + ]Hl(s))’

1 = Ho(s)H;(s) 1 —Ho(s)H;(s)
Ho(s) (1 + H,(s))
s (1 = Ho()H;(s))
Véta 4.3.7. Necht’ ho(x), hi(x), ..., hy—1(x) jsou generdtory heterogenniho BCS s periodickymi genera-
tory a H;(s) := Z[hi(x)],kde i € {0,1,2...,N — 1}, jsou jim piislusné Laplaceovy obrazy. Pak plati:

1. E(Ry) = ~H{(0.),

Llw0)](s) =

2. EX) = ~G0.) = S5 TNl + LI i),
Diikaz. Dokazme rovnosti v poradi v jakém jsme je vyslovili.

1. Prvni rovnost dostaneme piepisem derivace defini¢niho vztahu Hy(s) pro s = 0O:

Hy 0 == [ oo = () = B R = ~Hi(0.)

2. Cést druhé rovnosti jsme jiz dokézali ve véteé 4.3.2, proto zde zdGivodnime pouze ¢ast rovnosti.
Upravme stfedni hodnotu multirozteci:

11%1 M = — lim G (s) = -G(0.).

ds s—0,4

B0 = [ xaods = lim Z[0(0] () = -

Timto jsme dokdzali prvni rovnitko rovnosti a zbytek rovnosti mame jiz dokdzan ve vété 4.3.2.
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4.4 Charakteristiky 2. radu a jejich vlastnosti

V této &asti se zam&Fime podrobn&ji na charakteristiky druhého f4du heterogenniho BCS s periodickymi
generatory a prozkoumame jejich specifické vlastnosti.

4.4.1 Charakteristiky 2. radu

Charakteristiky druhého fadu jsou odvozeny z druhych momentd balancované hustoty a definujeme je
nésledujicim zpisobem.

Definice 4.4.1. Mg&jme heterogenni BCS s periodickymi generétory. Pak zavadime charakteristiky dru-
hého t4du jako:

1. Rozptyl rozte¢i: VAR(Ry) = pa(h) — 1.
2. Rozptyl multirozteci: VAR(X}) = VAR(Z;ZO Rn) = (k+ 1) VAR(Ry).
3. Frekvenéni rozptyl: VAR(N.) = 315 (k — E(L)* P [N = k] = B(N?) — ().

4. Statistickd rigidita: A(L) = ¥,1% (k — L)> P[Ny, = k] = E(N?) - 2La(L) + L2,

4.4.1.1 Laplaceova forma charakteristik 2. Fadu

Pro nase zkoumdni vlastnosti heterogennich BCS s periodickymi generétory bude zasadni Laplaceiv
obraz statistické rigidity:

R2(s) s R(s) .\ 2sIR’(s) - R(s) .\ 2
)

ZLIMD)] = LIBND] - 2L [Lw(L)] + Z[L7] =2 > =,
S S S

S LML) =2(1 = sR(9)) + 57 (2R*(s) + R(s) + 2R (5)).

Pro jednoduchost odvod'me tvar R(s), R'(s) a R?(s) pro piipad N = 2, pak plati:

_ Ho(s) (1 + Hy(s))

RO = Tl &)
R2(s) = HJ(s) (1 + 1H1(S))22’
(1 = Ho(s)H, ()

, H(s) H;(s) + 1) + H, ()Ho(s) (Ho(s) + 1)

R (s) = 5 .
(1 = Ho(s)H;(s))

Dosad’'me za R(s) a upravme nésledovné:

S LAL)]=2(1-s

Ho(s) (1 + ]Hl(s))) 42 HiO A+ Hi(9)°
1 — Ho(s)H; (s) (1 — Ho(s)H; (s))*
2 Hy(s) (1 + Hy(s)) Lo Ho(s) (i () + 1) + H,; (5)Fo(s) (Fo(s) + 1) = B(s).
1 — Ho(s)H,(s) (1 — Ho(s)H,(s))?

4.5)

Zkoumejme linedrni asymptotu statistické rigidity, tj.:

1
A(L) :XL+6+0(Z) — A(L) = xL+ 9,
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pak ze znalosti Laplaceovy transformace statistické rigidity miZeme urcit linedarni a absolutni ¢len line-
arni asymptoty:
B©) B,

+—
1 T ?

S LML) = 8 LyL + 6] = s> (% + é) = ys+65% = B(s) = BO) +
A

’ 1 1"
= x=BO) A6 =550

4.5 Specialni pfipady heterogenniho BCS s periodickymi generatory

V této sekci poloZzme N = 2 a ddle pracujme s timto specidlnim piipadem.

Diky vlastnosti asociativity konvoluce miizeme nejprve spocitat konvoluci stejné rozdélenych rozteci
s generdtorem h(x), pfi¢emZ vysledek této konvoluce jiZ zndme ze studia homogennich BCS. Pak lze
hustotu multirozte¢i heterogenniho BCS s periodickymi generétory zapsat jako konvoluci generatoru
odligné nulté roztele a jiz znamé hustoty pravdépodobnosti multirozte¢i homogenniho BCS, tzn.

—

EX 4l
gi-1(x) = (?X<1 ho(x)) = (° 1 () = go g () * gy 4 (%)
J= J=

4.5.1 Generatory z Erlangova a Poissonova rozdéleni

Na rozdil od kvazihomogenniho BCS uZ nebude pro heterogenni BCS s periodickymi generatory potieba
resit separdtné dvé dlohy podle toho, jestli za generitor ho(x) budeme povaZovat Poissonovo rozdéleni
a za generator i (x) Erlangovo rozdéleni nebo presné naopak, coz si ukdZzeme pozdéji. V nésledujicim
textu pro zjednoduSeni zdpisu oznaCme kg = [%] ak = L%J.

Piklad. Uvazujeme, 7e ho(x) = ©(x)e™ a hi(x) = @(x)%x"e—m“)a pak:

Gr-1(X) = giy(x) * g, (x) = fR Gky (X = Y) - gr, () dy =

(x — y)ko —(x— (n+ 1)(k1+1)(n+1) ) R
= | Ox—p)Z—L . " @ vtntking =+ Dy g, —
fl; (x y) kO' © (kl +n+ kln)' (.l/)!/ [ Y

(n + 1)(k|+1)(n+1)
~ (ky +n+ kn)ko!

X
e—xf (x _ y)koyk1+n+k1ne—nydy —
0

ko

(i+1)(n+1) x
_(n+ )T e—xf yhrmekingny Z (kf))xko—i(_y)idy _
0 l

~ (ky +n+ kn)ko! <

(n + 1)+ ko

X
Tt kin)lk!s ;
(l’l + 1)(k1+l)(n+l)

Tk +n+ kol

(kf))xko_i(—l)i fx yk1+n+k|n+ie—nydy —
l 0

-X,

ko ko—i .
ko) x7'(=1)' , :
.Z(i)m(r(nkl +n+ki+i+1)-Tnk; +n+k +i+1,nx)).
=l

Stejné jako v predchozi kapitole pro ovéreni analytického zapisu ho déle doresime numericky a po-
rovname toto feseni s hustotu pravdépodobnosti multirozteci syntetickych dat. Uvazujme, Ze parametr
Skalovaného Erlangova rozd€leni je n = 1.
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[l Heterogenni BCS s periodickymi generatory
= Analytické reseni

Hustota pravdépodobnosti

Obrazek 4.1: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generatory z Poissonova a Erlangova rozdélen{
ve srovndni s analytickym zdpisem.

Nisledn& porovnejme hustotu pravd&podobnosti multiroztedi s takto zavedenym heterogennim BCS s
periodickymi generdtory a homogennim BCS, jehoZ generdtorem je Skdlované Erlangovo rozdé€leni s
parametrem n = 1.

05 r 05 05 r

[l Heterogenni BCS s periodickymi generétory
[CJHomogenni BCS

0.4 04

Hustota pravdépodobnosti

Obrazek 4.2: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generatory z Poissonova a Erlangova rozdéleni.

Podobné jako v predchozi kapitole odvodime statistiky prvniho a druhého fadu aZ pro heterogenni BCS
s periodickymi generatory z gamma rozdéleni.

4.5.2 Generatory z Erlangova rozdéleni

no+1 ny+1
Priklad. Uvaiujeme, Ze ho(x) = ©(x) LU= xmoe=(0+Dv g j(x) = @(x) M- ye=(m+Dx pak:
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91 (1) = gio () * gty () = fR gt = 1) - g1, () dy =

X (nO + 1)(k()+1)(n0+1) (nl + 1)(k1+1)(n1+1)

(x _ y)k0+no+k0noe—(n0+1)(x—y) . kl +n1+k1nle—(n1+1)ydy —
o (ko +no + kono)!

(ng + 1)ko+Do+rD 4 1yKi+Dn+1)

(k] +n; + k]I’L])!

X
e—(n0+1)xf (X _ y)k()+}’l0+k()n0yk] +n1+k|n1e—(n1—n0)ydy —
0

(ko + ng + k()l’lo)!(k] +n; + k]l’l])!

(ng + 1)kotDo+D 4 1)Ki+D0n+1)

X
_ oo+ f ki =m0y,
(ko + no + kol’lo)!(kl +n; + kll’ll)! 0

ko+no+kong (

ko + no + k()no

l )xko+n()+k0n0—i(_y)idy —

i=0
~ (nO + 1)(k()+l)(n()+l)(n1 + 1)(k1+1)(n1+1)e_(n0+1)x ko+r§k0n0 kO + 1o +k()l’l()
(k() +n0+k0n0)!(k1 + n +k1n1)! ]

)xk0+n0+k0no—i(_ 1 )i_
; 1
i=0

X
. f ykl+n1+k1n1+ie—(n1—n0)ydy —
0

(nO + 1)(k0+1)(n0+1)(n1 + 1)(k1+1)(n1+1) s Dx ko+noz+:k0no kO +ny + kOnO xk0+n0+k0no—i(_1)i
= (& -
(ko + ng + k()n())!(kl +ny + klnl)! (I’l] - I’l())(k1+l)("1+l)+l

i=0 !

(COuky +my + kg + i+ 1) = Tuky +ny + ki +i+ 1, (01 = no)x)).

Reseni je platné pro viechny parametry ng,n; € N, jenZ spliiuji n; > ng. ReSeni pro volbu parame-
trd vyhovujici nerovnosti ng > n; nalezneme v navazujici sekci. Opét analyticky zdpis feSeni dofeSme
numericky a porovnejme feSeni s hustotu pravdépodobnosti multirozte¢i syntetickych dat. Pro ukdzku
uvazujme, ze parametry Skalovanych Erlangovych rozdéleni jsou ng =2 an; = 1.

05 05 05 r

[l Heterogenni BCS s periodickymi generatory
== Analytické feseni

04

03

02 r

Hustota pravdépodobnosti

01

0.0
10

Obrazek 4.3: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generatory z Erlangova rozdéleni ve srovnani s
analytickym zdpisem.

Pro srovnani s homogennim BCS vykresleme hustoty pravdépodobnosti multirozte¢i heterogenniho BCS
s periodickymi generatory jako v pfedchozim obrazku a homogenniho BCS. Budeme pracovat se synte-
tickymi daty a za generator homogenniho BCS povazujme Skdlované Erlangovo rozdéleni s parametrem
n=1.
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[l Heterogenni BCS s periodickymi generatory
[CIHomogenni BCS

04 r

Hustota pravdépodobnosti

10

Obrazek 4.4: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generatory z Erlangova rozdélen.

24

V nisledujici sekci se zaméfime na heterogenni BCS s periodickymi generdtory z gamma rozdélent,
pfi¢emZ gamma rozdéleni je zobecnénim Erlangova rozdéleni a proto dalsi statistiky Erlangova rozdélen{
ukazeme v ramci nadchazejici sekce.

4.5.3 Generatory z gamma rozdéleni

Pitklad. Uvazujeme, Ze ho(x) = ©(x) Gt yeoe=(@0+Dx g (1) = ©(x) G ELL yrte(@r+ D, pak:

T(ao+1D)

Ii-1(X) = gy (%) * g, (x) = fR Gro (X =Yy) - gr, @) dy =

(ko+1)(ao+1)
_ f (g + 1) ForDiao O(x - y)(x — y)ko+ao+koaoe‘(0‘0+1)("_1/)-
R F(k() + ag + koag + 1)

ki+1)(a;+1
(all + 1)( r+D(er+) k1+al+klale—(al+1)y —

: ®
Tkt s ha v 1)WY

(ag + Do D@0 D gy ¢ it

- F(k() + oo + koao + 1)F(k1 + a1 + klal + 1)
. L‘x(x _ y)k0+(lo+k0(loyk1+(ll+kldl e—(al—do)ydy —

(o + DkorD(@o+ D 4 )kt Dler+1)

— e—(ao+1)x fx yk1+al+k1me—(al—ao)y_
r(k() + ap + k()al() + 1)F(k1 + a1 + klaq + 1) 0

w (ko + @ + koa
. 2 ( 0 0. 0 0)xk0+ao+koao—t(_y)tdy —
. i
i=0

(o + DkorDl@o+D (g 4 )kt Dler+1)

+00
e~(@+Dx Z (kO + a/()'+ kOa'O)xko+wo+kodo—i(_1)i.

" T(ko + a0 + koarg + DIk + a1 + kg + 1) i

X
. f ykl+ll]+k1&1+ie—(cll—ll())ydy —
0

i=0

(ap + 1)(ko+1)(ao+1)(a,1 + 1)(k1+1)(al+1) e—(ao+1)X§ (kO +ao+ kO(ZO) xk0+ao+k0w0—i(_1)i
i

- F(k() + ap + ko(lo + 1)F(k1 + a1 + klal + 1) P (aq - a’o)(kl"'l)(a”'l)”-

(Carky + ay + ki +i+ 1) =Tk + a1 + ki +i+ 1, (a1 - ag)x)).
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Zaménu integralu a sumy v odvozeni miiZzeme obhdjit stejné jako v tloze ze sekce 3.5.3. Nalezené feseni
plati pro Yai,a9 € R : @1 > aq. Z jisté symetrie dlohy miZzeme snadno najit i vysledek pro parametry
spliiujici opacnou nerovnost a to souc¢asnou zdménou hodnot @y, @ a ko, k;. Pro @p > @ je feSenti:

Gt (5) = g, (6) % gy () = fR gt = 1) - gy () dy =

_ (a’l + 1)(k1+1)(0/1+1)(a,0+ 1)(k0+1)(a'0+1) —(clﬁl)xi kl +a +k0611 xk1+al+k0a/1—i(_1)i .
I“(Iq +a) + klal + l)r(k() + o + koao + 1) Py i (a’() - Cl’l)(k0+1)(a0+l)+i

- (T(eoko + g + ko + i + 1) = T(eoko + g + ko + i + 1, (ap — 1)x)).

Znovu ukdzeme, Ze se numericky dofeSeny analyticky zapis shoduje s hustotu pravdépodobnosti multi-
rozteci syntetickych dat. Predpokladejme, Ze parametry $kdlovanych gamma rozdéleni jsou g = 1.5 a
a) = 2.5.

[l Heterogenni BCS s periodickymi generétory
= Analytické feseni

05 | 05

Hustota pravdépodobnosti

Obrazek 4.5: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generdtory z gamma rozdéleni ve srovnani s
analytickym zdpisem.

Stejné jako v predchozich podsekcich miZeme vidét rozdilnost mezi hustotou pravdépodobnosti mul-
tirozte¢i Skdlovaného homogenniho a heterogenniho BCS s periodickymi generatory. Pro heterogenni
BCS s periodickymi generdtory pouZijme stejné parametry jako v prede§lém obrizku a pro homogenni

BCS poloZme parametr @ = 1.5.

[l Heterogenni BCS s peridodickymi generatory
[JHomogenni BCS
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01 r 01

0.0 0.0

0 2 4 6 8 10
xi;

Obrazek 4.6: Hustota pravdépodobnosti multirozteci pro generatory z gamma rozdéleni.
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Podivejme se na vypocet statistik prvniho fadu, pfiCemz v této tloze budeme postupovat analogicky jako
u prikladu v sekci 3.5.2.

1 ap+1
Ho(s) = £ [ho(x)] = (%)

ap+1
H(s) = 2 [h(x)] = (ﬂ) :

l+a;+s
pak plati:

1+ag+s

]H()(S)(l + ]H](S)) (141—:;(;3-&)00+1 (1 +( o )aﬁ—l)
RO= T meme = .

l+ag @0+ (140, Y171’
1+a0+s) (1+a1+s)

1+a0‘ ap+1 1+ l+e; \@1H]
S - Ho(1+ ) (o)™ (14 () ™)

1+ag+s

S(l - ]HO(S)]HI(S)) s(l —( I+ao )"0“ (liztfis)alﬂ)'

1+ap+s
Stejné jako v sekci 3.5.2 nelze obecné spocitat inverzni Laplaceovu transformaci. Uvedeme tedy vy-
slednou shlukovou a trendovou funkci pouze pro zdkladni volby parametru a¢ a a;, viz tabulky 4.1 a
4.2.

Parametr ag Parametr a; Shlukovi funkce
Ze_STX sin(%)
ap =0 a; =1 r(x)y=1- v
5x
e 2 (V7 cos( Y )-3 sin( =
(Y():l CY]:O r(x):l_ ( (%) (2))

Tabulka 4.1: Shlukova funkce heterogenniho BCS s periodickymi generitory z gamma rozdéleni

Parametr ag Parametr o

Trendova funkce
@ = 0 @ =1 a)(x) s ef%(S sin(\/{ﬁ; 7005(@)) B %
ap =1 a1 =0 w(x) =x+ e'si‘(\ﬁcos(g;j_nsin(‘gx)) _ %

Tabulka 4.2: Trendov4 funkce heterogenniho BCS s periodickymi generétory z gamma rozd&len.

Pozndmka. Vsimnéme si, Ze pro kombinaci parametrii g = 0, ) = 1 je r(0) = 1 a w(0) = 0, kdeZto pro
druhou kombinaci parametrti ag = 1, @; = 0 je hodnota shlukové funkce r(0) = 0.

Vykresleme porovnani analytického a numerického vypoctu trendové funkce.
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Obrizek 4.7: Trendov4 funkce heterogenniho BCS s periodickymi generétory z gamma rozd&len.

Na z4vér spocitejme linedrni asymptotu statistické rigidity. Nejprve vyjaddieme derivace Laplaceovych

obrazli pro oba generatory:
l+ap \@o+1
’ (1+¢103—s) (a’() + 1)
H(s) = —
I+ap+s
l+a; \21+1
]H'( ) (1+m-i—s) (all + 1)
s) = — .
! l+a+s
Pak z rovnice 4.5 plati:
1+a0 (l()+1 1 1+a1 a+1 1+(10 ap+1 1 1+111 ap+1 2
3 (l+(xo+s) + (1+al+s) 5 (1+ao+s) + (l+(xl+s)
sSLIAL)]=2|1-5 1 1 5
1 _ ( 1+aqg )QO+ ( 1+ay )(l]+ 1 1+ag ap+1 1+a; aj+1
l+ag+s l+ai+s - (1+<xo+s) (1+(21+s)

( 1+ag )ao+1 1 ( l+ay )01“
5 1+ag+s 1+a+s

1_( L+ag )a0+l( 4o, )01+1

1+ap+s 1+ay+s
( ag+] )ao+2 ( 1+a )01“ +1 +( ar+1 )al+2( 1+ag )00“ ( 1+ag )ao+1 +1
2 1+ag+s 1+a+s 1+a+s 1+ap+s 1+ap+s B( )
= S).
1_( 1+ag )a0+1( Loy )al+1 2
1+ap+s 1+ai+s

Spocitejme Maclauriniv rozvoj této funkce v okoli nuly
, 2+ ap+ap
= B O = ,
X © 2(1 + ag + ay + apay)
1 (7+22a0 + 8a? 7 18ay
(I+a1)? 1+ag+a;+a

1//
§=-B'(0)= —
2B O= T vy
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Obrizek 4.8: Stochasticka rigidita heterogenniho BCS s periodickymi generatory z gamma rozd&leni a
jeji linedrni asymptota.

Pozndmka. V poznamce na zavér zminme jedno dileZité pozorovani a to, Ze pii vypoctu multirozteci
a statistik prvniho a druhého faddu piimo nezéleZi na potfadi generatord rozte¢i. VSechny piiklady pro
heterogenni BCS s periodickymi generétory jsme Fesili tak, Ze misto redlného po&tu roztedi s generatory
hi(x) a ha(x) jsme pouzivali proménné kg a k. Za tyto proménné madme moZnost dosadit jiné hodnoty nez
jsme avizovali v Gvodu sekce. Pro vypocet hustoty pravdépodobnosti multirozteci je tedy pouze nutné
mit pro kaZzdou k-tou multirozte¢ presné dané pravidlo, které udava kolik rozteci pred k-tou Castici je
dano jednotlivymi hustotami pravdépodobnosti, ale neni vyloZené nutné, aby se generdtory opakovaly.
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Kapitola 5

Aplikace na realnych datech

V této kapitole aplikujeme poznatky ze studia specidlnich variant heterogenniho BCS pfi analyze dat z
provozu. Pro demonstraci vyuZiti teorie heterogennich BCS a porovnani vysledkd s teorii homogennich
BCS se zamé&fme na porovnani analytického vypoétu hustoty pravd&podobnosti multiroztedi a statistické
rigidity s hodnotami spocCtenymi z dat. Porovndni vysledku pro statistiky prvniho fadu zde realizovat
nebudeme, protoZe analytické vypocty téchto statistik pro heterogenni BCS zname pouze pro jisté kon-
krétni volby parametrt. V piipad¢ statistické rigidity mame k dispozici znalost o linedrni asymptotg,
proto budeme zkoumat, jestli se v nekonecnu statistickd rigidita k této asymptoté bliZi.

Aplikaci teorie heterogennich BCS budeme demonstrovat na zpracovéni dat, pii kterém budeme uva-
Zovat, Ze chovani fidi¢i nédkladnich a osobnich vozidel je odli$né. Jinak feceno, Ze si fidi¢i kamiéni
ponechavaji jiné rozestupy nez fidici osobnich vozidel. Prozatim zaloZme tento predpoklad pouze na em-
pirickém odhadu na zdkladé odliSnych fyzikélnich a technickych vlastnosti vozidla. O spradvnosti tohoto
predpokladu se presvéd¢éime pozdéji. Formulujeme tedy tlohu, ve které vystupuji roztece pochdzejici
ze dvou odli$nych hustot pravdépodobnosti, coZ perfektné pasuje na teoretické poznatky ze studia he-
terogennich BCS popsané v predchozich kapitoldch. Napfed oviem zmifime metodiku pfedzpracovani
naméfenych dat.

5.1 Predzpracovani dat

V ramci predzpracovani dat nas ¢eka nékolik krok, které budeme muset podniknout nez se budeme moc
pustit do samotné analyzy. Nejprve pouZijeme tiistupiiovou unifikacni proceduru, abychom data rozdé-
lili do datovych vzorkd, jenZ budou charakterizovany intenzitou a hustotou dopravy. Z téchto vzorki
nasledné vybereme pouze vzorky, které se pro naSi dlohu hodi. Kritéria, na jejichz zdkladé budeme
data selektovat, si rozebereme pozdéji a nadale pak budeme pracovat pouze s vybranymi vzorky. V po-
sledni fazi pfedzpracovéni prolozime hustotu pravdépodobnosti rozte¢i z vybranych vzorkt skalovanym
gamma rozdélenim, ¢imzZ ziskdme parametr gamma rozdéleni, ktery budeme nésledné vyuzivat pro po-
rovnavani vysledki analytickych vypocta s vysledky ziskanych z dat.

5.1.1 3-s unifikac¢ni procedura

Jak jiz bylo zminéno, tak v prvnim kroku ptedzpracovani dat pouzijeme béZné vyuZivanou tiistupfiovou
unifikaéni proceduru (ddle jen 3-s unifikacni procedura) [12], kterd ndm umoZni data roztfidit podle
hustot, abychom zabrénili porovnavani vzorkl s rozdilnymi statistickymi vlastnostmi. V nasledujicich
podsekcich poradé shrneme stupné unifikani procedury.
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5.1.1.1 Vzorkovaci faze

Cely datovy soubor s L datovymi zdznamy, rozdélime na mensi podmnoZiny o M zdznamech, abychom
zaruCili homogenitu v téchto podmnoZindch. Volime M vzorki zaznamenanych chronologicky a zava-
dime mnoziny:

Si={(r.tio ) ERY k=i - M+1,i-M+2,...,i- M+ M)},

proie{jeNy:j< ﬁ}, kde proménné ry, tx, vy, [ predstavuji informace o k-tém vozidle, a to poradé
jeho délku, Cas prijezdu detektorem, primérnou rychlost a jizdni pruh. Pro analyzu dat v této praci
polozime M = 30.

5.1.1.2 Skalovaci faze

Roztece, popripadé svétlosti vzorki v jednotlivich podmnozinach S; preskalujeme, abychom zarucili,
Ze jejich stfedni hodnota bude rovna jedné. Skdlovanou veli¢inu ziskdme jako

y %M
k==
ZZkES i <k
kde z; € §; je prvek podmnoziny a zavedeme novy systém podmnoZin celého souboru S; = {yr :

zx € S;}. Navic si bokem ponechejme i ptvodni nepieskalované vzorky, jenz vyuZijeme v posledni fazi
predzpracovandi, tj. pfi odhadu parametrti gamma rozdéleni.
5.1.1.3 Segmentacni faze

Pro kaZdou $kalovanou podmnoZinu S; vypocteme hledané fazové proménné intenzitu a hustotu provozu.

5.1.1.4 Vystup 3-s unifikacni procedury

Cilem 3-s unifikacni procedury bylo rozdélit vzorky podle hustoty a intenzity dopravy. Pro lepsi pred-
stavu si z4vislosti hustoty a intenzity dopravy pro pomaly jizdni pruh zndzornéme graficky a pfidejme
priklade fazového segmentu, viz 5.1.
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Obrazek 5.1: Graf zavislosti intenzity na hustoté vzorkt se zndzornénim vybranych prvki.
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S takto pripravenymi datovymi vzorky se jiZ miizeme zaméfit na selekci dat. V rdmci vybéru dat si zod-
povime i otdzku, se kterymi datovymi vzorky budeme pracovat, resp. z jakého rozsahu hustoty dopravy.
5.1.2 Selekce dat

Pfi analyze se budeme soustfedit na méfeni z pomalého pruhu, jelikoZ v tomto pruhu Ize ocekavat frek-
ventovanéjsi vyskyt ndkladnich vozidel. Data rozdélime podle hustoty dopravy a délky jednotlivych vo-
zidel, coZ si detailné&ji rozebereme v nasledujicich podsekcich.

5.1.3 Vybér datovych vzorku podle hustoty dopravy

Vykresleme si hustotu pravdépodobnosti rozte¢i pro vSechny typy vozidel pro intervaly hustoty dopravy,
viz 5.2.
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Obrézek 5.2: Histogram reprezentujici z4vislost hustoty pravdépodobnosti vyskytu Skédlovanych rozteci
(osa y) na hodnotach skalovanych rozte¢i (osa x) v pomalém jizdnim pruhu z dopravnich dat o rtizné hus-
toté. Jednotlivé histogramy jsou proloZeny GIG rozdélenim. Pro nalezeni vhodnych parametrd jsme vy-
uZili funkei knihovny LsgFit.jl jazyku Julia, kterd hleda nejlepsi moZné proloZeni jako minimum souctu
stiednich kvadratickych odchylek.
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Z teorie mame k dispozici pouze poznatky o heterogennich BCS s generétory z gamma rozd&leni a bu-
deme odkazani na odhad hustot pravdépodobnosti rozte¢i pomoci gamma rozdéleni. Ze studii dopravnich
dat vime, Ze vhodnéjsi rozdéleni pro aproximaci hustot pravdépodobnosti rozteci je GIG rozdéleni a to
diky tomu, Ze ma toto rozdé€leni pravdépodobnosti v pocatku, tzv. platé [2].

Pozndmka. Platé je vlastnosti empirického rozdéleni dat, které fikd, Ze hustota pravdépodobnosti v po-
catku prudce klesa k nule, pricemz tato vlastnost ma i své empirické zdivodnéni. V dopravé jsou prav-
dépodobnosti kratkych rozestupti velice nizké, coz je dano snahou fidi¢d udrzovat bezpe¢nou vzdalenost
od predeslého vozidla, aby bylo pfipadné mozné zamezit kolizi.

wev s

U homogennich BCS umime pracovat s GIG rozd&leni, ale pro férovéjsi porovnani heterogennich a
homogennich BCS vyuZijme gamma rozdé&leni i pro analyzu pomoci homogenniho BCS.

Jiz delsi dobu je zndmo [13], Ze gamma rozdéleni neni vhodné pro popis rozdéleni rozteci, ale pro nizké
hustoty dopravy neni platé v histogramu rozteci tak vyrazné, coz lze vidét z histogramu 5.2. TudiZ pri
odhadovéni hustoty pravdépodobnosti gamma rozdélenim pro vzorky z nizké hustoty dopravy se ne-
dopustime tak zavaznych nepiesnosti jako v piipadé, kdybychom pracovali se vzorky z vySsich hustot
dopravy. PouZivejme tedy vzorky z hustotni pdsma 5 — 15%. Dale uZ pracujme pouze se vzorky namé-

fenymi v pomalém pruhu a ze zminéného hustotniho pdsma.

5.1.3.1 Rozdéleni vzorku podle délky vozidla

Daéle na zakladé délky vozidla rozhodnéme, ktera vozidla budeme povaZovat za ndkladni, resp. osobn{
vozidla. Podivejme se na porovnani délky a primérné rychlosti vozidla v dseku méfeni. Délku vozidla
vykresleme v porovndnim s rychlosti, protoZe v téchto dvou proménnych by vzorky mély byt nejlépe
klasifikovatelné do skupin osobnich a nékladnich vozidel. Z empirického pozorovini z béZného Zivota

muiZzeme predpokladat, Ze nakladni vozidla vétSinou drzi spiSe niZsi rychlost neZ osobni vozidla. Zminéné
porovnani pro ndhodné vybranou ¢ast méfeni 1ze vidét na obrazku 5.3.
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Obrézek 5.3: Graf porovndvajici délku a rychlost vozidla (pro pfehlednost bylo do obrazku vykresleno
pouze ndhodné vybranych 25000 vozidel).

Z obrazku nejsou patrné jasné oddélitelné skupiny. Prohlasme tedy vSechna vozidla s délkou vyssi nez
5 metra za nékladn{ vozidla. Po rozdéleni méfeni do dvou skupin vykresleme histogram hustoty prav-
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dépodobnosti rozestupd, které fidici téchto vozidel udrzuji, abychom se presvédcili, Ze rozteCe vozidel v
obou skupinach se fidi jinou hustotou pravdépodobnosti.
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1.5 [ Nékladni vozidla
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Hustota pravdépodobnosti
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x()

Obrazek 5.4: Histogram hustoty pravdépodobnosti rozestupti pro osobni a ndkladn{ auta.

Z grafu 5.4 si miizeme povSimnout, Ze hustota pravdépodobnosti rozestupt vozidel je pro obé skupiny
odli$nda, ¢imz jsme ovéfili, Ze takto formulovand tloha ma potencidl pro vyuZiti teorie heterogennich
BCS.

Na zavér jenom pro upfesnéni zmifime, Ze tento obrdzek neslouZi jako ukazka, Ze b&Zné vyuZivany
predpoklad homogenity v BCS je chybny. Mé&feni s ndkladnimi vozidly je v b&Zném datasetu ndsobné
méné neZ méfeni s osobnimi vozidly, takZe pro analyzu dopravnich dat Ize stejné dobfe pouZit i teorii
homogenniho BCS. Pouziti heterogennich variant BCS predstavuje pouze snahu o vylepSeni metod pro
matematické modelovani dopravy.

5.1.4 Odhad parametru gamma rozdéleni

Abychom mohli spocitat hustotu pravdépodobnosti multirozteci nebo linedrni asymptotu statistické rigi-
dity analyticky, tak je nutné nalézt parametr gamma rozdéleni, ktery nejlépe aproximuje roztece osobnich
a nakladnich vozidel. V této podsekci popiSeme metodiku odhadu téchto parametrti.

Z dat jsme jiz vybrali vzorky podle hustoty dopravy a pruhu, ve kterém vzorky byly naméfeny. Déle v
predchozi podsekci jsme vozidla z méfeni rozd€lili na ndkladni a osobni auta. DrZzme se zminéného roz-
déleni dat, ale pracujme prozatim s neSkdlovanou variantou rozteci. Za i¢elem odhadu parametru gamma
rozdéleni vytvofme dva separdtni vektory neskalovanych rozte¢i pro nakladni a osobni vozidla. AZ po
vytvoreni vektoru vSechny prvky vektoru preskalujme, aby primér vektord byl roven jedné. Preskalovan{
vektoru je klicové, protoze méreni nasledné budeme prokladat jiz Skdlovanou variantou gamma rozdé-
leni, tzn. budeme pro kazdy vektor odhadovat jeden parametr a. Odhad budeme provadét pres distribucni
funkce, abychom se vyhnuli tomu, Ze hodnota parametru bude zdvisld na ndmi zvolené Sifce binovan{
v histogramu. Naleznéme tedy parametr « tak, aby se distribu¢ni funkce gamma rozdéleni maximélné
bliZila empirické kumulativni distribucni funkci dat. Distribu¢ni funkce pro pouZity dataset jsou vyobra-
zeny na obrazku 5.5, pfi¢emz parametry obou gamma rozdélen{ déle vyuZijeme jako vstupni parametry
pro varianty heterogennich BCS.
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(a) ECDF rozteci osobnich vozidel. (b) ECDF roztec¢i nakladnich vozidel.

Obrazek 5.5: Fit ECDF rozte¢i gamma rozdélenim pro jednotlivé typy vozidel.

Navic naleznéme také parametr gamma rozdéleni pro pfipad, Ze nebudeme rozliSovat mezi osobnimi a
nakladnimi vozidly a pouZijeme vSechny méfeni dohromady. Parametr spoCteme stejnym zpisobem a
dale ho vyuZijeme jako vstupni parametr homogenniho BCS. Pro nalezeni viech zminénych parametrii
jsme pouzili funkci knihovny LsgFit.jl jazyku Julia, ktera hledd vhodny parametr @ minimalizaci souctu
stednich kvadratickych odchylek.

Vyjma distribu¢ni funkce vykresleme pro lepsi predstavu o presnosti odhadi také hustotu pravdépodob-
nosti rozestupt z dat a gamma rozdélent, viz. 5.6.
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(a) Histogram rozte¢i osobnich vozidel. (b) Histogram roztec¢i ndkladnich vozidel.

Obrézek 5.6: Histogram hustoty pravdépodobnosti rozte¢i pro jednotlivé typy vozidel s prolozenim ga-
mma rozdéleni.

V tuto chvili mame vse pfipraveno pro samotnou analyzu dat. V dalSich sekcich ukdzeme pouziti teorie
jednolitvych specidlnich variant heterogennitho BCS ve srovnani s homogennim BCS.

5.2 Kvazihomogenni BCS

Z teorie kvazihomogenniho BCS mame nejvice prozkoumany systém, ktery ma prvni rozte¢ odlignou od

ostatnich. Za vozidlo s odliSnou rozte¢i zvolme nédkladni vozidlo, jelikoZ ndkladnich vozidel se v datech

nachdzi mén€ neZ osobnich. Abychom pracovali se vzorky, které spliiuji predpoklady, budeme nuceni
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z datovych vzorkl pouzivaného hustotniho pasma vybrat pouze podskupiny. Vyberme tedy podskupiny
4 vozidel tak, Ze druhé vozidlo je ndkladni automobil a ostatni vozidla jsou osobnimi automobily. Pro
takovou podskupinu budeme za referen¢niho vozidlo poklddat vozidlo jedouci pfed ndkladnim vozidlem,
pak generator prvni roztece v takové podskupiné je jinou hustotou pravdépodobnosti neZ pro ostatni roz-
teCe. VyuZijme vysledné hustoty pravdépodobnosti multirozteci z pfikladu v podsekci 3.5.3, dosad’me
do nich parametry gamma rozdéleni a vycCisleme. Vyslednou hustotu pravdépodobnosti ziskanou za vyu-
Zit{ teorie porovnejme s hustotou pravdépodobnosti multiroztece X3 spoctenou z dat. Déle pro porovnan{
pfidejme i hustotou pravdépodobnosti ziskanou za pomoci teorie homogenniho BCS.
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(a) Analyticky vypoget z teorie kvazihomogennich BCS.  (b) Analyticky vypocet z teorie homogennich BCS.

Obrazek 5.7: Histogram hustoty pravdépodobnosti multirozte¢i pro skupiny tfi vozidel s analytickym
reSeni z teorie kvazihomogennich BCS.

Z grafu 5.7 lze pfi letmém porovnani od oka usoudit, Ze analyticky vypocet ziskany z teorie kvaziho-
mogeniho BCS aproximuje skutec¢nou hustotu pravdépodobnosti o néco lépe. Tento zavér si ovérme
porovnanim vzdalenosti distribu¢nich funkci od empirické distribu¢ni funkce, viz 5.8.
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Obrizek 5.8: Porovnani distribunich funkei pro homogenni a kvazihomogenni BCS.
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Pro méfeni vzdalenosti kiivek vyuZijeme L1 a L2 normu. Hodnoty téchto vzdalenosti jsou pro kvaziho-
mogenni a homogenni BCS schématicky znidzornéné v grafu 5.9.
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Obrazek 5.9: Méfeni kvality odhadu pomoci L1 a L2 normy.
Z vysledki srovnani 1ze vidét, Ze v pripadé pouZziti L2 normy vychézi 1épe odhad pomoci kvazihomo-

genniho BCS a u L1 normy je tomu obrécen&. Rozdil miize byt zpisoben tim, 7e L2 norma sniZuje vahu
malych rozdild.

5.2.1 Statisticka rigidita

Druhym cilem analyzy je z dat spocitat statistickou rigiditu a porovnat ji s linedrnimi asymptotami sta-
tistické rigidity podle teorie kvazihomogennich a homogennich BCS, coZ pfesné vyobrazuje graf 5.10.

Dopravni data
6 Heterogenni BCS
Homogenni BCS

Obrizek 5.10: Statistickd rigidita a linedrni asymptoty pro homogenni a kvazihomogenni BCS.
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Vidime, Ze se statisticka rigidita spoCitand z dopravnich dat limitné nebliZi k asymptoté, cozZ je zpu-
sobeno vyuZitim nevhodného rozdéleni pro popis BCS. Pro popis hustoty pravd&podobnosti rozte¢i se
vice hodi, jak jiZ bylo zminéno, GIG rozdéleni. Gamma rozdéleni, které jsme pouZili pro aproximaci
rozdéleni rozte¢i mélo parametr a blizky nule, ¢imz se blizilo Poissonovu rozdéleni, které v piipadé
homogennich BCS mé kompresibilitu rovnu jedné a statistickou rigiditu rovnou L. Pokud ze statistické
rigidity z dopravnich dat odhadneme kompresibilitu, tak miZeme fict, Ze tato kompresibilita je vétsi neZ
jedna, coZ jsou tzv. superpoissonovské stavy, které nemtizeme popsat gamma rozd€lenim. V obrazku tedy
pozorujeme podobny jev, ktery lze vidét pfi pouZivani gamma rozdé&leni v homogennich BCS, viz [14].

5.3 Heterogenni BCS s periodickymi generatory

Proved’me analogickou analyzu jako u kvazimogennich BCS. V prvnim kroku porovnejme analyticky
spoctenou hustotu pravdépodobnosti multiroztec¢i z piikladu v podsekci 4.5.3. V ramci studie hetero-
gennich BCS s periodickym generétorem jsme dogli k zavéru, Ze pro vypocet hustoty pravdépodobnosti
multirozte¢i nezdlezi na poradi generatort pied k-tym vozidlem, ale pouze na celkovém zastoupeni obou
generatod. V praxi tohle znamen4, Ze pro vypocet hustoty pravdépodobnosti k-té multirozteCe potfebu-
jeme mit pred k-tym vozidlem pevné dany pocet nakladnich vozidel, ale jiZ nezdleZi na tom v jakém
porfadi osobni a ndkladni vozidla budou.

V tomhle piipade€ vyuZijme piimo datové vzorky, ale vyfiltrujme z nich pouze ty, u kterych se pred 15.
vozidlem nachazi pravé dvé ndkladni vozidla. Ddle jiZ miiZeme spocitat hustotu pravdépodobnosti X5
podle teorie a vykreslit ji s hustotou pravdépodobnosti ziskanou z dat, viz 5.11.
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(a) Analyticky vypoget z teorie heterogennich BCS. (b) Analyticky vypocet z teorie homogennich BCS.

Obrazek 5.11: Histogram hustoty pravdépodobnosti multiroztece pro skupiny ¢ty vozidel s analytickym
feSeni z teorie heterogennich BCS s periodickymi generatory.

V obrizku nejsou pouhym okem patrné jakékoliv rozdily v analytickych feSenich. Stejné tak nelze rozdil
rozeznat ani v distribu¢nich funkcich v grafu 5.12.
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Obrézek 5.12: Porovnani distribu¢nich funkci pro homogenni a heterogenni BCS s periodickymi gene-

ratory.

Nezbyva ndm neZ se v tomhle pripadé v porovnani spolehnout vypoctené vzdalenosti, které taktéz vy-
chézeji velmi podobné, jak Ize vidét v grafu 5.13.
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Obrazek 5.13: Méfeni kvality odhadu pomoci L1 a L2 normy.

Pfi porovnani vzdalenosti pomoci L1 a L2 normy najdeme rozdil ve vzdalenostech v fadu tisicin, pficemz
vzdalenost pro heterogenni BCS o trochu htif. Analyza ukazuje, Ze pii pouZiti teorie heterogenniho BCS s
periodickymi generdtory, nelze pfi nizkém procentudlnim zastoupeni nehomogenit v rozte¢ich prakticky
rozeznat rozdil od vysledné hustoty podle homogenniho BCS.
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5.3.1 Statisticka rigidita

Stejné€ jako v predchozi sekci spocitejme statistickou rigiditu a porovnejme ji s linedrnimi asymptotami
statistické rigidity z teorie heterogennich BCS s periodickymi generdtory a homogennich BCS, viz graf
5.14.

Dopravni data
Heterogenni BCS
Homogenni BCS

Obrazek 5.14: Statistickd rigidita a linedrni asymptoty pro homogenni a heterogenni BCS s periodickymi
gener4tory.

Miizeme vidét, Ze v piipadé vyuziti heterogenniho BCS s periodickymi generdtory se statistick rigidita
spocitand z dopravnich dat limitné neblizi k asymptoté, coZ je znovu zpisobeno vyuzitim nevhodného
rozdé€leni pro popis BCS. V tomto piipadé ov§em miiZzeme pozorovat mensi odchylku mezi linedrnimi

asymptotami homogenniho a heterogenniho BCS ne’ u kvazihomogenniho BCS.

5.4 Inzenyrska aplikace

V predchozich sekcich jsme zkoumali vyuZiti teorie heterogennich BCS, pfi¢em pro splnéni predpo-
kladu, Ze pro kazdé k-t€ vozidlo zndme presny pocet predeslych nakladnich vozidel, jsme ponékud uméle
vybrali pouze vzorky, které témto predpokladiim vyhovovaly. V této kapitole se pokusime ovéfit apliko-
vatelnost teorie heterogennich BCS i za situace, Ze tento piedpoklad porusime. Z pohledu teorie je takovy
piistup samoziejmé Spatné, ale tento pokus ndm poskytne predstavu, jestli je moZné teorii aplikovat i pro
cisté praktickou tdlohu.

Pro analyzu znovu pouZijme vzorky z hustotniho pdsma 5 — 15%, pricemz kazdy vzorek obsahuje M =
30 méfeni. Spocitejme prumérny pocet ndkladnich vozidel ve vzorcich. V pouzitych datech z vybraného
hustotniho padsma vychdzi primérny pocet kamiénd ve vzorcich o M méfeni po zaokrouhleni roven
dvéma. Pro ukizku zkoumejme hustotu pravdépodobnosti multiroztece Xo. To znamend, Ze budeme do
vysledku z kapitoly 4.5.3 dosazovat za kg = 1 a k; = 7 a to kvuli indexovani multirozte¢i od nuly. Na
obrazku 5.15 vidime vystup, pokud takhle analyticky vypocteme hustotu pravdépodobnosti a porovname
ji s histogramem.
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(a) Analyticky vypocet z teorie heterogennich BCS. (b) Analyticky vypoet z teorie homogennich BCS.

Obrazek 5.15: Histogram hustoty pravdépodobnosti multiroztece s analytickym feSeni z teorie hetero-
gennich BCS s periodickymi generatory.

Vimnéme si, 7e analyticky vypo&tend hustota pravddpodobnosti z teorie heterogennich BCS s periodic-
kymi generdtory (navzdory nedodrZeni predpokladit) pomérné pfesné odhadne hustotu pravdépodobnosti
v okoli maximalni pravdépodobnosti, viz 5.15a. Pro porovndni jsme provedli podobny vypocet za vyu-
7iti teorie homogennich BCS, coZ shrnuje graf 5.15b. Pii pouZiti teorie homogennich BCS ziskame hor3i
odhad hustoty pravdépodobnosti v okoli maxima, ale o néco lépe miiZeme hustotu odhadnout na krajich.
Pro srovnani bez zavislosti na Sifce binovani pridejme jeSté graf zndzorniujici distribu¢ni funkce obou
systémt a empirickou distribu¢ni funkci spoctenou z dat, viz 5.16.
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Obrizek 5.16: Porovnani distribu¢nich funkci pro homogenni a heterogenni BCS.

Na z4vér vystupy porovnejme spoétenim vzdélenosti distribunich funkci pro oba BCS od empirické
distribu¢ni funkce za pouZziti L1 a L2 normy. Srovnani vzdalenosti distribuc¢nich funkci zndzoriiuje graf
5.17.
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Obrézek 5.17: Méfeni kvality odhadu pomoci L1 a L2 normy.

Lze vidét, 7e odhad hustoty pravdépodobnosti heterogenniho BCS s periodickymi generétory vychazi v
tomhle srovnani hiif. Tato skutecnost miiZze byt zpisobena nedodrZenim predpokladi z teorie, pouZzitim
nevhodné hustoty pravdépodobnosti pro odhad parametrii (lepsi by bylo pouzit GIG rozdé€leni) a nutnosti
odhadovat dva parametry, ¢imz se mtize do odhadu zanést vétsi chyba.

5.4.1 Statisticka rigidita

Vykresleni spoctené statistické rigidity mizeme vidét na grafu 5.18.

Dopravni data
Heterogenni BCS
Homogenni BCS

Obrazek 5.18: Statistick rigidita a linedrni asymptoty pro homogenni a heterogenni BCS s periodickymi
generatory.

Pii peclivéjsim pozorovani si miizeme v§imnout, Ze oproti predchozi sekci se statisticka rigidita spoctena
z dopravnich dat mirn¢ 1isi, coz je oCekdvany rozdil zptisobeny zahrnutim datovych vzorkd, které nespl-
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fiuji predpoklady teorie heterogennich BCS s periodickymi generdtory. Oviem znovu kvili vyuZivani

nevhodné rozdéleni pro popis hustoty pravdépodobnosti rozteci se statisticka rigidita nebliZi ani k jedné
z linearnich asymptot.
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Zaver

V kapitole 1 jsme shrnuli zavedeni homogenniho balan&niho &asticového systému (ddle BCS) a ukdzali
zédkladni tvrzeni pro statistiky prvniho a druhého fadu. Na zavér kapitoly jsme diskutovali analyticka
feSeni pro specialni varianty BCS.

V Kkapitole 2 bylo nasim cilem diskutovat celou metodiku numerickych vypoctd statistického popisu a
statistik heterogennich BCS. Metodiku popsanou v této kapitole jsme nasledné pouzili v kapitole 3 pro
ovéfeni vysledku na syntetickych datech.

Kapitola 3 pojedndvé o prvni zkoumané specidlni varianté heterogennich BCS o tzv. kvazihomogennim
BCS. V ramci kapitoly jsme vyslovili definici systému a jeho statistickych popisi. Ndsledng kapitola po-
jedndvala o charakteristikdch prvniho a druhého fadu a jejich vlastnostem. V rdmci zkoumani vlastnosti
charakteristik jsme vyslovili i tvrzeni, vztahujici se k Laplaceovym formédm statistik. Na zdvér kapitoly
jsme ziskané znalosti demonstrovali na dlohéch s jiZ se specifickou volbou generatorti. Vysledky tloh
jsme ovérili numericky na syntetickych datech.

Druhou zkoumanou specidlni variantou heterogennich BCS, oznadovanou jako heterogenni BCS s peri-
odickymi generdtory, se zabyva kapitola 4. Obdobné jako v kapitole 3 jsme zkoumany systém zavedli i
s jeho statistickymi popisy. Posléze jsme se zaméfili na charakteristiky prvniho a druhého fadu. Doka-
zali jsme teorémy spojené s charakteristikami a s jejich Laplaceovou formou. V posledni ¢4sti kapitoly
jsme znovu dosaZené poznatky pouZili pii feSeni tloh s konkrétnimi generatory. Kapitola ndm, kromé
vysledkd pro specidlni variantu heterogenniho BCS s periodickymi generdtory, navic poskytla néstroje

pro praci s obecngj§i formou heterogennich BCS, u kterych neni nezbytné mit rozte¢e dané jednotlivymi
generitory zastoupenymi v systému procentudlné stejné.

V posledni kapitole prace jsme vSechny ziskané znalosti aplikovali pfi analyze dopravnich dat. Obdr-
7ené vysledky za pomoci teorie heterogennich BCS jsme napii¢ kapitolou porovnavali s vysledky z
teorie homogennich BCS. Pro demonstraci vyuZiti jsme uvazovali, Ze rozestupy ndkladnich a osobnich
vozidel jsou dany odliSnou hustotou pravdépodobnosti, coZ jsme také v rdmci kapitoly ovéfili. Pro apro-
ximaci hustot pravdépodobnosti rozte&i pro jednotlivé typy se vyuzilo gamma rozdéleni. Uvod kapitoly
rozebird metodiku pfedzpracovéni dat véetné 3-s unifikacni procedury a metodu pouZitou pro odhad pa-
rametrd gamma rozdéleni. V hlavni ¢4sti kapitoly se zaméfujeme na porovnani analytického vypoctu
hustoty pravdépodobnosti multirozte¢i a linedrni asymptoty statistické rigidity s hodnotami spo¢tenymi
z dopravnich dat. Porovnani jsme ukézali jak pro kvazihomogenni BCS, tak i pro heterogenni BCS s
periodickymi generdtory. Ukazali jsme, e v pfipadé aplikace teorie kvazihomogennich BCS, analyticky
vypoltend hustota pravdépodobnosti multiroztee 1épe popisuje dopravni data, nez homogenni BCS pii
porovndni L2 normou. V piipadé heterogenniho BCS s periodickymi generdtory jsme obdrzeli analy-
tické feSeni velmi blizké feseni z teorie homogenniho BCS. V zdvéru kapitoly jsme se pokusili vyuZit
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teorii heterogennich BCS v situaci, kdy neumime s jistotou zaruéit procentudlni zastoupeni jednotlivych
generatord v usecich vozovky. V této tloze si heterogenni BCS vedl hiif nezZ homogenni BCS, coz je
piimym ndsledkem poruseni predpokladi teorie heterogennich BCS.

Analyza vede k z4véru, Ze predpoklad homogenity v BCS neni $patny a vede k dobrym vysledkim.
Ovsem v piipad€ prace s daty s vyraznymi nehomogenitami, mize opusténi tohoto pfedpokladu vysledky
vylepsit. Av§ak pro plné vyuZiti potencialu teorie heterogennich BCS je potfeba navazujiciho vyzkumu
a to predevsim pro odvozeni vypoctu hustot pravdépodobnosti multirozte¢i a charakteristik pro GIG
rozdé€leni, jenZ je v oboru modelovani dopravy standardné vyuZivané. Vysledky dosaZené v diplomové

préci poslouZzi v nejblizs§i dobé k vytvoreni impaktované publikace v oblasti vehicle headway modeling.
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