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Uvod

Ackoliv od doby, kdy lidé na konci 18. stoleti objevili elektrickou podstatu vedeni
vzruchu v lidském téle uplynulo uz mnoho let, diky stéale se zlepsujici technice dochazi
k novym objeviim. Sifeni elektrického signalu hraje kli¢ovou roli také ve spravné
¢innosti srdce nezbytné pro zivot. Tato oblast elektrofyziologie proto neunikla ani
pozornosti matematiki, pro které se podle [49] jednd o nevycerpatelnou studnici
matematickych problémiti. Snaha o vytvoreni presnych matematickych modelu je
navic podporena ambici poskytnout 1ékariim spolehlivy néstroj pro diagnézu i lé¢bu,
coz je vzdalenou motivaci také této prace.

Ta navazuje na predchozi prace autora, zabyvajici se modelovanim sifeni signalu
v excitovatelném prostredi srde¢niho svalu. Jak uz nazev této prace napovida, bude
nasim cilem doplnit modely Sifeni vzruchu o mechanickou ¢ast, nebot v srdec¢ni sva-
loviné dochazi ke kontrakcim v reakci pravé na prochazejici elektricky signal.

V prvni kapitole budou nejprve struéné vysvétleny zaklady srdecéni ¢innosti s dira-
zem na elektrofyziologii a principy kontrakce srdec¢ni svaloviny.

Druhé kapitola je nasledné vénovana matematickému popisu fyziologickych vlast-
nosti z prvni kapitoly. Jsou predstaveny modely sifeni signalu, jmenovité FitzHughtiv—
Nagumuv a Panfiloviv—Alieviv model, majici podobu soustavy reakéné—difuznich
rovnic. Na zavér kapitoly je vénovana pozornost také mechanickym modeltim.

Nésledujici kapitola poté nasleduje predchozi prace a je formalné rozdélena do tii
casti, kdy postupné formulujeme elektromechanicky model v jedné prostorové di-
menzi, na kiivce a v roviné. V prvnich dvou castech se navic vénujeme diukazu
existence jednoznacného slabého teseni soustavy reakéné-difuznich rovnic pomoci
Galerkinovy aproximace a apriornich odhadi.

Zaveérecna ¢ast prace je vénovana numerickému reseni elektromechanickych modela
predstavenych ve treti kapitole. S pouzitim metody primek je pfedstaveno feSeni
modell v jedné dimenzi a na uzaviené kiivce. Nakonec je s vyuzitim metody ko-
necnych prvki vyresen také rovinny model. Ve vSech vypocétech je pomoci rizného
nastaveni zkoumano kvalitativni chovani danych modeli.

Préce vznikla v ramci projektu SGS CVUTSGS23/188/OHK4/3T/14 "Modelovdni,
predikce a rizeni procesi v prirodé, prumyslu a mediciné s vyuzitim metod vysoce
vykonného pocitini’.






Kapitola 1

Fyziologie srdce

V tvodni kapitole této prace se zamérime na popis nékterych fyziologickych vlast-
nosti srdecniho svalu, které se vyskytuji na pozadi matematického modelovani v této
oblasti. Stru¢né shrneme zaklady vzniku a Sifeni signalu v prostiedi srde¢niho svalu,
pricemz nékteré ¢asti najde Ctenar detailnéji popsané v predeslych pracich [60, 61],
ptipadné ve zdrojich [29, 34, 11, 13]. Druhou ¢éast kapitoly poté vénujeme principum
srdecni kontrakce.

1.1 Srdecni ¢innost

Srdce, jak jiz bylo v ivodu zminéno, je jednim z vitalnich organti, neboli organem,
ktery je nezbytnym k zivotu. Jeho tlohou je zajisténi adekvatniho pritoku krve
v celém téle, ¢imz zajistuje dostatecny prisun kysliku a zivin a odvod metabolickych
splodin.

Tento prutok je zajistén periodickou ¢innosti srdce, kdy stridavé dochazi ke kon-
trakeim (systole) a ochabnutim (diastole) srde¢ni svaloviny. Srdce je anatomicky
rozdéleno na levou a pravou cast, tvorenou vzdy komorou a sini, pricemz kazda
¢ast ma svou specifickou funkci v procesu krevniho obéhu. Leva komora pumpuje
okyslicenou krev do arterialniho systému, zatimco prava komora zajistuje transport
odkyslicené krve z zilniho systému do plicniho obéhu pro opétovné okysliceni. Zjed-
noduseny prubéh cyklu je znazornén na obrazku 1.1

Cely srdecni cyklus, béhem kterého krev proudi synchronné v pravé a levé casti
nejprve do sini a poté do komor, se opakuje ptiblizné 70krat za minutu. Tato frek-
vence se vsak muze lisit v zavislosti na véku jedince, mite fyzické aktivity a dalsich
individualnich faktorech.

Kontrakce srdecni svaloviny jsou, zjednodusené feceno, iniciovany prochézejicim
elektrickym signalem, na jehoz popis se nyni podivame.

1.2 Vznik a Sireni signalu

Pro uplny zéklad srdecni elektrické aktivity se je potieba podivat az na bunécnou
uroven. V bunkéch a jejich okoli se nachazeji ionty v rtiznych koncentracich, pricemz
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Obrazek 1.1: Schéma srde¢niho cyklu. Pfevzato z [12] s licenci CC-BY-4.0

nejvétsi vyznam zde maji ionty sodiku Na*t, drasliku K™ a pro kontrakce podstatného
vapniku Ca?*.

V bunééné membrané se nachazeji specifické kanaly pro tyto ionty, umoznujici jejich
proudéni do extracelularniho prostredi ¢i naopak. Dilezitou vlastnosti je pak pro-
meénlivost propustnosti téchto kanali. Kombinace této vlastnosti spolu s rozdilnou
koncentraci méa na svédomi nenulovy klidovy membrdinovy potencidl o hodnotach
okolo -90 mV. Detailnéjsi vypocet této hodnoty a prispévky jednotlivych prvki na-
jde ¢tenar v druhé kapitole.

Hodnota membranového potencialu poté ovliviiuje propustnost specifickych ionto-
vych kandli fizenych pravé zménou napéti. Naboj, ktery ionty prochazejici témito
kanaly nesou, pak ovlivni hodnotu membranového potencidlu, ktery se tak mize
dostat az do kladnych hodnot. Pribéh membranového potencidlu oznacujeme jako
akcni potencidl, ktery nyni kratce popiseme a ktery je znazornén na obrazku 1.2.

1.2.1 Prubéh akéniho potencialu

V pribéhu akéniho potencidlu rozliSujeme 5 fazi. V prvni fazi ma potencial hodnotu
klidového membranového potencidlu a proudy iontovych kanalk jsou minimélni.
Nésledné se v reakci na vnéjsi podnét hodnota napéti rychle dostane az do kladnych
hodnot. Tato faze se nazyva rychla depolarizace a proudi v ni zejména ionty sodiku
do bunky.

Nésleduje faze ¢astecéné repolarizace (na obrazku oznacend ¢islem 3), ve které se do bu-
nek dostavaji ionty drasliku.

Dalsi faze je oproti zbylym delsi a nazyva se faze platé (¢islo 4). Pomalé proudy
vapenatych ionti do bunky udrzuji hodnotu napéti na membrané v mirné kladnych
hodnotéach. Tato faze je pro nas dilezita, jak vysvétlime pozdéji, také z hlediska kon-
trakce svaloviny. Celkové jsou proudy ionti béhem této faze vyrovnané a dochazi
pouze k malym zménam potencidlu. Posledni fazi je repolarizace, kdy se bunka



1.2. Vznik a siteni signalu 7

U (mV)

-90

Obrazek 1.2: Prubéh akéniho potencidlu

proudem iontu drasliku smérem ven vraci ke svému klidovému membranovému po-
tencialu.

VySe popsany priibéh se podle své druhé faze nazyva akcéni potencidl s rychlou de-
polarizaci a tyka se predevsim bunék pracovniho myokardu. V srdci vsak existuji
dalsi typy bunek, kde je faze depolarizace pomalé a potencidl se pak nazyva akcéni
potencial s pomalou depolarizaci. Hlavnim rozdilem je fakt, ze bunky s timto akc-
nim potencidlem jsou schopny excitace i bez jakéhokoliv vnéjsitho vzruchu. Vysky-
tuje se u nich totiz specificky druh kanalu, ktery vyvola pomalu vyvola depolarizaci.
Tento druh akéniho potencidlu je typicky pro soucasti tzv. prevodniho systému srdec-
niho (PSS). Klidovy membranovy potencidl bunék s akénim potencidlem s pomalou
depolarizaci pak neni klidovym v pravém slova smyslu, ale jeho hodnota se pozvolna
zvysuje az do prekroceni prahové hodnoty a vyvolani excitace. Tato faze, pomalu
nartistajici hodnoty membranového potencidlu se nazyva ,prepotencial®.

Tyto bunky jsou pak ptivodcem prvotniho signalu, ktery se dale Siti srdec¢ni sva-
lovinou. Ve zdravém srdci je ptivodcem, téz oznacovanym jako pacemaker, tohoto
signalu sinoatrialni uzel. Pribéh jeho akéniho potencidlu je k vidéni na obrazku 1.3,
spolu s tvarem potencialu na jinych mistech.

Nastane-li v srdci situace, kdy roli pacemakeru prebird jina cast nez sinoatridlni
uzel, dochazi k porucham srdec¢niho rytmu, které vzhledem k tomu, zZe spravné siteni
signalu je nezbytné pro spravnou mechanickou ¢innost srdce, mohou vést ke kardi-
ovaskuldrnim onemocnénim, které jsme blize popsali v [60].

Dalsi pojem, ktery v souvislosti s pritbéhem akéniho potencidlu musime zminit, je
tzv. refrakterni taze. Jedna se o casovy usek, béhem kterého neni bunka schopna
reagovat na dalsi podrazdéni po predchozim stimulu. U srde¢nich bunék s rychlou
depolarizaci tato doba trva priblizné po dobu faze platd, po ni nasleduje kratka rela-
tivni refrakterni perioda, pri které je excitaci mozné vyvolat silnéjsim podrazdénim.
U bunék s pomalou depolarizaci je ochrannd doba jesté delsi, trva i po ukonceni
repolarizace. Tato doba chrani srdce pred nesynchronizovannymi stahy a také za-
branuje elektrickému signalu, aby se vracel ¢i krouzil, nebot signal probéhne srdce
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Obrazek 1.3: Tvar akéniho potencidlu podle mista. Prevzato z [16] s licenci CC BY-SA
3.0

rychleji, nez uplyne refrakterni perioda, viz [29, 34].

V neposledni fadé zminme jesté jak se signdl sifi. Jak jsme jiz zminili, ve zdra-
vém srdci vznikd prvotni vzruch v SA uzlu. Z néj se signal rozsiti do pracovniho
myokardu sini. Ty jsou vsak od komor elektricky odizolovany. Jedinou cestou pro
signél je atrioventrikuldrni(AV) uzel. Zde se signdl na chvili pozdrzi, ¢imz umozni
nateceni krve do komor. Skrze dalsi ¢asti PSS, Hisova svazku a Purkynova vlakna,
se signal dostava do myokardu komor. Zjednodusené schéma spolu s rychlosti siteni
je k nahlédnuti na obrazku 1.4.

7 mikroskopického hlediska se vzruch mezi jednotlivymi bunkami siti skrze tzv. gap
junctions, které slouzi jako elektrické propojeni. Jsou rozmistény tak, Ze se jich na-
chazi mnohem vice v podélném sméru, coz zpusobuje, ze z hlediska sifeni proudu
se jedna o anizotropni prostiedi. Dalsi z propojujicich ¢asti jsou tzv. desmozomy zod-
povédné za zajisténi soudrznosti pri kontrakei na jejiz popis se nyni podivame.

1.3 Mechanicka ¢innost srdecni svaloviny

Podivejme se nyni blize na popis kontrakce srdecni svaloviny. Pro lepsi orientaci nej-
prve podle [29, 11] popiSseme nékteré ¢asti svalovych vldken na bunééné trovni.

1.3.1 Bunécna stavba

Membrana nachazejici se na povrchu svalové bunky se nazyva sarkolema. 7 hlediska
kontrakce je pro nas vyznamné, nebot jak jiz vime, elektricka aktivita srdce spociva
ve zménach membranového potencialu, kdy skrz selektivni kanaly v bunéctné mem-
brané prochazeji ionty, a to véetné téch vapenatych, které hraji vyznamnou roli pri
kontrakcich.

Podstatnou soucasti sarkolemy jsou tzv. pricné tubuly, oznacované také jako T-
tubuly (z anglického transverese tubules). Ty si lze predstavit jako jakési vnoreni
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Obrézek 1.4: Schéma ukazujici rychlost Sifeni signdlu v setindch vtefiny. Pfevzato z [45]
s licenci CC BY-NC-SA

membrany do nitra bunky, ¢im zajistuji moznost presunu ionti z extracelularniho
prostiedi hloubéji do buriky. Podle [11] nemusi byt T-tubuly nutné pouze pfi¢né
a mohou mit rizné podélné a zahnuté ¢asti, ¢imz vytvari jakousi sit tubula (nékdy
oznacovanou jako sarcolemmal tubule network).

Presuneme-li se do intraceluldrniho prostoru, najdeme zde rozsdhlou sit cisteren
sarkolplazmatického retikula. Jedna se o pro kontrakci velmi podstatnou organelu,
ktera je zodpovédna za uvolnovani dalsich iont vapniku nezbytnych pro kontrakei.
Jeji ¢innost bude blize popsana v nasledujici ¢asti.

Za ¢ast nejpodstatnéjsi pro kontrakei lze povazovat tzv. myofilamenta. Ta zabiraji
podstatnou ¢ast buriky,(podle [11] je to az 60 % u bunék komor) a skladaji se zejména
ze dvou druhtui vlaken - aktinu a myosinu.

Vlakna aktinu a myosinu jsou podélné usporadana do mensich jednotek zvanych sar-
komery, jak je naznacenno na obrazku 1.5. Sarkomery jsou oddéleny tzv. Z-liniemi
(nékdy oznacovanymi také jako Z-disky). Myozin je pak se Z-liniemi propojen pro-
teinem zvanym titin, ktery stabilizuje filamenta myosinu ve stfedu sakomery a pti
kontrakei plni roli jakési pruziny, kdyz pritahuje Z-linie smérem do stfedu sarkomery.
Pti relaxaci pak vytvari odpor, ktery brani priliSnému natazeni svalu a stabilizuje
podélné usporadani bunek jak uvadi [34].

Mimo myofilamenta a sarkoplazmatické retikulum se v bunkach nachazi mnoho dal-
sich organel, uvedme naptiklad mitochondrie, které zodpovidaji za vznik energie
ve formé ATP, ktera je potrebna pro kontrakei i relaxaci, jak zminime v dalsi ¢asti.
Celkovou bunécénou stavbu lze popsat mnohem podrobnéji, pro detaily je ¢tenar
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Obrazek 1.5: Schéma sarkomery. Prevzato z [50] s licenci CC BY-SA 3.0
odkdzan na [11, 29, 13].

1.3.2 Principy mechanické kontrakce

Jak jsme jiz naznacili dfive, jakymsi inicidtorem mechanické kontrakce jsou ionty
vapniku. Ty se do bunky dostavaji ze dvou zdroju. Prvnim je extracelularni pro-
stfedi, ze kterého ionty do bunky proudi skrze kanaly v sarkolemé. Jak bylo zmi-
néno, tyto kandly se oteviraji v reakci na prochazejici akéni potencidl. ZvySeni in-
tracelularni koncentrace vapniku pak aktivuje také tzv. ryanodinem tizené kanalky
v membrané sarkoplazmatického retikula, skrz které se do bunky dostavaji dalsi
Ca?*t ionty. Vapenaté ionty se poté piesouvaji k myofilamentiim.

Drive se nabizela otazka, jestli by pro kontrakce nebyl dostacujici vapnik pouze
z jednoho zdroje. Déje se tomu tak u kosterni svaloviny, kde zmény v extracelu-
larni koncentraci vapniku témér neovliviuji svalové kontrakce. Je to zptisobeno tim,
ze kontrakci maji na svédomi témeér vyhradné ionty uvolnéné ze sarkoplazmatického
retikula. V pripadé srdecni svaloviny ale odebrani vapniku z okoli bunky vede k oka-
mzitému zastaveni kontrakci, jak ukazuje tzv. Ringertiv experiment blize popsany
v [11].

Je zde také dilezité vypichnout vyznam T-tubuli v sarkolemé a jejich kontaktu
se sarkoplazmatickym retkulem - jelikoz je pribéh akéniho potencidlu velmi rychly,
trvala by cesta iontt k myofilamentim vyrazné déle. Diky vchlipeni extracelularniho
prostoru vsSak k presunu podle [29] dochézi v ¥adu tisicin vteriny.

Nez se ionty dostanou k myofilamenttim, nachdazi se sval v uvolnéném stavu. Pti tom
jsou na aktinovych vldknech aktivni mista zakryta tzv. troponin-tropomyozinovym
komplexem, ktery tak brani navazani myozinu. Troponin-tropomyozinovy komplex
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Obrazek 1.6: Schéma kontrakce. Podle:[29]

byvé podle [34] oznacovan také jako relaxaéni protein.

Poté co se do bunky dostavaji vapenaté ionty z vyse zminénych zdroji, dochazi
uvnitt az ke stondsobnému zvyseni koncentace vapniku. Na troponin, konkrétné jeho
¢ast C-troponin, se poté navaze jeden iont Ca?t a zpiisobi posunuti tropomyozinu,
¢imz se aktivni mista na aktinu uvolnuji, umoznuji mechanické navazani myozinové
hlavy a tim vznik aktino-myozinového komplexu.

Myozinova hlava se takto navaze na aktinové filamentum a nasledné pritahne celé
filamentum smérem do stfedu sarkomery nez se opét odpoji. Lze si predstavit néco
na principu veslovani, s tim rozdilem ze lodka (myozinové vldkno) stoji na misté a se
zébérem vesel (myozinovych hlav) k sobé nahrne vice vody. Princip je naznacen na
na obrazku 1.5 a také ve spodni ¢asti obrazku 1.6. Doba, kterda uplyne od zmény
akéniho potencidlu do kontrakce je podle [34] ptiblizné 60 ms.

Aby po kontrakci doslo opét k relaxaci, je nutné zajistit, aby se koncentrace vape-
natych iontil vyrazné snizila a aktivni mista na aktinu byla opét zakryta relaxacnim
proteinem. Vapnik mé celkem ¢tyfi moznosti jak opustit cytoplazmu. Naprosta vét-
Sina iontu se Cinnosti ATP-dzy dostava do sarkoplazmatického retikula (asi 85 %
iontt). Mensi ¢ast iontl (pfiblizné 15 %) se pak dostava zpét do extracelularniho
prostiedi prostfednictvim NCX vymeéniku pro Na™ a Ca?* ionty v zdvislosti na ¢in-
nosti sodno-vapenaté pumpy. Zanedbatelné mnozstvi ionti se pak dostava do mito-
chondrii nebo jde ven z bunky za pomoci ATP-azové pumpy. Zjednodusené schéma
je k nahlédnuti na obrazku 1.6.






Kapitola 2

Matematicka elektrofyziologie

V této kapitole se podivame na matematické modely fyziologickych vlastnosti pred-
stavenych v predeslé kapitole.

2.1 Klidovy membranovy potencial

Jak vime z prvni kapitoly, koncentrace ionti v extracelularnim prostiedi srdec-
nich bunék se vyrazné lisi od koncentrace uvnitt, coz zpusobuje nenulovy klidovy
membranovy potencial na povrchu bunék. Podivejme se nyni na stru¢né odvozeni
Goldmanovy—Hodgkinovy—Katzovy rovnice podle [18] a [33], pomoci které lze vypo-
c¢itat konkrétni hodnoty tohoto klidového potencialu.

Podivejme se nejprve na obecny pripad, kdy membrana oddéluje dvé prostredi s lat-
kou o ruznych koncentracich. Skrz membranu pak latka, v nasem pripadé ionty
daného prvku, bude proudit na zdkladé difuze popsané Fickovym zdikonem a puso-
benim elektrického pole, coz popisuje Planckova rovnice. Ptislusné toky pres mem-
branu budou mit tvar
Jaiy = —DVe,

kde D znaci difuzni koeficient [m2s™!], ¢ koncentraci [m—>mol|, z je oxidacni ¢islo
iontu, 2 mobilita iontu [m?*V~!s7!] a u elektricky potencial [V]. Pro difuzni koeficient
plati Eisnteintv vzorec

_ uRT

IET
kde R je univerzalni plynové konstanta (R = 8.314 JK 'mol™'), T" absolutni tep-
lota a F Faradayova konstanta (F = 9.648 - 10* mol=*C). Celkové pak dostdvdme
tzv. Nernstovu—Planckovu rovnici pro tok iontt

(2.2)

) F
J = jaig + ju = —DVe ~ ’;ucVu % _p (Vc + ;chu> L @23

Reseni této rovnice v jedné dimenzi, které ziskdme pomoci integracniho faktoru,
bude mit tvar

o(x) = exp <—;];(u(a:) _ u(O))) <c(0) _ é OI exp (;];(u(s) _ u(O))> ds) .
(2.4)

13
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Oznacime-li si dale tloustku membrany L, tj. body x = 0 a x = L oznacuji vnittek,
resp. vnéjsek bunky. Dale predpokladejme, zZe je elektrické pole pres membranu kon-
stantni, tj.

d L) —u(0 V

du _u(@)—u(0) _V (2.5)

dx L L

Reseni (2.4) pak mizeme zapsat jako

JRTL zVF
= (1 — exp (

x)) + Cin €Xp (;‘;};x) : (2.6)

kde jsme oznacili ¢;;, = ¢(0) a coue = c(L).

Pro splnéni okrajové podminky ¢(L) = ¢y, musi pro j platit

 DzFV i — o exp (F5E)

)= LRT 1—exp(_;‘;F> 7

(2.7)

coz je vztah pro proud iontil pii konstantni koncentraci. Jelikoz je nasim cilem urceni
rovnovazného potencidlu, uvazujme ve vztahu (2.6) 7 = 0. Koncentrace pak bude
splnovat

2V F }, (2.8)

RTL”

odkud jednoduchou tpravou a dosazenim x = L dostaneme Nernstovu rovnici pro
rovnovazny potencial

c(x) = cip exp{

RT = cout
1 = ul(L) — =V 2.
e - u(L) —u(0) =V. (2.9)

Zminme, Ze jsme rovnici odvodili pro zjednoduseny ptipad jediného toku. Jak ale
vime, v pripadé bunééné membrany je zde velké mnozstvi kanali, a situace je tedy
mnohem komplikovanéjsi a obecné nelze urcit hodnota potencialu, pro kterou by byl
tok vsech ionti nulovy. Co ale mozné je, je urceni potencialu, pri kterém je nulovy
celkovy tok, nebot opac¢né proudy se vyrusi, tj. uré¢ime pravé klidovy membranovy
potencial.

Pro ptehlednost nejprve berme v potaz pouze dva ionty, Nat a K™ (2 = 1). Dosadime-
li vztah (2.7) do definice proudové hustoty I = zF'j, obdrzime Goldmanovu-Hodgkinovu-
Katzovu rovnici ve tvaru

Z2VF
ZQFQV Cin — Cout eXp{_ RT }

RT 1-— exp{—z}{f} ’

I=P (2.10)

kde P = % je permeabilita membrany pro dany iont. Pro klidovy potencial pak musi
platit
Ing+ + I+ = 0. (2.11)

Dosazenim (2.10) do (2.11) a vyjadfenim dostaneme vztah pro rovnovazny potencial

T PracNo+ Pck
V;’:_Rihl NaCin + KCin

. 2.12
F PNaCé\;% + Pchit ( )
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Obdobné lze potencial vyjadrit i pro vice iont1, je vSsak potfeba davat pozor na zna-
ménko z. Pro tii nejvyznamndjsi ionty pro dynamiku potencidlu Nat, KT a Cl~
dostaneme

RT PNQC%G -+ PKCZ-ISL + PClCCl

V,=—""1 out 2.13
F " PracNe + Precl, + PoycS! (213)

V nasem pripadé jsme Goldmanovu-Hodgkinovu-Katzovu odvodili za dodateénych
predpokladii na elektrické pole a v literature se proto jeji tvar muze lisit v zavislosti
na vyuzivaném modelu. V souladu s [33] je ale nas tvar jeden z nejpouzivanéj-
sich.

Podivame-li se na konkrétni hodnoty rovnovaznych potenciélii, dostaneme
VNe = 61 mV, Vk = =95 mV, Ver = —86 mV, (2.14)

kde jsme do vzorce (2.9) volili hodnoty podle [29], tj. poméry uvnit¥/vné pro jed-
notlivé prvky uvazujeme 0.1 pro sodik, 35 pro draslik a 0.04 pro chlor.

Vztah (2.13) ndm pak za predpokladu 100krat nizsi propustnosti iontt sodiku oproti
drasliku a zanedbéani vlivu chloru dé klidovy membranovy potencidl o hodnoté
V., = —86 mV. Podle [29] je navic potieba pripocist vliv sodno-draselné pumpy
o velikosti -4 mV, coz nam dohromady dava nejcastéji pouzivanou hodnotu klido-
vého membranového potencialu V, = —90 mV.

2.2 Hodgkinuv—Huxleyho model

Presunime se nyni k modelim samotného akéniho potencidlu. Prvnim modelem,
ktery si predstavime bude Hodgkinutiv—Huxleyho model podle [32]. Ackoliv jej pFimo
nevyuzijeme, z jeho historické vyznamnosti je ur¢ité vhodné ho zde pripomenout,
nebot polozil zaklady celého matematického modelovani v oblasti elektrokardiologie.
Jeho autori za néj navic v roce 1963 obdrzeli Nobelovu cenu za fyziologii a lékat-
stvi.

Uvedeme zde pouze hlavni myslenku odvozeni tohoto modelu vzniklého na za-
kladé experimentu s nervovym vldknem olihné. Hodgkin a Huxley v ném zkoumali
prochézejici proud, pficemz rozliSovali pouze ionty sodiku (Na®) a drasliku (K*)
a ostatni ionty zahrnuli do jednoho ¢lenu oznac¢eného I;. Navic externim proudem
Lsim ve vlakné vyvolavali excitaci. Z defini¢niho vztahu pro kapacitu C' = % pak
jednoduchou tupravou a dosazenim vztahu pro proud I = % dostaneme

oV
— =Ina+1 I Ltim, 2.1
CaT Na T 1 + 1 + 1g ( 5)

kde V' znaci potencial.

Jak jsme jiz naznacovali, proud iontii je u bunék fizen oteviranim kanalkt pro dané
ionty, které se ridi hodnotou potencialu. Autofi proto naptiklad pro ionty drasliku
uvazovali funkci n = n(t) nabyvajici hodnot z intervalu [0,1] a spliujici rovnici

dn

i an(l —n) — Gy, (2.16)
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kde a,, 8, jsou nezaporné funkce zavislé na V. Proud draselnych iontii pak zapsali
pomoci rovnic
Ix = g (V = Vk),
gr(t) = grn(t)",
kde gk je konstanta a Vi rovnovazny membranovy potencial pro draselné ionty.

Obdobné pak pro sodné ionty uvazovali funkce h, m. Podrobnéjsi popis odvozeni je
k nahlédnuti v [60, 19].

(2.17)

Celkové ma Hodgintiv-Huxleyho model tvar

av

Ltim = CME + gNamgh(V — VNa) +gxnt (V= Vi) + g0 (V—Vp),
CZ: = (1 —m) — Bm,
dh
M ah (1= h) = Buh
o an( ) — Buh,
dn
o _ 1—n) —
g~ ool =n) = fum, (2.18)
o —0 V425 3 —4eXp<V>
" exp(%fgv) -1 " 18/
Vv 1
ap = 0.07ex <> , Br = ,
h P 20 h 1 +exp<30ﬁ§v>
1
a, = 0.01 v+ 10 Bn = 0.125exp (;}) :

Y
exp(—lofgv) -1
Tato nelinearni soustava diferencialnich rovnic je vsak obtizna k analyze, proto pro-
bihali a stale probihaji snahy o vytvoreni jednodussich, avsak stale odpovidajicich,
modeli. Nejzasadnéjsim ze zjednodusenych modeli je FitzHughiv—Nagumiv mo-
del.

2.3 FitzHughtiv-Nagumuv model

Hlavni myslenka zjednoduseni spoc¢iva v rozdilné c¢asové dynamice proménnych V., m
a h,n v rovnicich (2.18). Prvni dvojice se oproti druhé méni vyrazné rychleji. Autori
ji proto ve svém ¢lanku [24] spojili v jednu proménnou u zvanou excitacni nebo rychla
proménna. Druhy par pak prejde v obnovovaci proménnou v. Déle si autori vSimli
podobnosti v chovani Hodgkinova-Huxleyho modelu a van der Polova oscilatoru
a navrhli model ve tvaru

du

-, — (U) _U+[emt7
SZ (2.19)
W e(Bu— ),

kde f(u) je kubicky polynom. Déle jej budeme oznacovat jako FHN model. Zminme
také, ze v literature se model vyskytuje v nékolika modifikacich, jak srovnava napf.
[58], a zaroven slouzi jako zéklad pro ostatni modely oznacované jako modely
FitzHughova—Nagumova typu.

Rovnice v (2.19) jsou obycejné diferencidlni rovnice popisujici akéni potenciél vlidkna
nebo bunky v jediném misté. Nasim cilem je ale zkoumat siteni signdlu v prostredi,
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proto je potfeba do modelu vliv prostfedi zahrnout. Nejjednodussi moznosti jak
toho dosdhnout, je pridat k rovnicim v (2.19) difuzni ¢len, ¢imz dostaneme soustavu
reakéné difuznich rovnic ve tvaru

0 0?

== Dui + (f(u) — U+ Legt),

% 0,28 1 e(Bu- ) |
ot ' ox2 A

kde D,, D, jsou difuzni koeficienty. Tuto modifikaci navrhoval i jeden ze samotnych
autort - Nagumo ve svém ¢lanku [42]. Tato soustava pak bude tvorit zaklad této
prace, kdy teoretickou ¢ast vénujeme z vétsi ¢asti analyze pravé tohoto typu rovnic.
Zminme jesté, ze se difuzni ¢len ¢asto uvazuje pouze v prvni rovnici, pripadné velmi
maly i v rovnici pro obnovovaci proménnou.

Druhou moznosti modelovani siteni jsou monodomain a bidomain modely, popsané
napr. v [35]. Jak uz ndzev napovida, bidomain model rozliSuje dvé oblasti - extra-
celularni a intracelularni prostor, mezi kterymi je membréana. Na ni poté mérime
membranovy potencial V,,. S vyuzitim Ohmova a Kirchoffova zdkona 1ze odvodit,
viz [60] nebo [55], Ze pro néj plati

OV 1 1
W = Cmﬂsv (V(amVVm) + V(O‘inV‘/out) - Oi(liont + Istim)a

V((azn + Uoutv‘/out) = _v(aznvvm) - 581)[3117&7

(2.21)

kde o znaci tenzor vodivosti a 35, pomér povrchu a objemu bunky. K rovnicim bido-
main modelu se poté pripojuje néktery z modeli akéniho potencidlu pro vyjadreni
clenu I;,,;. Zjednoduseny zapis s vyuzitim FitzHughova-Nagumova modelu podle
[31] bude mit na (0,7 x € tvar

ou—V (Ulvul) = f(u,v),
Ou+ V (02Vuy) = f(u,v),
Orw = g(u, v), (2.22)
Uy — Uz = u,
flu,v) =u(l —u)(u—a) —v,
g(u,v) = §(Bv + yu),

kde 2 C R™ a a, b, ¢ jsou konstanty. Takovy model pak popisuje sifeni o néco kom-
plexnéji nez (2.20).

2.4 Alievav—Panfilovav model

Ackoliv je FiztHughtiv—Nagumiv model ¢asto vyuzivan a podle Alieva a Panfilova
perimentalnim datim nedokéze presné napodobit tvar srdecniho akéniho potencidlu
a to véetné doby jeho trvani. Autofi v [2] zminuji, Ze modely které tyto nedostatky
odstranuji sice vznikly, ale dle jejich nazoru jsou z matematického hlediska zbytecné
komplikované.
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Prisli proto s modelem, ktery stejné jako ptivodni FHN model obsahuje pouze dvé
proménné a nerozlisuje jednotlivé ionty. Jeho rovnice maji tvar

ou 0 ou

% = 52 (DE):E> — ku(u —a)(u— 1) — uv,

) (2.23)
ov_ mv ), — Ca—

5 = <60+u+p2> (—v —ku(u—a—1)),

kde €q, pi1, p12, a, k jsou konstanty, které nemaji primy fyziologicky vyznam, D je ten-
zor vodivosti a u,v jsou bezrozmérné proménné, stejné jako u FHN modelu ozna-
cované jako rychla a pomald. Pro jednodusi zapis si ozna¢me tento model jako PA
model.

Vyhodou tohoto modelu jsou prevodni vztahy pro zjisténi skutecné hodnoty mem-
branového potencidlu E a casu ve tvaru

E = 100u — 80 [mV], t =12, 9¢ [ms]. (2.24)

Z prvniho vztahu v (2.24) vidét, ze autoti model skélovali pro klidovy membranovy
potencidl o hodnoté -80 mV. Nastaveni ostatnich parametri toho modelu a nu-
merické vysledky porovnavajici PA model s FHN modelem najde Ctenar v casti
4.2.1.

2.5 Elektromechanické modely

Jak jiz bylo popsano v ivodni kapitole, kontrakce svaloviny je primo ovlivnéna prou-
dem vapenatych iontti prichazejicim spolu s akénim potencidlem. Podivame-li se
vsak na Hodgkintiv—Huxleyho model, uz pii jeho odvozovani autori vapenaté ionty
zanedbali a uvazovali pouze sodné a draselné ionty, které maji vétsi vliv na hod-
noty membranového potencialu. Z toho vyplyva, Zze odvozené zjednodusené mo-
dely FitzHughova—-Nagumova typu nemuseji byt pro modelovani elektromechanic-
kych vlastnosti srdce dostatecné, nebof nepopisuji detailnéji dynamiku vapenatych
iontu, jak uvadi napr. [39].

Vhodnéjsi se zdaji byt modely z druhé vétve vyvoje Hodgkinova a Huxleyho mo-
delu, které se namisto zjednoduseni snazi o zpresnéni. S tim vsak jde ruku v ruce i
zvySovani poc¢tu proménnych, kdy jsme v predeslé praci [60] zminovali model az
o 50 proménnych. V [39] kuprikladu autor jeden z takovych modelt vyuziva a pro
elektrofyziologickou ¢ast vypoc¢ti ho zjednodusuje na 26 proménnych. Kvili jejich
rozsahlosti zde konkrétni modely uvadét nebudeme, c¢tendr je vsak nalezne napr.
v [7].

2.5.1 Aktivni deformace a aktivni napéti

Podivame-li se na modely ze strany mechaniky, mtizeme vétsinu pokust o vytvo-
feni mechanického modelu rozdélit podle [6] do dvou hlavnich kategorii - aktivni
deformace a aktivni napéti (z anglického active-strain a active-stres). Zjednodu-
sené Teceno se jedna o rozdil v napojeni eletrofyziologické ¢asti modelu do rovnic
popisujici mechaniku. V této ¢asti uvedeme pouze zakladni rozdil téchto pristupii,
detailnéjsi popis zde zminénych tenzort a rovnic najde ¢tenar v nasledujici kapitole
v sekei 3.3.1.
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Oba pristupy vychazeji z rovnice rovnovahy ve tvaru
Vx (FT) =0, (2.25)

kde F je deformacni gradient a T je druhy Pioltv-Kirchhoffiiv tenzor napéti.

Pristup s aktivnim napétim vklada schopnost kontrakce do tenzoru T, ktery zapisuje
jako soucet aktivnich a pasivnich komponent T = T, + T,. Oproti tomu aktivni
deformace rozklada deformacni gradient na soucin F = F,F,,.

V nasi praci vyuzijeme pouze aktivni deformaci, a to v jednoduchém vypoctu v
jedné dimenzi v kapitole 4.2. Pro vypocet na krivce a ve dvou dimenzich zvolime jiné
pristupy, které popiseme pozdéji. Podrobnéjsi popis obou zde zminénych pristupt
najde ¢tenar napt v [5, 27] pro aktivni deformaci nebo v [43] pro aktivni napéti.

Je vhodné zde zminit, ze citované zdroje stejné jako my vyuzivaji pro modelovani
sifeni signalu zjednodusené modely. Jak sam Panfilov v [43] uvadi, takové modely
nemohou slouzit k detailnimu popisu srde¢ni ¢innosti, ale pouze k nalezeni moznych
jevl a souvislosti, které bude potireba ovérit na z pohledu fyziologie detailnéjsich
modelech. v [43] se jednd kuptikladu o vliv mechanické ¢innosti na §ifeni, coz je
motivaci také této prace.

2.6 Ziskavani experimentalnich dat

Jednim z cili prace je prozkoumat moznost vyuziti matematickych modeli siteni
signalu. K tomu je zapotrebi optimalizace jejich modeli oproti experimentalnim da-
tim. Podivejme se nyni na nékolik zptisobi, kterymi jsou tato data ziskavana.

7 hlediska vypoct, které se nachazeji ve ¢tvrté kapitole, je pro nas nejzajimavejsi
moznost méfeni siteni signalu a kontrakce na dvourozmérnych velmi tenkych fezech
srde¢ni svaloviny, zvanych LMS (living myocardial slices). Tyto Tezy si i po jejich
extrakci z zivé tkané zachovavaji své elektrofyziologické vlastnosti a také schopnost
kontrakce. Vzhled téchto tezi je k vidéni na obrazku 2.1.

Obrazek 2.1: Rez srdeéni svaloviny. Autor: RNDr. Barbara Elsnicové, Ph.D. (PiF UK)
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Signal na fezech je mozno snimat pomoci riznych optickych metod, pripadné pomoci
elektrodového sniméni. Jak ukazuji ¢lanky, prubéh experimentti se velmi podoba
nastaveni nasich numerickych vypoctl, kdy kuptikladu vyvolavaji akéni potencidl
pomoci externiho proudu aplikovaného v konkrétnim misté. Obrazek 2.2 ukazuje
experiment z [56], kdy autoti vyvolavaji signal v ¢ervené vyznaceném bodé a v bodé
modrém ho nasledné méti. Spodni ¢ast obrazku pak ukazuje pribéh signalu a kon-
centrace vapniku, ziskany pomoci optické metody. Takovato a podobna data mohou
byt v budoucnu vhodnym prosttedkem k optimalizaci parametri nasich modeli
a jejich spravnému nastaveni. Detailnéjsi popis pripravy a méreni téchto rezii najde
¢tendr v [56, 57].

A

Raw Vm Signal
0 0 W K

% O ©
R E=]
oo S o

oo

(&)
i

0.5 Lo 1.5 2.0
time (s)

8550]

8500

Raw CaT Signal

time (s)

35.3
Time (ms)

Obrazek 2.2: Prubéh méfeni experimentu s fezy myokardu. Prevzato z [56] s licenci
CC-BY 3.0

Podobné méreni lze provadét také na povrchu izolovaného srdce (v experimentech
byva nejéastéji vyuzivano srdce kralika, morcete ¢i potkana). Tato data mohou byt
vhodné k nastaveni modelu siteni signalu na zakiiveném povrchu, kterymi se zabyva

[55.

2.7 Soucasny stav problematiky

V [60] jsme ukézali nékolik pouziti modeli Sifeni akéniho potencidlu v praxi. Zminme
napriklad vyuziti monodomain modelu ke studiu vlivu 1éki na srdec¢ni aktivitu nebo
studium vzniku krouzivych vin.

Komplexnéjsi pouziti je prozatim stéle vzdalenym cilem a stoji mu v cesté zejména
dva problémy. Prvnim je to, ze modely, které umime alespon numericky tesit, jsou
znacné zjednodusené a zamérené vzdy pouze na konkrétni jev. Komplexnéjsi mo-
dely jsou vzhledem ke slozitosti srdec¢ni aktivity vypocetné narocné, coz predstavuje
druhy problém.
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Nézornou ukézkou vypocetni slozitosti je prace [23], kde autofi predstavuji kom-
plexni model srdce. Pro sifeni signdlu v ném vyuzivaji zjednoduseny monodomain
model a simulace jediného srde¢niho cyklu trva déle nez 4 hodiny na superpocitaci
s vice nez 1000 jadry.

Kompletni model srdce je vyvijen také ve skupiné vyvijejici software openCARP,
urc¢eny k modelovani srdecni aktivity od bunécné irovné az po simulace celého srdce.
Projekt openCARP je detailnéji popsan napi. v [48].

Z dalsich aktudlnich poznatku zminme napriklad clanek [41], kde autofi zkoumaji
vliv 1kt ovliviiujicich vapenaté proudy na Siteni signdlu a kontrakci. Z dalsich
pokusu o vytvoreni elektromechanickych modelii jmenujme [26] nebo [25], kde je
provedena vypocetni studie porovnavajici pristupy s aktivnim napétim a aktivni
deformaci, které jsme predstavili v ¢asti 2.5.1.






Kapitola 3

Formulace a matematicka analyza
elektromechanickych modelu

Tato kapitola bude formélné rozdélena do t¥i ¢asti, ve kterych postupné formulujeme
elektromechanicky model v jedné prostorové dimenzi, na kfivce a na zavér ve dvou
dimenzich. U prvné dvou jmenovanych se navic podivame na slabé feseni reakéné-
difuzni ¢asti danych modeli.

3.1 Jednorozmérny model

V prvni ¢asti této kapitoly formulujeme elektromechanicky model v jedné prostorové
dimenzi. Nez vsak elektrické ¢asti modelu pripojime mechanickou ¢ast, podivame
se na jeji slabé Teseni.

3.1.1 Slaba formulace a slabé reseni

Obecné v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic existuje malo problém, ke kterym
dokazeme najit analytické feseni, nebot jsou kladeny prilis velké naroky na diferen-
covatelnost jejich feseni. Tyto naroky lze snizit zkoumanim tzv. slabého reseni,

viz [60, 61].

Jak bylo ukazano v predeslé kapitole, zjednodusené modely akéniho potencialu maji
podobu soustavy reakéné difuznich rovnic. V této sekci budeme uvazovat tulohu

ve tvaru
2
c%gx,t) _ Duag(a;,t) +Fy(u,0),
' 0 (2,) € [0,Z] x [0,7] (3.1)
dv(z,t) D 0%v(z,t) + Fy(u,v)
ot Y 0a? 2\ ),
u(z,0) = wim;(x), v(x,0) = Ui (T),
u(0,t) =0, u(l,t) =0,
v(0,t) =0, v(l,t) =0,

kde Fy a F; uvazujeme takové, aby se jednalo o FHN model predstaveny v c¢asti 2.3,
tj.
Fi=ul—-u)(u—a)—v Fy = &(Bu — vv), (3.2)

23
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kde a, B,~ jsou konstanty. Pro zjednoduseni navic uvazujeme difuzni koeficienty
D,, D, > 0 konstantni. Nez k této tloze pripojime mechanickou ¢ast modelu, podi-
vame se na jeji slabé feseni.

Abychom se dostali ke slabé formulaci, vyndsobime diferencialni rovnice v (3.1)
testovacimi funkcemi ¢y, s € C5°(0, L), 1,v9 € CH0,T],¢1(T) = 0,19(T) = 0.
Integraci dostaneme

[Fa [f a2 )<mm

= [l [ w (0.5 @n 0 - Raoann). 63
/ﬁ/d%xtmmm

= [ [ o (0255 esehatt) + Pt oha(arinte))

V integralech na levé strané provedeme integraci po ¢astech v casovém integralu,
a obdobné pro prostorovy integrdl s difuznim cClenem na pravé strané. Uvedeny
postup provedeme pro obé rovnice v (3.1) a vyuzijeme vlastnosti nasich testovacich
funkci, ¢imz uloha prejde na

~61(0) [ dr () () / at [ e i (tyute, e (2

__ /0 it /0 iz D, 83; D ot ) (8) + /OTdt / " de Fy(u, 0) 0 (2)d4 (1),
(3.4)

~2(0) [ drvi()ea(a) / at [ deglt)ole, Den(a)
:—/O dt/o dev 891;7 )go’z(x)wQ(t)+/OTdt/OLda?Fz(U,U)S@(ﬂ?)%(t)-

Oznac¢ime-li si pro zjednoduseni

[ t@etde = ra). W= [ s (5

muzeme zavést nasledujici definici.

Definice 3.1. Funkce u,v: (0,L) x (0,7) — R resi ulohu (3.1) slabé, splruji-li tzv.
slabou identitu

—¢ﬂm(Wm@%¢K@)—/T¢it'U$i 1)) d

= [ 0D (0uu(a. 1), 6(w) + (Fi ). 1 (0)
—wamwmu»wu»—/'%t (v, ). a(a)

_ / Ua(t) Dy (—0,0(x, 1), Py(x) + (Fo(u,v), @a()) dt,

(3.6)

pro viechna p19 € C5°((0,L)) a vSechna ¢ 5 € CH([0,T]) splriujici 11 o(T) = 0.
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Zesilime-li nase pozadavky na 9o € D((0,7)) = C§°((0,7)), mizeme rovnice
z predchozi definice zapsat ve smyslu distribuci

(45 00) 1)+ D {0} = {(Fi(ws b))

: (3.7)
(47 002 ) 4 Dy (@0 ) = {(Fafw ), pa(e)),

kde jsme v prvnim ¢élenu vyuzili definici zobecnéné derivace. Celkem jsme tak pi-
vodni ulohu (3.1) prevedli na tlohu ve smyslu D'((0,7))

d /
a(u7 901) + (Dua:tua 901) = (Fl(uvv)ﬂpl)a

c;lt(v’ ©2) + (D00, 0y) = (Fa(u,v), pa), (3.8)
w(x,0) = Ui, (), (2, 0) = v (),

dobte definovanou pro u,v € L2((0,T),Wy*((0, L)), tj. zeslabili jsme pozadavky
na regularitu jejiho reseni.

Poznamka. Pro uplnost se podivejme na vyuzivané funkcéni prostory. Symbolem
WkP zna¢ime Soboleviiv prostor funkci, které maji slabé derivace az do fadu k
L2-integrabilni. Soboleviiv prostor je vybaveny normou

1w = D2 1D fll - (3.9)

lo| <k

L2((0,T),Wy?((0, L)) pak zna& Bochnertiv prostor funkei zobrazujicich z ¢asového
intervalu (0,7) do Sobolevova prostoru. Detailnéjsi popis funkénich prostori najde
Ctenar v [60, 15].

Slabé Teseni najdeme v souladu s [52] za pomoci tzv. Galerkinovy aporximace, kdy
hledana teseni u(z,t), v(x,t) aproximujeme pomoci koneéné mnoha ortonormélnich
bazickych funkei (p;,s;)" ze Sobolevova prostoru W, 2((0, L), R?). Tyto aproximace
budou mit tvar

- Ifjak@)pk(x), ol,1) = kf: Bsi(a). (310

Dosazenim (3.10) do tlohy (3.8) dostaneme

95 anOpele). 0 + (DY (o). 1) = (Bt ). 1),
= - (3.11)
50 Ausu(a). 00+ (D, Y A5 (5). ) = (P ). ).

Dosadime-li za ¢1(x), p2(z) bazické funkce p;(x),s;(x) a provedeme jednoduchou
upravu, ziskame

S (t) (pele),ps (@) + D S x(®) (Phe), (@) = (Fi(ts 0, 1)),
k=l k=1 (3.12)
> B(t) )) + D, zﬂk ) (i), 55()) = (o, vin), 55(x))

=1

o
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S vyuzitim projekce pocatecni podminky z (3.8)
u(z,0) = Ppini(x) a v(x,0) = Prvimi(x), (3.13)

tvori (3.12) soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic pro neznamé koeficienty o ()
a [(t), o které z klasické teorie ODR vime, ze mé feseni na néjakém intervalu
[0, T),) pro T,, > 0. Béhem nésledujicich apriornich odhadi navic ukazeme, ze T, =
“+00.

Pomoci odhadt se nyni budeme snazit posloupnosti nasich aproximaci (u,,), (V)
stejnomérné omezit v Bochnerové prostoru L2((0,T,), W, ’2), tj. potfebujeme jak
omezeni samotnych posloupnosti tak i omezeni derivaci (0,uy,). Toto omezeni nam
navic diky vété o vlastnostech neprodluzitelného feseni umozni prodlouzit ¢asovy
interval [0, T},,) do nekone¢na a tim padem pracovat na pevném omezeném intervalu
[0, T], nebot diky ortonormalité mizeme pro omezené funkce psat

m

lumll = > Py )| = >

p;€EB k=1

> a(pr,p))

p;€EB

=y < K. (3.14)
k=1

Analogicky odhad pak plati také pro koeficienty 3.

V prvnim kroku apriornich odhadi vynasobme rovnice v (3.12) funkef a;, resp. Bj

a vyscitame pres index 7 = 1,...,m, ¢imz dostaneme
Oty || Mty O [ Duy, Oy,
‘ ot + Dy <8$ rn ((%>> = (Fl(UmUm)»at ) ;
Do, || dv, D (v, Dy, (3.15)
|8t + D (81-815 (m)) = <F2<“m’“m>>at> -
(1) (11.)

Cleny oznacené (I.) déle upravime podle vztahu dokazaného v [60]
Ouyy, g Oy, B 1 i ’
dx "ot \ Oz 24t

Na druhy oznaceny ¢len aplikujeme Youngovu nerovnost, coz nam dohromady s tipra-
vou ¢lenu (1.) dava

O2p

I (3.16)

2 2 2

Ouy, D, d || 0u,, 1 s 1| Oup,
S 5 1l a. < S |F ms Ym all ar Il
| ot 2 dt| g | <7 MHr(m ol 2| ot
) ) ) (3.17)
m +&i% <1|]F(u o) I 1|9vm
ot 2 dt| oz || — 2T 20 ot ||
Po jednoduché tpravé pak
aum ? d aum 2 2
Tas u 1, || 9. < F msy Ym )
%2 + 2|52 < 17t v
) ) (3.18)
Pom |4 D, S 2m < By v
ot vdt || ox || = 1T Em Tl

Pripomenme nyni definici invariantniho regionu, o kterych bylo blize pojednano v
predeslé praci [60], pripadné v [51].
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Definice 3.2 (Invariantni region). Bud ¥ uzavrend podmnoZina R™. Rekneme, Ze ¥
je (pozitivné) invariantni region Tesenti vektorové zapsané reakcné-difuzni ilohy
Op(z,t) - Pplz,t)
2 =D L4+ F vQ=(0,T) x (a,b),
- D R () (0.7) x (a,b)
Ple=0 = p1, Pla=t = pi2, Pli=0 = Dini,

(3.19)

pokud pro lokdlni reseni p : (x,t) — p(x,t) € R™ s okrajovimi i pocdtecnimi podmin-
kami v 3 plati (V(x,t) € Q x [0,9))(p(z,t) € ).

Reakeni ¢leny Fi, F» na pravé strané nasi ulohy uvazujeme ve tvaru (3.2), a tedy
diky jejich polynomidlni povaze muzeme odhadnout pravé strany v (3.18) konstan-
tou K > 0. Pro platnost naseho odhadu tedy predpokladame prislusnost okrajové
i poc¢atecni podminky v tomto regionu, konkrétni tvar invariantniho regionu pro
vybrand nastaveni parametru tlohy (3.1) najde ¢tenar v [59].

Z (3.18) pak mame

Oy, 2 i Ouyy, 2 <K

ot Ydat |l oz || — (3.20)
vy, 2 d ||0v,, 2 '
| TPl | S

7 GehoZ zanedbanim nezapornych prvnich ¢lent a integraci [; ziskdme nasledujici

odhad:

2 2

8Um 8um
D, ||l—1 < i
“I1ox| — Kt+ H Ox (0),
P P (3.21)
D, | Zm §Kt+‘vm (0).
T

Mame tedy odhad pro 0,u,, a 9,v,, za predpokladu integrability prostorové derivace
pocatecni podminky. S vyuzitim tzv. Sobolevovy nerovnosti

[ < 22 ( [ ru’<x>|2df) , (322)

nam pak omezeni prostorovych derivaci dava omezeni také pro u,,, v,,. Celkem tak
dostavame omezeni (), (Optm ), (Vm), (Opvm) za predpokladu wi;, wim; € WH2((0, L)).

Diky reflexivité pak z omezenych posloupnosti v L2((0,T), W, *((0, L)) mfiZeme vy-
brat slabé konvergentni podposloupnosti (), (V) (ozna¢me limity @, 0), pro které
chceme provést limitni pfechod m’ — oo v (3.6)

~2(0) (Pastins(@), 2(2)) = [ 940 (a0, 0) 0 ()
= [ 0D (=Bt ), 64 (0)) + (s, ) 2 ()
—52(0) (Prvtini(2), 2(0)) — [ 4(0) (2, 0), ()

T
- /0 U(t) Dy (—0pvm (2, 1), 05 ()) + (Fa(tnr, vy ), () dt.
(3.23)
Konvergence prvnich tii ¢lent v kazdé z rovnic je ziejma - prvni z nich je projekci
pocatecni podminky do prostoru, ve kterém lezi, a druhé dva vyrazy se vyskytuji
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ve skalarnim sou¢inu prostoru L2((0,T), W,*((0, L)), ve kterém jsou nage posloup-
nosti slabé konvergentni. Jediny problém je se ¢leny s F}, F5, zde nam vsak pomiuze
Aubonovo-Lionsovo lemma z [52]

Véta 3.1 (O kompaktnim vnoteni). Budte By C B C By Banachovy prostory, By
a B navic reflexivni, py, p1 € (1,00) a By << B. Definujeme mnozinu

0
_ {v|v € LM((0,7), Bo) A S € LP((0.7), Bl)} (3.24)
S normou 8
v
Iolly = Iolimomn + |1 - (3.25
LP1((0,7),B1)

PakY —— L?((0,T), B).

V nasm pifpadé v predpokladech véty 3.1 volime By = Wy?((0,L)),B = By =
L3((0, L)), po = p1 = 2, pficemz poZzadavek integrability % splnime navratem k apri-
ornim odhadtim, presnéji k (3.20), odkud lze jednoduse dostat omezeni pro dyu,, i

3tvm .

Opét tedy vyuzijme toho, ze Fi, F; jsou polynomy, a tudiz lipschitzovské funkce. Z
Aubinova-Lionsova lemmatu ziskame silnou konvergenci

m’'—o00
0,

[ty — | o — B 22225 0 (3.26)

v prostoru L2((0,T), W,((0, L)), kterd ndm umozni psét

0) (Fa(ame, ), 60) = (Fy(a,5,00) e < [ 1] FaCme — )]

(3.27)
kde jsme vyuzili vlastnosti integralu a pouzili Schwarzovu nerovnost. Déle s vyuzitim
Lipschitzovzkosti polynomu F; miizeme odhadnout

T
(327) < [ Nr [l Llune — it (3.28)

Jelikoz ¢1 a 1y jsou testovaci funkce, diky konvergenci (3.26) pijde prava strana
(3.28) k nule, coz jsme pozadovali.

Cekove tak limitni prechod mtzeme provést a mizeme Tict, ze limitni funkce u, v
splnuji slabé identity

~1(0) (Ta(2), 1 () — / " l(0) (0l 1), () e

= [ 00D (~0uw, 1), (@) + (F (8,0) 1 ()i,
(3.29)
~12(0) (Fri(), ¢2(x) - / V(1) (0, 1), pal)) dt
= [ a0)D (0,00, 0) 4fa)) + (B 0), eala)at,

a jsou tedy slabym feSenim tlohy (3.1). O tomto TesSeni lze navic ukazat, ze je
jednoznacné. Postup diikazu jednoznacnosti bude detailnéji popsan v zavéru sekce
3.2.3 0 nestacionarni kfivce, pii¢emz pro jednorozmérny ptipad je analogicky. Ctenar
jej najde napt. v [40, 54]. Celkem muzeme formulovat nésledujici vétu.
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Véta 3.2. Slabé resend tlohy (3.1) existuje za predpokladu i, vini € WH2((0, L))
a je jednoznacné.

Pozndmka. Srovname-li tvar tlohy (3.1) s tvarem FHN rovnic vyuzivanych v kapitole
o numerickych vypoctech, vidime, zZe v rovnici pro obnovovaci proménnou v difuzni
¢len neuvazujeme, pripadné obdobné jako v [60] je D, maly. Ve vztahu k tloze (3.1)
tedy provadime limitu D, — 0, avSak moznost provedeni této limity ani jeji vliv
na apriorni odhady v této praci nezkoumame.

3.1.2 Propojeni s mechanickym modelem

Pripojme nyni k tloze (3.1) strukturdlni dynamiku excitovatelného prostredi. Bu-
deme postupovat po vzoru [5] vyuzivajiciho pristup aktivni deformace popsany v
predeslé kapitole.

Se zachovanim znaceni tenzort, které detailnéji popiSeme v Casti 3.3.1, vyuziva [5]
rovnice pro excita¢ni proménnou ve tvaru

gt (Ju) =V - (JET'DFTVu) — J(Fi(u,0)). (3.30)

kde F je deformacni gradient a J jeho determinant. V nasem jednorozmérném pii-
padé budeme uvazovat jednoduchy tvar aktivniho tenzoru

F,=1-fu, (3.31)

kde $ bude konstantni a podle [5] nastavené jako § = 0.3, aby odpovidalo 30%
zkraceni vlaken. Dosadime-li tento tvar do rovnovazné rovnice dostavame

(1 _x/ﬁu) =0, (3.32)

pricemz malymi pismeny znac¢ime aktualni nebo téz deformované souradnice. Mate-
ridlové souradnice budeme znacit velkymi pismeny.

Integraci pak dostaneme pozadovanou rovnici pro deformaci

ox

Rovnice pro excitacni a obnovovaci proménnou budou po dosazeni vlivu deformace
mit tvar

9 0 1 Ou
aat ((1 = fu)u) = D37 (1 — BuaX> = AuRe) (3.34)

57 (1= Bujv) = (1= fu) Fu(u, v),

kde uz pro jednoduchost uvazujeme difuzni koeficient pouze v prvni rovnici a kon-
stantni. Po rozepséani ¢asové derivace na levé strané obou rovnic a jednoduché uprave

dostaneme 5 n ) ) 5 g
u u — DU
g _ - L I AN 2
ot 1—28uX (1—ﬁu8X>+1—25u (v, 0), (3.35)
00 _ Fafu) + 22 |
ot 2T T suar
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tzn. posledni ¢len na pravé strané druhé rovnice ziskame dosazenim z rovnice prvni.
Soustava (3.35) pak spolu s rovnici (3.33) a vhodnymi pocatecnimi a okrajovymi
podminkami tvori soustavu tii rovnic, které budeme fesit v nasledujici kapitole
4.2.
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3.2 TUloha na k¥ivkach

V névaznosti na predeslou praci [61] se podivejme na formulaci soustavy reakéné-
difuznich rovnic na kfivkach. Motivaci k tomuto kroku je pro nas vertikdlni rez
srdcem, kdy jak vidime na obrazku 3.1, lze jej pri zanedbani tloustky stén povazovat
za rovinnou krivku.

Obréazek 3.1: Rez srdcem. Pievzato z [45] s licenci CC BY-NC-SA

3.2.1 Zakon zachovani

Podivejme se nejprve struéné na formulaci diferencidlnich rovnic na kfivce. Proces
presunu z rovinného problému na krivku si ukazeme na odvozeni zakona zachovani.
V ném lze zapsat celkové mnozstvi veli¢iny m v intervalu (xy, z5) jako

€2

m(t) = / o(x, t)dz, (3.36)

1

kde p(z,t) zna¢i hustotu nebo koncentraci hmoty. Casovou zménu této veli¢iny mi-
zeme zapsat jako

() = j(e1,t) — (s, t) + / Q(x, t)dz, (3.37)

kde j(z,t) znaci tok veli¢iny a Q(z,t) je zdrojovy ¢len. Za predpokladu diferenco-
vatelnosti mizeme psat

L)

(e t) — (s t) = —/ B, (x, t)da. (3.38)

x1
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Dosazenim tohoto vztahu spolu s (3.36) do (3.37) da

d T

@l p(x,t)dx—i—/xl 8wj(x,t)dx:/x Q(z,t)dx. (3.39)

1

Zderivujeme-li tento vztah podle x5, obdrzime

0
S @)+ 0, t) = Qo). (3.40)
Pouzitim Fickova zdkona 5
. p
= -—K— 41
j(z,t) e (3.41)
muzeme vztah (3.40) zapsat jako
ap 0 8,0
— 42
St - o (K52) = Q) (3.42)

coz je hledany zakon zachovani dané veli¢iny.

Zformulujme nyni tento zakon na kfivce . Zvolime-li prirozeny parametr s délkové
parametrizace kiivky « s krajnimi body si, 2, viz [36], mtizeme hmotu tentokrat
zapsat jako
52
m(t) = / p(s,t)ds (3.43)
S1

Rychlost zmény m pak bude dana jako

() = (s1,8) — j(sa,t) + / Q(s,1)ds, (3.44)
Rozdil tokii nasledné zapiseme ve tvaru
s8) = i(s2,t) = = [ " uj(s, )ds (3.45)
a kombinaci téchto vztahti dostaneme
» p(s,t)ds + / 0, (s, t)ds = / Q(s, t)ds. (3.46)

Pouzijeme-li parametrizaci kiivky X = X (¢, w) na pevném intervalu [0, 1], pak
s = [y |0wX|dw a s1 2 budou dany hodnotami w, 2, mizeme (3.46) zapsat jako

d w2 w2
— )]0, X|d
G e nalae+ [ De

10w X|dw_/w2Q(w,t)|8wX|dw (3.47)

w1

Upravou prvniho ¢lenu dostaneme

52 é?p(w t) 8\8wX|
al. p(s,t dt/ )]0 X |dw /0 |0 X |dw —|—/ pr dw
52 Op(s, 8t‘8 X|
_L d+/ 075 0
(3.48)
To nam dava vztah
ap 0|0 X | Owj(w,t)
— A4
w0+ ) S + 2D — () (3.49)
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ze kterého dosazenim Fickova zédkona dostaneme

9p
ot

0|0y X 1 0 1 0
(w, 1) + plw, §) 212X ] < P

o X | xTan) =Qun. 5

Bude-li v této rovnici zaviset zdrojovy ¢len na hustoté p, jedna se o reakéné difuzni
rovnici na kiivee. V [55] 1ze nalézt formulaci této rovnice na plochu a také obecnéjsi
popis operatoru prostorové derivace na varietach, zvaného Laplacetiv—Beltramiho
operator.

3.2.2 Slabé reseni FHN modelu na stacionarni krivce

Vyuzijme nyni predeslé ¢asti a zformulujme tlohu (3.1) ze zacatku kapitoly na kiivce.
V analogii s jednorozmérnym pripadem budeme chtit najit jeji slabé feseni. Pro jed-
noduchost nejprve uvazujme hladkou uzavienou stacionarni krivku v danou parame-
trizaci X = (X'(w), X*(w)) € R?, kde w € [0,1] je parametr. Uloha s periodickou
okrajovou podminkou pro feseni u = u(w,t),v = v(w,t) pak bude mit tvar

ou 1 0 D, Ou(w,t)
— F
9t~ 10uX]| Qmm &U>+]W”%

dw
dv 1 8( D, Ou(w,t)
0

(w.t) € 0.1]x [0.7],  (3.51)
0,X] ow )*FQ(U’”’

ot |0,X]

u(w, 0) = upm;(w), v(w,0) = Ui (w),
u(0,t) = u(1,1), v(0,t) = v(1,1).

Obdobné jako v ¢asti 3.1.1 vyndsobime rovnice funkcemi @1, @2 € C*°((0,1)) a 1)y, s €
CH([0,T)),41(T) = 0 = 5(T) a navic také clenem |9, X|. Integraci pres interval pa-
rametru (0, 1) a ¢as dostaneme

[ at [ dwStowynolo.x]
0 0

_ / " / dw (D,d, (yg ;‘)%(w)wl@+F1<u,v>¢1<w>wl<t>|an|,

ATd?A dw‘*wz@w¢a@ﬂawx¢

_ / dt/“duzl>a < O U:)¢ﬂﬂ0¢ﬂ®—kFﬂuﬂ0¢2@w¢@@ﬂ8wX1

|0 X |
(3.52)
Provedenim integrace po c¢astech v c¢asovém integralu na levych stranéch, resp.
v prostorovém na pravé strané, muzeme v analogii s definici 3.1 definovat slabé
reseni.

Definice 3.3. Funkce u,v : (0,L) x (0,7) — R 7esi dlohu (3.51) slabé, splriuji-li
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tzv. slabou identitu

—41(0) (i (w [ o) (1 ()0, X
Ot Opip1(w

w)) —
/% %Qam 0,X]
~2(0) (i (), 22(0) — [ 400) (0, a0 X1
- _/ Ya(t) ( )|8wX‘> — (F5(u,v), po(w)|0yX|)dt
(3.53)

pro viechna 19 € C5°((0,1)) a vsechna 12 € CH([0,T]) sphiujici 1 o(T) = 0.

N%XQ—@NMM¢MM%XWt

au 8111902
10X ] |0wX]|

V definici jsme oznadili

1
(u]0w X1, 1 (w)) = [ w(w, t)di(w)|Ow X| dw
(3.54)

I
‘g\o

/\

S
N——
S~—

Q

V)

I
—
-
~
N—
vy

S vyuzitim tohoto zapisu pak mizeme v analogii s predeslou sekci zavést Soboleviuv
prostor W12(v) s normou

Bl w2y = 151l + 1051l (3.55)

Podrobnéjsi popis Sobolevovych prostoru na Riemannovskych varietach lze nalézt
v [30]. Préace [4, 22| pak ukazuji, ze W12(~) je také separabilnim Hilbertovym pro-
storem. Zminéné prace ukazuji vlastnosti Sobolevovych prostori dokonce pro ktivky
proménné v ¢ase, coz vyuzijeme v dalsi sekci.

Nésledné pak muzeme (3.53) zapsat ve smyslu D’'((0,7)) jako

d
% (/a7 @1)5 + (Duas’[l,, (93951)8 = (Fl(ﬂ7 6)7 gbl)s I

d
% (177 @2)5 + (‘D’U8867 85@2)3 - (FQ({L 6)7 ¢2>s .

(3.56)

Pro dalsi postup vynechame index s ve znaceni soucinu a obdobné jako v predeslé
sekci nebudeme rozlisovat zapis funkel u(X(w),t) = u(s,t) vlnovkou. Pfipojenim
pocatecnich podminek k (3.56) dostaneme tlohu totoznou s linedrnim piipadem
(3.8). Dosadime-li do (3.56) Galerkinovy aproximace

- i a(t)pr, Um = i Br(t) sk, (3.57)

vynasobime ¢;, resp. Bj, a za ¢y dosadime slozky bazickych funkei p;, resp. za ¢,
funkce s;, dostaneme po vyscitani pres index j = 1,...,m vztahy
104t |* + Do (Dsttmy 84 (Osttn)) = (Fi (U Vi), Oyt

3.58
Hat'UmH2 + Dv (&;Um, 8t(asvm)) = (Fl(unu Um>, atvm) . ( )

Jedinym rozdil oproti linearnimu pripadu z predeslé sekce je nyni ve tvaru soucinu

(fr9) = [, f(X)§(X)ds = [} f(w)g(w)|0pX|dw. T v tomto piipadé viak méame
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k dispozici Youngovu nerovnost, jak se jednoduchym vypoctem presvédcime
1 1 . B
(£.9)= [ folduX|dw = [ (F10.X]%) (910, X|F) du (3.59)
1 /1 1 /1 1 1
<5 | PouXldw+ 5 [ gouXldw =S IAP+ 59l (3.60
0 2 Jo 2 2

kde jsme pii odhadu vyuzli Youngovu nerovnost v b&zném L? prostoru. Zaroven
diky stacionarité uvazované kiivky bude platit

ou,, 0 (JOu 1d
moZ(Z2m) ) = 2292 3.61
(as’at<as>> sl (3:61)
Celkem tak opét mizeme psat
ou,, |I? d || Oum ||” 2
- Dy— = < 1 F1(Um, vm)|
‘ ot || * dt‘ gs || = IF1(tms on)l
9 9 (3.62)
ol 0, S % < Eyfun )P
T, v, 1l . = Umy Um .
ot dt | ds 2
S vyuzitim invariantich regiont, stejné jako v ¢asti 3.1.1, pak ziskdme odhad
Oy, 2 d || Ouy, 2
Sl 4 p, oS < K,
’ o | TP es || S
N ) (3.63)
o0v,, i O0v,y, <K
ot “dt || as || T

ktery zanedbanim kladnych ¢lenti na levé strané nerovnosti a integraci pres cas
poskytne omezeni 0,u,,, Osv,, v zavislosti na pocatecni podmince

2

2
D, % < Kt+ ‘ % (0),
Os s
9 9 (3.64)
D aim < Kt+ % (0)
’ ds '

Odhad (3.63) navic opét poskytne také omezeni ¢asovych derivaci wu,,, v,, potiebné
ke splnéni predpokladi véty o kompaktnim vnoreni.

Jelikoz zde kvili periodickym okrajovym podminkdm nemdame k dispozici Sobole-
vovu nerovnost, odhad pro samotné posloupnosti (u,,), (v,,) ziskdme jinym zptiso-
bem nez v pripadé linearni lohy. V ném vynasobime (3.56) s dosazenou Galerkino-
vou aproximaci koeficienty «;, 3; a vyscitame pies j, coz ndm da

1d

il + [0l * = (Fy(atm, ) ).

a 2 (3.65)
5 ol 10,0l = (Fy(ttm, 0m), o).

Pouzitim Youngovy nerovnosti na pravou stranu a zanedbanim nezaporného c¢lenu
2 .1z
|0stin||” ziskdme odhad

Sl < K +

1d
2dt

(3.66)
loml* < K + Joml1?,
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ktery lze zpracovat pomoci postupu zndmého z Gronwallova lemmatu, tj. nerovnost

d
%IIUII2 = 2||ul* < 2K (3.67)

2

vyndsobime kladnou funkei e=?*, ¢imz dostaneme

d 2 ot —o2t
7 (lul?e™) < 2Ke™™, (3.68)
Tuto nerovnost zintegrujeme pres interval (0,t), t < T, coz da
2 T 2
ul2e~2 < 2 / Ke 2 dr + e 2|u))%(0), (3.69)
0

tj. omezeni pro ||u|| za predpokladu omezenosti pocatecni podminky w;,;, resp v;p;

Celkem jsme tak ziskali omezeni u,,, v, v prostoru L*((0,T), W'%(v)) za stejnych
predpokladi jako v linedrnim pifpadé, tj. i, vine € WH2(7y). Jak také naznacil
dosavadni postup, provedeni limitniho prechodu bude totozné s linearnim piipa-
dem. Obdobné lze také ukazat jednoznacnost tohoto feseni a formulovat nasledujici
vétu.

Vé&ta 3.3. Slabé resend dlohy (3.70) existuje za predpokladu win;, vin; € W12(7) a je
jednoznacné.

3.2.3 Slabé reseni FHN modelu na nestacionarni krivce

Uvazujme nyni kiivku, ktera se v ¢ase vyviji, tj. iloha bude mit tvar

?Z uit‘aig?‘v’ = |8w1X\8(?,U (|8§§(|§Z> + Fi(u,v), v [0,1] x[0,T],

ov Oy 0w X | 1 0 D, Ou

LSS (e (] tow ) R (5.70)
u(w, 0) = wpi(w), v(w,0) = Ui (w),

u(0,2) = u(1,t),
v(0,t) = v(1,1),
kde opét uvazujme parametr w € [0, 1]. Analogickym postupem jako v predchozich

dvou pripadech, tj. vyndsobenim testovacimi funkcemi ;5 € C*(v) a integraci,
miizeme diky tdpravée

1 d d
/ By 6110 X | + 1th1 4]0 X | dw = 7/ ub |G X |dw = = (u,¢1),  (3.71)
0 dt Jo dt

zapsat slabou formulaci ve tvaru

& (), + Dy (Dy,0400), = (Fy(w,0), 1),
(3.72)

d
% (?}, ¢2)5 + Dv (asv7 as¢2)s = (Fl(u7 ?}), ¢2)5 :

Pozndmka. Obdobné jako v ptipadé stacionarni kiivky dale vynechame index s
ve znaceni skalarniho soucinu.
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Formélné se jedna o stejny zapis jako v pripadé staciondrni kiivky (3.56), avsak ten-
tokrat nemuzeme libovolné zaménovat integraci pres k¥ivku s ¢asovou derivaci, nebot
faktor ds = |0, X |du je ¢asové zavisly, jak uvidime také pri dalsim postupu. V ném
opét dosadime do (3.72) Galerkinovu aproximaci t,,, v,, vynasobime koeficienty
aj, B; a vyscitame. Uvazujme pro jednodussi zapis D, = 1, D, = 1. Po jednoduché
upravé pak dostaneme

1d
2dt Jo

2010, X|
0w X]|

1 8wum 1
+ (\aw)q) OuX|dw = [ Pyt v )0 X |,

1 1 /1
o (w0, £)2|00 X |dw + 5/ o (w0, )? 100 X | duw
0

1d p , 1 0,00 X |
S [ vmlw, 200X dw 4 5 [ v (w, 29, X |d
2dt/0v(w)|8 |w+20v(w)|an||3 |dw

L OpUm o
+/0 <|an|>|3wX|dw—/o Fy (U, V)V |00 X |dw. - (3.73)

%igjf | = G(w, t) a budeme predpoklddat, e
existuji konstanty Dy, Dy takové, ze Dy < G(w,t) < D;. Tato vlastnost je soucasti
analyzy tlohy pro pohyb kiivky, viz [10], a je nutné ji zarucit také pfi zpracovani
vazby mezi tlohou (3.70) a timto pohybem. S vyuzitim spodniho odhadu a zapisu
ve formé soucinii pak mame

1d 1
th” tim|” + 5 Dolltim |* + 10stim | < (i (e, v ). )
(3.74)

1
|| V|| + Dollvmll + 1050mll* < (F1(ttn, vm), vim)

Déle si pro zjednoduseni oznac¢ime ¢len

th

Rozdélme nyni postup na dva pripady v zavislosti na znaménku konstanty Dy. Bude-
li D > 0, mizeme nezdporné ¢leny na levé strané (3.74) zanedbat a psat

1d
5 gl < L (e l* + o)
(3.75)
5 el < L (el + )
2at!’™ tm vm

kde jsme v odhadu na pravé strané vyuzili lipschitzovskosti polynomu F}, Fy. Secte-
nim obou nerovnosti v (3.75) ziskdme odhad

i (aml® + lfom 1) < L (llamll® + l[om]1?) - (3.76)

Uvazujme nyni pripad, kdy je Dy < 0. Pak v (3.74) prevedeme ¢leny s touto konstan-
tou doprava a zanedbame pouze ¢leny s d,, coz nam opét po sec¢teni obou nerovnosti

da
= (lanll + o) < (2= Z2) (lumll® + 1) (377

~—_——
>0

Odhady (3.76) i (3.77) nam pak s vyuzitim Gronwallova lemmatu, podobné jako
u stacionarni kiivky, poskytnou odhad pro |||, ||vm|| za pFedpokladu omezenosti
[[tini | & [[vinsl
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Pro ziskani omezeni [|Osu,,| & ||Osvm|| se vratime k nerovnostem (3.74), kde diky
lipschitzovskosti a omezeni ||[t;ni|| a ||vini|| mizeme pravou stranu omezit konstantou
K >0, tj.

ld 1

Dl + L Dol 2 + 10,0m? < K,
Lol 4 2Dyl + 0cemll? < K. o
th Um 2 OUm Um

V zavislosti na znaménku D, pak prislusné ¢leny v (3.78) opét zanedbame nebo
presuneme na pravou stranu. Integraci pres cas pak dostaneme

1 t _
Sl + [ 10stumll” < K + llun]*(0),
0 (3.79)

1 t )
Sloml’ +/0 10svm||* < K + loal*(0),

odkud jednoduse dostaneme Ot dsv,, € L2((0,T), L*(7)). Celkem mame tu,,, v, €
L*((0,T), W2(v)) za predpokladu omezenosti poc¢atecnich podminek. Béhem od-
hadt jsme vsak zatim neziskali integrabilitu du,,, 0;v,, potifebnou pro splnéni pred-
pokladu véty o kompaktnim vnoreni. Abychom ji ziskali, vratme se k rovnostem
(3.72), které vynasobime ¢asovou derivaci koeficienti ¢, Bj a vyséitame pres index
j=1,...,m, coz nam da

0|0 X
0t 4 (Ot ) Ot 040r) = (Fi ). 010
a{;) x| (3.80)
H@tvaQ + <8ﬂ)m, Um, |ta u‘;(l > + (8svm, 33(8tvm) = (FQ(U,Um)7 aﬂ)m) .

Treti ¢len v obou rovnostech upravime podle vztahu

O U, 2
o =5 [ (5 ) louxiae

1 1 8,|00X| )
= — 3.81
/0 20, U O (Ot X1 w /0 BRI (O Uy ) “dw ( )
O0y|0 X |
=2 —
(asumy 8s(atum)) (asuma asum |an’ )

ze kterého lze dany clen vyjadrit. Zaroven na pravou stranu (3.80) aplikujeme Youn-
govu nerovnost a vyuzijeme omezeni konstantou K > 0 z teorie invariantnich regi-
ont, coz spolecné dava odhady

HatumH —i—l | Os umH + = 1 (a O.u Or|Ow X‘) 1K (at _— mat|a X|>

2 dt sthmy stim™=15 X 100 X]|
1d 1 Ao XI\ _ 1 00w X |
m m S moy s¥m K m7 m
H@tv H +2dtH8U || + = (8 Osv 9,.X| o 0,X]
(3.82)
Vyuzijeme-li predpokladu Dy < afgjggj | < Dy a pouzijeme-li na posledni élen Youn-

govu nerovnost

5t|6w1(‘ 1 2
J— < —

ao.X| |7

ERON

1 -
< Z|I0tum|l2+2K||UI|2, (3.83)
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ve které jsme opét vyuzili omezenosti 2424X piejde (3.82) na

|Ow X
1 1 . )
HatumH - H@ tm|* < S K + 5[ Dol[|0stim|| + 2K funm]*,
1 ~ .
L0l + 5 510l < S+ 2Dyl Oyl + 2K o

Zintegrovanim téchto nerovnosti pres ¢as (0, t) a se zjednodusenym zépisem konstant
pak pro prvni nerovnost dostaneme

[ 100t Pt + |0 < Ct -+ 80 (0) + € [l + 05l (3.85)

Integral na pravé strané umime omezit z predeslych odhada, viz (3.79), a omezime-li
tedy také [|0sun,||*(0), miZeme psét

T z
/ [Osum | dt < CT (3.86)
0
a analogicky pro 0,v,,. Dostavame Oyu,, Oyv,, € L*((0,T), L*(v)) a mame tedy opét

splnény predpoklady véty o kompaktnim vnoreni a mizeme provést limitni prechod
ve slabé formulaci tlohy (3.70). Mizeme tedy formulovat vétu

Véta 3.4. Necht pro krivku ~ plati Dy < alt(gi%()l(l < Dy, kde Dy, D; € R. Pak slabé

resend dlohy (3.70) ezistuje za predpokladu Wiy, vin; € WH2().

Podivejme se nyni zda takto nalezené feseni je jednoznac¢né. Nalezend feseni oznacme
u, v a predpokladejme, ze existuji také dalsi feseni @, v. Polozme z = u—ta z = v—0.
Dosazenim téchto dvojic feseni do (3.72) a odectenim od sebe dostaneme

SR + 1( O] h0usl = (FiGe. 1.2,
T .
st + 5 (2290280 + 1021 = (R 202,

Poznamenejme, zZe jsme v zapise vyuzili toho, ze funkce Fi, F5 jsou znamé polynomy
(3.2). Pouzijeme-li na pravou stranu (3.87) argument lipschitzovskosti, obdobné jako
v prvni ¢asti apriornich odhadi, muzeme psat

1 2 2 ~112 |D0| 2 T 2 ~12
Szl < L(Jl=1> + 112 )+7||ZH < L (I + 11217) .

L s o Dol (3.88)
S < L (=1 + 21P) + 2R < L (=07 4+ 121P)

G Ly 2 11 22 . . . L
pri¢emz zjevné nezédporné Cleny ||0sz||%, ||0sZ]|” jsme na levé strané zanedbali a vyuzili
410w X|

jsme odhadu 190 X]

> Dy. Secteni obou nerovnosti v (3.88) ndm da

5 (121 + 1217 < 2 (1 + 1217), (3.89)

coz je vyraz, ktery stejné jako (3.77) dokdzeme odhadnout s vyuzitim Gronwallova
lemmatu jako

(=17 + 1207) e < (I2lPlemo + 1 211li=o) = O. (3.90)
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Vyraz e—4Lt je zjevné kladny a tudiz muzeme ftict, ze plati
u—u|| =0,
I ~H (3.91)
lv—2| =0,

a slabé Teseni tlohy (3.70) je jednoznacné.

3.2.4 Pohyb krivky podle krivosti

Pro mechanickou c¢ast naseho modelu budeme predpokladat, ze se krivka predsta-
vujici Tez srdecniho svalu pohybuje podle pohybového zakona, ktery predstavime
podle [37, 38, 36]. Pohyb krivky v; vyvijejici se v ¢ase se ¥idi rovnici

Uy, = —OKy, + F(t>$77)7
Yo = Vinis

(3.92)

kde v,, je normélova rychlost, ., kiivost a F(t,z) silovy ¢len zajistujici dlouhodoby
tvar krivky a povrch ohraniceny krivkou. Jelikoz mame nase modely na kiivce for-
mulovany s vyuzitim parametrizace budeme i tlohu (3.92) chtit zapsat ve stejném
stylu. Se zachovanim znaceni pro délku segmentu |0, X | mizeme teény a norméalovy
vektor ke kiivce v zapsat jako

OwX DX+

ty, = = 0,X = =0, X, 3.93
Yt |an| ) n')/t |an| ( )

kde X+ = (X5, — X)) znadi kolmy vektor k vektoru X. S vyuZitim tzv. Frenetovych
vzorcu pak muzeme kiivost prepsat jako

(3.94)

Ky = —Osty, - Ny, =

19 [0,X) 9,X*
10w X| 0w \[0,X|) " |0,X]|

Dosazenim tohoto vztahu do (3.92) a jednoduchou tpravou dostaneme pohybovy
zakon zapsany pomoci parametrizace

DX+
0w X|’ (3.95)

OX ity = ot 9 [ OuX
D=5 X 0w \ [0, X

+ F(t, X,

- )+ #e.x7
X‘t:o = Xini = Yini-

(3.95) predstavuje soustavu dvou rovnic pro slozky vektoru X = (X', X%)T. V této

uloze uvazujeme vliv parametru o, kterym budeme néasobit kiivost. Tento parametr

predstavuje ¢arové napéti a pii jeho pouziti je inspirovano [28], kde obdobné uvazuji

vliv povrchového napéti pri deformaci.

V (3.95) déle vyuZijeme tzv. DeTurckuv trik, ktery vyuziva také [9]. S jeho vyuzitim
prejde (3.95) na

0X 22X\ . g.xt
= = w F(t, X)2 )
o = C <|awxy2> FEL )5 X] (3.96)

Silovy ¢len budeme uvazovat ve tvaru

F=F-— / Ok, + Fds, (3.97)
Tt

o
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kde L znaci délku kiivky L = [y |0, X |dw a c je konstanta pro manipulaci s timto
clenem, ktery zajistuje zachovani povrchu ohrani¢eného krivkou. Lokalni ¢len F' pak
bude urcovat tvar ;. Celkem tak mechanicka ¢ast naseho modelu na uzaviené kiivce
bude

X 02 L c( - -l—Fds) Oy X+
ot~ 7\ o, X]? |a X\ L\, 7 EXd (3.98)
X(w,0) = Xpu(w),  X(0,1) = X(1,

V zavérecné kapitole v sekci 4.3.1 této prace ¢tenar najde nékolik vypoctii naznacu-
jicich roli jednotlivych parametru.

3.2.5 Elektromechanicky model na krivce

Nagim cilem nyni bude rovnici pro pohyb kfivky (4.15) propojit s modely akéniho
potencialu, coz provedeme skrze ¢leny o = o(u,t, w) nebo F' = F(u,t, w).

Zpusob jakym se zméni tvar rovnic pro potencidl jsme jiz ukézali v ¢asti 3.2.1 s od-
vozenim zakona zachovani na krivce. Kompletni elektromechanicky model pak bude
mit tvar

du  Ho.X| 1 9 ( D, du

> + Fi(u,v), (w,t)€0,1] x [0,T]

0bX|  0uX] 0w \ |0, X]| Ow
v Fh0,X|
v 9, X] = Fy(u,v),

0X 2X\* _9,Xxt ¢ Oy Xt

el w )a w N ) w

a1 "<|a X|> X <L/7(m7+ ds) Nk
u( w, ) umz( ) U(wao):uini(w)7
u(0,t) = u(1,t),
v(0,t) = v(1,1),
X(w,0) = Xii(w), X(0,t) = X(1,1),

(3.99)

pricemz uvazujeme hladkou uzavienou krivku a periodické okrajové podminky.
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3.3 Rovinna aloha

Na zavér kapitoly se pokusime sestavit elektromechaicky model v rovinné oblasti.
FHN model bez vlivu mechaniky bude mit tvar

du Pu  u
D(@x?+8gﬂ> +u(l —u)(u—a)—wv,

ot

0 3.100

a—?zf(ﬁu—vv) vQx(0,T),QcCR? ( )
p|(a:,y)eas2 = W, U|t:0 = Uini, U|t:0 = Vins,

kde pro zjednoduseni uvazujeme izotropni prostredi, tj. D = konst. Pfipojeni me-
chaniky je zde oproti jednorozmérnému pripadu komplikovanéjsi, a proto se nejprve
podivame na obecnéjsi zaklady popisu deformace kontinua.

3.3.1 Vybrané pojmy z teorie elasticity

V této ¢asti strucéné predstavime zédkladni aparat pouzivany k popisu deformaci v me-
chanice kontinua. Budeme postupovat podle [14, 53, 17], kde ¢tenar najde pripadné
detaily nékterych casti. Ptivodni, nedeformované téleso oznacime jako €)y. Body
v tomto télese budeme opét znacit pomoci velkych pismen jako X = (X1, Xo, X3).
V nasem pripadé se piisobenim sil bude 2y v ¢ase deformovat do télesa €);. No-
vou polohu materidlového bodu X pak oznacime malymi pismeny ¥ = (x1, zo, x3).
Vektorem posunuti d pak rozumime rozdil d=7—X.

Poznamka. Oproti pfedchozi sekci je zde mensi nekonzistence ve znaceni - nyni
vektory znac¢ime Sipkou, avsak u parametrizace ktivky X, kterd zjevné zobrazuje
do R? jsme sipku vynechévali.

Dale definujme deformacni gradient F = %, ktery predstavuje Jacobiho tenzor pro
prechod z materidlovych do aktualnich souradnic. Budeme predpokladat, ze tato

transformace je regularni a existuje tudiz F~! = 2X  Pro dalsi vyuziti navic oznac¢me

ox
J = det(F).

S vyuzitim tohoto tenzoru dale definujme pravy Cauchyho-Greentv tenzor defor-
mace jako C = FTF.

Pro popis napéti v deformovanych souradnicich se vyuziva Cauchyho tenzor napéti
o, o kterém lze ukazat, ze je symetricky. Nepusobi-li na téleso ani v ném zadné sily,
lze psat rovnici rovnovahy ve tvaru

V., 0=0. (3.101)

Tato rovnice predstavuje zaklad pro obé popisované metody a lze ji odvodit také
ze zakona zachovani hybnosti.

Nevyhodou rovnice (3.101) je to, Ze je zapsana v aktudlnich souradnicich. Abychom ji
vyjadrili v pro vypocet vyhodnéjsich materiadlovych soutradnicich, je potfeba defino-
vat prvni Pioluv-Kirchhoffiv tenzor napéti P = o JF~T, ktery vyjadiuje Cauchyho
tenzor v materidlovych souradnicich. Ziskavame tak rovnovaznou rovnici v materi-
alovych souradnicich

Vx -P=0. (3.102)



3.3. Rovinné uloha 43

Prenosem Cauchyho tenzoru napéti jsme vSak ztratili symetrii, a proto se namisto
rovnice (3.102) vyuziva vztah

V- (FT) =0, (3.103)

kde T je symetricky druhy Pioliv-Kirchhofftiv tenzor napéti. Pro detailnéjsi odvo-
zeni je ¢tenar odkazan na vyse zminéné zdroje.

Jak jsme diive uvedli, rovnice (3.103) je vychozim bodem pro modely s aktivni
deformaci a aktivnim napétim zminéné v sekci 2.5.1. My vsSak tuto rovnici nebudeme
resit piimo, ale zvolime alternativni postup.

3.3.2 Minimalizace energie

Podivejme se nyni na jiny zpiisob, kterym se pokusime vytvorit rovinny elektro-
mechanicky model. Odvozeni zde provedeme obecné pro 2 € R”", ackoliv postup
vyuzijeme pouze pro vypocet ve dvou dimenzich.

Zapiseme-li rovnici (3.102) s tim, ze tentokrat budeme uvazovat, Ze na naSe téleso
ptsobi sila B a ze na okrajich je predepsana sila T', dostaneme

~V.P=5, X eq,

- S (3.104)

Prn=T, X ey,
kde nyni pro jednoduchost neoznac¢ujeme V- x, nebot od této chvile déle budeme ves-
keré vztahy uvadét v materidlovych soufadnicich (také jsme vynechali index u €).
Oznacili jsme také ¢ast hranice §2 jako I'g, pricemz plati I'c U T} = Q.

Zapiseme-li tuto tlohu ve variacich, ziskdme po jednoduchém pouziti Greenovy for-
mule

/PVgﬁdx—/ Bg— [ Tg=o, (3.105)
Q Q

To

pro ¢ dostatecné hladké, splnujici g = 0 na I'y.
Uvazujme déle, ze existuje funkce W takova, ze

oW

P=5F

(F), (3.106)

neboli, ze material, ktery uvazujeme je hyperelasticky. Hyperelasticita rozsituje te-
orii linearni elasticity, pricemz plati, ze pro malé deformace tyto pristupy splyvaji.
Pro zjednoduseni uvazujeme, ze material je izotropni, v opac¢ném ptipadé by funkce
W = (z,F) byla také prostorove zavisla. S vyuzitim (3.106) pak dostaneme

~ —

W +6) - W) = [ W(V5+ V) - W(Ti)da
- /Q ?;(v&) L Vo +o(|V|)da (3.107)

:/QP(V&)V&HM/QO(]V%),

kde jsme na zacétku oznacili W (¢)) = [, W(V4). Plati-li, ze posledni ¢len v (3.107)
pti limitnim prechodu vymizi ([17] ukazuje, ze dostac¢ujicim predpokladem je
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J € Cl(Q,]{%n) a Lipschitzovsky spojité derivace %—Vg), muzeme zapsat Gateauxuv
diferencial W jako
W (i ) = / P(X, V) Veda. (3.108)
Q

W ma vyznam hustoty vnitini energie télesa (v anglictiné strain energy density).

Budeme-li dale predpokladat, ze sNily~§ al je mozné také zapsat jako Gateauxovy
diferencialy néjakych potenciali B, T, tj. ze dané sily jsou konzervativni, mizeme
po vzoru [17] vyslovit nasledujici vétu.

Véta 3.5. Uvazujme hyperelasticky materidl, na ktery piusobi konzervativni sily
B, T. Pak je tuloha

~V -P(X,F) = B(X,d) Xe

Lo Lo S (3.109)
P(X,d)i=T(X,d) X el
formdlné ekvivalentni vynulovini Gateauzova diferencialu
dI(d:) =0, (3.110)

pro hladkad zobmzeniqﬂ: Q— R” splﬁujz’cz’v,; = 0 na I'y. Funkciondl I je definovdn
pro dostatecnée diferencovatelné d : 2 — R™ jako

- ~ ~ =

1(d) = W(d) - B(d) - T(d). (3.111)

Diikaz. S vyuzitim (3.108) a predpokladu, ze sily jsou konzervativni dostavame pro
diferencial I vztah

al(di) = | P dViX)dx - [ B ddax - [ T(X,djids.  (3.112)

Qo

To je ale vztah totozny s tilohou ve variacich (3.105), coz dokazuje tvrzeni. [

Pozndmka. V [44] najde ¢tenaf modifikovany postup pro nekonzervativni sily s vy-
uzitim komplementarni vnitini energie.

Ukazali jsme tedy, Ze feseni rovnice ekvilibria je ekvivalentni s hledanim takového
vektoru posunuti d ve kterém ma funkcional I stacionérni bod. Tento funkcional
nazveme celkovou energii télesa 2. Dale muzeme podle [17] vyslovit nasledujici vétu,
kterd je primym disledkem véty vyse

Véta 3.6. Necht plati predpoklady vty 3.5. Pak kazdé dostatecneﬁhladke zobrazeni
d sphiujici d € ® = {d Q> R"d = ¢y naly, I(d) infiel (V) 7esi okrajovou
tlohu

d(X) = ¢o(X) X0ery, (3.113)

Véta nam 11k, Ze okrajova tloha (3.113) tvoii Eulerovy—Lagrangeovy rovnice pro
funkcional I.
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Lze ukazat, viz [14], ze v pripadé linedrni elasticity lze toto tvrzeni jesté zesilit
na hleddni minima tohoto funkcionalu. Resenf pak hleddme na zédkladé tzv. Principu
minimdalni energie. Jak uvadi [44], v pripadé hyperelasticity nelze nasledovat linearni
pripad a obecné hledat minimum energického funkcionalu. Princip minimalni energie
je v tomto pripadé korektnéjsi oznacit jako Princip stacionarni energie. Pro hledani
minima by bylo nutné predpoklddat konvexnost vnitini energie W, coz je ale proti
nékterym fyzikalnim experimentim.

Obecné je teorie existence a jednoznacnosti feseni problémil hyperelasticity pomérné
obséahla a neni hlavnim cilem této prace. Podrobnéjsi popis je k nahlédnuti napriklad
v [17] nebo [8], kde ¢tenar najde také existencni véty, které zde pro mnozstvi pred-
pokladi a jejich rozsah neuvadime. Jak [8] predpoklada, nelze vyslovit univerzalni
vétu dokazujici existenci feseni pro redlné materidly, a to zejména kviili riznym trh-
lindm a vétsim deformacim, které se bézné objevuji. V [8] najde ¢tenai také priklad,
ktery ukazuje, ze i kdyz se existenci feseni povede dokézat, toto feseni nemusi byt
jednoznacné.

Jak uz jsme naznacili, jednim z klicovych predpokladi je konvexnost (nebo jak uka-
zuje [8] kvazikonvexnost) vnitini energie W. V praxi se vSak vyuziva velké mnozstvi
ruznych funkei, které predpoklady pro existenci Teseni nesplnuji, avsak vysledky
odpovidaji experimentim. V nasem pripadé vyuzijeme vnitini energii W tzv. Neo-
Hookeovského typu, o které [8] ukazuje, ze predpoklady spliiuje. Tato energie méa
tvar

W = g(h —2) — puln(J) + ;\(ln(J))2, (3.114)

kde I; = Tr(C) je prvni invariant Cauchyho tenzoru C a pu, A jsou tzv. Lamého
parametry vyjadiujici fyzikalni vlastnosti materalu. Z dalsich typt vnitfni energie
zminme napiiklad Saint Venantiv—Kirchhoffiv nebo Mooneyho-Rivlintiv materiél.
Prehled dalsich vyuzivanych tvara W lze nalézt napt v [44, §].

3.3.3 Propojeni
Vliv mechaniky do elektrické ¢asti modelu zahrneme po vzoru [47] skrze difuzni ¢len,

kdy operator prejde na

Viu = £? (\/det CC—la&;“‘?) : (3.115)

Opacnym smérem zahrneme signal do funkcionalu I skrze vnitini sily, kdy podle
[43, 47] zavedeme proménnou 7T, Fidici se rovnici

o1,
5 e(u)(kru —Ty), (3.116)

kde funkce € je definovana jako

e(u) = (3.117)

€0 pro u < 0.05
10y pro u > 0.05

pricemz €, je konstanta. Tato funkce slouzi ke zvyraznéni dynamiky deformace, kdy
jak jsme naznacili v tivodni kapitole této préace, hlavni roli hraji ionty vapniku,
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které se do bunky dostavaji po excitaci. Potencidl vnitinich sil, ktery dosazujeme
do funkcionalu vnitini energie I pak budeme uvazovat ve tvaru.

B :/ATGVTG-J, (3.118)
Q

kde A bude konstanta. Jak bude detailnéji popsano v ¢asti 4.4, budeme mecha-
nickou c¢ast naseho modelu tesit po predem urcenych casovych krocich v elektrické
casti modelu s tim, ze v daném okamziku bude potencial, a tedy i proménna 7,,
konstantni, tj. zjevné splnujeme predpoklad konzervativni sily, nebof neni zavisla na
deformaci.

Kompletni elektromechanicka tloha pak bude mit podobu

% — i <’/det Cc—lali> + Fi(u,v), (X,t) € Qx[0,T]
ot 9x 0X
ov
5 = Fy(u,v),
3.119
8;;“ = e(u)(kru — T,), ( )

IZ/de—/ATaVTa-de,
Q Q

—,

dI(d;) = 0,

spolu s vhodné nastavenymi okrajovymi a poc¢atecnimi podminkami, které detailnéji
popiseme v zavéru prace v sekci 4.4.



Kapitola 4
Vypocetni studie

V zavérecné kapitole této prace se podivame na numerické reSeni elektromecha-
nickych modelt predstavenych v predeslych kapitolach. Po strué¢ném predstaveni
pouzité numerické metody ji postupné vyuzijeme k feseni modelu v jedné dimenzi,
na kiivce a na zavér ji zkombinujeme s dalsi metodou pro vypocet ve dvou dimen-
zich.

4.1 Metoda primek

Pro nase vypocty vyuzijeme metodu primek, ve které nahradime prostorové derivace
kone¢nymi diferencemi a casové derivace ponechame spojité. Vysledné semi-diskrétni
schéma poté vyresime pomoci Rungeovy-Kuttovy metody. Uvedeny postup ukazeme
pro jednoduchost na jednorozmérném pripadé.

Pro ndhradu derivaci si nejprve diskretizujeme interval [a,b] na kterém tlohu fe-
v/ 7p . . - S b—(l e
Sime na prostorovou sit w, = {a + jh|j = 0,1,..., Nx} s krokem h = No- Vy-
razy s prostorovymi derivacemi poté nahradime ptislusnymi konec¢nymi diferencemi
odvozenymi z Taylorova rozvoje. Nejcastéji se v nasich modelech vyskytuje druha
prostorova derivace, kterou v bodé z; € wy, nahradime centralni diferenci ve tvaru

Qu(xj,t) _ uj(t) — uy(t)

S . +0O(h),
Ou(zj,t) _ u;(t) —uja(t)
2= 4.1
s = om), (4.1
82u(xj, t) Uj1 — 2Uj + Uj—1 2
o2 - h2 + O(h )7

kde jsme pro zjednoduseni oznacili u; = u(a + jh,t).

Po nahradé vsech prostorovych derivaci dostavame semi-diskrétni soustavu diferen-
cialnich rovnic

dp

g 4.2

P p (4.2)
kde p' = (ug,u1,...,uny ). Pro FeSeni této soustavy pouzijeme Rungeovu-Kuttovu

metodu. Konkrétnéji pak Dormandovu—Princeovu metodu 4. fadu a adaptivni vol-
bou ¢asového kroku, kterd je soucasti knihovny SciPy. V té béhem jednoho kroku

47
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pokladame

(4.3)

j—1
fi=Ft+ o, plt+7> Birfe))
=0

Bt 7) =50+ e
j=0

kde casovy krok 7 je volen v kazdém kroku adaptivné podle predepsané tolerance

chyby oproti metodé 5. fadu. Konkrétni nastaveni véetné hodnot koeficienti oy, 5 i, ¢;
lze nalézt v prislusné dokumentaci knihovny SciPy a ptuvodnim ¢lanku autort me-

tody [21].

Jedinou zménou, kterou oproti vychozimu nastaveni metody provedeme, bude sni-
zeni tolerance chyby urcujici volbu casového kroku, nebof pfi vychozim nastaveni
vysledky vykazovaly oscilace. Nové hodnoty budou rtol = 10~°, atol = 1075,

4.2 Jednorozmérné prostredi

Podivejme se nejprve na nejjednodussi mozny pripad - Sifeni signalu v jedné di-
menzi. V predeslych pracech [60, 61] nalezne ¢tenaf podrobnou analyzu chovéni jed-
nodimenzionalniho FizHughova-Nagumova modelu. Jelikoz zde poprvé vyuzijeme
Panfiloviiv model predstaveny v sekci 2.4, podivejme se nejprve na jeho reseni bez
zapojeni mechaniky a prozkoumejme hlavni rozdily oproti ptivodnimu FitzHughovu—
Nagumovu modelu.

4.2.1 Rozdily mezi FHN a PA modely

Jak jsme jiz predstavovali, tento model mé tvar

du _ 9 (Dau) — ku(u —a)(u — 1) — uwv,

ot Ox ox
9 (4.4)
v 11V
— = —v—ku(lu—a-—1)).
o <60+U+M2> (—v —ku(u—a—1))
Nastavime nas vypocet podle originalniho ¢lanku autori modelu [2], tzn.

k=28 D=1
€0 = 0.002 = 0.2 (4.5)
a=0.15 [y = 0.3

Rovnice (4.4) vyfresime pomoci metody piimek, jelikoz ndm nyni jde pouze o po-
rovnani s FHN modelem, detailni popis nastaveni vcetné pocatecnich podminek
vynechdme. Reseni je k nahlédnuti na obrazku 4.1, pii¢emz na vedlejsi obrazek 4.2
pro nazornost znazornime feseni FHN modelu.

Nejvyraznéjsim rozdilem je chovani obnovovaci proménné, ktera ma u Panfilovova
modelu mnohem vyraznéjsi pribéh. Druhym velkym rozdilem je poté nezapornost
rychlejsi proménné po ,probéhnuti“ viny, kdy u FHN modelu pozorujeme pokles
do zapornych hodnot. Toto chovani vice odpovida potencidlu pracovniho myokardu,
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2.0 2.0
— u(x,t) — u(x,t)
vix,t) v(x,t)
151 151
1.0 1.0 1
0.5 0.5 1
0.01 0.01 \’
-0.5 : : : : -0.5 : : : :
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Obrazek 4.1: Reseni Panfilovova modelu Obrazek 4.2: Reseni FHN modelu

kde zadny takovy pokles nepozorujeme. Neznamenad to vSak, ze FHN model jiz neni
vyuzitelny - pokles pod klidovou hodnotu lze pozorovat u bunék PSS. Jak také
ukazeme u 2D tlohy, v nékterych pripadech se zapornost neprojevi.

4.2.2 Panfiloviv model s mechanikou

Jako prvni se budeme zabyvat numerickym fesenim PA modelu, ke kterému pri-
pojime rovnici pro deformaci predstavenou v predeslé kapitole, tj. jednorozmérny
elektromechanicky model na intervalu [a, b] bude mit tvar

@_ D 1 1 % _kl—ﬁu (= 1) —a) — 1—pu
t  1—2BudX \1— BuoX 1= 28y T T YT o5,
ov v pv  Ou
at_<€+ﬂ2+u)( v hulu—a =)+ 5 A
ox
(4.6)

Pripomenme, Ze velkym X znac¢ime nedeformované materidlové souradnice a malé
x predstavuje souradnice deformované.

Rovnice pro excitacni a obnovovaci proménnou budeme fesit pomoci metody primek,
tj. rovnice diskretizujeme do podoby semi-diskrétniho schématu. Prostorové derivace
nahradime zpétnou diferenci pro vnitini derivaci a doprednou pro vnéjsi derivaci
difuzniho ¢lenu v (3.35). Celkové difuzni ¢len bude mit v j-tém uzlu tvar

SR (R LU IO S B I (47)
0X \1-— ﬁu 0X h? \1— ﬁuj‘+1 1— 5Uj .

Treti rovnici v (4.6) pak zapiSeme nejprve pomoci dopredné diference jako

Tjr1 — Ty

T~ L= B (4.8)

a budeme ji fesit po kazdém casovém kroku v Teseni rovnic pro potencial s tim,
ze usecka na které se signdl siti bude zafixovana v bodé X = 0..
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K rovnicim pro excita¢ni a obnovovaci proménnou v (3.35) jsou pripojeny nulové
Neumannovy okrajové podminky, tj.

ou(a,t) _0 ou(b,t) _0
ov(a,t) Ov(bt) 0 '
ox 7 9x

které aproximujeme pomoci centralnich diferenci pridénim jednoho bodu navic (ozna-
¢ime je (X_1, Xnea1)) na kazdy okraj naseho diskretizovaného intervalu. Celkové
semi-diskrétni schéma tlohy (4.6) pak bude spolu s poc¢de¢nimi a okrajovymi pod-
minkami tvar

Qo DLt it 1201y - a)
dt 1— 26@6] h? \1-— ﬁujH 11— BU]‘ 1-— 25111]
1-— Buj
1—28u; 77
dv; [1; Bv;  du;
R —vs —kui(u, —a—1 79 79
dt (6 Lo + u;j ( vj u](u] o )) + 1— Bu] dt
Tj+1 = X5 + h(l — 6Uj)
U(O) = Uin; U(O) = Vini
Uy = U-1, UNy—1 = UNy+15
U1 = V-1, UNy—1 = UNg+1-

(4.10)

Prvni vypocet ddle nastavime podle tabulky Nastaveni vgpoctu 1, pricemz pocatecni
podminka je zvolena tak aby vyvolala jednu vlnu signalu jdouci doprava.

Nastaveni vypoctu 1 Uloha (4.10)

Parametr Hodnota Pocatecni podminky
a 0.15 Uini = 0.7exp (—0.05X2)
€ 0.002 Vini = 0

L1, o 0.2,0.3 | Interval (0,100)

k 8 Nx 400
Difuzni koeficient D 1 Cas 100

Vysledny tvar excitacni proménné vykresleny viuci materidlovym souradnicim je
k nahlédnuti na obrazcich 4.3, kde je pro porovnani vyobrazeno reseni Panfilovova
modelu bez vlivu mechaniky, tj. 8 = 0. Zelené oznacena tsecka od grafy znazornuje
zkracovani vlakna, po kterém se signal siti a které je zachyceno v bodé X=0. Dle
ocekavani vidime, ze vlna se oproti nedeformovanému pripadu roztahne, a vzhledem
ke zkraceni vlakna se také rychleji dostane k pravému okraji naseho intervalu.

Druhy vypocet nastavime obdobné, s tim rozdilem, ze nasi tisecku zafixujeme ve stredu
intervalu a poc¢atecni podminku rovnéz presuneme z okraje do stredu. Ve treti rov-
nici v (4.10) tentokrat vyuzijeme pro pravou polovinu intervalu dopfednou diferenci
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1.501 —— S deformaci 1.501 —— S deformaci
1951 Be’z deformace 1251 Be’z deformace
—— Vlakno —— Vlakno
1.00 1.00 T
0.75 4 0.75 4
Z 050 X 050/
3 3
0.251 0.25 1
0.00 4 0.00 1
—0.25 —0.251
-0.50 T T T T —0.50 T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
X X
t=0 t=17
1.501 —— S deformaci 1.501 —— S deformaci
1.25 | Be'z deformace 1.25 | Be'z deformace
—— Vldkno —— Vlakno
1.00 1.00 4
0.75 4 0.75 4
X 050 X 050
3 3
0.25 1 0.25 1
0.00 - 0.00
—0.25 —0.251
-0.50 T T T T -0.50 T T T -
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
X X
t=35 t=84

Obrazek 4.3: Prubéh feseni vypoctu 1 (Nastaveni vipoctu 1)

a pro levou diferenci zpétnou, tj.

. N
Tjr1 = xj;+ h(l — pu;) pIOJZTX—f—l,...NX

N
l’j,1:$j—h(1—ﬁUj) pI‘Oj:O,...,TX—l

(4.11)

Kompletni nastaveni je k nahlédnuti v tabulce Nastaveni vypoctu 2. Tvar teSend,
opét v porovnani s nedeformovanou konfiguraci a s vyznacenou délkou vlakna, je
vyobrazeno na obrazcich 4.4.

4.2.3 FitzHughtiv-Nagumiiv model s mechanikou

Nahradme nyni PA model v (4.6) FHN modelem, tj. iloha pfejde na

Qu_ D 9 ( 1 du\, 1-pu (1 — u)fu )_1—5u

8t 1-28udX \1—pBudx ) 1—28u v T Y T T95,"

o _ _ pv_Ou 4.12
gr ~ CBu=) g (4.12)
%zl—ﬁu.

0X
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Nastaveni vypoctu 2 Uloha (4.10)
Parametr Hodnota Poc¢. podminky
2
o 0.15 Uini = 0.7exp (—0.05(X — 50)°)
€ 0.002 Vini — 0
fi1, o 0.2, 0.3 | Interval (0,100)
k 8 Nx 400
Difuzni koeficient D 1 Cas 100
1.501 —— S deformaci 1.501 —— S deformaci
1251 Be’z deformace 1951 Be’z deformace
— Viakno — ViIakno
1.00 4 1.00 S -
0.75 1 0.75 1
% 050 % 050
=1 =1
0.251 0.25
0.00 0.00
—0.25 —0.25
—0.50 T T v y —0.50 y T y v
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
X X
t=0 t=8
1.501 —— S deformaci 1.501 —— S deformaci
1.5 1 Be'z deformace 1.25 | Be'z deformace
—— Vlakno —— Vlékno
1.004 1.00
0.754 ﬁ f' 0.75
%X 050 \ X 0501
S \ |/ 3
\V)
0.25 1 0.25 1
0.00 1 0.00 1
—0.25 1 —0.25
-0.50 ; ; v y -0.50 T ; y T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
X X
t=24 t=48

Obrazek 4.4: Prubéh feseni vypoctu 2 (Nastaveni vipoctu 2)

Tuto lohu diskretizujeme analogicky s (4.10) a zaroven pro potencidl opét pouzi-
jeme Neumannovy okrajové podminky totozné s (4.9). Parametry tretiho a ¢tvrtého
vypoctu nastavime stejné a jsou k nalezeni v tabulce Nastavent vipocti 3 a 4.

Rozdil v obou vypoctech je totozny jako u Panfilovova modelu, tj. lisi se v zafixo-
vaném bodé a pocatecnich podminkach nastavenych jako

Uing = 0.7 exp (—0.05X7) (4.13)
pro treti vypocet, resp.

Uing = 0.7exp (—0.05(X — 50)?) (4.14)
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Nastaveni vypoc¢ta 3 a 4

Uloha (4.12)

Parametr Hodnota Pocatecéni podminky

« 0.1 Uini = (4.13), resp. (4.14)
13 0.01 Vini = 0

B~ 0.5,0.8 | Interval (0, 100)

Ié] 0.3 Nx 400
Difuzni koeficient D 1 Cas 225

pro ¢tvrty. Vysledky vypocth jsou k nahlédnuti na obrazcich 4.5, resp. 4.6. Vysledky
ukazuji, ze FHN model nemusi byt pro tento typ vypoctu tplné vhodny, nebot vli-
vem zapornych hodnot excitacni proménné po probéhnuti viny potencialu nedochazi
k navratu vldkna do puvodni délky, ale naopak dojde k jeho protazeni. Do ptvodni
délky se poté dostavame az po uplném vynulovani funkce u.

u(X,t)

u(X,t)

1.504

1.251

1.004

0.75

0.50

0.25

0.00

—0.25

-0.50

1.504
1.251
1.004
0.75 4
0.50 -
0.25
0.00 4
—0.25

—0.50
0

—— S deformaci
Bez deformace
—— Vlakno

20 40 60 80 100

t=0

—— S deformaci
Bez deformace
—— Vlakno

20 40 60 80 100

X

t=109

u(x,t)

u(X,t)

1.504 —— Sdeformaci
1251 Be'z deformace
—— Vladkno
1.004
0.75 /
0.50 ,\/
0.25 1
0.00
—0.25
-0.50 . ;
0 20 40 60 80 100
X
1.504 —— Sdeformaci
1251 Be'z deformace
—— Vlakno
1.00
0.75 1
0.50
0.251
0.001
-0.251 D
-0.50 ‘ ‘ ‘ . ;
0 20 40 60 80 100
X

Obrazek 4.5: Prubéh feseni vypoctu 3 (Nastaveni vipoctu 3)
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1.501 — Sdeformaci 1.504 — S deformaci
1054 i Be;deformace 1051 i Bez deformace
: —— Vlakno —— Vlékno
1.00 1.00
H H —~—
0.75 0.75
X 050 i Z 050
5 H H 1
0251 i 0.25 1
0.00] 0.001
0251 i -0.251
—0.50 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ; -0.50
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
X X
t=0 t=22
1504 ¢ —— Sdeformaci 1504 : —— S deformaci
1254 Bezdefcrmace 1254 Be? deformace
: —— Vlakno H —— Vlakno
1.00 1.004
07s] | \ / 0754 |
X 0509 ! 2 o050 |
=] H =] :
0251 ! \/ 0251
0.00] : 0.00 :
0251 i -025{ —
—0.50 1+ ‘ ‘ ‘ ‘ ; -0.50 1+ ‘ . : ‘ ;
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
X X
t=56 t=115

Obrazek 4.6: Prubéh feseni vypoctu 4 (Nastaveni vipoctu 4)

4.3 Modely na krivkach

Druhym problémem, jehoz numerickym fesenim se budeme zabyvat, budou elektro-
mechanické modely formulované na kiivkach. Nez pristoupime k feseni kompletniho
elektromechanického modelu, podivame se kratce na samotny mechanicky model
a oveérime spravnost jeho nastaveni.

4.3.1 Kvalitativni chovani mechanické ¢asti modelu

Pro formulaci mechanické c¢asti modelu jsme ve treti kapitole vyuzili rovnice pro
pohyb ktivky podle kiivosti, které maji v zapise pomoci parametrizace
X(w) :[0,1] — v € R? tvar

X 2 X ¥ G o X+
E)at:a(ut )|§X|2+F(utw)|8a X L<L0m7+Fds>fan|,
X(w,0) = Xou(w),  X(0,8) = X(1,1)
(4.15)
Tuto tlohu budeme stejné jako FHN ¢i PA model fesit metodou piimek popsanou
v tvodu kapitoly. Interval parametru [0, 1] diskretizujeme s krokem h a derivace
podle parametru nahradime v j-tém bodé prostorové sité koneénymi diferencemi
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nasledovné:

1
0uX]; % g5 = 3(X) = X]0)2 + (X7 = X702,

h J J J J

1 2
<|8MX\>j b= gir1+ 95 (4.16)

h2

(92 X", ~ Ji=1,2

Integralni vyrazy v (4.15) nahradime soucty

1 Nx
L= / 10 X|dw ~ S hg; = L,
0

j=1
1
/OI{W—FFdS:/ (0ky + F)h|0p X |dw (4.17)
0 0
Nx 2 xio_9Xi4 X |
~3 3 op? jt1 h2] j 1(le — X))+ Figih = S,

j=1i=1

S vyuzitim tohoto znaceni pak semi-diskrétni schéma (4.15) pak mit tvar

i i i i il il il (A%
0Xj _ ngXJ’H —2X X F-p-Xj LS = G RS XHP-
T ’; % iDj A L, h 7 (4.18)

Xli=0 = Xini, Xo = Xny-

Jelikoz analyza tlohy (4.15) neni hlavnim cilem této prace, jen strucné ukazeme
vysledky pro rizna nastaveni a vypocty nebudeme ¢islovat v navaznosti na predchozi
sekci. VSechny vypocty provedeme na siti s Ny = 500. Uvazujme nejprve (4.15)
bez ¢lenu pro zachovani povrchu, tj. ¢ = 0. Budeme-li uvazovat také nulovou silu,
mé podle [36] tloha (4.15) s pocéateéni podminkou ve tvaru kruznice o poloméru

ro analytické FeSeni ve tvaru kruznice o poloméru r(t) = /r§ — 2t. Obrézek 4.7
ukazuje, ze stejny vysledek dostavame také pro nas model, kdy numerické reseni
vizualné splyva s tim analytickym.

15 15 15
—— Numerické feseni —— Numerické feseni —— Numerické feseni
Analytické feseni Analytické reseni Analytické reseni
10 4 10 4 10 4
yd B O —
54 5 - 5
{ \ { 1
o ; | o o1
\ | \ f
'v. ") = Py i
-5 A / 5 5
~ - -~
=10 1 =10 =10 1
-15 T T T T T -15 T T T T T =15 T T T T T
=15 -10 =5 [} 5 10 15 =15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 [} 5 10 15

Obrazek 4.7: Tvar kiivky jako feSeni (4.15) proo =1, F=0,c¢=0, 19 = 8

Pripojime-li nyni integralni ¢len pro zachovani obejmu, miizeme pomoci sily F' tva-
rovat pocatecni kiivku (opét kruznice o poloméru ry) do ruzného tvaru. Vysledné
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15 15 15
—— Numerické fedeni —— Numerické feseni —— Numerické feseni
Podateéni podminka Pocateéni podminka Podateéni podminka
104 104 101
5 5 54
[ 04 0+
-5 4 -5 4 -5+
—10 =104 =10
=15 T T T T T =15 T T T T T =15 T T T T T
-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15
2} Fy Fy

Obrazek 4.8: Tvar kiivky jako feSeni (4.15) proo =1,¢c =1, rg =8 a F =(4.19)

15
15 o B 5 — - —— MNumerické feseni
— Numerické feseni — Numerické Feseni Pocatacni podminka
Pocate¢ni podminka Pocatecni podminka
104 10 4 10
51 N 51 (- ~—" w 51
0 \ / 0 \ / 0]
\\. /
\
_s | -5 | 51
) # "
—107 -101 -104
=15 T T T T T =15 T T T T T
— - — — - - -15 T
15 10 5 0 5 10 15 15 10 5 0 5 10 15 s 10 = 5 T o 5

Obrazek 4.9: Tvar krivky jako feseni (4.15) prooc =1, c=1a F =1

ktivky pro 3 rizna nastaveni sily

Fy =14 0.5cos(127mw)
Fy =1+ 0.1cos(4mw) (4.19)
F3 =14 0.1cos(4mw) 4 0.1 cos(6mw)

jsou k nahlédnuti na obrazcich (4.8).

V obou vypoctech jsme jako pocateéni podminku volili kruznici o poloméru ry.
Vysledek na obrazku ukazuje, Ze pti volbé jiné poc¢atecni podminky se krivka trans-
formuje na kruznici o obsahu této pocatecni krivky.
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4.3.2 ReSeni elektromechanického modelu na k¥ivce

Spojme nyni rovnici (4.15) s modely akéniho potencidlu. Z kapitoly 3 vime, ze takto
propojena uloha s pocatecnimi a okrajovymi podminkami bude mit tvar

du  8Jo.X| 1 D ( D, du

> + Fi(u,v), (w,t) €10,1] x [0,T]

10X [0uX]| 0w \ 8. X| 0w
v ouX|
— +v 3, X] = Fy(u,v),
9X 92 X B Xt ¢ D X -
o = olu )<|6 XP) R —LLa(u)K7+F(u)d8’an|,
u( ) ):uzm( ) U(w,O):uim(w),
u<07t) = ( )
v(0,t) = v(1,1),
X(w,0) = Ximi(w),  X(0,£) = X(1,¢).

(4.20)

Pred diskretizaci je potfeba upravit druhé ¢leny na levych stranach rovnic pro exci-
tacni a obnovovaci proménnou na

00.X 1 9
|t|a X|| ~ [0.X] ot W(anl)2+ (an2)2>
v " (4.21)

(0 X' +0X?)(0,0,X" + 0,0,X?) = R.

ERE

Tento vztah poté diskretzujeme a oznacime jako

X! - X! 0X! —9X, OX2-OX2\ -
R(Xj)zp§<h =L X2 - X§—1h><t e S 1>:Ry

22)

pficem? za 0, X" dosazujeme pravé strany rovnic pro pohyb kiivky.

Diskretizovand tloha (4.20) pak s vyuzitim znaceni (4.16) a (4.17) bude mit tvar

ou; - D,
8715] = —u;R; +p§ﬁ (i1 (w1 — uy)) = (pi(uy — wj1))) + Fi(ug, vy)
O _
% = —UjR' + Fl(Uj,Uj)
[ 7 ) 7 il il il 3
0Xj o WXi —2X+ X7, N Fjijj — X5 S X - Xjflpj
ot J h? h Ly, h
podminky
(4.23)

Reakéni ¢leny Fi, Fy specifikujeme vzdy podle jednotlivého vypoctu s tim, ze budeme
vyuzivat FHN model
Fi=u(l —u)(u—a)—w, (4.24)
Iy = §(Bu — ),
nebo PA model
Fy = —ku(u—a)(u—1) — uv,

= Mlv -V — RrRulu —a — .
F2—<e+u+u2>( e 1)

(4.25)
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Ve vsech vypoctech pak budeme uvazovat carové napéti o ve tvaru

o = 09+ 01U,

(4.26)

kde oy, 01 budou konstanty.

Pristupme nyni k samotnym vypoctiim. Podivejme se nejprve na rozdily mezi pro-
pojenim signalu skrze ¢leny o a F'. Vypocty nastavime podle tabulky Nastaveni
vypoctu 5. V Sestém vypoctu pak budeme uvazovat stejny tvar o, ovsem tentokrat
vyuzijeme Panfiloviiv model. Parametry sestého vypoctu jsou v tabulce Nastaveni
vypoctu 6. Porovnanim vysledku vypocti 5 (obrazek 4.10) a 6 (obrazek 4.11) opét
vidime Ze se projevuje zaporna ¢ast FHN modelu, ktera krivku vice ,prifukuje,
kdezto u PA modelu se jen okamzité vraci do piivodni podoby.

Nastaveni vypoctu 5 Uloha (4.20)

Nastaveni parametrii Obrézek 4.10
a 0.1 Model potencialu FHN (4.24)
13 1072 Interval parametrizace [0, 1]
Difuzn{ koef. D 0.1 Cas 350
B, v 0.5, 0.5 Nx 500
0o, 01 1,075 Sila F' 1
Podminky Pocatecni krivka
Uini = 0.9 exp{(—1000(u — 0.5)?
t ( ) X = 8cos(2mw) @
Vini =0
Xy = 8sin(2mu)
[ez‘t =0

Nastaveni vypoctia 6 a 7

Uloha (4.20)

Nastaveni parametrii

Obrazek 4.11 a 4.12

Vini = 0

[ea:t =0

a 0.15 Model potencialu PA (4.25)
e, k 2-1072, 8 Interval parametrizace [0, 1]
Difuzni koef. D 0.1 Cas 250
i1, fi2 0.2, 0.3 Ny 500
00, 01 1, 0.75 (resp. 1, 10) | Sila F’ 1
Podminky Pocatecni krivka

Uini = 0.7 exp{(—1000(u — 0.5)%)} -

X = 8cos(2mw)
Xy = 8sin(27u)

O
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V predeslych vypoctech byl parametr oq, kterym linearné ovladame vliv potencialu
u na deformaci, byl v predchozich vypoctech volen relativné maly. Vypocet 7, nasta-
veny az na o stejné jako vypocet 6, pak ukazuje vétsi dynamiku. Jeho vysledky jsou
k nahlédnuti na obrazku 4.12. Na tomto vysledku se také vice projevi to, ze kiivka
neni nijak zafixovana - na zaveér se krivka sice vraci do tvaru kruznice, ovsem oproti
puvodni kfivee je posunuta. V pripadé FHN modelu bychom soucasné se zvySovanim
o1 museli zvysSovat také og, nebot v opacném pripadé by doslo k situaci o < 0.

Druhy zptsob, kterym muzeme signal zakomponovat do rovnice pro pohyb kiivky,
je skrze silovy ¢len. Osmy vypocet tedy nastavime podle tabulky Nastaveni vypoctu
8. Silu budeme uvazovat ve tvaru

F =1+ kpu, (4.27)

kde kp je konstanta. V osmém vypoctu volime krp = 0.5, pricemz vyssi hodnoty
zacinaji vykazovat nestabilni chovani. Vysledky tohoto vypoctu jsou k nahlédnuti
na obrazku 4.13.

Nastaveni vypoctu 8 Uloha (4.20)
Nastaveni parametrii Obrazek 4.13
a 0.15 Model potencialu PA (4.25)

€, k 2-1072, 8 Interval parametrizace [0, 1]

Difuzni koef. D 0.1 Cas 250
M1y 2 0.2,0.3 Nx 500
09, 01 1, 0.75 Sila F' 1+ 0.5u
Podminky Pocatecni kiivka

Uini = 0.7 exp{(—1000(u — 0.5)%)} X, = 8 cos(2mw) f\

Z: Z g Xy = 8sin(27u) \\J

Zapojeni elektrického signalu skrze silovy ¢len je problematické pro jinou pocatecéni
kiivku nez kruznici. Jak jsme diive ukazali, viz obrazek 4.3.1, takova krivka se casem
transformuje do kruznice o stejném obsahu. Budeme-li chtit zkoumat chovani na jiné
ktivce nez kruznici, budeme si muset jeji tvar vynutit riznym nastavenim sily F,
jak jsme ukéazali na obrazku 4.19.

Moznosti jak modelovat sifeni na jiné krivce, je nastaveni silového ¢lenu dle poza-
dované kiivky. Tento postup ukazeme ve vypoctu 8. V ném ponechame pocatecni
podminku pro potencial nulovou, pockame nez se kiivka zformuje do pozadovaného
tvaru a poté skrze externi proud [.,; pfidany do rovnice pro proménnou u vyvolame
vinu signdlu. Pro nastaveni proudu vyuzijeme funkci napodobujici pulsy podle [1]

ve tvaru
c 1

" a— b1+ exp(K(sin(2n52) — sin(2re)))’

kde b—a znaci délku jednoho pulsu, ¢ znaci délku periody, K je dostatecné velké ¢islo

3 b—a -« v . TR
a € = 4 — %% Prostorovou slozku proudu pak pouzijeme podobnou jako pocatecni

p(t) (4.28)
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podminky v predeslych vypoctech. Clen I.,; pak v devatém vypoctu bude mit tvar

Lot = p(£)0.002 exp(—lOOO(u - 0.5)2), (4.29)

pricemz parametry nastavime tak abychom dostali jediny puls v ¢ase ¢ = 50. Vyu-
zijeme FHN model a ostatni parametry nastavime podle tabulky Nastaveni vypoctu
9. Vysledky na obrazku (4.14) ukazuji, ze v tomto ptipadé se kiivka po dobéhnuti
také vychyli z ptivodni pozice, avSak stale drzi tvar elipsy.

Nastaveni vypoc¢tu 9 Uloha (4.20)
Nastaveni parametri Obrazek 4.14
a 0.1 Model potencialu FHN (4.24)
£ 1072 | Interval parametrizace [0, 1]
Difuzn{ koef. D 0.1 | Cas 500
B, v 0.5, 0.5 | Nx 500
09, 01 1,2 Sila F 1+ 0.1 cos(4mw)
Podminky Pocatecni krivka
tini =1 X1 = 8cos(2mw) ,/\
Ie:iz ;1029) Xy = 8sin(2mu) N

Toto posunuti lze ¢astecné eliminovat preskdlovanim pravé strany rovnice pro pohyb
kiivky parametrem «. Diskrétni schéma rovnic pak bude

2°4j+1

il il il il
sy SN S G- X
ot «

E CC L, h

(4.30)
Vysledky vypocétu nastaveného podle Nastaveni vypoctu 10 na obrazku 4.15 ukazuji,
ze posun ktivky z ptuvodni polohy v tomto vypoctu nepozorujeme. Zaroven je na ob-
razcich vykresleno feseni na rtiznych sitich, pficemz nepozorujeme vyrazné rozdily.
Pripadna konvergenc¢ni analyza muze byt obsahem dalsi préace.

0xX: 1( X —2Xi+ Xi,
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Nastaveni vypoctu 10

Uloha (4.20) s (4.30)

Nastaveni parametri

Obréazek 4.15

Vini = 0

Loy = (4.29)

a 0.1 Model potencialu FHN (4.24)
1 1072 Interval parametrizace [0, 1]
Difuzni koef. D 0.1 Cas 350
B,y 0.5, 0.5 Nx 250, 1500, 4000
00, 01 10, 8 Sila F 1
Podminky Pocatecni krivka
Uini = 0.9 exp{(—1000(u — 0.5)%)} X, = 8cos(2rw) N

\_/

Xy = 8sin(27u)
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Obrazek 4.12: Prubéh feseni vypoctu 7 (Nastaveni vipoctu 7)
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Obrazek 4.13: Prubéh Feseni vypoctu 8 (Nastaveni vipoctu 8)
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Obrazek 4.14: Prubéh feseni vypoctu 9 (Nastaveni vipoctu 9)
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Obrézek 4.15: Prubéh feseni tvaru kiivky a proménné u vypoctu 10 (Nastaveni vipoctu

10)
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4.4 ReSenirovinného elektromechanického modelu

Na zavér prace se podivejme na numerické reseni elektromechanického modelu ve dvou
dimenzich. Jak jsem predstavili v ¢asti 3.3.2 mechanickou ¢ast modelu budeme fe-
sit minimalizaci funkciondlu celkové energie. Nase tloha ma, vcéetné pocatecnich
a okrajovych podminek které budeme uvazovat ve vsech vypoctech, tvar

X .
OulX, 1) = i (\/det CC_lal_L,> + Fi(u,v), (X,t) € Qx[0,T]
ot 0X 0X
u(X,t)
= F
8t 2(“7 U)>
oT,
e _ —T
o~ (Wlkre—Ta), (4.31)
[= /Qde _ /QATGVTG - ddr,
dI(d;1)) =0,
w(X,0) = pi(X) 0(X,0) = vii(X)
u()?, O)‘XEOQ =0 U(Xa 0)|)€eaﬂ =0,

pricemz dale predpokladame, ze deformace je v pocatecnim case nulova, tj. d = 0.
Navic musime predepsat okrajovou podminku pro deformaci, kterou blize specifiku-
jeme u konkrétnich vypoctu.

Hustotu vnitini energie W budeme po vzoru [46] uvazovat ve tvaru
_ K A 2
W = 5(11 —2)—pln(J) + 5(111((])) : (4.32)

Jednd se o model Neo-Hookeanovského typu (Neo-Hookean material), ktery ackoliv
patii mezi nejjednodussi hyperelastické modely, tak je podle [46] dostacujici k mode-
lovan{ zékladnich vlastnosti prostiedi srde¢niho svalu. Clen I; je prvnim invariantem
Cauchyho tenzoru C a plati I; = Tr{C}. Konstanty p, A se nazyvaji Laméovy koefi-
cienty a vyjadruji fyzikalni vlastnosti materidlu. V nasem ptripadé budeme Laméovy
koeficienty urcovat pomoci vztahti

FE Ev
= = 4.
e T (R g wen s (433)

kde budeme predepisovat hodnotu tzv. Youngova modulu pruznosti E, vyjadiujicitho
pomér napéti a vyvolané deformace, a Poissonova ¢isla v. Detailnéjsi popis téchto
parametri najde ¢tenaf napr. v [14]. Pro nase ucely zvolime hodnoty

E =10, v =0.3. (4.34)

Tyto hodnoty pro nas prozatim nejsou nijak svazany s prostiedim srdecniho svalu.
Jak ukazuje ¢lanek [3], srde¢ni svalovina ma Younguv modulus nizsi, avSak je velmi
citlivi na jeho zmény, pricemz je zde pomérné maly rozdil u tkani, které jsou po-
vazovany za zdravé a u téch, které vykazuji patologické chovani. Vzhledem k tomu,
ze nase modely prozatim uvazujeme jako bezrozmérné a zkoumame zejména kvalita-
tivni chovani, by volba parametri podle literatury vyzadovala vyrazné preskalovani
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pusobicich sil. Ladéni téchto parametri je pak jednim z bodi pro vytvoreni modelu
odpovidajiciho realité.

Pro feseni mechanické ¢asti modelu vyuzijeme knihovnu FEniCS jazyka Python.
Ta umoznuje jednoduse zadat tlohu (4.31) s vyuzitim tzv. UFL(unified form langu-
age) ve formé

[ =Wxkdx — dot (B, d)xdx — dot (T, d)=*ds
L = derivative (Pi, d, phi0)
solve (L = 0, d, bc)

kde v prvnim tadku definujeme funkciondl vnitini energie, ktery nésledné derivu-
jeme a Tesime nelinedrni soustavu algebraickych rovnic, pricemz neznamou je pro
nas vektor posunuti d. Ped vyse uvedenym zjednodusenym kédem je samoziejmé
potieba definovat veskeré proménné, které se v UFL popisuji ptimo jako funkce z
prostoru diskrétnich funkeci na diskretizované oblasti €.

V elektrické ¢asti modelu se oproti bézné rovinné tloze projevi vliv deformace v di-
fuznim ¢lenu, ktery bude mit podobu

ou
Vst = ;1 X (\/det CC* G ) (4.35)

kde jsme oznadili slozky tenzoru C~' = (C"*)?,_,. Derivace v (4.35) aproximujeme
kone¢nymi diferencemi pro k =17 =1 jako

0 ou
Fyr(Vdet cc“aX1 i
(v det Cit1;Ci ; (Uig1y — uij) — Vdet Ci ;075 (uij — UHJ)>

(4.36)
a analogicky pro k = ¢ = 2. ¢leny se smiSenymi derivacemi, tj. k = 1,7 = 2, pak
diskretizujeme jako

0 15 Ou

aXl(vdetCC aXz’i,j ~

(V det CH—l,j +1 (Wit — Uig1jo1) — Vdet Gy 1]O, 1 (Wit — ui—l,j—l))
(4.37)

a zrcadlové pro k = 2,7 = 1. Oznacime-li souhrnné Vief ~ V?’j, muzeme semi-
diskrétni schéma elektrické ¢ésti tlohy (4.31) zapsat jako

ou

8t| V u—l—Fl(u”,vm)

ov

i = Fa(uij,vij),

8t| J 5 (u J U,J) (4.38)
u|t:0 = Uins, U|t:0 = Uini,

Ug,j = UNy,j = Uio = Uiny =0,

V0,j = UNy,j = Vio = Vingy = 0.

Tuto soustavu pak obdobné jako v predeslych ptipadech budeme fesit pomoci Rungeovy—
Kuttovy metody s adaptivni volbou ¢asového kroku.
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Reseni dplného elektromechanického modelu pak provedeme pomoci metody rozdé-
leni ¢asového vyvoje (operator splitting):

1. zvolime casovy krok mechanické vazby dt

2. v intervalu [t,t + dt] Fesime elektrickou ¢dst modelu (4.38), pomoci metody
primek Rungeovou-Kuttovou metodou, v/det C' a tenzor C jsou v pribéhu
feseni konstantni, ukladame teSeni v case t + dt

3. vyfesime mechanickou ¢ast modelu s u(t+dt) a aktualizujeme hodnoty v det C
a tenzoru C, poté se vracime k prvnimu bodu, kde t =t + dt

Tento postup je béZné vyuzivan také v literatute, viz [47, 5.

Vsechny vypocty budeme pro zjednoduseni Tesit na ¢tvercové oblasti

2 = [0, 50] x [0, 50], kterou diskretizujeme se stejnym krokem h ve sméru obou os na
Nx bodi, analogicky s jednorozmérnou tlohou. Pro mechanickou ¢ast pak budeme
uvazovat mrizku se stejnym poc¢tem bodi, abychom se vyhnuli nutnosti interpolace.
Tvar vyuzivané mrizky je k vidéni v case t = 0 vSech vypoctl, napt. obrazek 4.16.
Dale ve vsech vypoctech budeme uvazovat Lagrangetiv prvek druhého stupné. Pro
reseni nelinedrni algebraické soustavy vzniklé diskretizaci pak pouzijeme Newtonovu
metodu. Detilnéjsi popis vyuzitych metod lze najit v dokumentaci knihovny FEniCS
[20].

Podivejme se nyni na samotné vypocty. V prvnim vypoctu této ¢asti nastavime po-
cateéni podminku pro proménnou v nenulovou pouze ve stiedu nasi oblasti, kde bude
u = 1. Okrajové podminky pro deformaci nastavime tak, aby byla spodni a horni
hrana nasi ¢tvercové oblasti € zafixovana. Ostatni parametry nastavime podle ta-
bulky Nastaveni vypoctu 11. Vysledky jsou k nahlédnuti na obrazku 4.16. Konstanty
ve vypoctu jsou nastaveny tak, aby deformace byla co nejvétsi. Pro vyssi kr nebo
A teSi¢ selhava. Zaroven zde vlivem toho, Ze do mechanické ¢asti nevkladame primo
potencidl, ale zavedli jsme proménnou 7}, nepozorujeme vliv zapornosti proménnych
v FHN modelu. Pro dalsi vypocty proto vyuzijeme také pouze FHN model, pro PA
model by vysledky byly obdobné.

Nastaveni vypoctu 11 Uloha (4.31)

Nastaveni parametrii Obrazek
a 0.1 Model potencidlu FHN (4.24)

3 1072 | Oblast Q [0,50] x [0, 50]
Difuzn{ koef. D 0.3 | Cas 250

B, v 0.5, 0.5 | Prostorova sit 5050

€0, kp, A 1, 4,10 | dt 1

Ve dvanactém vypoctu zvolime pocatecni podminku tak, aby vyvolala viny jdouci
na obé strany. Ostatni parametry budou nastaveny podle tabulky Nastaveni vypo-
ctu 12, pricemz okrajova podminka pro deformaci byla ponechana stejna jako v
predeslém vypoctu. Vysledek je k nahlédnuti na obrazcich 4.17.

Jednim z moznych nastaveni experimenti s 2D Tezy popsanych v ¢asti 2.6, je uchy-
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Nastaveni vypoctu 12

Uloha (4.31)

Nastaveni parametri Obréazek 4.17
a 0.1 Model potencidlu FHN (4.24)

£ 1072 | Oblast Q [0, 50] x [0, 50]
Difuzni koef. D 0.3 | Cas 250

B, vy 0.5, 0.5 | Prostorova sit 50x50

€o, kr, A 1,4,10 | dt 1

ceni Tfezu v rozich. Nastavme proto okrajovou podminku pro vypoéty 13 a 14 tak,
aby nulova deformace byla predepsana jen ve ¢tyrech vrcholech €. Zaroven pro tento
vypocet navysime pocet prostorovych krokt na 100 v obou smérech. Nastaveni vy-
poctl je k nahlédnuti v tabulce Nastaveni vypocti 13 a 14, vysledky pak najde
¢tendr na obrazcich 4.17, resp. 4.19. Oproti ostatnim vypoc¢tiim neni u 14. vypoctu
vyobrazen stav, kdy se oblast vraci do ptivodni polohy, avsak i v tomto vypoctu
k tomu dochazi.

Nastaveni vypocta 13 a 14 Uloha (4.31)

Nastaveni parametri Obrazek 4.18 a 4.19
a 0.1 Model potencidlu  FHN (4.24)

¢ 1072 Oblast €2 [0, 50] x [0, 50]
Difuzni koef. D 1 Cas 220

B,y 0.5, 0.5 Prostorova sit 100x100

€o, kr, A 1,4, 10 dt 1

Nastaveni vypoctu 15

Uloha (4.31)

Nastaveni parametri Obrazek 4.20
a 0.1 Model potencialu  FHN (4.24)

3 1072 | Oblast [0,50] x [0, 50]
Difuzni koef. D 1 Cas 220

B, vy 0.5, 0.5 | Prostorova sif 100x100

€o, kr, A 1, 3,10 | dt 1

V poslednim vypoctu prace nastavime nenulovou pocateéni podminku také pro ob-
novovaci proménnou v, pricemsz ji nastavime nenulovou na dvou mistech, jejichz po-
lohu lze vidét z hodnot Teseni u na obrazcich 4.20. Ve spodnim bloku je v(X,t) = 0.5,
ve vrchnim pak v(X, ¢) = 1. Jak vidime na vysledku na obrazku 4.20, prekazka v po-
dobé nenulové funkce v ,rozbije* prochazejici vinu potencialu. Parametry vypoctu
jsou nastaveny podle tabulky Nastaveni vypocti 15, pricemz oproti predchozimu
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vypoctu byl snizen parametr kp ovliviiujici velikost sily. Po probéhnuti signalu se
pak oblast opét vraci do ptivodniho tvaru.
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Z.aver

Cilem prace bylo propojit matematické modely sifeni signalu excitovatelnym pro-
stfedim s mechanickymi modely. Motivaci k tomuto kroku je sestaveni elektrome-
chanického modelu srdec¢ni svaloviny, ve které v reakci na prochazejici signal dochazi
ke kontrakcim.

V prvni kapitole proto byly struc¢né predstaveny zaklady srdecni aktivity, pricemz
detailnéji byl popsan puvod elektrického signélu, jeho Siteni a jeho vyznam ve svalové
kontrakci.

V nasledujici ¢asti byl tento signél popsan matematicky a byly predstaveny modely,
které jsme vyuzili pro modelovani jeho siteni prostfedim, konkrétné FitzHugtiv—
Nagumiiv a Alieviiv-Panfiloviv model.

Tyto modely jsou tvoreny soustavou dvou reakéné difuznich rovnic, které byly ana-
lyzovany ve treti kapitole. V té byl nejprve pomoci Galerkinovy aproximace a apri-
ornich odhadt proveden diikaz existence slabého feseni reakcéné-difuzni soustavy
v jedné prostorové dimenzi. Ta byla nasledné propojena s rovnici pro deformaci a
byl predstaven jednorozmérny elektromechanicky model.

Motivovani rovinnym fezem srdce jsme pak formulovali soustavu reakéné-difuznich
rovnic na krivce. V analogii s jednorozmérnou tlohou byla dokazana existence sla-
bého TeSeni, pricemz dikaz byl rozdélen pro stacionarni a nestacionarni krivku.
K 1loze na ktivce byla nasledné pridana rovnice pro pohyb krivky podle kiivosti, do
které byl zakomponovan vliv excitacni proménné.

Déle byl predstaven rovinny elektromechanicky model, jehoz mechanickéa c¢ast byla
formulovana pomoci principu minimalizace funkcionalu celkové energie, pricemz bylo
ukazano, ze tato tloha je ekvivalentni zptisobiim, kterymi je tento model formulovan
v literature.

Posledni ¢ast prace byla vénovana numerickému teSeni predstavenych elektrome-
chanickych modeli. Pomoci metody primek a Rungeovy-Kuttovy metody byl nej-
prve fesen jednorozmérny model a byly porovnany rozdily v feseni FitzHughova—
Nagumova a Alievova—Panfilovova modelu. Nasledné byla pozornost vénovana reseni
modelu na kiivkach. Zavér prace byl vénovan numerickému feseni rovinného mo-
delu, jehoz mechanicka ¢ast byla fesena s vyuzitim knihovny FEniCS pro metodu
kone¢nych prvki. Ve vsech pripadech byla pomoci rtizného nastaveni provedena
kvalitativni analyza danych model.

Préace jako celek otevira nékolik moznosti dalsiho sméfovani. V teoretické rovinné
se nyni nabizi analyza celého elektromechanického modelu. Z pohledu numerické
matematiky pak bude zapotifebi provést kvantitativni studii a ovérit konvergenci
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pouzitych metod. Nabizi se také pfesun z ktivek na povrchy, pripadné modelovani
ve tfech dimenzich. Dalsim cilem je poté srovnani vysledki s experimentalnimi daty
a optimalizace parametrii modeld smérem k vyuziti v praxi.
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