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Abstrakt: Prace se zabyvd matematickym modelovanim situaci vznikajicich pfi vySetfeni perfuze
myokardu pomoci vpusténi kontrastni latky (KL). Popis transportu a pfestupu KL z cévniho fecisté do
mimocévniho prostfedi je rozdélen na dvé Casti. Nejdiive na zdkladé tlaki je spocitdna rychlost v cév-
nim fecisti, poté je do cévniho recisté vstitknuta KL s danou koncentraci. Prestup KL z cévniho recisté
do mimocévniho prostiedi je modelovdn pomoci konvoluce s Diracovou delta funkci. V dal§im kroku
je spocitana koncentrace v obou prostiedich. Pro tento matematicky model uvazujeme nestlacitelnou
newtonovskou kapalinu, na kterou neptisobi Zadné vné&jsi sily. Mimocévni prostiedi je uvaZovano jako
porézni a rigidni. Hlavnim cilem této prace je feSeni problému transportu a prestupu KL v cévnim fe-
¢isti zdravého a nezdravého myokardu. Transport KL v cévnim fecisti je feSen metodou konecnych

objemt a v mimocévnim prostiedi metodou kone¢nych diferenci.
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Abstract: This research project deals with mathematical modeling of problems arising during myocar-
dial perfusion using the contrast agent. The description of the transport and transfer of the contrast
agent from vascular bed to extravascular medium is divided into two tasks. First, the velocity in the
vascular system is computed based on pressures. Then, a contrast agent with a given concentration is
injected into the vascular system. The transfer of the contrast agent from the vascular system to the
extravascular system is modeled using convolution with the Dirac delta function. In the second step,
the concentration in both media is calculated. For this mathematical model, we consider an incom-
pressible Newtonian fluid that is not subject to any external forces. The extravascular environment is
considered to be porous and rigid. The main goal of this project is to solve the problem of transport
and transfer of contrast agent in the vascular system of healthy and unhealthy myocardium using the
finite volume method, and in the extravascular medium using the finite difference method.
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Uvod

Tato prace se zabyva matematickym modelovanim transportu kontrastni latky (ddle KL) s pfestu-
pem do porézniho prostfedi s aplikaci v perfuzi myokardu ve spolupréci s Institutem klinické a expe-
rimentdlni mediciny v Praze (IKEM) a Children’s Medical Center, University of Texas Southwestern
v Dallasu (UTSW). Myokard v této praci bude znaCen symbolem Q a bude sloZen z cévniho feCisté Q.
a mimocévniho prostfedi ,,. V rdmci myokardu budeme uvaZzovat mimocévni prostiedi jako porézni
prostiedi. Cévni fecisté bude sloZeno z kone¢ného poctu tsecek, které v praxi pfedstavuji arterioly
o pruméru mezi 10um az 100um [23]]. VSechny cévy mensiho priméru neZ arterioly (tj. s primérem
mens$im neZ 10um) nerozliSujeme a zahrnujeme do mimocévniho prostfedi Q2,,. V této praci budeme
cévni feCisté Q. reprezentovat grafem I sloZenym z vrcholG a hran. Hrany v grafu I' reprezentuji
useCky cévniho fecisté Q. a vrcholy v grafu I' reprezentuji krajni body téchto tdsecek.

Predmétem prace bude modelovat situaci, kterd v praxi vznika pfi vysetieni perfuze myokardu. Do
cévy je vstiiknuta KL, kterd je uniSena cévnim fecistém €, a prestupuje do mimocévniho prostfedi
Q,,. Pomoci magnetické rezonance lze sledovat vyvoj koncentrace KL. a na zdklad¢ tzv. perfuznich
kfivek stanovit zdsobeni tkdné (myokardu) okysli¢enou krvi (= perfuze). Nésledné KL prestupuje z
mimocévniho prostfedi zpét do cévniho feciste, kterym opousti myokard.

Vysledky magnetické rezonance pfi vySetfeni perfuze myokardu u zdravych a nemocnych paci-
entli vykazuji rozdilny ¢asovy vyvoj celkového mnoZstvi KL, proto dileZitou veli¢inou zkoumanou
v této praci bude celkové mnoZzstvi KL v myokardu. V této praci bude myokard nemocného pacienta
obsahovat defektni Cast, coZ je oblast, ve které je omezeny priitok krve a tim pddem omezeny piestup
KL.

Ptestup KL mezi cévnim fecistém 2. a mimocévnim prostfedim €2,,, je modelovan konvoluci s Di-
racovou delta funkci. Podobnym pristupem se zabyva T. Secomb, ktery vydal v roce 2015 ¢lanek [14]
vyuzivajici Greenovu funkci pro modelovéni prestupu latky mezi cévami a mimocévnim prostfedim
pri perfuzi mozku [15]. Tématem matematického modelovani perfuze myokardu pomoci miizkové
Boltzmannovy metody se zabyva Cldnek [26].

Pro dlohu proudéni a transportu KL s prestupem budeme predpokladat nasledujici zjednodusent:

s~z

e na systém nepulisobi zadné vné&jsi sily,
e cévni prostredi je rigidni (zanedbavdme biomechanické vlastnosti cévniho systému a srdce),

e mimocévni prostiedi je poréznf a rigidni,

tekutina je nestlacitelnd a newtonovska,

e pritomnost KL neovliviiuje hustotu kapaliny (koncentrace KL jsou malé).

Na obréazku [T]je zndzornén fez myokardem, kde je vyznaCend symbolem Q. jedna z cév (arteriol)
cévniho recisté. Okoli cév predstavuje mimocévni prostiedi Q2,,. Sipky naznacuji smér proudéni krve
a transportu KL s prestupem skrz cévni sténu cévy.



Obrazek 1: Histologie myokardu mysi (pfevzato z [16]]) se zvyraznénou arteriolou.

Price je rozdélena do 4 kapitol. V prvni kapitole definujeme zdkladni pojmy tykajici se vySetfeni
perfuze myokardu. Nésledné popiSeme model transportu KL v cévnim feciSti . a v mimocévnim
prostiedi Q,,. Ddle se budeme zabyvat popisem prestupu KL mezi cévnim a mimocévnim prostie-
dim. Na zavér této kapitoly formulujeme nastaveni dlohy perfuze myokardu, kterd bude zkoumana
v posledni kapitole.

Druha kapitola je vénovana numerickym metodam, které jsou pouzity k feSeni ilohy matematic-
kého modelu. Zavedeme diskretizaci cévniho feciSté a mimocévniho prostedi, poté diskretizujeme
rovnice transportu KL v obou prostfedich. Konkrétnéji se jednd o metodu konecnych objemt fese-
nou v cévnim fecisti (VCFVM - Vertex-Centered Finite Volume Method) a v mimocévnim prostfedi
se bude jednat o metodu konecnych diferenci. Déle popiSeme algoritmus generovani cévniho fecisté
a na zaveér popiseme numerické schéma.

Ve tieti kapitole se budeme zabyvat implementacnimi kroky. Cely kéd je implementovan v pro-
gramovacim jazyce C++ za vyuziti knihovnhy UMFPACK a dostupny na githubu [24]]. V této
kapitole pfedstavime stéZejni casti implementovaného kédu.

Posledni kapitola bude zaméfend na rozbor numerickych vysledki. Nejvice zkoumanou veli¢inou
bude jiz zminéné celkové mnoZstvi KL v myokardu. Ve zdravém myokardu budeme zkoumat vliv
diskretizace cévniho a mimocévniho prostfedi pro zvolenou numerickou metodu. Hlavnim vystupem
této kapitoly bude zkoumdni ¢asového pribéhu celkového mnozstvi KL pro pfipad myokardu s de-
fektem (se zhorSenym pritokem krve) v porovnani se zdravym myokardem.



Kapitola 1

Matematicky model

V této kapitole nejprve strucné popiSeme pojmy souvisejici s perfuzi myokardu. Budeme se zaby-
vat proudénim tekutin a transportu KL ve volném a v poréznim prostiedi a upfesnime vyznam predpo-
kladu, které klademe na tekutinu a prostiedi. Transport KL podrobné popiSeme pro situaci na usecce
(jedné cévé) a na kiiZovatce (rozvétveni cévy). Déle se budeme zabyvat pfestupem KL mezi cévnim
a mimocévnim prostiedim. Na zavér zformulujeme vyslednou udlohu, kterd zahrnuje vSechny vyse
popsané procesy.

Predpoklidejme, Ze Q,, C R? je oblast, do které je vnofeno cévni fecisté Q. c R3, které je sloZzeno
z konecného poctu propojenych usecek. Cévni fecisté budeme v této praci reprezentovat grafem I,
ktery je sloZen z vrcholl v a hran e. Hrana e v cévnim fecisti reprezentuje tsecku v, a vrchol vjy.,
resp. Uoure reprezentuje bod tsecky v,, kterym KL vstupuje do, resp. vystupuje z dané tsecky.

Ulohu budeme fesit v asovém intervalu I = (0, Tiax), kde Tqy je findlni Cas.

1.1 Perfuze myokardu

Srdce je sloZeno ze tif vrstev — perikard, myokard a endokard. Perikard se nachdzi na povrchu
srdce. Naopak vnitini sténa srdce se nazyva endokard. Srdecni sval, neboli myokard, je jeden z nej-
dilezitéjsich svalt v lidském téle [18]], zodpoveédny za kontrakci srdce a zajisténi krevniho obéhu.

Perfuze myokardu je proces, pii kterém se okysliCend krev transportuje véncitymi tepnami do myo-
kardu. Tento proces umoZiiuje okysli¢ovdni myokardu. Mohou nastat situace, kdy je cévni feCisté,
kterym okysli¢end krev putuje, z néjakého divodu blokovano. Jednim z diivodd muize byt arterialni
skleréza. Poté dochazi k nedostate¢nému okyslicovani myokardu, coz miZe zpisobit srdecni infarkt
[19].

Stanoveni perfuze myokardu se obvykle provadi pomoci vysetfeni na magnetické rezonanci (MRI).
Pfi vySetfeni je do Zily pacienta vstiiknuta KL, kterd zvySuje kontrast na obrazech MRI. Timto umoz-
niuje 1lékafim pozorovat, jak krev prochdzi cévnim fecisStém a jak se KL $ifi v tkdni (mimocévnim
prostiedim) [20]].

V této praci se zabyvame zjednoduSenym modelem situace, kterd nastava pii vySetfeni perfuze
myokardu s vyuZitim KL. Zkoumdnim transportu KL cévnim fe¢istém s ndslednym prestupem do myo-
kardu Ize ukdzat, jak krev protéka timto srdecnim svalem. Pokud se do nékteré ¢asti myokardu KL
nedostane, miZe se jednat o poskozenou oblast nebo o nedostate¢ny krevni tok touto oblasti. Posko-
zend mista budeme nazyvat defektnimi misty.
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1.2 Mimocévni prostredi

Tato sekce bude vénovdna matematickému popisu proudéni tekutin v mimocévnim prostfedi a
transportu KL timto prostfedim.

1.2.1 Proudéni tekutin v mimocévnim prostredi

Yy 2

Proces proudéni tekutin v poréznim prostiedi €, je v makroskopickém méfitku popsin rovnici
kontinuity a Darcyho zdkonem [2]

(¢p)
ot

+V-(ou,) =0 v Q, XI, (1.1a)
uuy, +KVpy, =0 vQ, xI, (1.1b)

kde veli¢iny vystupujici v téchto rovnicich jsou funkcemi polohy x [m] a Casu ¢ [s] s ndsledujicim
vyznamem:

p  [kgm] hustota tekutiny,

u, [ms!] Darcyho rychlost tekutiny,

i [kgm™'s™ dynamicka viskozita tekutiny,
K [m?] tenzor propustnosti,

0] [—] porozita,

pm  [Pa] tlak tekutiny.

Za predpokladu, Ze modelujeme proudéni newtonovské nestlacitelné (o = konst) kapaliny v rigid-
nim (¢,, = konst), izotropnim (K,,, = K,,1, kde K, [m?] se nazyva koeficient propustnosti) poréznim
prostiedi, tak rovnice (I.I)) pfejdou do tvaru

V-u, =0 v Q,, xXI, (1.2a)
g, + KyVp, =0 vQ, xI. (1.2b)

V této praci predpokladame nulovou rychlost u,,, v mimocévnim prostiedi. Dosazeni nulové rych-
losti do rovnice (1.2b)) implikuje nulovy gradient tlaku, tj. tlak v mimocévnim prostiedi je konstantni.

1.2.2 Transport KL v mimocévnim prostredi

Rychlost prodéni v mimocévnim prostfedi je nulovd, proto je transport KL. v tomto prostfedi
popsén difuzni rovnici

¢m‘9ai;” = Dy 5 + B v, xI, (1.3)

kde ¢,, [kg m™3] je koncentrace KL a doln{ index m oznaluje, Ze uvedené veli¢iny jsou vztaZzené
k mimocévnimu prostiedi €2,,. Difuzni koeficient D,, [m? s7!] je konstantni. Clen gm kg m™ s
reprezentuje piestup KL mezi cévnim a mimocévnim prostfedim.

Rovnici (1.3) vydélime porozitou ¢,, a dostaneme

e

E:D,,,Acm+gm vQ,xI, (1.4)

11



kde

b

Timto jsme porozitu ¢,, zahrnuli do difuzniho koeficientu a ve zbytku préce ji nebudeme explicitné
zminovat.

D,, (1.5)

1.3 Cévni recisté

Nejdfive popiSeme strukturu cévniho feciste, které reprezentujeme grafem. Déle se budeme zaby-
vat proudénim tekutiny a transportu KL v cévnim fecisti.

1.3.1 Struktura cévniho recisté

Cévni feciste Q. je reprezentovano grafem T, ktery je sloZen z vrcholt a hran, tj. T’ = (V, E), kde
V je kone¢nda mnozina vrcholi grafu ' a E C {{v,w} | v € V A w € V} je mnoZina hran grafu I'.

Rekneme, Ze vrchol v € V je sousedem vrcholu w € V v grafu I, pokud jsou tyto dva vrcholy spo-
jené hranou, tj. {v,w} € E. Mnozinu sousedd vrcholu v budeme znacit N(v) = {w € V | w je soused v}.
Nyni jiZ miZeme zavést pojem stupeni vrcholu v € V' v grafu I jako degp(v) = [N(v)], tj. pocet sousedt
vrcholu v v grafu T

[o] V2
[o] vk
E Vin U V()m

Obrazek 1.1: Tlustrace grafu I'. Cervenou barvou jsou vyznateny okrajové vrcholy, modrou barvou
znacime kiizovatky a zelené vnitini vrcholy se 2 sousedy.

Mé&jme graf na obrézku [I.1] kde vrcholy tohoto grafu jsou zndzornény teCkami a tsecky mezi
jednotlivymi vrcholy reprezentuji hrany grafu.
V této praci budeme rozliSovat tfi typy vrcholt:

12



(a) Krajni vrcholy oznacené na obrézku [I.1] ervené. Budeme rozliSovat vstupni a vystupni krajni
vrcholy. MnoZinu vstupnich krajnich vrchold znaéime V™ a mnoZinu vystupnich krajnich vr-
cholti zna¢ime V. RozliSeni typu krajnich vrcholi bude mit vliv na volbu okrajové podminky.
Mnozinou krajnich vrchold budeme rozumét V¥ U V. Pro krajni vrcholy plati

degr(v) = 1 Yo e Viny v, (1.6)

(b) Vnitini vrcholy, které maji pravé 2 sousedy, jsou na obrdzku [I.1] oznaené zelené. Transport
KL pfes tyto vrcholy je podobny problému zkoumanému v bakalafské praci [[10]. Tyto vrcholy
znalime V? a splitujf

deg(v) = 2 Yo e V2. (1.7)

(c) KiiZovatka, tj. vrcholy oznacené modrou barvou na obrizku [I.1] Pfestup KL pfes tyto vrcholy
bude podrobné zkoumén v této praci a mnozinu kiiZzovatek budeme znacit V*. Pro stupen téchto
vrcholt plati vztah

degr(v) > 3 Vo e VK (1.8)

Sjednoceni mnoZin V? a V¥ znaéime V™ a nazyvame vnitini vrcholy.

Jednotlivé cévy budou modelovany jako vdlcové trubky s danou délkou a prifezem. Pozname-
nejme, Ze model pfedstaveny v této sekci lze také chapat v cévnim fecisti jako model puklinového
proudéni [6].

1.3.2 Proudéni tekutin v cévnim recisti

Popis proudéni tekutiny vyZaduje znalost rychlosti tekutiny na kazdé Gseéce cévniho fecisté Q. ¢ R3.
Proudéni popiSeme na hrané e € T.

Proudéni nestlacitelné tekutiny bez plsobeni vnéjSich sil v cévnim fecisti je popsano rovnici kon-
tinuity a Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi [21].

Vou. =0 vQ.x1, (1.9)
D
p% = —Vpe + At VO x1, (1.10)

kde veli¢iny vystupujici v téchto rovnicich jsou funkcemi polohy x [m] a Casu ¢ [s] s ndsledujicim
vyznamem:

u, [ms™'] rychlost tekutiny,
i [kgm's7!] dynamicka viskozita tekutiny,
pe. [Pa] tlak tekutiny.

V rovnici (I.10) je Laplaceiv operitor aplikovéan na u, po slozkdch a na levé strané rovnice (1.10)
se vyskytuje operdtor materidlové derivace

—=%+uc~V. (1.11)
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Pro rychlost u, v rovnici (I.10) plati nasledujici vztah
Uec = UceS, (1.12)

kde s je smérovy vektor uisecky, kterd je reprezentovana hranou e. Dale budeme popisovat proudéni
tekutiny na hrané e € E(I').

Resenf rovnic (T.9) a (T.10) pro laminarni proudéni v trubce (reprezentovéana hranou e) s kruho-
vym priifezem s polomérem r, je Hagentv-Poiseuilliv tok Q, [kg s~!] ve tvaru [25]

4 Poute — Pin,e
QK_HFEW, (113)

kde pin. [Pal, resp. poure [Pa] je tlak ve vstupnim, resp. vystupnim vrcholu hrany e a L, [m] je
vzdalenost mezi témito vrcholy, viz obrdzek [T.2a]

Pro zajimavost popiSeme proudéni tekutiny v tseCce jako proudéni v poréznim prostiedi. Tento
pristup nasledné porovname s Hagenovym-Poiseuillovym lamindrnim proudénim.

Na obrazku [[.2]je znazornén pfistup Poiseuilleova lamindrniho proudéni[I.2b]a proudéni tekutiny
v poréznim prostfedi

Proudéni tekutiny v poréznim prostfedi v jedné dimenzi je ur¢eno Darcyho zdkonem vztahem [2]

K. Doute — Di
ui?g) — _te Pout,e pm,e. (114)
M L.
Celkovy objemovy tok Q, skrz hranu e je dan
Q = Aul), (1.15)

kde A.[m?] je priifez trubky, kterou hrana e reprezentuje.
Pro matematicky model v této praci se tyto pristupy daji povazovat za ekvivalentni. Porovnanim
puklinového proudéni a laminarniho proudéni dostaneme vztah pro koeficient propustnosti K, ve tvaru

2
;
K, =-=. 1.16

2 (1.16)
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pin,e pout,e

(a) 1D reprezentace hrany e v grafu I'. Tlak p;, ., resp. pous. je vstupni, resp. vystupni tlak.

(b) Poiseuilleovo lamindrni proudéni v trubce o poloméru r,. Zde je predepsana nulovd rychlost na
zdi, kterd vede na parabolicky profil rychlosti tekutiny.

Oo o LN L2 =
&bv > 7570%@40%00&3
GRS

A0

(c) Proudéni tekutiny v poréznim prostredi.

Obrazek 1.2: Dva mozné pfistupy vypoctu rychlosti v trubce.

Timto zpisobem jsme schopni spocitat rychlost tekutiny na dané hrané pii znalosti tlakd ve vstup-
nim a vystupnim vrcholu hrany.

1.3.3 Vypocet rychlosti na krizovatkach

V grafu T znime pouze hodnoty tlaku v krajnich vrcholech v € V¥ U V. Pro ureni tlaku
v ostatnich vrcholech musime doplnit dal$i podminky. V cévnim fecisti predpoklddame, Ze se hmota
zachovavd, tj. mnozstvi tekutiny, které do danych vrcholt pfiteCe, musi zaroven i odtéct.

Ptedpoklddejme, Ze mame vrchol v € V, ktery je krajnim vrcholem pro hrany ey, ..., e, pron € N.
Pak pro vrchol v plati

iav,e, =0, (1.17)
i=1

kde Q, ., oznacuje celkovy objemovy tok pfes vrchol v skrz hranu e;, Vi € 7.
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SloZenim rovnic (1.14), (1.13)) a (I.17) dostaneme soustavu pro vypocet nezndmych hodnot tlaku
ve vSech vrcholech, tj. formélné dostaneme soustavu linedrnich algebraickych rovnic s fidkou matici
A.

Ap=b. (1.18)

VyfeSenim rovnice (I.18)) ziskdme hodnotu tlaku v kazdém vrcholu a dosazenim tlakd do rovnice
(I.14) spocitdame rychlost na kazdé hrané e grafu T

1.3.4 Transport KL v cévnim reciSti

Transport KL. v cévnim fecisti popiSeme pro hranu e € E(I'). Jednotlivé hrany grafu I” jsou propo-
jeny kfiZzovatkami, ve kterych uvaZujeme platnost zachovani hmoty (soucet toki je nulovy).

S pouzitim rychlosti u., ziskané z (I.14) miZeme popsat transport KL v cévnim fecisti Q.
advek¢né-difuzni rovnici

% + V- (Cotte) = V- (DVee) + ge vIxI, (1.19)

kde ¢, [kg m~3] je koncentrace KL a dolni index ¢ oznacuje veli¢iny piisluiné k cévnimu fedisti.
D.[m? s7!7 je difuzni koeficient, ktery bude v této praci konstantni. Zdrojovy ¢len g, [kg m—>s™!]
pouzijeme pro modelovani prestupu KL mezi cévou a mimocévnim prostfedim.

1.4 Propojeni cévniho a mimocévniho prostredi

V této sekci nejdiive popiSeme metodu vnofené hranice a ndsledné ji aplikujeme na vypocet zdro-
jovych ¢lend.

1.4.1 Metoda vnorené hranice

V této préci je mimocévni prostiedi popsané eulerovskou prostorovou soufadnici x € R a cévni
feCisté je popsané lagrangeovskym bodem X € Q..

Mgjme hranu e v grafu I'. Tato hrana reprezentuje mnozinu {X,.(s) | s € S.}, kde S, = (0, L,) je
parametrickd mnoZina soufadnic popisujici hranu e.

Lagrangeovsky bod X, (s) nachdzejici se na hrané e € E(I') 1ze vyjadfit vztahem

Xol($) = Vet + (@2 = ve1) ses., (120)
e
kde v, | a v, jsou vektory souradnic okrajovych vrcholi hrany e. Prestup KL bude popsan pro hranu
eec EQD).

Pro popis pfestupu KL mezi cévnim a mimocévnim prostfedim budeme potiebovat definovat pre-
vodni vztahy veliin mezi t€émito soufadnymi systémy. Pro tyto dcely vyuZijeme metody vnofené
hranice.

Necht’ w® a w” jsou po fadé funkce popsané eulerovsky a lagrangeovsky. Pfevodni vztahy mezi
témito funkcemi jsou dany nasledovné [3]]

wF(x, 1) = f WH(X,(5),1) 5(x — X,(5)) ds Yx e Q,,Vtel, (1.21a)
Se

Wt (X.(s),0) = f WF(x,1) 6(X.(s) — x) dx VseS,Vtel, (1.21b)

m
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kde ¢ je Diracova delta funkce. Formalné prvni integrdl reprezentuje konvoluci funkce ¢ se spojitou
funkci w! s kompaktnim nosi¢em na Q,, a druhy integral predstavuje jednoduchou vrstvu v Q. [12].
Poznamenejme, Ze se jedna o podobny konceptudlni pfistup jako pomoci Greenovy funkce [14].

1.4.2 Prestup kontrastni latky mezi cévnim a mimocévnim prostredim

Zdrojové ¢leny g, gm, které vystupuji v rovnicich (I.19), (I.3)), jsou funkcemi koncentraci ¢, a c;y.
Tyto zdrojové Cleny jsou uvazovany ve tvaru [7]]

ge = ke(em — o), (1.22a)
gm = km(cc — cm), (1.22b)

kde koeficienty prestupu k., k,, jsou dany

KD pro Ce > Cm,s

ke(ce,cm) = {kb) p " (1.23a)
C pro CC < Cm,
KD proc, > ¢ ,

kn(ces Cm) = { m PrOCe = Cm (1.23b)
ky,,’ procc < cm,

kde kﬁ” ) [s"'1a kﬁ,f ) [s~!1 pro p € {1,2} jsou koeficienty piestupu popisujici propustnost cévni stény
ve sméru z cévniho recisté do mimocévniho prostfedi a z mimocévniho prostfedi do cévniho fecisté.
Horni index u koeficientli prestupu urcuje zda kontrastni latka odchéazi z cévniho fecist€¢ do mimo-
cévniho prostfedi (index 1) a horni index 2 reprezentuje prestup z mimocévniho prostfedi do cév-
niho. Rozdilnost koeficientd kgl) a kﬁ?), resp. kf,l) a k,(,%) predstavuje obecné rtiznou propustnost cévni
stény z vnitini a vnéj$i strany. V této praci bude propustnost cév z vnitini a vnéjsi strany stejna, tj.
KD = k(2) =k akl = k(2) =k
c A — c m  — Mmoo o— ™me

Pomoci vztahu (I.22)) 1ze rovnice (I.19) a (I.3)) pfepsat do tvaru

oe.
a_cz V- (cotte) = V - (DVE) + kol — o), (1.242)
oc
S =V (DyVen) + knee = cn). (1.24b)

Odvodime vztah mezi koeficienty pfestupu k. a k,,,. Mnozstvi KL, které odchézi z cévniho fecisté
musi byt stejné jako to, které prichdzi do mimocévniho prostfedi (a naopak), tj. bude platit

ge =— (gm)". (1.25)

resp.
gm =— (9", (1.26)

kde horni index L, resp. E je vyjddfeni dané veliiny v langrangeovskych, resp. eulerovskych soufad-
nicich. Dale budeme pracovat jen s rovnici (1.25]), pro rovnici je postup analogicky.
Aplikovanim pfevodniho vztahu (1.21)) na (1.23) dostaneme Ye € E(I'),Vs € S,,Vt € I

gc(Xe(S),t)=f gr (x,1) 6(X.(s) - x) dx. (1.27)
Qn
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Dosazenim nésledujicich vztaht

9e(Xo(5),1) = ke(cE(Xo(5), 1) = co(Xo(5), 1)) Ve e E(N),Vse S, Vtel, (1.28)
In(X, 1) = k(cE(x, 1) = cp(x, 1)) Vx e Q,,Vtel, (1.29)

do rovnice (1.23) ziskdme vztah pro Ve € E(I'),Vs € S,,Vre I

ke(ch(Xo(5),1) = co(Xo(s), 1) = — f kin(cE(x, 1) = cm(x, 1)) 6(X,(s) — x) dx

m

= —kp, f cf(x, 1) 0(X(s) —x) dx + kmf cm(x,)0(X,(s) — x) dx
Qp m

= kn(Cp(X (), 1) = co(Xe(5), 1)), (1.30)

kde jsme pouzili nasledujici vztahy
f cE(x, 1) 6(X.o(s) — x) dx = co(X.(5),1) Vee EI'),Vse S, Vtel, (1.31)
Q"l

f cm(x,1) 0(X (s) —x) dx = cﬁ(Xe(s), 1) Yee EI'),s€ S, Vtel (1.32)

‘m

Aby byla splnéna rovnost v (I.30)), musi platit
k. = ky = k, (1.33)

¢imz zavedeme jeden prestupni koeficient k.

1.5 Prevod veli¢in do bezrozmérného tvaru

Pro praktické vyuziti matematického modelu je vyhodné prevést veliCiny, které jsme doposud
definovali, do bezrozmérného tvaru ndsledujicimi vztahy

Ce = COChs (1.34a)
Cm = COCypys (1.34b)
Pe = PODes (1.34¢)
p— (1.34d)
x = xpx*, (1.34e)
X = xo X7, (1.34f)

t = tot", (1.34g)
ky = %k; Ya € {c,m}, (1.34h)

kde co [kg m3] je charakteristickd koncentrace KL, py [Pa] je charakteristicky tlak, uy [m s71] je
charakteristicka rychlost, xo [m] je charakteristickd délka a #y [s] je charakteristicky cCas. VeliCiny
oznacené v (1.34) s hornim indexem * jsou bezrozmérné. Dale budeme pouZivat pouze bezrozmérné

veliCiny, kde pro lepsi prehlednost budeme vynechavat horni index "«". Pfechod k vySe uvedenym
bezrozmérnym veli¢indm zjednodusi analyzu feSeni rovnic (1.24).
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1.6 Formulace tlohy

Necht Q,, = (0,Ly,) X (0, Ly,) X (0, Ly,) je tifrozmérna oblast s hranici 09Q,,, kde Ly, resp. L,,,
resp. Ly, je délka stran €, na ose xj, resp. xz, resp. x3. Déle necht’ graf popisujici cévni fecisté Q.
predstavuje sjednoceni konecného poctu hran. Hrana e € E reprezentuje useCku s rychlosti u. ., o délce
L,. Mé&jme Casovy interval I = (0, T},4x), kde Tqy je findlni Cas.

M¢éjme prostorovou soufadnici x = (x1, x2, x3)T urCujici pozici v oblasti €, a necht’ hrana e
v grafu I reprezentuje mnoZinu {X,.(s) | s € S.} = v..

Transportni rovnice (1.24) pro ¢, = c¢.(X.(s),1) a ¢y = cim(x, 1) jsou formulovany nésledovné

e, e, d%c.
6_Ct + ”C’ea_cs - "a_sCZ + g vS,x1,Ye e ET) (1.35a)
2 2 2
aﬂ:Dm ch+8cm+6cm + gm vQ, xI, (1.35b)
ot c')x% 8x§ é?x%

kde u. . je konstantni rychlost na hrané e.
Ptedpoklddejme, Ze do cévniho feciste je vstitknuta KL s Casové proménnou koncentraci ¢ = ¢(¢)
danou vztahem

() = e Ket=1c Viel, (1.36)

kde K. [-] a t. [—] jsou bezrozmérné konstanty urcujici ¢asové Skdlovani a posun v Case. Pocatecni
a okrajové podminky (o.p.) této dlohy jsou

e Pro cévni reciste:

Pociteéni podminka: ce(X,0) = c™(X) VX € Q. (1.37a)

Dirichletova o.p.: co(X, 1) = c(t) Y(X,t) e 69?’ X1, (1.37b)
0

Neumannova o.p.: %(X, Hn=0 Y(X,1) € 0Q x I, (1.37¢)

kde 0Q!", resp. 0Q2"" je mnoZina bodd, které jsou reprezentovany v grafu I’ mnoZinou vrchold
V" resp. VO

e Pro mimocévni prostfedi:

Pocatecni podminka: cn(x,0) = cﬁff(x) Vx € Q,, (1.38a)
Dirichletova o.p.: Ccm(x, 1) = c,?f’ Y(x,1) € 892” x I, (1.38b)
Neumannova o.p.: Veu(x,0)-n(x) =0 Y(x,1) € GQZ”‘ x I, (1.38¢)

kde n(x) je jednotkovy vektor vnéjsi normély hranice d€2,, v bodé x. Hranice oblasti Q,, spliuji

QP 0 gQNNen = ¢, (1.39a)
QDT Y JONe = Q. (1.39b)

Zdrojové Cleny g, a gy, jsou dany vztahy ze sekce[[.4.2]
go(X, 1) = ke(cE (X, 1) — co(X, 1) Y(X,1) e Q. X1, (1.40a)
In(x, 1) = k(cE(x, 1) = cp(x, 1)) Y(x,1) € Qp X1, (1.40b)
kde koncentrace cL a c£ jsou uréeny pievodnimi vztahy (T.21)) ze sekce
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Kapitola 2

Numericky model

Popis numerické metody pro feseni tilohy rozdélime na nékolik sekci: v prvnich dvou se bu-
deme zabyvat transportem kontrastni l4tky, dal$i bude vénovana prestupu KL mezi cévnim a mimo-
cévnim prostfedim a na zavér popiSeme metodu pro generovani cévniho recisté a samotny algoritmus.

V prvni &asti se budeme zabyvat metodou kone¢nych diferenci pro difuzni rovnici (I.3])) v mimo-
cévnim prostiedi a v ¢dsti druhé metodou kone¢nych diferenci pro advekéné-difuzni rovnici (I.19)
v cévnim fecisti. Postup pro obé metody bude obdobny, nejdiive diskretizujeme piisluSnou oblast,
poté aproximujeme derivace diferencidlnimi vyrazy a aproximujeme zdrojové Cleny. Diskretizované
oblasti a veli¢iny budou znaceny stfiSkou (""") nad danym symbolem.

Budeme se zabyvat ¢asové implicitnimi schématy s vyjimkou vypoctu zdrojoy}’/ch Clent.

Pro obé€ ¢asti zavedeme diskretizaci ¢asového intervalu [ a I, kterou oznac¢ime I a [ danou vztahem

~0D

={;=iAt]|ie{0,1,...,N,— 1}}, (2.1)
I={t;=iAt|ie{l,...,N,—2}}, (2.2)

kde At je ¢asovy krok, N, pfedstavuje pocet casovych krokt a plati

Tinax
At = . 2.3
N -1 (2.3)

2.1 Mimocévni prostredi

V této Casti se zaméfime na popis dlohy v sekei [1.6] pro mimocévni prostiedi metodou
konecénych diferenci.

2.1.1 Diskretizace mimocévniho prostredi

Zavedeme diskretizaci oblasti Q,, znatenou symbolem €, a bude ddna predpisem
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_ JAXx;

Q= xjks = |kAx | 1 j€{0,1,.. ., Ny, =1Lk €{0,1,..., Ny, — 11,1 €{0,1,..., Ny, — 1}, (2.4)
[Axs
JAXx;

Q= %00 = |kAxy | 1 je (1,2, .. Ny, 2Lk €{1,2, ..., Ny, — 211 € {1,2,..., Ny, =2}, (2.5)
ZAX3

30 = O\ O, (2.6)

kde Ax1,Ax; a Axz je po Fad€ prostorovy krok na ose xi, x2 a x3. Ddle Ny, N,, a Ny, predstavuji pocty
uzld na prislusnych osédch a spliuji vztahy

L
Ax; = —21 | 2.7
X1 No -1 2.7
L
Axy = —=2 2.
X2 No -1 (2.8)
L,
Ax3z = 3 2.
X3 Ne -1 (2.9
©-0-0-0-0-0-0-0--0--0-0-0-0-0-9
e © ©o @ © © © @ © @ © @ @ © ® [0](),,
e © © © © © @ @ © @ @ @ @ © ® HQ,
e © ¢ @ © @ @ @ @ @ @ © © © * ors
e © @ @ @ @ @ @ @ @ @ © @ ©O +
¢ © © @ @ @ @ @ @ @ @ © @ © +
¢ ¢ @ @ o ©¢ @ @ @ @ @ © © © +x2
¢ ©o ¢ @ @ @ @ © @ @ @ © © © ° ‘ .
1 : 1
*-0--0--0--0--0--0-0-0-0-0-0-0--0--0

Obrazek 2.1: Iustrace diskretizace oblasti €, pro fez x3 € (0, Ly;).

2.1.2 Diskretizace diferencialnich vyrazia v mimocévnim prostiedi

Diferencidlni vyrazy z rovnice (I.35b)) nahradime kone¢nymi diferencemi pro koncentraci
— i
em(X s 10) = €, 1y 18]

i+1 i
ac, Conjkd ~ Cm,jk,l
(X s 1) B — (2.10a)
o T At ’
i+1 _ "+l i+1 i+1 _ i+l i+1
Con i1kt = 2Cm ikt T itk Cmjke1d ™ 2kt ¥ Com ket
Acm(X i 1) ~ + (2.10b)
m\rX kil ti) ~ sz sz .
1 2
i+1 i+1 i+1
ctl — 20ttt
m, j ke l+1 mjkd T Cm, k-1
! 4 S (2.10c)
Ax3
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kde ¢asova derivace je nahrazena zpétnou ¢asovou diferenci, druhd prostorova derivace je nahrazena
prostorovou centrdlni diferenci 2. fadu a j € {1,2,...,N,, —2},k € {1,2,..., Ny, — 2},
le{l,2,...,N;—-2}aie{0,1,2,...,N;, - 2}.

Aplikaci aproximaci (2.10) na rovnici (I.3) dostaneme nésledujici tvar numerického schématu
pro mimocévni prostiedi

i+1 _ A i+1 _ i+1 i+1 i+1 _ i+1 i+1
Comjkl ~ Cmjhd b Conjri ket = 2Cm ikt T Comjmt kit D Con 10~ 2t T Com ik @.11)
=Unm m :
At Ax? Ax3
i+1 _ i+1 i+1
D Conjiedsl = 2 et T Com ki1 y
m i )
AX% m, j.k,l

kde j € {1,2,...,Ny, =2}k € {1,2,...,Ny, = 2},1 € {1,2,...,Ny; =2}, i € {0,1,...,N, - 2} a

g il = 9m(X 1, 1;) je zdrojovy Clen, jehoZ aproximace bude podrobné€ popséna v m
Rovnice (2.11) se déd vektorové zapsat do tvaru
Bucil = ¢l + At gl ie{0,1,...,N, -2}, (2.12)

kde matice B,, je nezdvisld na Case t a faktorizace této matice bude podrobnéji popsédna v kapitole 3]

2.1.3 Mnozstvi latky v mimocévnim prostredi

Nyni definujeme celkové mnoZstvi latky M,, v mimocévnim prostiedi Q,, v ¢ase ¢ € I vztahem,
viz [L1]

Ny =1 Ny =1 Ny =1
M, (1) =f cm(x,dx ~ Z (X k1, DAX1 Axp Ax3. (2.13)
Q =0 k=0 =0

2.2 Cévni recisté
V této sekci popiseme metodu kone¢nych objemu pro dlohu (I.35a) popsanou v sekci

2.2.1 Diskretizace cévniho reéisté

Necht' e € E je hrana v grafu I, nyni zavedeme diskretizaci I grafu I'. Nejdfive diskretizujeme
parametrickou mnoZinu S, pro hranu e € I' ndsledovné

?e ={sre =CAS.|€€{0,1,...,N.. — 1}} C (0, L,), (2.14)
e = {s{’,e = fASe | te {1’2a' .. ’Nc,e - 2}} c (O,Le)a (215)

W

kde N, . je pocet uzlli na hrané e € E(I') a AS, je prostorovy krok na hran€ e dan vztahem

L,
Nee—1

AS, = (2.16)

Poznamenejme, Ze pro hranu e € E(I") ve tvaru e = {wy, w,}, kde wy, w; jsou jeji okrajové vrcholy,
predstavuje AS . vzdalenost vrcholl wy a wy.

22



Cévni tecisté jsme v prvni kapitole reprezentovali grafem I', nyni diskretizované cévni fecisté
znacené QC budeme reprezentovat grafem [, viz obrdazek pro hodnotu N., = 4,Ve € E(I'). Pro
lepsi prehlednost budeme od ted’ explicitné psét, z jakého grafu dany vrchol nebo hranu uvazujeme,
tj. pro vrchol v grafu T, resp. I bude platit v € V(I'), resp. v € V(I'). Obdobny vztah bude platit pro
hrany grafii I" a I". Diskretizace cévniho fecisté Q. je dina

Q. = (v(), E1D)), (2.17)
V() = VD) U{X.(s) | s € Se,e € ED)), (2.18)
EM) = ({Xo(s00), Xe(ses1,0)} | Stes Seate € Se, € €40, 1,0, Nep — 2}, e € E(D)}, (2.19)
0Q, = v e V(D) | degp(v) = 1) (2.20)

Dile definujeme celkovy pocet vrchold N, v diskretizovaném cévnim fecisti Q. vztahem
N, =#{v|ve VD), (2.21)

kde symbol # oznacuje pocet prvkd mnoziny.

0-0--0--0--0
00 -0--0-0-09 [e] v(f
000-0--0---0--0 0 v
6.0 8
02 °%0-0--0-0 02" £ ED)
o . 0.0
,/g' 00-0--0--0-0. 0 \Qé‘
,°,0',o~or~o~o—o‘88 %
00 © 0,
o,0’0 00 ©0--0--0--0-0 o\% o
o9 o o ° 0'0’0”07”0”070‘0“ o000 o
-0--0 ‘o o 6.0 00 000 -
. 0‘_0 lg,go,Or-O (e} OO“O%Q\ o<o
o T r o L o. . o . 09 . ) °
P 00 ° o0 0 0 00, oo ‘
o *810’0’0”0”0”70 008%\ o
. o 08000 0 0-00006%e o
: o © o 00 0 0 004 ‘o -
. . o . - .
©00 0 0-0-0--0-0--0-0-0-0 3%9'0'0”0**0"—0'Oorogx—:ororrorror 0 -0--0--0--0 0000
. o . % 900-0--0--0 009 e -
‘. o °o--0--0 ° p
R 0‘0‘1‘100'0O'O"0'—'0"0'0'0'0§V:50~0 '
e '689%0-0-0--0-00 06 o
0.g %9--0--0---0-0° 0% ¢
e O/o*o *8@%'0"0"o—ro-ofg’gng' LR o
©:’0-0-00 9500000 0" o0 00 ‘O
© 6 ‘@, o-0--0--0--0°0 @ o ©
o 90 o 008 o
e %0 0-0--0--0-020° .o
e %70 . 0--0--0--0°9° o~
89 % 0 -0 0 0°9g
00 ° o - oO
Q0 0--0--0--0-00'0
00 --0--0--0-00¢
0 .0-0--0-0

Obrézek 2.2: Diskretizace oblasti (#E(I') = 107, #V(I') = 138, #E(I) = 428,#V(") = 459) Q. (re-
prezentovana grafem I°) pro N.o. = 4 Ve € E(I'). Poznamenejme, Ze zelené jsou zndzornény vrcholy
grafu I a &arkovanou &arou jsou zndzornény hrany grafu .

2.2.2 Diskretizace diferencialnich vyrazu v cévnim recisti

Mgjme hranu e € E(f), ktera reprezentuje trubku o délce L. a prifezu A,. V metodé konec-
nych objemi budeme uvaZovat vzdy objem centrovany kolem n&jakého vrcholu v € V(I") (VCFVM -
Vertex-Centered Finite Volume Method) a tento objem budeme znacit V,,.
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Nejdiive advekéné-difuzni rovnici (I.19) zintegrujeme pies objem V, a éasovy interval (tis tiv1),
a poté zavedeme aproximaci kazdého Clenu. Integraci dostaneme Vi € {0, 1, .

ti+1 acc tit+1 ti+1 tit+1
f f—dth+f fV (ccue) dVde = f fV (D:Vee) dth+f fgc dvdsr.

(2.22)

Pomoci Greenovy formule [1]] pfevedeme rovnici (2.22)) na nasledujici tvar

Livl acc tit1 tit1 Tit1
f f — dVvdr + f f ccte - ndAdt = f f D.Vc. - ndAdr + f f g. dvdt,
t Vy 6t t; v, t; av, t Vo

(2.23)

kde n je vnéjsi normadla na hranici objemu V, a dV,, je hranice objemu V.
Aproximace integralt v rovnici (2.23) pro c.(X(v), #;) = cé’u ve vrcholu v € V(I7) jsou ddny

f " f - —(0,1;) AV = [V|@) - &), (2242)

ti+1
1
f f Cete - mdA = AL Y Ayt o Coor™, (2.24b)
v,

weN (v)
tivl Ei+l _ 5i+l
f f D.Ve.-ndA ~ At Z DeApp 22— (2.24¢)
i YoV weN () AS o)
Tit1 .
f f g, dvdr = g’C’UAIIVUI, (2.244)
t; Vy

kde Eé’u je stiedni hodnota koncentrace v i-tém Casovém kroku v objemu V,. V rovnicich (2.24)) byly
diferencidlni vyrazy aproximovany diferen¢nimi [I]]. Déle v rovnici (2.24Db) po aproximaci integralu
pies povrch vilcové trubky uvaZujeme pouze Clen reprezentujici tok pfes prifez Ay, trubky. Tok
pres plast (stenu) je feSen zdrojovym Clenem g, v podobé piestupu KL do mimocévniho prostiedi.

Funkce CE"’; ";}}” piedstavuje upwindovou (proti sméru) stabilizaci a je ddna
1 &+l prou w <0,
Clipmirt = 3% DO etowl = (2.25)
Cc,v pro Ueowy = Yy

Po nahrazeni diferencidlnich ¢lend v rovnici (2.23)) aproximacemi (2.24)) a vydélenim At dosta-
neme nasledujici rovnici

~i+l _ o~ ~i+1 ~i+1

C : C , 1
V= = ) Autteqnan Cly™ D Defloun=55—=
weN(v) weN () {.w}

+Valgl (2.26)

Clen gé’v = g.(v, ;) v [2.26) predstavuje aproximaci zdrojového Clenu, ktery popiSeme v sekci
[2.3.2] Rovnice (2.26) se d4 maticové zapsat ve tvaru

Beclt! = ¢l + At gl i€{0,1,...,N; - 2}. 2.27)

Poznanejme, Ze matice B, v rovnici (2.26) je v této praci konstantni, tudiz matici B, sestavime pouze
jednou. V kapitole [3| podrobnéji popiSeme LU faktorizaci matice B, pomoci knihovny UMFPACK
[LL7]).
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V rovnici (2.26) se vyskytuje velikost objemu centrovaného okolo daného vrcholu. Velikost ob-
jemu |V,| ve vrcholu v je uvaZovadna ndsledovné: necht’ vrchol v € V je soucdsti hran ey, e, ..., e,, kde
n € N, pak velikost objemu |V,| ve vrcholu v je ddna vztahem

5 A AS,
Vil = ), =5 (2.28)
i=1

Y %
1 - ,( AS.,, ° IQAS;Z Vo .76}(
v, M
(a) Pron = 2. (b) Pron = 3.

Obrazek 2.3: Iustrace prostorové diskretizace metodou kone¢nych objemii.

Na obrazku [2.3|jsou vyznaceny potfebné veliciny pro dosazeni do rovnice (2.28) pro dva piipady
(V2 na obrizku a V¥ na obrazku [2.3b). Pro oba piipady je vrchol v takovy vrchol, ve kterém

uvazujeme objem V,. Vrcholy v, vy na obrazku [2.3a] resp. vy, v2, v3 na obrazku [2.3b|jsou sousednimi
vrcholy vrcholu v. AS,, je délka hrany mezi vrcholem v a v; a A, je prifez hrany e;, i € {1,2,3}.

2.2.3 Mnozstvi latky v cévnim recisti

Celkové mnozstvi latky M, v cévnim fecisti Q. v Case ¢ € [ aproximujeme vztahem

AS e, (2.29)

M~ Y Ce(Xe(0),1) + ce(Xe(Lo), 1)

A 2
ecE(D)

kde X.(0), X.(L.) jsou okrajové vrcholy hrany e € E (f).

2.3 Prestup KL

Prestup KL mezi cévnim a mimocévnim prostfedim je dan zdrojovymi Cleny. V této Casti popi-
Seme nejdiive, kdy dochazi k prestupu KL. Déle zavedeme aproximaci Diracovy delta funkce a na z4-
ver diskretizujeme zdrojové Cleny. V této sekci bude prestup KL popsan pro hranu e € E(I').

K prestupu KL dochdzi mezi eulerovskym a lagrangeovskym bodem, které jsou dostatecné blizko
sebe. Jak blizko od sebe se potiebuji nachazet, aby dochazelo k prestupu KL, zavisi na volbé apro-
ximace Diracovy delta funkce popsané pozdéji v (2.34). Pro zdrojové ¢leny g, resp. g,, budou platit
ndsledujici vztahy z (1.21)
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g 1) = f ki (Ce(Xu(5), 1) — (X, 1)) 0(x — Xo(s)) ds

Se

resp.

ge(Xe(s), 1) =f ke (cm(x, 1) = co(Xe(s), 1)) 6(X(s) — x) dx

Qm

Rovnice (2.30) a (2.31) pfedstavuji konvoluci a jednoduchou vrstvu.

2.3.1 Aproximace Diracovy delta funkce

Konvoluci, resp. jednoduchou vrstvu v (2.30), resp. (2.31)) aproximujeme nésledovné

I (X, 1) = ki f (ce(Xe(5), 1) = cm(x, 1)) W(x — Xc(s)) ds
Se

ge(Xe(s5), 1) =

kcf (em(x,1) = co(Xe(5), 1) F(Xe(s) — x) dx
Q

kde W je spojitd aproximace Diracovy delta funkce [5]] dana vztahem

3 1 2
_Sﬁ —,
d=1

VxeQ, Vtel, (2.30)
VseS,Vtel (2.31)
Y(x,1) € Q,, X1, (2.32a)
Y(s,1) €S, X1, (2.32b)
(2.33)

kde z4 je d-ta slozka vektoru z, Ax, je prostorovy krok na eulerovské ose x4. Déle ¢ je spojitd jedno-
rozmérnd aproximace Diracovy delta funkce.

V bakalafské praci [10] jsme pouZili 4 tvary aproximace Diracovy delta funkce definované v
rovnicich (2.34)) pro r = Az—;d [3]]. Pribéh spojitych aproximaci Diracovy delta funkce je vyobrazen na
obrazku [2.4] Zjistili jsme, Ze v§echny aproximace Diracovy delta funkce ddvaji na dostate¢né jemné
siti stejné vysledky, proto v této praci budeme pro jednoduchost pro aproximaci Diracovy delta funkce
pouzivat pouze funkci ¢ap (viz (2.34d)).

oa(r) = 1

@3(r) = %
1
8
Paq(r) = % (

1
@ap(r) = {4

- Irl

(1+ V1-37)
V-2+61r - 31?)
0
(3-21r+ VT +41r-47)
5-21r = =7+ 1211 - 42)
0

5 - 3|r|

1+c0s
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prolr| <1,

brolrl > 1 (2.34a)

pro|r| < 1,

1 3
pro |r] €(§ 3).
prolr| > 3,

(2.34b)

prolr| <1,
pro |r] € (1,2),
pro|r| > 2,

(2.34¢)

prolr] < 2, (2.34d)
pro|r| > 2. '



—4 =3
Obrazek 2.4: Spojité aproximace Diracovy delta funkce (2.34).

2.3.2 Diskretizace zdrojovych ¢lenu

V této C4sti aproximujeme zdrojové Cleny gi ‘= gc(Xe(sp), 1) a gfn ikl
(2:26), resp. 2.11)) vztahem (2.32)) nasledovné

Ny =1 Ney=1 Nyy =1

= gm(Xjr, ;) z TOVNIC

~ ke Z Z Z m,j,k,z - Ci,g) W(X,(s0) = X jr)AX1 AxoAx3, (2.35a)
=0 k=0 =0
resp.
ngkl ~ K Z Cor Cm;kl W(x k1 — Xe(s0) [V, (2.35b)
kde c] g—cc(X (5005 1)y Chy 14y = cm(x]kl,t,) ecE(), €€{0.1,....N.—1},j€{0.1,..., Ny, — 1},
ke{0.1,. N, —14L,1€{0,1,...,N,, — 1}aie{0,1,2,...,N, —1}.

2.4 Generovani reciste

Dalsim cilem této prace bylo navrhnout zplisob generovani cévniho fecisté. Algoritmus genero-
van{ fecisté je zaloZen na nékolika krocich. Dilezitym parametrem je level (Groven) generovani grafu
I'. Level urcuje pocet krokii (ozn. step) algoritmu generovani grafu I'.

1. V nultém kroku (ozn. step = 0) pfiddme vrchol v;, € V", Vrcholu vj, prifadime soufadnice
(x(m) x;’"), xg’")) a Dirichletovu okrajovou podminku viz (T.37b). Dale pfidame vrchol v; € Vi

1
se soufadnicemi ( (11), x(zl), xgl)) a tento vrchol spojime hranou e; s vrcholem v;,. Tento krok

zajisti, Ze stupeii krajniho vrcholu v;, v grafu I bude roven 1. Hrané e pfifadime prifez A,, = 1
(normalizovany). Pomoci soufadnic vrcholi vy, a vy spocitime délku hrany

Lo = (8 -4 (8 0 0 (- 0 @3
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2. Pro step = 1 se zvoli ndhodné Cislo p € N,p < 5 a vytvoii se p vrcholl v, ..., v,41. Déile
se piida p hran ey, ..., e,1, kde hrana e; spojuje vrchol vy av; proi € {2,..., p+1}. Obdobnym
zpusobem jako v rovnici (2.36) se spocitd délka nové vytvofenych hran. Prifez hrany e; pro
i€{2,...,p+ 1} je din vztahem

Ay = —. (2.37)
3. Dalsi krok se provadi obdobné pro vrcholy v,42, ..., Ups24,, 7 € N jako krok 2. Timto zplisobem
vygenerujeme nové vrcholy a hrany. Tento postup pokracuje, dokud je step mensi nez level.

4. Doposud jsme vygenerovali témer polovinu grafu I'. V dals§im kroku step = level + 1 se jiz
vytvofeny graf zdrcadlové preklopi podle nadroviny x; = 0 viz obrazek [2.5] této fazi fikdme
zrcadleni. V poslednim kroku se ptivodni graf a zrcadleny graf propoji hranami a tim ziskdvame
findlni graf I'. Tento posledni krok nazyvdme propojeni. Na zavér se krajnimu vrcholu v,,,
vytvofenému procesem zrcadleni nastavi Neumannova okrajovd podminka (1.37c)).

Piiklad postupu generovani feCisté pro level = 2 je vyobrazen na obrizku [2.5]

: : : @tep :

Obrazek 2.5: Ilustrace generovani feciste pro level = 2.

2.5 Algoritmus

V této Casti popiseme kompletni algoritmus numerického schématu pro vypocet koncentraci v cév-
nim a mimocévnim prostfedi. Schéma celého algoritmu je vyobrazené na obrazku[2.6|a jeho jednotlivé
kroky jsou nasledujici:

1. Generovani recisté. V prvnim kroku algoritmu se vygeneruje cévni feCist€ postupem popsa-
nym v sekci[2.4]

2. Inicializace. V tomto kroku algoritmu se nastavi pocatecni a okrajové podminky metody ko-
necnych objemd v cévnim fecisti a kone¢nych diferenci v mimocévnim prostiedi.

3. Vypocet rychlosti v cévnim Fecisti. Déle se vypocitaji rychlosti na hraniach grafu I', ktery
reprezentuje cévni feCisté. Vypocet rychlosti v grafu I" je popsan v sekci[I.3.2]

4. Optimalizace vypoctu zdrojovych ¢lenti. V tomto kroku se ke kazdému vrcholu v € V(I)
prifadi body z mimocévniho prostfedi €2, které jsou v jeho blizkosti podle nosice zvolené
Diracovy delta funkce (tzv. blizké vrcholy). Stejny postup se provede pro body z mimocévniho
prostiedi. Pfi vypoctu prestupniho koeficientu, ktery se napocitdvd v kazdém case ¢, se bude

N e

prochédzet okoli pouze pies blizké vrcholy, viz podrobnéjsi popis v kapitole

28



5. Vypocet koncentraci a zdrojovych ¢lenu. V tomto kroku se nejprve pomoci metody vnorené
hranice [I.4.1] vypo¢itaji zdrojové ¢leny z hodnot koncentraci z predeslé Casové vrstvy. Poté se
napocitaji hodnoty koncentraci v cévnim fecisti a v mimocévnim prostedi na zdklad€ numeric-
kého schématu metody konecnych objemi (2.26) a metody kone¢nych diferenci (2.11).

6. Vypocet celkového mnozstvi latky. Pomoci vztahu (2.29) se napod&itd celkové mnoZstvi latky
v cévnim fecisti Q.. Pomoci (2.13)) se napocita celkové mnozstvi KL v mimocévnim prostiedi.

Kroky 5 a 6 algoritmu se opakuji, dokud neni dosdhnuto findlniho ¢asu T, jak je zndzornéno

na obréazku
Generovani fecisté
Inicializace
Vypocet rychlosti
v cévnim fecisti
Optimalizace vypoctu
prestupniho koeficientu
NE
/
Vypoclet zdrojovych ¢lend
t=t+ At !
ANO Vypocet koncentrace v Q.
Vypocet koncentrace v Q,,
Vypocet M, M., M,,
\4
Konec

Obrazek 2.6: Schéma algoritmu pro vypocet koncentraci v cévni fecisti . a v mimocévnim pro-
stredi Q,,,.
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X2 X2
5.0e+01
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30

|
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|

tiak

10

X1

(a) Pohled ve sméru os x; a x;.

X2 X2

X3 X3

(b) Pohled ve sméru os x, a x3.

Obrézek 2.7: Tlustrace prechodu od jednoho cévniho fe¢isté k 9 cévnim fedistim. Cervend jsou ozna-
¢eny vstupni vrcholy s bezrozmérnym tlakem ps = 50 a modie vystupni s tlakem pp = 1. Barevna
Skdla odpovida velikosti tlaku.

2.6 Vice cévnich recist’

Doposud jsme uvazovali v myokardu Q pouze jedno cévni feCisté. Pro vétsi zahu§téni myokardu
budeme uvazovat vice fe¢ist’ generovanych algoritmem [2.4]

Myokard Q v této praci predstavuje krychli. Vrchol v, z algoritmu[2.4]se nachézi na sténé krychle,
kterou budeme nazyvat vstupni st€nou s x; = xlm). Na proté&jsi (vystupni) sténé krychle se nachazi
vrchol v,,,.

Vstupni sténu krychle rozdélime na 9 stejnych ¢tverct. Do stifedu kazdého nové vytvoreného
¢tverce umistime krajni vrchol ufn, kde i € {1,2,...,9}. Timto jsme provedli nulty krok algoritmu
generovani grafu I', Pro kazdy vrchol v vygenerujeme graf I'; pro i € {1,2,...,9}.

Na obrézku 2.7] je znazornén pfechod od jednoho cévniho fecisté k 9 cévnim fecistim. Pfi volbé
vice cévnich fecist’ je mimocévni prostfedi hustéji zaplnéné cévami.
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Kapitola 3

Implementace numerického schematu

V této kapitole popiSeme stéZejni ¢asti implementovaného kédu. Kéd 1ze stahnout zde [24]].

Jednd se o objektovy kéd psany v programovacim jazyce C++ s vyuZitim externi knihovny
UMFPACK pro feSeni fidkych linedrnich soustav pomoci LU rozkladu matice. Numerické schéma im-
plementovaného kodu je popsdno v sekci[2.5]

Nejdrive popiSeme soubory v priloZeném kédu. Dale definujeme struktury pouZité pii implemen-
taci. Pfedstavime zdkladni strukturu funkce main(). Déle popiSeme jednotlivé kroky algoritmu ge-
nerovani cévniho fecisté. Poté predstavime, jak se plni konstantni matice B, z rovnice aB,
z (2.12)). Nésledné popiSeme implementaci zdrojovych ¢lent g, g,, vCetné optimalizace této Casti.

Implementovy kéd je sloZen z nasledujicich soubort:

runfile: soubor, ktery provadi kompilaci a spousti cely program.

Simulation.cpp: v tomto souboru jsou definovany funkce pro generovdni cévniho fecisté
graph1() a hlavni funkce main().

NodesEdges.h: obsahuje strukturu pro vrchol Node a hranu Edge cévniho fecisSte.

Y M

VascularEnvironment.h: obsahuje strukturu pro cévni fecisté VE.
ExtravascularEnvironment.h: obsahuje strukturu pro mimocévni prostfedi EE.

SparseMatrixUMFPACK.h: soubor definuje strukturu SparseMatrix potiebnou pro feseni li-
nedrnich rovnic pomoci UMFPACKu.

Interface.h: definuje strukturu IE, ve které najdeme funkce pro vypocet zdrojovych ¢lent
gc, gm

Convolution.h: souéésti tohoto souboru je struktura Convolution, ve které je zadefinovana
Diracova delta funkce a jeji spojité aproximace.

Pro vétsi prehlednost vypiSeme souhrn pouzivanych struktur a jejich vyuziti:

Node: tfida Node je zdkladni datovou strukturou pro reprezentaci vrcholli v cévnim fecisti.
KaZdy vrchol m4 nasledujici atributy:

— Souradnice (x1, x2, x3): Reprezentuji polohu vrcholu v trojrozmérném prostoru.

— Tlak (pressure): Skaldrni veli¢ina reprezentujici tlak v daném vrcholu.
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— Koncentrace (concentration): Skaldrni veli¢ina reprezentujici koncentraci KL v da-
ném vrcholu.

— Objem (volume): Objem centrovany kolem daného vrcholu v cévnim fecisti.

— Vektor sousednich vrcholi (adjacentNodes): Obsahuje indexy sousednich vrcholti v cév-
nim fecisti.

— Vektor sousednich hran (adjacentEdges): Obsahuje indexy hran, pro které je dany
vrchol jejich okrajovym vrcholem.

— Vektor sousednich vrcholi v mimocévnim prostiedi (adjacent_EE_Nodes): Vektor
obsahujici indexy sousednich vrcholtl nachazejicich se v mimocévnim prostiedi.

Typy vrchola (boundary_condition): Kazdy vrchol mizZe byt klasifikovén jako:

— 0: Vnitini vrchol bez specidlnich okrajovych podminek.
— 1: Vrchol s Dirichletovou okrajovou podminkou pro koncentraci.

— 2: Vrchol s Neumannovou okrajovou podminkou pro koncentraci.

Struktura Node je definovdna v hlavickovém souboru VascularEnvironment.h a je uZivdna
prostfednictvim NodeV, ktery reprezentuje vektor téchto vrchold, oznaceny jako V.

e Edge: zdkladni datov4 struktura pro reprezentaci hran v cévnim fecisti. Kazd4 hrana m4 ndsle-
dujici atributy:

Indexy okrajovych vrcholi (v1, v2): Indexy okrajovych vrchold dané hrany.

Pruarez hrany (A): Prifez hrany.
Délka hrany (L): Délka hrany.
Rychlost (u): Rychlost na hrané.

Struktura Edge je definovdna v hlavickovém souboru VascularEnvironment.h a je vyuZzi-
véna prostfednictvim EdgeE, ktery reprezentuje vektor téchto hran, oznaceny jako E.

e SparseMatrix: tfida SparseMatrix je navrZena pro efektivni prici s fidkymi maticemi a
umoziuje feSeni linedrnich soustav rovnic s vyuZitim knihovny UMFPACK. Struktura ma né-
sledujici klicové atributy a funkce:

— Velikost matice (N): Celkovy pocet fadkd a sloupct v matici.
— Pocet nenulovych prvku (NCC): Pocet nenulovych prvki uloZenych v matici.

— Symbolicka a numericka faktorizace (Symbolic a Numeric): Ukazatelé na struktury
pouZzivané pro efektivni faktorizaci a feSeni matice.

o vz

— Indexy radku nenulovych prvku (Ai): Pole indext fadka pro kazdy nenulovy prvek.

— Indexy sloupcu nenulovych prvki (Ap): Pole, které oznacuje zacétek kazdého sloupce v
seznamu nenulovych prvka.

— Hodnoty nenulovych prvku (Ax): Pole obsahujici v§echny nenulové hodnoty matice.
Mezi zakladni metody tiidy patii:

— solve(T *b, T *x): Metoda pro feSeni systému linedrnich rovnic Ax = b.
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— allocate(): Alokuje pamét’ pro nenulové prvky matice.
— get(int i, int j): Vraci hodnotu prvku na pozici (i, j).

— printMatrix(): VypisSe matici ve standardni formé.

Struktura SparseMatrix je vyuzivana pro vypocet adjacencni matice, pro feSeni systému tlakt
v cévnim feCisti a pro vypocet koncentraci v cévnim fecisti (VE_SparseMatrix) a mimocévnim
prostfedi (EE_SparseMatrix), v§e definovdno v souborech

VascularEnvironment.h a ExtravascularEnvironment.h.

e VE: jednd se o strukturu obsahujici prvky z cévniho fecisté. Je zde sestavena adjacencni matice,
matice pro tlaky a koncentrace. Déle je zde definovana metoda pro vypocet tlakii a koncentraci
v cévnim fecisti.
Tato struktura je v kédu vyuZita ve dvou instancich. Prvnf instanci je vel pro vygenerovani
cévniho fecisté a ndsledného dopocitdni tlaku v kazdém vrcholu. Déle pfi diskretizaci cévniho
reCisté vytvarime instanci ve2, kterd obsahuje vSechny vrcholy instance vel a nové vytvorené
vrcholy a hrany z diskretizace. V rdmci matematického a numerického modelu instance vel
odpovida grafu I a instance ve2 odpovidd grafu I. Ob& dvé& instance vel a ve2 jsou definovany
v Interface.h.

e EE: ma podobnou funkcionalitu jako struktura VE. Definuje funkce pro naplnéni matice pro
koncentrace a jeji feSeni, indexovaci funkci pro kazdy bod v mimocévnim prostiedi. V kédu je
definovana ve znaceni ee v souboru Interface.h.

e IE: struktura ie je deklarovdna v souboru Interface.h a definovdna v Simulation. cpp.
Hlavni prvky této struktury zahrnuji funkce pro vypocet zdrojovych ¢lend g, a g,,.

e Convolution: struktura convolution, definovana v souboru Interface.h, obsahuje funkci
diracDelta() pro vypocet aproximace Diracovy delta funkce. Déle zahrnuje funkci
approximationFunction(), kterd definuje spojité aproximace Diracovy delta funkce, jak je
ukédzano na obrazku 2.4

3.1 Simulation.cpp

V této C4sti popiSeme hlavni funkci main (), funkci pro vygenerovani cévniho fecisté
graphl() a funkci setup_VE() ze souboru Simulation.cpp. Ostatni funkce definované v tomto
souboru lze najit v pfiloZeném kédu [24]].

Numerické schéma funkce main() je zndzornéno na obrazku[2.6] Nejdiive z kompilovaciho sou-
boru runfile se prevezmou parametry pro spusténi programu, poté dochazi k nastaveni prostoro-
vych krokt a ¢asového kroku, poctu bodi diskretizace na jednotlivych osich. Déale pomoci funkce
setup_VE() dochdzi k vygenerovani cévniho fedisté, spoéiani tlad a rychlosti a naplnéni konstantni
matice z (2.27) a pomoci funkce ee.solve() se nastavi mimocévni prostiedi spole¢né s naplnénim
matice z (2.12)). Nasledné se alokuji pole pro zdrojové Cleny g., gm a zvoli se typ spojité aproximace
Diracovy delta funkce (2.34d). V dalsi ¢asti kddu napocitame pocatecni hodnoty celkovych mnoz-
stvich KL M, M., M,,.

Funkce ie.neighbours_in_VE(), resp. ie.neighbours_in_EE() kazdému bodu z mimocév-
niho prostiedi, resp. cévniho fecisté pfiradi body v cévnim fecisti, resp. mimocévnim prostiedi, které
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jsou v blizkosti daného bodu. Definice té€chto funkci a pojmu blizkost bodu od jiného bodu, bude
popséna niZe.

Nésleduje casovd smycka, ve které se nejdiive vypocitaji zdrojové Cleny g., g,, na zdkladé hod-
not koncentrace z predchozi Casové vrstvy. Poté dochazi k vypoctu koncentraci ¢, a c¢,,. Na zavér
se vypocitaji celkovd mnozstvi KL a aktualizuje se Cas.

RS

int main(int argc, char **argv) {
// Checking if the required number of parameters is provided

const int params = 3;

if (argc <= params) {
printf("error:_required.%d.parameters:\n.%s.res[1,...]\n", params, argv[0]);
return 1;

}

// Retrieving parameters from command line arguments

int N = atoi(argv[1]); // Number of discretization points

double k = atof(argv[2]); // Transfer coefficient

double d = atof(argv([3]); // Defect coefficient

// Setting up space steps, diffusion, number of nodes in each axis
initialization(N, k);
// Setting up the vascular bed and setting up constant matrix B_c
setup_VE(N, dt, diffusion_c, d);
// Setting up the extravascular environment and setting up constant matrix B_m
ee.solve( );
// Allocating memory for source terms g_c and g_m
ie.allocate_g(Q);
// Convolution approximation - choose of type psi_4b
convolution.n = 4;
// Initial mass calculation
double Mc = 0;
double Mm = 0;
double M = 0;
Mc = calculate_mass_VE(Q);
Mm = ee.calculate_mass_EE(ee.c_m);
M = Mc + Um;
// Initial time t_0 plus time step dt
double time = t_0 + dt;
// Setting up neighbours of each vertex in both environments
ie.neighbours_in_VE(Q);
ie.neighbours_in_EE(Q);
// Time loop for concentration calculation
while (time <= t_N + dt) {
// Calculating source terms
ie. function_g_c(time);
ie.function_g_m(time);
// Solving concentration
ve2.solveConcentration(dt, time,ie.g_c);
ee.solve_concentration_m(ie.g_m);
// Calculating mass quantities
Mc = calculate_mass_VE(Q);
Mm = ee.calculate_mass_EE(ee.c_m);
M = Mc + Um;
// Setting up new time
time = time + dt;
}

return 0;
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Nasledujici kéd definujeme funkce setup_VE(), kterd nejdiive pomoci funkce graphl () zkon-
struuje cévni fecisté reprezentované grafem I' a vypocitd tlaky. Podrobnéji bude tato funkce popsdna
niZe. Déle funkce graph2 () diskretizaci grafu I" zkonstruuje graf I". Diskretizace probiha tak, Ze kaz-
dou hranu grafu I' zdiskretizuje N vrcholy, které nasledné propoji hranami. Detaily této funkce lze
najit v pfiloZeném koédu [24]. Déle dojde k nastaveni pocatecni podminky ve vSech vrcholech struk-
tury ve2. Funkce ve2.buildConcentrationMatrix () alokuje prvky struktury VE_SparseMatrix
pro matici B, a funkce ve2.fillConcentrationMatrix() tuto matici naplni. Posledni zminéna

funkce bude podrobné€ popsana v dalsi ¢asti této kapitoly. Presnou definici ostatnich funkei naleznete
v [24].

void setup_VE(int N, double dt, double D_c, double d) {
// Creating the graph and discretizing it
graphl(d, 2); // Corresponds to structure vel
graph2 (N); // Corresponds to structure ve2 - discretized vel
// Initializing the concentration values and constructing the concentration matri
ve2.initialConditions(); // Setting up initial value of concentration to 0
ve2.buildConcentrationMatrix(); // Setting up structure of VE_SparseMatrix
// Filling the concentration constant matrix
ve2.fillConcentrationMatrix(D_c, dt);

Niésledujici blok kéd popisuje funkci pro vygenerovani cévniho fecisté. Rozvétveni cévniho fe-
Cisté vyuziva funkci rand (). Abychom byly schopni délat simulace pokazdé na stejném typu cévniho
fecisté, tak vyuZivdme funkci srand(), kterd fixuje dany typ cévniho fecisté pomoci jejtho argu-
mentu.

V sekci [2.6] byla popsdna motivace pro vygenerovani vice cévnich feCist'. V nasledujici ukazce
kédu zvolime pocet cévnich fecist’ number, které se maji vygenerovat ndsledovné

number = number_x2 * number_x3, 3.1

kde number_x2 a number_x3 urcuji pocet cévnich fecist’ po fad¢ ve sméru osy x, a x3.
Dale se nastavi soufadnice x(lm) vrcholu vy, ze sekce|1.4.2] Soufadnice x\™, x(S’") jsou urceny v po-

1
3

2

lich EN_x2[],EN_x3[]. Na fddku 23 ptfiddme vrchol v;,, a vrchol v;. Soufadnice xgl) a x, ’ vrcholu vy

jsou stejné jako soufadnice vrcholu v;,, soufadnice x(ll) je zaddna manudlné pomoci x1_1. Spojenim
vrchold v, a v; vytvoffime pomocnou hranu e; s prifezem A,, a délkou danou vztahem (2.36).

Funkce graphl_branch() provede kroky algoritmu z[2.4]dokud step = level + 1. Vice bude tato
funkce popsédna v dal$im kédovém bloku.

Dalsi krok této funkce je krok zrcadleni. Nejdiive si vytvofime adjacen¢ni matici pro jiZ pridané
vrcholy a hrany, poté si uloZime pocet vrcholl a hran. Na fadku 41 pridime mNodes vrcholil zrcadlové
preklopenych a tyto vrcholy spojime hranou ve stejném uskupeni jako do step = level + 1.

Krok propojeni zacind na faddku 47, kdy projdeme vSechny vrcholy v vytvorené pred krokem
zrcadleni. Prvni podminkou v if funkci na fadku 49 zajistime, Ze se nebude jednat o vrchol v;,, druha
podminka fikd, Ze se musi jednat o vrchol s pouze jednim sousedem. Nasledné projdeme vSechny
hrany e vytvorené pred krokem zrcadleni. Pokud nastane situace, kdy dany vrchol v bude okrajovy
vrchol hrany e, tak vrchol v propojime hranou s protéj$im vrcholem vzniklym krokem zrcadleni.

Dalsi ¢ast této funkce prochdzi vSechny doposud vytvofené vrcholy. Vrcholim, které maji jen
jednoho souseda a nejsou vstupnimi vrcholy, pfifadi Neumannovu okrajovou podminku.

Posledni ¢ast funkce se zabyva nastavenim defektni ¢asti myokardu. Pomoci velikosti mimocév-
niho prostfedi zvolime oblast, kde upravime prifez hran. Tim zajistime to, Ze transport KL bude

s Yz

v hranich, nachazejicich se v defektni ¢asti, omezen.
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Na zavér vytvorime adjacencni matici pro tento graf, spocitame tlaky v kazdém vrcholu a nasledné
dopocitdme rychlost na kazdé hrané grafu.

void graphl(double d, int level, double reflection_point = 7.) {
// Number of step
int step = 0;
// Seed the random number generator

srand(11);

// Number of entry nodes in x2 and x3 axis
int number_x2 = 3;

int number_x3 = 3;

// Set x1 coordinates for vertices x1l_in and x1_1 of edge el

double x1_in = 0;

double x1_1 = 0.5;

// Initial area of edge el

double A_el = 1;

// Coordinates x2 and x3 of entry nodes(EN)

double EN_x2[3] {2.5, 5, 7.5};

double EN_x3[3] = {2.5, 5, 7.5};

// Integer for indexing entry and help nodes

int count = 0;

// Creating vascular bed until step = level + 1

for (int k = 0; k < number_x2; k++) {

for (int 1 = 0; 1 < number_x3; 1++) {

// Add entry and help nodes to the graph
vel.EntryNode[count] = vel.addNode(xl_in, EN_x2[k], EN_x3[1],0,0,Dirichlet);
vel.HelpNode[count] = vel.addNode(x1_1,EN_x2[k],EN_x3[1],0,0,0);
step = 1;
// Add adge el
vel.addEdge(vel.EntryNode[count],vel.HelpNode[count],A_el);
// Build the graph starting from the help node with level
graphl_branch(step,level,vel.HelpNode[count],A_el);
count++;

}

// Step - mirroring

// Build matrix of adjacent matrix

vel.buildAdjacent ();

// Current number of vertices and edges

int mNodes = vel.V.size();

int mEdges = vel.E.size();

// Add reflected nodes and edges to the graph

for (int i = 0; i1 < mNodes; i++)
vel.addNode(l.5*reflection_point-vel.V[i].x1,vel.V[i].x2,vel.V[i].x3);

for (int i = 0; i < mEdges; i++)
int ei = vel.addEdge(vel.E[i].v1+mNodes,vel.E[i].v2+mNodes,vel.E[i].A);

// Step - connecting
for (int i = 0; i < mNodes; i++){
// 1 neighbour and it can not be v1_1
if (vel.V[i].x1 > x1_1 / 2.0 && vel.V[i].adjacentNodes.size() < 2) {
int j;
for (int k = 0; k < mEdges; k++)
if (i == vel.E[k].v1l || i == vel.E[k].v2) {
=k
break;

}
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vel.addEdge(i,i+mNodes,vel.E[j].A);
}
}
// Set Neumann boundary conditions
count = 0;
for (int i = 0; i < vel.V.size(); i++) {
// Only for nodes with one neighbour and not the entry node
if (vel.V[i].xl1 >= ee.x1_N / 2.0 && vel.V[i].adjacentNodes.size() < 2) {
vel.V[i].boundary_condition = Neumann;
// Index of final node

vel.FinalNode[count] = i;
count++;
}
}
// Defect: Modification of edge cross-sections A based on a defect factor d
// Center point of the defect area - cube with r radius

double x1_D = (ee.x1_N + ee.x1_0) / 2.0;
double x2_ D = (ee.x2_N + ee.x2_0) / 2.0;
double x3_.D = (ee.x3_N + ee.x3_0) / 2.0;
double r = 2;
mNodes = vel.V.size();
mEdges = vel.E.size();
for (int e = 0; e < mEdges; e++) {
int vl = vel.E[e].vl;
int v2 = vel.E[e].v2;
if(fabs((vel.V[v1].x1 + vel.V[v2].x1)/2.0-x1_D) < r &&
fabs((vel.V[vl].x2 + vel.V[v2].x2)/2.0-x2_D) < r &&
fabs((vel.V[v1].x3 + vel.V[v2].x3)/2.0-x3_D) < r) {
vel.E[e].A *= d;
}
}
// Rebuild adjacency matrix
vel.buildAdjacent ();
// Solve pressure
vel.solvePressure();

Nasledujici funkce zajist'uje rozveétveni cévniho fecisté. Nejdiive si ulozime soufadnice vrcholu
V[parent_index], ve kterém dochdzi k vétveni. Ndsledné¢ pomoci funkce rand() uréime pocet
vrcholi, které se maji vytvorit. Déle dopocitdme prifez budoucich hran a souradnice nového vrcholu.
Zkontrolujeme, jestli se souradnice nového vrcholu nachézi v oblasti mimocévniho prostredi. Pokud
ano, tak vytvorime novy vrchol V[v_i] a tento vrchol spojime s vrcholem V[parent_index], tim
vytvofime novou hranu. Pro vrchol V[v_i] opakujeme stejny postup jako pro V[parent_index].
Podminka k zastaveni rozvétvovani je uvedena na zacatku funkce, tj. step = level + 1.

void graphl_branch(int step, int level, int parent_index, double A) {
// Base case: If the current level exceeds the maximum level, return
if (step > level+l) return;
// Extract coordinates of the parent node
double x1 = vel.V[parent_index].x1;
double x2 = vel.V[parent_index].x2;
double x3 = vel.V[parent_index].x3;
// Generate a random number of child nodes to create
int number = rand() % (step + 3) + 2;
// Loop to create child nodes
for (int i = 0; i < number; i++) {
// Calculate the cross-section of new edge ei
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double A_ei = A / number;
// Generate random coordinates for the new node
double x1_new = x1 + 0.5 + 0.5 * epsilon() / (level + 1);
double x2_new = x2 + randomPlusMinusOne() * 4 * epsilon() / (level + 2);
double x3_new = x3 + randomPlusMinusOne() * 2 * epsilon() / (level + 1);
// Adjust x3 coordinate for a specific case
if (i == 1) {
x3_new = x3 + 1 * epsilon() / (level + 5);
}
// New node is within the defined bounds of extravascular environment
if (xl_new >= ee.x1_0 &% x1_new <= ee.x1_N &&
x2_new >= ee.x2_0 && x2_new <= ee.x2_N &&
x3_new >= ee.x3_0 && x3_new <= ee.x3_N) {
// Add the new node to the graph
int v_i= vel.addNode(xl_new, x2_new, x3_new, 0, 0, 0);
// Add edge e_i connecting v_i and parent_node
vel.addEdge (parent_index, v_i, A_ei);
// Recursively build the graph from the new node
graphl_branch(step+1,level ,v_i,A_ei);

3.2 VacularEnvironment.h

Nadsledujici funkce plni konstantni matici z rovnice (2.27). Ve funkci je cyklus pies vSechny vr-
choly cévniho fecisté. V prvnim kroku se na diagondlu matice B, nastavi hodnota 1. Dals{ krok se pro-
vadi pouze pro vrcholy, které maji alespon dva sousedy (kromé okrajovych vrcholi).

Na fadcich 10 — 13 projdeme vSechny sousedni hrany daného vrcholu a spocitime objem daného
vrcholu.

V dal§im kroku opét pojdeme sousedni hrany daného vrcholu a pro kaZzdou hranu si do proménné
vel uloZime rychlost na dané hrané. Pfidani advek¢niho ¢lenu bude zaviset na znaménku této pro-
ménné. Na diagondlu ptfiddme piispévek difuzniho ¢lenu, obdobné to bude na misto sousedniho vr-
cholu v matici B,.

Za podminky, Ze vel < 0 se podobné jako difuzni ¢4st uloZi do matice prispévek za advekcni C4st.
Podminka vel < 0 predstavuje upwindovou stabilizaci 1. fadu.

Nasledné pro vrchol s Neumannovou okrajovou podminkou se uloZi do matice hodnota —1 na
pozici vrcholu sousediciho s vrcholem s Neumannovou o.p.

void fillConcentrationMatrix (double diffusion, double dt) {
int edge = 0;
// Loop through each node
for (int r = 0; r < VE.N; r++) {
// Set diagonal matrix to 1
VE_SparseMatrix(r,r) = 1.0;
// If node has more neighbours
if (V[r].adjacentEdges.size() > 1) {
// Calculate the total volume of adjacent edges
for (int s = 0; s < V[r].adjacentEdges.size(); s++) {
edge = V[r].adjacentEdges[s];
V[r].volume += E[edge].A*E[edge].L/2.0;
}
// Loop through the neighbors of each node
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for (int s = 0; s < V[r].adjacentEdges.size(); s++) {

edge = V[r].adjacentEdges[s];

// Velocity direction for upwind scheme

double vel = velocity(r,V[r].adjacentNodes[s], edge);

// Diffusion part

VE_SparseMatrix(r,r) += E[edge].A*dt*diffusion/(E[edge].L*V[r].volume);

VE_SparseMatrix(r,V[r].adjacentNodes[s]) += -E[edge].A*diffusion*

dt/(E[edge].L*V[r].volume);

// Advection part

if (vel < 0) {
VE_SparseMatrix(r,r) += -E[edge].A*vel*dt/V[r].volume;
VE_SparseMatrix(r,V[r].adjacentNodes[s]) += E[edge].A*vel*dt/V[r].volume

}
}
}
else {
// Neumann boundary condition
if (V[r].boundary_condition == 2) {
VE_SparseMatrix(r,V[r].adjacentNodes[0]) = -1;
}
}

3.3 ExtravacularEnvironment.h

Naplnéni matice B,, z rovnice (2.12) je podobné napliiovani matice B.. Projdeme vSechny body
mimocévniho prostiedi. Usporddani bodd v mimocévnim prostiedi je pravidelné, proto naplnéni ma-

tice je vyrazné jednodussi a pro kazdy bod se ulozi difuzni pfispévek ze vSech sméri na diagonalu B,,
a na mista sousednich bodi se uloZi difuzni pfispévek z daného sméru.

void fill_matrix_M(Q) {

// Loop through all grid points

for (int k = 0; k < Nx3; k++) {
for (int j = 0; j < Nx2; j++) {
for (int i = 0; i < Nx1; i++) {

int r = index(i,j,k); // Current grid point index

// Fill the matrix entries with coefficients for the diffusion equation

EE_SparseMatrix(r,index(i,j,k)) = 1+2*dt*diffusion_m/(dxl1*dx1)+
2*dt*diffusion_m/(dx2*dx2)+
2*dt*diffusion_m/(dx3*dx3);
-dt*diffusion_m/(dx1*dx1);
-dt*diffusion_m/(dx1*dx1);
-dt*diffusion_m/(dx2*dx2);
-dt*diffusion_m/(dx2*dx2);
-dt*diffusion_m/(dx3*dx3);
-dt*diffusion_m/(dx3*dx3);

EE_SparseMatrix(r,index(i-1,j,k))
EE_SparseMatrix(r,index(i+1,j,k))
EE_SparseMatrix(r,index(i,j-1,k))
EE_SparseMatrix(r,index (i, j+1,k))
EE_SparseMatrix(r,index(i,j,k-1))
EE_SparseMatrix(r,index(i,j,k+1))
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3.4 Interface.h

V této Casti nejdiive popiSeme vypocet blizkosti bodu cévniho fecisté v mimocévnim prostredi
a naopak. Tento krok provadime z diivodu urychleni celého programu. V kazdém ¢asovém kroku po-
tfebujeme spocitat zdrojové Cleny g, g, dané rovnici (2.32). Definice vyZaduje po&itani integrald pres
celou oblast, ale nenulovy prispévek ma pouze n€kolik ¢lent, které jsou dostate¢né blizko v zavislosti
na pouZité aproximaci Diracovy delta funkce. Tato vzdélenost je po celou dobu stejnd. Po nastaveni
cévniho fecisté a mimocévniho prostiedi si miizeme pro kazdy bod z cévniho fecisté ulozit body z mi-
mocévniho prostredi, které jsou blizko bodu z cévniho fecisté a naopak. Blizkost je ur¢ovana pomoci
nenulového pfispévku Diracovy delta funkce.

Nasledujici kédovy blok urcuje sousedni body cévniho fecisté pro bod z mimocévniho prostredi.
Pro kazdy bod mimocévniho prostfedi projdeme celé cévni feciSté. Pokud je Diracova delta funkce
po sloZzkéch x1, x», x3 nenulov4, pak tento bod cévniho fecisté uloZime k danému bodu z mimocévniho
prostiedi.

void neighbours_in_VE() {
// Iterate over the discretized space of the extravascular environment
for (int i = 0; i < ee.Nxl; i++) {
for (int j = 0; j < ee.Nx2; j++) {
for (int k = 0; k < ee.Nx3; k++) {
// Iterate over all vertices in the vascular environment
for (int 1 = 0; 1 < ve2.V.size(); 1++) {
// Check if the vascular node is close to extravascular node
if ((convolution.diracDelta(ve2.V[1].x1 - ee.x1[1i], ee.dxl) > 0) &&
(convolution.diracDelta(ve2.V[1].x2 - ee.x2[j], ee.dx2) > 0) &&
(convolution.diracDelta(ve2.V[1].x3 - ee.x3[k], ee.dx3) > 0)) {
// Save the index of the adjacent vascular node
ee.vertices[ee.index(i, j, k)].adjacent_VE_Nodes.push_back(l);

Podobné funguje nésledujici ¢4st kédu. Pro kaZzdy bod z cévniho fecisté projdeme mimocévni pro-
stiedi a body z mimocévniho prostiedi, pro které je Diracova delta funkce nenulova ve vSech slozkach
X1, X2, x3, ulozime k danému bodu z cévniho reciste.

void neighbours_in_EE() {
// Iterate over all vertices in the vascular environment
for (int 1 = 0; 1 < ve2.V.size(); 1++) {
// Iterate over the discretized space of the extravascular environment
for (int k = 0; k < ee.Nx3; k++) {
for (int j = 0; j < ee.Nx2; j++) {
for (int i = 0; i < ee.Nxl; i++) {
// Check if the extravascular node is close to vascular node
if ((convolution.diracDelta(ee.x1[i] - ve2.V[1].x1l, ee.dxl) > 0) &&
(convolution.diracDelta(ee.x2[j] - ve2.V[1].x2, ee.dx2) > 0) &&
(convolution.diracDelta(ee.x3[k] - ve2.V[1].x3, ee.dx3) > 0)) {
// Save the index of the adjacent extravascular node
ve2.V[1l].adjacent_EE_Nodes.push_back(ee.index(i, j, k));

}
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Nasledujici funkce definuji vypocet zdrojovych ¢lend g,,, g.. PopiSeme pribéh funkce
function_g_m(Q), pro funkci function_g_c() je popis obdobny.

Prochazime vSechny body mimocévniho prostfedi a pro kazdy bod napocitdvame zdrojovy Clen
Jm- Zdrojovy ¢len pro dany bod mimocévniho prostiedi s¢ita piispévky rozdilu koncentrace mimo-
cévniho bodu a jeho sousedniho bodu v cévnim fecisti. Tyto pfispévky jsou vyndsobeny prestupovym
koeficientem, velikosti objemu bodu cévniho fecisté a soucinem aproximaci Diracovy delta funkce,
které ma v argumentu rozdil prostorovych souradnic bodu z mimocévniho prostfedi a jeho sousedniho
bodu z cévniho fecisté ve smerech eulerovskych os.

void function_g_m(double t) {
int X;
// Iterate over all vertices in the extravascular environment
for ( int x = 0; x < ee.Nxl*ee.Nx2*ee.Nx3; x++ ) {

g_m[x] = 0; // Initialize the source function value for the current vertex
// Iterate over adjacent vascular nodes for the current extravascular vertex
for (int s = 0; s < ee.vertices[x].adjacent_VE_Nodes.size() ; s++ ){

X= ee.vertices[x].adjacent_VE_Nodes[s];

g_m[x] += k*(ve2.V[X].concentration-ee.vertices[x].vertex_c)*
convolution.diracDelta(ee.vertices[x].vertex_x1 - ve2.V[X].x1l,ee.dx1l)*
convolution.diracDelta(ee.vertices[x].vertex_x2 - ve2.V[X].x2,ee.dx2)*
convolution.diracDelta(ee.vertices[x].vertex_x3 - ve2.V[X].x3,ee.dx3)*
ve2.V[X].volume;

}

return;

void function_g_c(double t) {
int x;
// Iterate over all vertices in the vascular environment
for (int X = 0; X < ve2.V.size(); X++) {
g_c[X] = 0; // Initialize the source function value for the current vertex
// Iterate over adjacent extravascular nodes for the current vascular vertex
for (int ijk = 0; ijk < ve2.V[X].adjacent_EE_Nodes.size(); ijk++) {

x = ve2.V[X].adjacent_EE_Nodes[ijk];

g_c[X] += k*(ee.vertices[x].vertex_c-ve2.V[X].concentration)
convolution.diracDelta(ee.vertices[x].vertex_x1-ve2.V[X].x1l,ee.dxl)
convolution.diracDelta(ee.vertices[x].vertex_x2-ve2.V[X].x2,ee.dx2)
convolution.diracDelta(ee.vertices[x].vertex_x3-ve2.V[X].x2,ee.dx3)
ee.dxl*ee.dx2*ee.dx3;

*

%

*

}

return;
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Kapitola 4

Vysledky

V této kapitole se budeme zabyvat nastavenim numerickych simulaci a vysledky téchto simulaci.
Maiéme dvé dlohy, které budou déle rozd€leny na podilohy, kde kazda bude zkoumat jinou vlastnost.

V sekci [.1] popiSeme nastaveni prvni tlohy, zabyvajici se transportem KL v jednom cévnim fe-
¢isti s pfestupem do mimocévniho prostiedi. V prvni ¢4sti se budeme vénovat numerické konvergenci
této dlohy. Budeme zkoumat vliv prostorové diskretizace na celkové mnoZstvi KL bez prestupu. Déale
budeme zkoumat vliv volby koeficientu pfestupu na celkové mnoZstvi KL v systému. Obg dvé& &asti
budou zkoumdany na jednom konkrétnim cévnim fecisti. Zavér této sekce bude vénovan riznym rea-
lizacim ndhodné generovaného cévniho fecisté. Vygenerujeme si K € N podobnych cévnich fecist
a budeme zkoumat vliv riznorodosti cévnich fecist’ na celkové mnoZstvi KL v systému.

Druhé dloha v sekci bude zaméfend na zahuS§téni cévniho fecisté. Oproti prvni dloze bude
do druhé tlohy pfiddno celkem 9 rovnomérné rozprostfenych cévnich recist’. Nejdiive budeme zkou-
mat vliv prostorové diskretizace na celkové mnozstvi KL v systému. Déle definujeme nové veli¢iny
pro celkové mnozstvi KL v daném systému, pivodni veli¢iny M., M,, a M zGZime jen na vnitini ob-
last celého systému £, volba vnitini oblasti systému bude popsana pfi definici téchto novych veliCin.

z w2z

V druhé ¢3sti této sekce zavedeme pojem defekt cévniho feciSt€. Bude se jednat o nezdravou Cast
cévniho fecCisté, kterou budeme modelovat formou snizeného prufezu cév. Tim docilime toho, Ze KL
bude postiZenou oblasti protékat méné a budeme zkoumat vliv pisobeni defektu na celkové mnozstvi

KL v systému.

4.1 Cévni recisté

V této sekci se nejdiive budeme zabyvat transportem KL v cévnim fecCisti bez prestupu do mi-
mocévniho prostiedi, tj. k = 0. Poté se zaméfime na zdvislost celkového mnozstvi KL na volbé
koeficientu prestupu k. Zavér této sekce bude vénovan riznym volbam cévniho feciste.

Obecné v této sekci bude ve vstupnim, resp. vystupnim vrcholu predepsan tlak p4, resp. pg. Na za-
klad€ znalosti tlaki v okrajovych vrcholech a pomoci postupu popsaného v sekci [I.3.2] vypo&itame
rychlost KL v cévnim fecisti Q.. Poté z vypocitané rychlosti a z hodnot uvedenych v zadani dlohy
niZe vypocteme hodnotu koncentrace KL v daném Case.

Obecné nastaveni dlohy je popsdno niZe. Pfi generovani cévniho feCisté je vstupni prufez A;, jed-
notkovy. Prifez obecné hrany v cévnim fecisti zaleZi na zptisobu generovani fecisté, ktery je popsan
[2.4] Pro tuto dlohu byl vybran jeden konkrétni typ feciSté nastavenim inicializace pseudondhodného
generdtoru pomoci funkce srand s hodnotou (seed) 1.
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Uloha 1: Uloha perfuze myokardu bez defektni tkané

Uvazujme tlohu (I.35) s nasledujicim nastavenim:

o Tpux = 100, e pa=50,pp=1,
e ke€{0;0,01;0,1;1}, e K. =051 =5
O Mgy = iy = He = 100

e D, = 0,003, e At =0,01,

e D.=0,0025, e Aproximace Diracovy delta funkce: ¢4p,
® Ny, =N,, =Ny, =N, =N €{5,10,20,40},e € E(I),

e Ndihodné generovand realizace cévniho fecisté: srand (1),

o gn(x,1) = k(cE(x. 1) - cu(x. 1)) V(x, 1) € O x 1,
o Ge(Xe(s), 1) = k(ch(Xe(s), 1) = ce(Xe(5), D)) V(Xo(5),) € Qe X1,

s pocatecni a okrajovymi podminkami:

c(X,(5),0) =0 VX, € Q.

ce(Xe(sin). 1) = exp [ ~Kc(t ~ 10)’] Vi € I, viz(L38),

dce a

ZE (X o(Sou)s 1) = 0 Viel

Os

cMi(x,0) =0 Vx € Q,

Cm(xl ’ xz, 09 t) = Cm(-xl ’ XZ, L)C3’ t) v-xl e (03 LX] ) ] vxz e (O, L)Cz) .
Cm(O’ x2’ -x3’ t) = Cm(LJq ’ x2, x3a t) vxz e (Oa sz) ’ v-x3 e (0, Lxg) ’
Cm(xl ’ 09 x3’ t) = cm(xl ’ sz’ x3’ t) vxl E (07 LX] ) ] vx3 e (09 LX’;) .

Poznamenejme, Ze ¢islo N, . urcuje pocet bodu diskretizace hrany e € E(I') nezavisle na délce
dané hrany. Dile v mimocévnim prostiedi bude prostorovy krok ve vSech smérech stejny,
tj. Ny, = Ny, = Ny;. Pro jednoduchost grafové interpretace bude platit

le = Nx2 = NX3 = c.e = N (41)

Ve vstupnim vrcholu je do cévniho fecisté vpousténa KL o koncentraci dané (1.36), Casovy prubéh
této koncentrace je zndzornén na obrazku [4.1]
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Obrizek 4.1: Casovy priibéh koncentrace vstifknuté KL.

Na obrazku [4.2]je graficky zndzornén tlak v cévnim feisti Q.. Lze pozorovat prostorovou zavis-
lost hodnoty tlaku v cévnim fecisti Q..

X2
5.0e+01
\ [ 40
10 —
— 30 =
S
—\\ l 20
—
— [ 10
e - 1.06+00
—
L
————
0 10 X1

xylo

Obrazek 4.2: Tlak v cévnim fecisti.
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Na obrazku [4.3] je zndzornéna vypoctend rychlost v cévnim fei§ti Q.. Rychlost zdvisi na tlaku
na vstupu a na vystupu a na konfiguraci cévniho fecisté jako feSeni (I.18).

X2

K 2 4.0e+00
3.8

10| ] L 36

3.4

rychlost [-]

— 3.2

3
2.9e+00

0 10 X1

X}AO

Obrazek 4.3: Graficky zndzornén4 rychlost v cévnim fecisti.

V celém cévnim fecisti Q. uvazujeme konstantni difuzni koeficient. Rychlost je konstantni pouze
na dané dsecce.

Nyni se budeme zabyvat tokem KL v Case v zdvislosti na rizném poctu bodl na hrané. Nejdiive
si zadefinujeme veliCiny pro tok na hranici. Q;, je tok KL, kterd do cévniho fecisté pritece a Q,,,
predstavuje tok KL, kterd z cévniho fecisté odtekla, tj. V¢ € (0, T}yax) , Ve € E(I)

&m=—f co(Xo(s), D0 - n ds, 4.2)

0Q.(in)

Qout(t) = — f cc(Xe(s), v - n ds, (4.3)
Q. (out)

kde 0Q.(in), resp. Q.(out) je hranice cévniho fecisté Q. s hodnotou tlaku pa, resp. pp. Vektor n
v rovnici #.2)) je jednotkovy vektor vné&jsi normély hranice dQ.(in) U Q. (out) v bodé X, (s).
Dile definujeme kumulativni mnozstvi KL M;y,, M,,,:, Mpi; vztahy YVt € 0, Tpax)

M) = [ Qutr) ér (44)

0

Mout(t) = f Qout(T) dr, (45)
0

Mhil(t) = Min(t) - Mout(t)v (46)
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kde M;,, resp. M,,; je celkové mnoZstvi KL, kterd pritekla hranici 0Q.(in), resp. odtekla hranici
0Q.(out) od zacatku vypoctu do Casu t. VeliCina My;(t) predstavuje mnozstvi KL dané rozdilem
mnoZstvi M;,(t) a M,,(t) v Case t. Definujeme celkové mnoZstvi KL v systému Q vztahem

M) = M.(t) + M, (1) YVt €40, Thax) - 4.7

4.1.1 Vliv prostorové diskretizace

V této casti budeme zkoumat vliv prostorové diskretizace na celkovd mnozstvi KL. M,,, My, My
aM.
Na obrdzku {4.4] a) pozorujeme, Ze pro celkové mnozstvi KL M;, nemd volba diskretizace zadny
vliv, coZ bylo i pfedpokladano, jelikoZ v bodech hranice 0€2.(in) predepisujeme Dirichletovu okra-
jovou podminku. Z pohledu numerické konvergence jsou zajimavéjsi obrazky {.4]b), c). Na téchto
grafech jiz pozorujeme vliv diskretizace na celkové mnozstvi KL. Pro volbu N = 20 a N = 40 jiz

dostavame témér totozny pribéh celkového mnoZstvi KL.

a) Afin b) ]\/[out C) ]V[bil
8 ‘//f ' = 8= b T = = ' ]
— 67 / 167 16 / -
Tt / 170} {=°t ]
o / - = /
sS4 I -4 34 - B4+ -
=l / 1= | 157 / \ ]
| I A
A L] N\
0 10 20 0 10 20 0 10 20

t[-] t[-]

N =5 N =10 N =20

t[-]

Obrazek 4.4: Vliv volby prostorového kroku N na casovy pribéh celkového mnozstvi KL
Min, Moyr, Mpis.

Obrazek |5 porovnava celkové mnozstvi KL M. v zdvislosti na volbé N s celkovym mnoZstvim
KL M;;. Opét pozorujeme situaci, kdy pro vétsi pocet N (viz rovnice (@.1)) grafy M, a My, jsou téméf
totozné. Proto v dalsich sekcich této prace budeme volit N = 40 a povazovat tuto volbu za dostatecné

pfesnou prostorovou aproximaci.
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Obrazek 4.5: Vliv volby prostorového kroku N na casovy priibeh celkového mnozstvi KL M...

Na obrazku [.6] je zndzornén Casovy vyvoj koncentrace v cévnim fecisti Q.. Koncentrace KL

se dostava do cévniho fecisté s nejvyssi hodnotou v Case ¢ = 5. Poté se cévnim Tfecistém transportuje
a nasledné z néj odtéka pryc.
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Obrizek 4.6: Casovy priibéh koncentrace v cévnim felisti Q. pro k = 0 a N = 40.

4.1.2 Vliv koeficientu prestupu na celkové mnozstvi KL v systému

V této Casti budeme zkoumat vliv volby koeficientu pfestupu k na celkové mnozstvi KL v systému
Q. Cilem této sekce bude ukézat, Ze numerické schéma (véetné prestupu mezi Q. a €,,) je konzerva-
tivni, tj. celkové mnozstvi KL. M v systému bude korespondovat s celkovym mnoZstvi KL. My;;.
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Obrazek 4.7: Porovnani celkového mnoZzstvi KL v systému M s celkovym mnoZstvi KL Mj;; pro rtizné
koeficienty ptestupu. Pravé obrazky ukazuji chybu zplisobenou numerickou diskretizaci.
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Obrazek ukazuje, Ze pii rizné volbé koeficientu prestupu se celkovd mnozstvi KL M a My;
témér nelisi. Dale pro rizné koeficienty pfestupu pozorujeme jiny profil grafu pro M. Pro koeficient

ev, v

prestupu k = 0 KL pfiteCe do cévniho fecisté a ndsledné odtékd. Na druhou stranu pro &k = 1 KL
priteCe do cévniho fecCisté, a poté Cast této KL rychleji prestupuje do mimocévniho prostiedi, kde
difunduje. Kdyz koncentrace KL. v cévach klesne pod hodnotu koncentrace v mimocévnim prostredi,
tak KL pfestupuje z mimocévniho prostiedi zpét do cévniho feciste, odkud odtéka z celého systému.

Na pravé strané obrazku je znazornén rozdil M a Mp;. Pozorujeme, Ze k mirnim rozdilim
dochazi v Case, kdy KL pritéka do oblasti, resp. odtéka z oblasti.

Na obrazku[4.8]je vyobrazen vliv koeficientu pfestupu na jednotliva celkovd mnoZstvi M, M., M,,,.
Na obrazku [4.8]b) pozorujeme, Ze pro vétsi volbu koeficientu pfestupu klesd maximalni hodnota M.,
coz odpovidé situaci pro M,, (obrazek (4.8 c)), kde se profil naopak zvétSuje - vétsi mnozstvi KL
se rychleji dostava z cév do mimocévniho prostiedi.

Nyni se vice zaméfime na obrdzek a). MidZeme si v§imnout, Ze pro koeficient prestupu k& = 1

vV s

je hodnota celkového mnozstvi KL. M okolo Casu ¢t = 10 vys$i neZ pro jiné koeficienty piestupu.
Pro nizsi hodnoty koeficientli prestupu mensi mnozstvi KL prestoupi do mimocévniho prostiedi a
KL, ktera ziistala v cévnim fecisti, odtéka z celého systému. Naopak pro £k = 1 pfestoupi vice KL
do mimocévniho prostfedi a tim padem i mensi mnoZstvi KL odtecCe z celého systému v Case ¢ neZ pro
jinou volbu k.

Pro koeficient pfestupu k = 0 mdZeme na obrdazku pozorovat Casovy prubéh koncentrace
v cévnim fecisti. Vidime, Ze jiz v Case t = 5 dochdz{ k odtoku KL ze systému. Na obrdzku je
zndzornén obdobny Casovy pribéh koncentrace v cévnim fecisti jako na obrazku s koeficientem
pfestupu k = 1. MlZeme pozorovat, ze KL odtéka cévnim feCiSt€ém pozdé&ji a navic jsou hodnoty
koncetrace KL v cévach vyrazné mensi nez pro k = 0. Celkové mnozstvi KL M v systému bude v této
fazi vypoctu veétsi.

a) M b) M, c) M,

sFR T sFp ! 4 sF 7 .

6 ~ 06 —
Tor r 1L 1
-y B 1 E4r .
= | L 1 =L ]

2 H 4 2r .

07/ L L L L 07/““\ . | N \ N \ | i 07 L L L L ]

0O 20 40 60 8 100 0 20 40 60 8 100 0 20 40 60 80 100
t[-] t[-] t[-]

‘ k=0 k=0,01 k=01 ‘

Obrazek 4.8: Vliv koeficientu prestupu na celkova mnoZstvi KL M, M., M,,,.
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Obrizek 4.9: Casovy priibéh koncentrace v cévnim fedisti Q. pro k = 1.
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4.1.3 Statisticka analyza vlivu ndhodnosti generovani recisté

V predchozich sekcich jsme zkoumali vlastnosti dané dlohy pro jeden typ cévniho fecCisté s vol-
bou srand(1). V této ¢4sti budeme zkoumat vliv typu cévniho feciSt€é na celkovd mnoZstvi KL
M, M., M,,,. Nahodn€ generovanou realizaci cévniho fecisté bude urCovat funkce srand(w) pomoci
jejtho argumentu w.

Pro w € {1,2,..., K} vygenerujeme K cévnich fecist’ Q.(w). V kazdém cévnim fecisti napoci-
tdme celkovd mnozstvi KL M(w), M (w), M,,(w). Tento postup provedeme pro vSechny koeficienty
prestupu ze zadani dlohy.

Zavedeme veli¢inu stfedni hodnota celkového mnozstvi KL M, M., M,,, vztahy [22]

1 K

EM(1) = - Z M(w), (4.8)
w=1
1 K

EMc(D)= 2 ) Mc(w), (4.9)
w=1
1 K

EMa(0) = = Z M, (w). (4.10)
w=1

Déle definujeme statistickou veli¢inu rozptyl M, M., M,, vztahy [22]

K

DM(t) = % Z(M(a)) - EM(1))%, 4.11)
w=1
1 K

DM(1) = = D" (Mc(@) = EMc(0))’, (4.12)
w=1
1 K

DM,(1) = X (My(w) = EMyu (D). (4.13)
w=1

Jednotlivé sloupce obrazku [4.10] pfedstavuji celkovd mnozstvi pro M, M. a M,,. Kazdy fadek ob-
razku je vénovin jinému koeficientu piestupu. V kazdém grafu jsou 3 kiivky: EMep, DM/;r, DM/;,
kde 8 € {—, ¢, m} rozliSuje celkovd mnoZstvi KL M, M., M,,,. Graf DME, resp. DMl; predstavuje horni,
resp. dolni rozptyl od stfedni hodnoty EMp.

Na obrazku Ize vidét, Ze ¢im vétsi koeficient prestupu, tim vetsi rozptyl celkového mnoZstvi
KL. To je zptisobeno riznym rozmisténim jednotlivych dseCek v riznych cévnich fecistich. Zavérem
miZeme Fict, Ze typ cévniho fecisté (az na malé odchylky) nema velky vliv na celkové mnozstvi KL,

a tim pddem budeme naddle v této praci pouZivat jeden typ cévniho fecisté.
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Obrazek 4.10: Stfedni hodnota a rozptyl celkového mnoZstvi latky v systému, v cévnim fecCisti a v mi-
mocévnim prostiedi pro K = 100.
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4.2 Zahusténi oblasti - vice cévnich recist’

V predchozi sekci jsme se zabyvali transportem KL v jednom cévnim fecisti s prestupem do mi-
mocévniho prostfedi. Cilem této sekce bude vice zaplnit mimocévni prostiedi (myokard) jednoroz-
mérnymi iseCkami (cévy). SnaZime se vice pribliZit anatomii srdce, kde je cely myokard velmi husté
protkdn cévami riznych priméra.

Od jednoho cévniho fecisté prejdeme k 9 cévnim fecistim postupem popsanym [2.6] Generovéni 9

v v

cévnich feCist’ bude provadéno tak, Ze vytvorime 9 vstupnich okrajovych vrcholt, pro které probéhne

P4

algoritmus generovani fe¢isté 2.4} Na obrazkud.11]1ze vidét rozmisténi vstupnich okrajovych vrchold.

X2

or——71

O N
L S

SN
0 2,:5 5 7:,5 10 X3

Obrazek 4.11: Tlustrace rozmisténi okrajovych vstupnich vrcholi jednotlivych cévnich fecist
pro x; = 0.

Cévni recisté bude nyni reprezentovano 9 grafy a mimocévni prostiedi bude stile tfirozmérna
oblast. Podrobng&jsi nastaveni tlohy je definovéno v Uloze [2 Dirichletova okrajovd podminka
je predepsana ve vSech 9 okrajovych vstupnich vrcholech a to bude mit vliv na celkové mnoZstvi KL,
které bude oproti Uloze [1|9-krat vétii.

Uloha bude rozd&lena na dvé &dsti. V prvni &asti se budeme vénovat celkovému mnoZstvi KL de-
finovaném na ziZené oblasti mimocévniho prostfedi. ZiZenou oblast mimocévniho prostiedi budeme
nazyvat zajmova oblast (ozn. ROI z anglického piekladu region of interest). Tuto oblast budeme znacit
symbolem QF9! Podrobnéji bude popsano v ndsledujici podsekci.

V druhé ¢asti této dlohy definujeme rizné druhy defektii a nasledné budeme zkoumat vliv daného
defektu a koeficientu prestupu na celkové mnozstvi KL.
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Uloha 2: Uloha perfuze myokardu s defektni tkani

Uvazujme tlohu (I.35) s nasledujicim nastavenim:

o Thax = 100, e py=50,pg=1,

e ke{0;0,01;0,1;1}, e K. =0,5,¢ =5,

o L, =L,, =L, =10, e Ar=0,01,

e D, =0,003, e Aproximace Diracovy delta funkce: @4y,
e D.=0,0025, e Pocet cévnich recist: 9,

L4 leszz:NX3: c,eEN=4O,

Vv, v

e Nahodné generovana realizace cévniho recisté: srand (1),

o gu(x,1) = k(cE(x.1) = cn(x,1)) Vx, 1) € Q, x 1,
o ge(Xo(5).1) = k(ch(Xe(). 1) = co(Xe(9).1))  V(Xels).1) € Qe X T,

s pocatecni a okrajovymi podminkami:

cM(Xo(s),0) =0 VX, € Q.

ce(Xelsin), 1) = exp [~Ke(t = 1)’ Vi € I, viz (L38),

0 “

2 (X o(Sour)s 1) = 0 viel,

s

¢(x,0) =0 Vx € Q,,

cm(X1,%2,0,8) = c(X1, X2, Lyy, 1) Vx; €(0,Ly,),¥x2 € (0, Ly,).
cm(0, x2, x3,1) = Cm(L)q , X2, X3, 1) Vx; € (0, sz) ,Vx3 € (0, Lx3) ,
cm(xl’ 07 X3, t) = Cm(xlv sza X3, t) V-x[ E (0, L)C] ) . VX3 € (0, LX3) o

Na obrazku @.12]je graficky zndzornéno nastaveni tlohy [2|

10 5.0e+01
% < ( "
~L PPV — 40

X2

flak [-]

X%O

Obrazek 4.12: Tlustrace rozmisténi 9 cévnich feCist’ ze dvou pohledu.

55



4.2.1 Zajmova oblast

Tato ¢dst bude zaméfena na porovnani pribéhu celkového mnozstvi KL v celém systému Q a v za-
jmové oblasti (znaéime QROT). Tlustrace oblasti QR je na obrazku znizornéna fialovou barvou
pro pevné x; € (0, 10).

Dile definujeme oblast QR97, resp. QRO! n4sledujicimi vztahy

QRO = . n QROT, (4.14)
QROI =, N QRI! (4.15)
X2
10 : 5 !
7,5|----- ,_+ROI, _____
s
2’5 _____ -;____-:,-____-:,- _____
0 25 5 75 10 X3

Obrazek 4.13: Tlustrace vypocetni oblasti QRO!

pro pevné x; € (0, 10).

V tloze|l|jsme pozorovali ¢asovy pribéh celkového mnozstvi KL M. Pri vétsim koeficientu pie-
stupu vétsina KL prestoupila do mimocévniho prostiedi, kde difundovala i do okraji mimocévniho
prostiedi. JelikoZ jsme nebyli schopni v tloze [I] zaplnit celé mimocévni prostiedi cévami, tak kon-
trastn{ latka, nachézejici se na okrajich mimocévniho prostfedi, bud’ difundovala do blizkosti nékteré
z cév nebo zistala v mimocévnim prostiedi k findlnimu Casu Tq;.

Zahusténim mimocévniho prostfedi 9 feciSti se snaZime této situaci zamezit. I tak je z obrazku
M.13] je patrné, Ze jsou mista v mimocévnim prostiedi, kterd nejsou v dostate¢né blizkosti nékteré z
cév. Proto jsme definovali oblast QR!, kter4 takova mista neobsahuje.

Definujeme celkova mnozstvi KL M, M., M,, v oblasti QR nasledovné V¢ € (0, T)pax)

MRO(1) = f co(X (), DA(X,(s)) ds Ve € E(I), (4.16)
QFot

MROI(p) = f cm(x, 1) dx, (4.17)
95101

MROL(ry = MROT (1) + MRO!(r). (4.18)

Na obrézcich resp. je vyobrazeno celkové mnozstvi KL v systému Q, resp. v QRO!,
Pozorujeme, Ze pro vétsi volbu koeficientu pfestupu k v obou piipadech ma volba diskretizace vliv
na celkové mnoZstvi KL.
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Obrazek 4.14: Vliv prostorové diskretizace na celkové mnozstvi KL M pro rizné koeficienty prestupu.
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Obrézek 4.15: Vliv prostorové diskretizace na celkové mnozstvi KL MRO! pro riizné koeficienty pre-
stupu.
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Na obrazku [4.16] 1ze vidét porovnani celkovych mnozstvi KL definovanych v celém systému Q
a v systému QR9! V této tloze nas zajimalo, zda bude ziistavat KL v mimocévnim prostfedi nebo
rychleji opusti dany systém. Na obrdzku i) a 1) vidime, ze KL stéle zfistavd v systému QRO’
podobné jako v systému Q. V dalSich ¢astech této prace budeme pracovat pouze s veli¢inami defino-

vanymi v Q.

a) M,k =0 b) M. k=0 ) My, k=0
0 LA E—— L B 0 — T 1
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T o0 1T 7 12 T 1
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Obrézek 4.16: Porovnani celkového mnozstvi KL M a MROT M.
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4.2.2 Nezdravy myokard

Doposud jsme zkoumali situace pro zdravé srdce, tj. vSechny tsecky reprezentujici v praxi cévy
mély dany prifez na zdklad€ drovné dané tsecky v cévnim fecisti. Transport KL cévnim fecistém
probihal rovnomérné stejné v zdvislosti na délce a prifezu dané usecky.

Nyni budeme simulovat nezdravé srdce. Zvolime si oblast myokardu (tzv. defektni oblast), kde
uméle zmensime prirez tsecek. Tim docilime toho, Ze KL bude defektni oblasti protékat pomaleji
nebo skoro viibec. V této praci bude defektni oblast ve tvaru krychle o délce hrany 4 [-] umisténa
do stfedu mimocévniho prostedi viz obrazek 4.17]

Defektni oblast budeme znacit Q , kde dolni index d bude uréovat zmenseni daného prifezu
useCky v, reprezentované hranou e nasledovné

Ad,e = dAe Vve € Qd, (4.19)

kde A, je prifez hrany e ve zdravém srdci a A, je prafez hrany e v nezdravém srdci.
V této Casti se budeme zabyvat 5 typy defektu:

1. d = 1 (zdravé srdce),

2.d=0)9,
3.d=0}5,
4. d=0.1,
5. d=0,01.

Vliv volby d a koeficientu prestupu k na celkova mnozstvi KL M, M., M,, je znazornén na obrazku
M.T9] Pozorujeme situaci, kdy pfi mensi volbé d KL pfestupuje do mimocévniho prostfedi s v&tsim
zpozdénim. Podobnym vyzkumem se zabyvala diplomova prace [13]].

Obrazek {.18] znazortiuje vliv typu defektni oblasti charakterizovanou hodnotou d na celkové
mnozstvi KL M pro volbu k = 1.
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Obrazek 4.17: Ilustrace defektni oblasti 4, kterd je umisténa ve stfedu myokardu.
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Obrazek 4.18: Pribéh celkového mnozstvi KL M pro k = 1 a rGzné volby defektu d.

V dasti Odkazy na externi prilohy| jsou pfiloZzeny animace Casového pribéhu koncentrace KL
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chap:5

pro zdravy myokard (d = 1) a pro dva typy nezdravého myokardu (typ I: d = 0,5 atyp II: d = 0,01)
s koeficientem prestupu k = 0,1. Pozorujeme rozdilné proudéni KL ve zdravém a nezdravém myo-
kardu. Pro volbu defektu d = 0,01 defektni oblasti protékd velmi omezené mnozstvi KL.

Poznamenejme, Ze animace jsou vyobrazeny ve dvou pohledech pro dané nastaveni. Ndzev sou-

boru konéici

Ys s

xyz" zobrazuje fezy mimocévniho prostfedi v osich xi, x, a x3, zatimco soubor s kon-
covkou "xz" vyobrazuje fez mimocévnim prostiedim v osach xj a x3.
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Obrazek 4.19: Pribéh celkového mnozstvi KL M, M., M,, pro riznou volbu koeficientu pfestupu k
a defektu d.
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Zaver

Cilem této prace bylo matematické modelovéni transportu KL v cévnim fecisti s pfestupem do
okolni tkdn€ a naopak. Cévni feCisté bylo reprezentovano ndhodné generovanym grafem, ve kterém
jsme ur¢ili tlak v kaZdém vrcholu a nédsledné jsme dopocitali rychlost na kazdé hrané grafu. Poté jsme
fesili rovnice transportu KL v cévnim a mimocévnim prostfedi. Déle jsme se zabyvali pfestupem KL
mezi cévnim a mimocévnim prostfedim. Na zavér jsme se zaméfili na nezdravy myokard, ve kterém
jsme zkoumali Casovy vyvoj celkového mnozstvi KL a vliv riznych defekti.

V prvni kapitole jsme se zabyvali rovnicemi proudéni tekutin a transportu v poréznim prostiedi.

Yr ¥z

Dalsi ¢ast byla vénovana struktufe cévniho prostfedi a rovnicim proudéni a transportu KL v cévnim
prostiedi. Nasledujici cast se zabyvala propojenim cévniho fecist€ a mimocévniho prostiedi pomoci
metody vnorené hranice. Na zavér jsme zformulovali zkoumanou dlohu.

Druhé kapitola byla zaméfend na numerickou Cast této prace. Nejprve jsme diskretizovali cévni
recisté, mimocévni prostiedi a ddle jsme se vénovali aproximaci diferencidlnich vyrazd v rovnicich
transportu KL. Poté jsme diskretizovali zdrojové ¢leny a pouZili jsme spojitou aproximaci Diracovy
delta funkce.

Implementacni pozndmky byly soucasti tfeti kapitoly, kde jsme vybrali st€Zejni funkce implemen-
tovaného koédu. Jednou z té€chto funkcei byla funkce generujici cévni fecisté. Déle zde byly uvedeny
funkce pro sestaveni matic feSenych rovnic a vypocet zdrojovych ¢lenti.

V posledni kapitole jsme zkoumali numerické simulace na zdkladé formulované dlohy z prvni
kapitoly. Prvni ¢4st této kapitoly byla rozdélena na 3 dilc{ ¢asti. Nejdfive jsme zkoumali vliv prosto-
rového kroku na celkové mnozstvi KL v cévnim fecisti bez prestupu do mimocévniho prostredi. Déle
jsme se zkoumali vliv volby koeficientu pfestupu na celkové mnoZstvi KL v systému. Obé dvé Easti
byly provedeny pro jeden typ cévniho fecisté. V posledni casti jsme zkoumali vliv ndhodné vygenero-
vané realizace cévniho feCiSté na celkové mnozstvi KL. Ukdzali jsme, Ze nedochazi k ubytku/naristu
KL v systému, tj. Ze dochézi k zachovani celkové hmoty. Déle jsme zjistili, Ze typ ndhodné vygene-
rovaného cévniho fecist€ nemd velky vliv na ¢asovy vyvoj celkového mnoZstvi KL.

v, V2

Dalsi cast ctvrté kapitoly byla vénovana transportu KL v myokardu, ktery byl vice zahustén cé-
vami pfiddnim vice identickych cévnich fecist’ do oblasti. Nédsledné jsme zkoumali ¢asovy vyvoj cel-
kového mnozstvi KL v celém systému. Na zdvér jsme definovali droveil poSkozeni v defektni oblasti
a porovnévali jaky je vliv trovné defektu na celkové mnoZstvi KL pro zdravy a nezdravy myokard.

V budoucnu bychom se mohli zaméfit na pfevedeni numerickych schémat na &isté implicitni
véetné vypoctu zdrojovych Clent. Popiipadé bychom se mohli vénovat optimalizaci implemento-
vaného programu. Déle bychom se mohli zabyvat pouZitim predstaveného matematického modelu
ke kvantifikaci perfuze myokardu pacientl na zakladé méfeni z magnetické rezonance ve spolupraci
s Institutem klinické a experimentalni mediciny v Praze (IKEM) a Children’s Medical Center, Uni-

versity of Texas Southwestern v Dallasu (UTSW).
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Odkazy na externi prilohy

Nazev Odkaz Sekce

Kod https://github.com/horvalen/Diploma_thesis.git %3
Animace https://github.com/horvalen/Diploma_thesis/tree/main/Video| 4.2.2
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