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Abstrakt

Tato prace se vénuje vybranym metodam pro hledani vlastnich ¢isel a vlastnich vektort symetric-
kych fidkym matic nad hybridnim paralelnim programovacim modelem MPI+OpenMP v jazyce
C++. Prace ma za cil vylepsit existujici implementaci jedno-vektorového i blokového Lanczosova
algoritmu. Vyvinuté alternativni implementace jsou jedno-vektorové i blokové verze Lanczosova
algoritmu a LOBPCG metody. Nasleduje testovani a vzajemné porovnéani jednotlivych imple-
mentaci. Méfitkem porovnani je casova efektivita a pocet iteraci algoritmu. Porovnéni s existujici
implementaci prokézala lepsi efektivitu mého Teseni.

Klicova slova vlastni ¢islo, symetrickd ridkd matice, Lanczostuv algoritmus, LOBPCG metoda,
MPI, superpocitac

Abstract

This work is devoted to selected methods for finding eigenvalues and eigenvectors of symmetric
sparse matrices over the MPI+OpenMP hybrid parallel programming model in the C++ langu-
age. The aim of the thesis is to improve the existing implementation of the one-vector and block
Lanczos algorithm. Alternative implementations developed are single-vector and block versions
of the Lanczos algorithm and the LOBPCG method. This is followed by testing and mutual
comparisons of individual implementations. The scale of comparison is time efficiency and the
number of iterations of the algorithm. A comparison with an existing implementation showed
better efficiency of my solution.

Keywords Eigenvalue, Symmetric sparse matrix, Lanczos algorithm, LOBPCG method, MPI,
Supercomputer
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Uvod

Tato prace resi hledani vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru symetrickych ridkych matic nad hybrid-
nim paralelnim programovacim modelem MPI+OpenMP v jazyce C++. Popisuje implementace
jedno-vektorovych i blokovych verzi Lanczosova algoritmu a LOBPCG metody.

Cilem prace bylo vylepseni stavajici implementace Lanczosova algoritmu a ndvrh a implemen-
tace jedno-vektorové a blokové verze LOBPCG metody. Tyto implementace budou pak ulozeny
do knihovny OMPILancz.

Jadrem préce je implementace a nasledné rozsdhlé experimentalni porovnani ptivodnich i na-
vrzenych a implementovanych metod a jejich variant na rozsdhlych fidkych maticich za pouziti
superpocitace Karolina na TU Ostrava.

Relevantni ukézkou praktického uziti téchto algoritmil je nasazeni jedno-vektorového Lanc-
zosova algoritmu p¥i feSeni vypocétil nukledrnich struktur v Ustavu jaderné fyziky AV CR. Cile
jejich projektu Posouvdni hranic ab initio vijpocti jaderné struktury jsou popsany takto: "Mnoho
soucasnych a budoucich experimentt vyuziva atomova jadra jako laboratore k presnym testtim
fundamentalnich symetrii prirody a hledani fyziky za hranicemi Standardniho Modelu. Nasim
cilem je pokytnout klicové predpovédi pro interpretaci vysledkil nékolika vyznamnych experi-
menti, které se snazi o detekci temné hmoty a hledani odchylek od predpovédi Standardniho
modelu v elektroslabych jadernych procesech. Za timto tcelem vyvineme spolehy model jaderné
interakce a nové metody pro modelovani jaderné struktury, které budou pouzity pro vypocty
elektroslabych procesi a roztylu temné hmoty na atomovych jddrech.”[1] Vstupnim zaddnim mé

race byla stdvajicim (pivodni) implementace Lanczosova algoritmu. I data pouZitd na testovani
6 pochazi z tohoto projektu.

Pripravou pro vlastni feseni jsou kapitoly H a ﬁ, které uvadi zakladni teoretické pojmy a teorii
pouzitych algoritmu. Implementace téchto algoritmt jsou popsany v kapitoldch 4 (ptivodni feSent)
a 5 (vlastn{ FeSeni). Zékladem ptivodniho TeSen{ je jedno-vektorova a blokové verze Lanczosova
algoritmu. Hledani nového feseni zahrnuje implementaci a néasledné testovani rtznych variant
Lanczosova algoritmu a metody LOBPCG (jedno-vektorova a blokova verze).

Vlastni feseni Lanczosova algoritmu je rozdéleno na jedno-vektorovou a blokovou variantu.
Jsou déle modifikovdny pouzitim rtznych typi reortogonalizace (iplnd, iteracni a ¢dstecnd),
restarttt (implicitn{ a explicitni), locking, paralelizace pomoci OpenMP a pouziti specifického
uvodniho vektoru (misto ndhodného).

Kapitola 6 je vénovana experimentalnimu testovani. Popisuje metodiku testovani, vlastni
testy, porovnani vyslednych implementaci algoritmu, test spravnosti. Navrh na budouci vylepseni
feSeni je v zavéru prace.
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Kapitola 1

Zakladni pojmy a definice

Tato tvodni kapitola obsahuje zakladni pojmy a definice relevantni pro feseni zadaného problému.
Zakladni pojmy a definice jsou prevzaty z textu [2].

1.1 Matice

» Definice 1.1 (Matice). Necht m,n € N. Usporddany soubor mn cisel usporddany v rddcich
a sloupcich se nazyvd matice s m radky a n sloupci.

Matici znac¢ime nasledovné:

a1l ai2 e QA1n

n a21 as2 N a9n
A™" = , ,

am1 QAm2 e Amn

kde a; ; jsou jednotlivé prvky matice. ¢ je fddkovy index a j sloupcovy index.
Znaceni A, ndm udava, ze matice A ma n sloupci.
Matici o jednou sloupci budeme nazyvat vektorem.

» Definice 1.2 (Ridké matice). Ridkd matice je takovd matice, u které vede pouZiti specidlnich
formdtu neuklddajicich nulové prvky matice a k nim prislusnych algoritmu ke zvyseni efektivity
vypocti. (Demmel, 1997)

» Definice 1.3 (Symetrickd matice). Symetrickd matice je takovd ctvercovd matice S™™, pro
kterou plati,
Vi,jzl,...,nzsij = Sji-

» Definice 1.4 (Diagondlni matice). Diagondlni matice je ctvercovd matice D™™ splriujici
Vi,j=1,...,n:1#j = t;; =0.
» Definice 1.5 (Tridiagondlni matice). Tridiagondini matice je ¢tvercovd matice T™™ spliiujict
Vi,j=1,...,n:]i—j|>1 = t;; =0.

» Definice 1.6 (Podobné matice). Ctvercové matice A,B € R™" si jsou podobné, jestlize
ezistuje reguldrni matice V' takovd, Ze plati vztah

A=VBV~1L



Zakladni pojmy a definice

» Definice 1.7 (Nédsoben{ matic). Nechl jsou matice A™" a B™". Soucinem téchto matic je
matice D" pro jejiz pruvky d;; plati vztah

mn
dij = E aixbr;
k=1

. Znaci se D = AB

1.2 Ortogonalita

» Definice 1.8 (Ortogondlni vektory). Necht mdme dva nenulové vektory u,v € R™. Tyto
vektory jsou ortogondini jestlize plati vztah uTv = 0. Nulovj vektor v R™ je ortogondini ke vsem
vektorum v R™.

» Definice 1.9 (Ortonormélni vektory). Necht mdme dva ortogondlni vektory u,v € R™. Tyto
vektory jsou navic ortonormdlnt jestlize plati ||u|| = ||v]| = 1.

» Definice 1.10 (Ortogonélni matice). Ortogondlni matice je ctvercovd matice Q™™ spliugjict
QTQ =1, kde I je jednotkovd matice.

1.3 QR rozklad

V mnoha algoritmech na hledani vlastnich ¢isel je zapotiebi najit ortonormalni bazi podprostoru
generovanou souborem vektoru (1, s, ..., Z,). Tedy najit soubor vektori g;, pro ktery plati Ze,
||q1|| = 17 quq_] =0 jeSthie { #]7 a <$1,I‘27. . '7m7l> = <ql7q2a v 7qn>

Toho lze dosdhnout pomoci QR rozkladu.

» Definice 1.11 (QR rozklad). Necht mdme matici A™" s linedrné nezdvislymi sloupci (vek-
tory), pak lze matici A rozloZit jako
A=QR, (1.1)

kde @ € R™™ s ortonormdlnimi sloupci a R € R™" je reguldrni matice v hornim trojuhelnikovém
tvaru.

QR rozklad lze ziskat pomoci Gram-Schmidtova procesu.

1.4 Gram-Schmidtiv proces

Gram-Schmidtiv proces [] je jednim z algoritmt na vypocet QR rozkladu (viz algoritmus )
Proces ortonormalizuje vektory postupné. V kazdé iteraci se zortonormalizuje dalsi vektor. Rek-
néme, ze mame vypocitdno prvnich j — 1 vektoru. Algoritmus vypocita ortogondlni projekci

vektoru z; na linedrni obal (g1,¢2,...,¢n). Tato projekce je odectena od puvodniho vektoru
a vysledek je normalizovin. Ziskdme (¢1,¢2,...,q;) = {(®1,%2,...,%;), kde ¢; je ortogondlni k
vektorim ¢i, gz, . ..,gj—1 s normou 1. Tento proces je uspéSny pouze tehdy, kdyz soubor vektort

x; je linearné nezavisly.

Nasleduji dvé verze Gram-Schmidtova procesu pro ortogonalizaci jednoho vektoru vici sadé
vektort.

Prvni{ varianta se nazyva klasicky Gram-Schmidt (CGS) (viz algoritmus m) Druh4 varianta
je modifikovany Gram-Schmidt (MGS) (viz algoritmus 2).

V exaktni aritmetice generuji obé varianty stejné vysledky. AvSak v aritmetice s omezenou
presnosti nam mohou vychazet vyrazné rizné vysledky.

MGS mé oproti CGS lepsi numerické vlastnosti [@], [m Na druhou stranu je vSak CGS lépe
paralelizovatelny nez MGS.



Singularni rozklad matice

Algoritmus 1: Klasicky Gram-Schmidt

Vstup: Ortogonalizovany vektor z; vici sadé vektort Q;_1
Vystup: Ortogonalizovany vektor q; a vektor koeficientii 7

1oy = QT xy;
2 ¢ =x; — Qj-175;
8 155 = [lajll2;

Algoritmus 2: Modifikovany Gram-Schmidt

Vstup: Ortogonalizovany vektor z; vici sadé vektort Q;_1
Vystup: Ortogonalizovany vektor q; a vektor koeficientii 7

qj = Zj;

1

2 fori=1,...,57 —1do
T

3 Tij = 4q; 955

4 q; = q5 — Tijqis

5 end

6 755 = llg;ll2;

Algoritmus 3: QR rozklad pomoci Gram-Schmidt

Vstup: Matice X™"
Vystup: Matice Q™™ a R™" z rovnice

ri1 = ||z1]]2;
q1 = x1/7r11;
for j=2,...,n do
‘ lgj, r;] = Gram-Schmidt (z;,Q;—1);
a4 = a;/7jj;
end

o b WN

1.5 Singularni rozklad matice

» Definice 1.12 (Singuldrni rozklad matice). Necht mdme ctvercovou redlnou matici A™",
potom miiZe bijt rozloZena na A =UXVT, kde
Uumn, V™™ gsou ortogondlni matice a X™" je diagondlni matici s kladngmi cisly.
Diagondalni prvky matice ¥ se nazgvaji singuldrni hodnoty matice A.

1.6 Vlastni cCisla

» Definice 1.13 (Vlastni ¢islo). Necht mame ctvercovou matici A™™, potom nenulovy vektor
x € C" je nazvdn vlastnim vektorem matice A jestlize existuje néjaké A € C splriujici vztah

Ax =Xz
A se nazgvd vlastnim cislem matice A a vektor x je prislusejicim vlastnim vektorem.

» Véta 1.14. Podobné matice maji stejnd vlastni cisla.

Diikaz. B = VAV™! < VBV~! = A. Jestlize plati Av = \v, potom VBV v = \v =
BV 1ty = A\V~1v. Jestlize je pak A vlastni &islo s vlastnim vektorem v matice A, pak m4 matice
B stejné vlastni éislo s vlastnim vektorem V ~'v. Jelikoz se mohou ve vypoétu prohodit matice
A a B, kazdé vlastni ¢islo B je také vlastni ¢islo A. Tudiz matice A a B maji stejnd vlastni
¢isla. |
» Véta 1.15. Necht je S € R™™ symetrickd matice. Potom jsou vsechna vlastni ¢isla této matice
redlnd.

Diikaz. Necht Av = v, kdev # 0, A € C. Pak \vTv =77 (W) = 77 Av = (AT7)Tv = (A7) Tv =

(Av)Tv = (Z0)Tv = Ml w. Protoze v # 0, pak 77 v # 0 a A = . Tudiz vlastni ¢islo A je redlné
¢islo. <

(9}
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Kapitola 2

Pouzité algoritmy

2.1 Lanczostv algoritmus

Lanczosova metoda ], ﬂé], [@, [] je jedna z hlavnich vyuzivanych metod na hleddni aproximaci
nejvétsich ¢i nejmensich vlastnich cisel a jejich pridruzenych vektori pro symetrické matice.
Vyuziva jenom operaci matice-vektor nasobeni pro vstupni matici, coz je vyhodné pro matice,
které jsou prilis rozsdhlé na reseni napriklad QR algoritmem. Lanczosovu metodu mtzeme chapat
jako specificky ptipad Arnoldiho metody [9] jenom pro symetrické matice.

Funkce metody stoji na tzv. Krylovovych podprostorech [2].

» Definice 2.1 (Kryloviv podprostor). Mdme c¢tvercovou matici A™" s tddem n, vektor v
am <n, pak

Kn(v,A) = (v, Av, ..., A" o) (2.1)

se nazyva Krylovovym podprostorem.
Za vyuziti vlastnosti tohoto podprostoru se hleda takova matice V™™, aby platil vztah

T=VTAV, (2.2)

kde matice T je tridiagonalni.
Metoda prevadi symetrickou metodu A™" na tuto tridiagonalni matici T pomoci nasledujictho
rekurentniho vztahu

Bi+1vj41 = Avj — ajv; — Bjvj_1, (2.3)

. TN _ T T
kde v; je pocatecni vektor s normou 1, 81 = 0, a; = v Avj, Bj11 = vj;,Av; a tzv. Lanczosovy
vektory v tvori ortonormalni bazi.
Matice T}, je pak definovana nasledovné

ay B
B2 az PB3
T = 53 Qag e (24)
Bm
ﬂm Qo

V pripadé hledani vSech vlastnich ¢isel n, pak vektor v, 1 = 0 a plati vztah

AV VT =0, (2.5)
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Z toho vyplyva, ze Lanczosova metoda vytvari tridiagonalni matici ortogonalné podobnou A.

Nésledny vypocet vlastnich ¢isel z tridiagonalni matice pak muze byt efektivnéjsi nez z pu-
vodni matice A. Necht (\;,y;) je par vlastn{ ¢islo a jeho vektor, pak aproximace vlastniho ¢isla
matice A je \; a vektoru je x; = Vi, u;.

Takto popsand metoda je zndzornéna v nasledujicim pseudokédu @

Algoritmus 4: Lanczostuv algoritmus - jedno-vektorovy

Vstup: Symetrickd matice A, pocet hledanych vlastnich ¢isel m
Vstup: pocatec¢ni vektor v; s normou 1

Vystup: Vi, T, Um41, Bwn+17 tak ze AVy, — Vi, Ty = Bm,+1v7n+lez;l

1 for j=1,...,m do

2 uj1 = Avj;

3 Ortogonalizace u; 1 vzhledem k Vj; /* viz pseudokod @ */
/* ajy1 = ujrujqu dostaneme v predchozim kroku */

4 Bit1 = llujyall2;

5 if 41 == 0 then

6 | Ukonéi algoritmus

7 end

8 U4 = uin/Bitas

9 end

2.1.1 Blokova verze

Kromé jedno-vektorové verze, existuje i blokovd verze [10], [11], [12]. Na rozdil od ndsobeni matice
jednim vektorem se nasobi blokem vektortu. Tudiz

Kn(V,A) = (V,AV,..., A" V), (2.6)

kde V mé b sloupcii.
Vyslednad matice T, je pak blokové tridiagonalni.

A, BT
By A, BT
. BT
Bn Am

A¥? je diagonalni a B®? tvoif horni trojihelnikovou matice, takze samotné matic T°™*™ je
symetricka.
Blokova verze Lanczosova algoritmu je popsana v nésledujicim pseudokédu E

Algoritmus 5: Lanczosiiv algoritmus - blokovy
Vstup: Symetrickd matice A™"

Vstup: pocéateéni ortonormalni matici Vln’b
Vystup: Vi, T, V'm+1a Bm+17 tak ze AVy, — Vi Ty = B7n+1 Vm+1 E;IJL

1 Z =AVy;

2 A =VTZ

38 Z=7-V1Ay;

4 Ortogonalizace Z vzhledem k Vi, Vs, ..., Vj; /* viz pseudokod ’4—3‘ fadek 6-7 */
5 Z = V3B /* QR-rozklad - viz pseudokod E */
6 for j =2,...,m do

7 Z = AVy; © Aj:Vsz;

8 Z=2-V;jA; - V;_1B]_4;

9 Ortogonalizace Z vzhledem k Vi, Va, ..., V;; /* viz pseudokod 4.3 fadek 6-7 */
10 Z = V53B1 /* QR-rozklad - viz pseudokod E */

end

[
[
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2.1.2 Reortogonalizace

Jednou nevyhodou Lancozsovy metody je numerickd nestabilita. Neboli vektory vy, va, ..., vp,
s pribyvajicim m muzou ztracet navzajem ortogonalitu a algoritmus se stane nestabilnim. Lanc-
zosovy vektory ztraci linedrni nezavislost a vysledna matice T jizZ nemusi byt ortogonélné podobna
A. Algoritmus pak mize davat falesné aproximace vlastnich ¢isel matice A.

Proto musime ortogonalitu v Lancozsovych vektorech manualné udrzovat. Na to nam slouzi
reortogonalizace. V nésledujici ¢asti jsou popsany riuzné alternativy jak reortogonalizaci provadét.

Uplna ortogonalizace: Jednd se o ortogonalizaci, kde se kazdy novy Lanczostv vektor orto-
gonalizuje vzhledem ke vSem pfedchozim Lanczosovym vektorim. Hlavni vyhoda této varianty
je jeji robustnost. Na druhou stranu se musi udrzovat v paméti vSechny Lanczosovy vektory
a vypocetni slozitost je nejvyssi z danych variant. Na vypocet se vyuziva modifikovany Gram-
Schmidtuv algoritmus (2).

Iterativni ortogonalizace: Na rozdil od uplné ortogonalizace se vyuziva klasicky Gram-Schmidttv
algoritmus (1). Kvali numerické nestabilité [13], [14] je zapotiebi v urc¢itych pripadech reortogo-
nalizaci iterovat, dokud numerické chyba neni dostatecné mald. Vyhodou této varianty je lepsi
moznost paralelizace nez u modifikovaného Gram-Schmidtova algoritmu. Nevyhodou je mozné
vicendsobné opakovani reortogonalizace.

Lokalni ortogonalizace: Nejjednodussi varianta, kde kazdy novy Lanczostv vektor ortogo-
nalizuje vzhledem ke dvéma predchozim vektortim. Hlavnimi vyhodami jsou nizkd vypocetni
slozitost a nutnost pamatovat si pouze dva predchozi Lanczosovy vektory. Nevyhodou je pomala
konvergence aproximaci hledanych vlastnich ¢isel a tudiz algoritmus vyzaduje mnohem vice ite-
raci. Dalsi nevyhodou je, ze se mohou objevovat falesné aproximace vlastnich ¢isel kvuli Spatné
ortogonalité.

Z analyzy v Paigeové préci [15], [16], [17] vyplyva, ze Lanczosovy vektory zacinaji ztracet pres-
nost jakmile se vlastni ¢isla matice T stabilizuji, neboli nez se aproximace vlastnich ¢isel A blizi
konvergenci. Do té doby si vektory ortogonalitu udrzuji stejné dobre pri iplné ortogonalizaci jako
u lokdlni. Udrzuje se tzv. semiortogonalita. Tohoto poznatku vyuzivaji nasledujici dvé varianty.

Selektivni ortogonalizace [18]: V prubéhu algoritmu se v intervalech pocitaji aproximace
vlastnich vektoru z matice T. Nové Lanczosovy vektory se pak ortogonalizuji vzhledem k tém
vlastnim vektortim, které skoro zkonvergovaly. Otdzkou u této metody je, v jakych intervalech
pocitat tyto aproximace a jak dlouho vydrzi ortogonalita novych vektortu k témto aproximacim.

Castedna ortogonalizace: Druhou variantou je tzv. ¢asteénd ortogonalizace. JelikoZ je tato
varianta implementovana v ramci prace, je rozebrana v nasledujici podkapitole ve vétsim de-
tailu. Pouziva se w-rekurence na simulovani ztraty ortogonality a reortogonalizace se déla pouze
na podsetu Lanczosovych vektort, kde ztrata ortogonality prekroci stanoveny limit. Nevyhodou
je potieba udrzovat v paméti vSechny Lanczosovy vektory.

Céastedna ortogonalizace
Céstecna ortogonalizace [11], [12], [19], [20] ortogonalizuje vektory u;41 a u;42 vzhledem k pouze

podmnoziné predchozich Lanczosovych vektorii. Pomoci rekurence se udrzuje aproximace ztraty
ortogonality. Jestlize definujeme troven ortogonality mezi Lanczosovy vektory v j-té iteraci jako

— — 1,7
wj = max lw; k| kde wjx = [vj vkl (2.8)
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pak pii Uplné ortogonalizaci se udrzuje pfiblizné w; ~ €. To vSak neni nezbytné. Ukazuje se, ze
staci udrzovat semiortogonalitu w; ~ /¢, aby se v algoritmu neobjevovaly falesné aproximace
vlastnich ¢isel [20].

Vektory u;11 a uj42 se tedy ortogonalizuji vzhledem k piedchozim vektoriim u kterych plati,

v

zZe
Wjit1,k > \/g (29)
a k vedlejsim vektorum které stale prekracuji néjakou stanovenou mez 7. Tato mez je nastavena
v ¢lanku [20] na €3/
Nésleduje jeden ze zptisobil jakym aproximovat skaldrni soucin vektort u;;1 a vy:

wpr=1,prok=1,...,7,
Wk k-1 =Yk, Prok =2,...,js wgo=0,

1 . .
Wjt1,k = T[/BkJrlw + 5,k + 1+ (o — aj)w e + Brwje—1 — Bjwj—1k] + 95k, pro 1 <k < j

j+1
(2.10)

Hodnoty v, ¥, 1 ndhodné vybrané zaokrouhlovaci chyby. V ¢lanku [20] jsou vybrany nésledovneé:

9k = €(Brt1 + Bj+1)0, kde © € N(0,0.3),

Ba (2.11)
Vi =en——U, kde ¥ € N(0,0.6)
ﬂj-&-l

U blokové verze Lanczosova algoritmu funguje tato ortogonalizace obdobné. Jenom vypo-
¢et aproximace ztraty ortogonality se v nékterych bodech méni. Ten provadime pomoci normy
W kll2, kde Wj . = VT Vi. w; 1. pocitdme jako horni mez pro ||W ||z nasledujici rekurenci:

Wjt1,j = €b

Witk = BiBkw + 4,k + 14 Be_ 1w 1 + Bj1wj_1p + (e — aj)wjk] ,prok=1,...,5—1,
(2.12)

kde b je velikost bloku, ay, 85 jsou nejvétsi singlularni hodnoty matice Ay, By a B = 1/pu(Bg),
kde pp(Bg) je nejmensi singuldrni hondota matice By.

2.1.3 Restart

Utelem restartt [5], [11], [21], [22] je sniZeni pamétovych naroki a vypocetni sloZitosti reortogo-
nalizace, jelikoZ s rostoucim poctem iteraci roste pocet Lanczosovych vektort.

Ideou restartii je restartovat algoritmus po m-iteracich a zac¢it novou sadu iteraci s vhod-
néjsim pocatecnim vektorem a vhodnéjsi sadou vektori v. Jednou z variant restartt je "Thick
restart”(také explicitni restart).

Pred restartem Lanczosovy vektory splnovaly nésledujici rekurenci

AV = Vi T + By 1€l (2.13)

Béhem restartu se najdou jiz zkonvergované vlastni vektory matice T,,,, nazveme je y;. Vypoc-
teme matici Vi, = V,,,Y, kde k je pocet vektori y a Y je matice obsahujici ve sloupcich vektory
y. Pro prehlednost je pro hodnoty po restartu vyuzita sttiska.

Po restartu budou nové vektory ve Vi spliiovat nasledujici rekurenci

AVk = Vka + ﬁmf)kJrlST, (2.14)

kde 911 = Ume1 a s =Y ey,
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Matice T}, je diagondlni a diagondlni hodnoty jsou vlastni ¢isla matice 75, odpovidajici vlast-
nim vektorim y. V dalsim kroku musime vsak T}, rozsirit o fadek a sloupec. Vyslednd Ty o bude
vypadat nasledovné

Tk 6m3
Terz = | Bms"  dur1 Bri (2.15)
Brr1  Gpg2

Tudiz v nésledujicich iteracich matice T,, jiz nebude tridiagonalni, jelikoz b,,s je vektor
o velikosti k.

U blokové verze Lanczosova algoritmu funguje tento restart obdobné. Jedinym rozdilem je,
ze vektor b,,s jiz nebude vektorem ale matici o poctu sloupcti rovnému velikosti bloku.

Ostatni varianty restartt, jako je tfeba implicitn{ restart [21], se lis{ ve vybéru pocateéniho
vektoru Ux41 & vypoctu matice Vk.

2.1.4 Locking

Jednou moznosti vylepSeni restartu je zavedeni tzv. locking [5]. Jednd se o vyfazeni dostatetné
zkonvergovanych vlastnich ¢isel a vektortu z aktivniho vypoctu.

Jestlize po m iteracich je spustén restart a je zkonvergovanych k vlastnich ¢isel muze se V,,
napsat jako

Vm = [‘/1(113: Vk(i)lzm]’ (216)

kde (1) jsou vytazené vektory a (a) aktivni vektory. Po restartu se bude pocitat m — k Lanczoso-
vych vektori. Lanczosovy vektory se stdle musi ortogonalizovat vici vyrazenym vektortum, aby
se neobjevovaly duplicitni hodnoty.

2.2 LOBPCG metoda

Dalsi metodou na hledani aproximaci nejvétsich ¢i nejmensich vlastnich ¢isel a jejich pridruzenych
vektora pro symetrické matice je LOBPCG (Locally Optimal Block Preconditioned Conjugate
Gradient) [23], [24], [25], [26], [27].

Metoda vyuziva vlastnosti Rayleighova kvocientu [27], Ze pro nejmensi vlastni ¢islo matice A
plati vztah

. zT Ax
A= gl;gp(x), plx) = —7— (2.17)

Pro ptipad hledani nejvétsiho vlastniho ¢isla se hledd maximum.
Metoda hleda toto minimum (¢i maximum) iterativné hleddnim sméru nejvétsiho spadu.
Ten se ziska pro k-tou iteraci nésledujicim vztahem

r = Az — p(xg)zk. (2.18)

Tento zpusob muze konvergovat k feseni velmi pomalu. Proto se muze na vektor nejvétsiho
spadu r aplikovat predkondicionér T'. Ziskdme tim vektor

wg = T'r. (2.19)

Podrobné je teoreticky postup metody popsan v [27].

11
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2.2.1 Jedno-vektorova verze

Jedno-vektrorova verze hleda pouze nejmensi (¢i nejvétsi) vliastni ¢islo. Jelikoz se nevyuziva bloko-
vych operaci mizu se tato verze nazyvat LOPCG. Nebo pii nevyuziti zadného predkondicionéru
LOCG.
Algoritmus pro hleddn{ nejmensiho vlastniho ¢isla je popsdn v nésledujicim pseudokédu H
Algoritmus se lze upravit na hledéni vice nejmensich vlastnich ¢isel opakovanym spusténim

algoritmu a udrzovanim ortogonality mezi vektorem spadu a vlastnimi vektory jiz nalezenych
vlastnich éisel.

Algoritmus 6: LOBPCG algoritmus - jedno-vektorovy

Vstup: Symetrickd matice A™™
Vstup: pocatecni vektor 1 s normou 1

Vystup: aproximace up a xx nejmensiho vlastniho ¢isla a vektoru matice A, kde k je posledni iterace
algoritmu

1 p1 =0
2 for i=1,..., do konvergence do
pi =zl Az

w

4 r=Ax; — pi®i;
5 w; =Tr;
6 Aplikuj Rayleigh-Ritz metodu na (x;, w;, pi);
7 Tiy1 = argmin (yT Ay);
ye(zi,w;pi),yTy=1
8 Pit+1 = Tid1 — Ti;
9 Zkontroluj konvergenci;
10 end

Aplikace Rayleigh-Ritz metody je popsdna napf. v [27].

2.2.2 Blokova verze

Jedno-vektorova varianta mize konvergovat k feseni velmi pomalu, zejména pokud jsou hledana
vlastni ¢isla shloucend blizko u sebe. Proto se muze vyplatit hledat vice nejmensich vlastnich
¢isel najednou. K tomu slouzi blokova verze LOBPCG. V pripadé nevyuziti predkondicionéru
muzeme metodu nazyvat LOBCG.

Algoritmus ﬁ je stejny jako u jedno-vektorové verze az na pridani blokovych operaci.

Algoritmus 7: LOBPCG algoritmus - blokovy

Vstup: Symetrickd matice A™"
Vstup: poc¢atecni ortonormélni matice vektor Xf'b s normou 1
Vystup: aproximace My a X b nejmensich vlastnich ¢éisel a vektorid matice A, kde k je posledni iterace
algoritmu
P1 = 0;
for i =1,..., do konvergence do
M; = XTAX;
R = AX1 — ]\/IiX;
(21‘ = TR;
Aplikuj Rayleigh-Ritz metodu na (X;, Q;, P;);
Xig1 = argmin (YT AY);
Ye(X;,9:,P),YTy=I,
Piy1 = Xip1 — Xy
9 Zkontroluj konvergenci;
10 end

N ook N R

]

Aplikace Rayleigh-Ritz metody je popsdna napf. v [27].



Kapitola 3

Externi vyuzity software

Tato kapitola se zabyva ostatnim softwarem, ktery implementaci vyuziva.

3.1 OpenMP

Na paralelni provedeni v ramci procesu pomoci vldken se vyuziva knihovna OpenMP [] .OpenMP
je vysoko-uroviiové API na programovani vicevlaknovych implementaci nad virtudlné sdilenou
pameéti.

OpenMP vyuziva tzv. fork-join model paralelizace. V urcitych c¢astech implementace jsou
vytvarena, provadéna a nasledné ukoncovana vlakna. V ostatnich ¢astech je pouze hlavni vlakno.

OpenMP se sklada z direktiv, proménnych a operaci.

Pii pouziti OpenMP knihovny GCC kompilator musi mit argument -fopenmp.

V implementaci se vyuziva iteracni datovy paralelismus pomoci direktiv parallel a for, jelikoz
se jedna zejména o prace s maticemi a vektory.

Direktiva parallel oznacuje region implementace, ktery se mé provadét paralelné. Regionu se
priradi jedno ¢i vice vlaken.

Direktiva for sdéluje, zZe iterace prislusného cyklu se provadéji paralelné pomoci vldken daného
regionu.

3.2 MPI

MPI (Message-Passing Interface) ] je knihovna implementujici protokol pro preddvani zprav
z jednoho procesu na druhy. Jednd se o zpravy mezi dvéma procesy i hromadné.

Jednou z dilezitych oblasti jsou komunikatory, které tvoii skupiny procestt béhem béhu pro-
gramu.

Nésleduje list hlavnich pouzitych MPI funkei:
m MPI Bcast posle zpravu z daného procesu vsem ostatnim procesim v daném komunikatoru
m MPI Reduce redukuje hodnoty ze vSech procest daného komunikatoru na jednu hodnotu
m MPI Send posle zpravu z daného procesu jinému procesu
m MPI Recv proces prijme zpravu od urcitého procesu

m MPI Allreduce kombinuje hodnoty od vSechny procest daného komunikatoru a vysledné
hodnoty rozesle zpét

13
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m zdpis a ctend ze souboru ruzné MPI funkce na préci se souborem

Implementace pouziva pouze blokujici MPI funkce, neboli funkce jsou ukonceny, az kdyz je
vstupni buffer mozné modifikovat.

3.3 LAPACK

LAPACK (Linear Algebra PACKage) [30] je knihovna napsand ve Fortranu s rutinami na vypocet
nejbéznéjsich problému z linedrni algebry. LAPACK vyuziva knihovnu BLAS (Basic Linear Al-

gebra Subroutines). BLAS obsahuje nizkodroviiové rutiny na vypocet béznych vypodéti z linedrni
algebry.

Knihovna LAPACK je vyuzita v implementaci na vypocet vlastnich ¢isel a vektori a na
vypocet singularnich hodnot mensich matic.

P1i pouziti LAPACK knihovny GCC kompilator musi mit argument -llapack.

Nasleduje list pouzitych LAPACK operaci:

= ?sbevr pocitd vlastn{ ¢isla a vektory redlné symetrické band (subdiagondly jsou blokové)
matice

m ?stevr pocitd vlastni ¢isla a vektory redlné symetrické tridiagonalni matice
m ?syevr politd vlastni ¢isla a vektory realné symetrické matice
m ?gesvd provede singuldrni rozklad redlné matice

Otaznik v operacich zna¢i mozné presnosti vypoctu, s zna¢i jednoduchou (single) a d dvojitou
(double) pfesnost.



Kapitola 4

Puvodni reseni

Zakladnim podkladem textu této kapitoly je nepublikovana prezentace D. Langra a T. Dytrycha
[31].

Kapitola se zabyva jiz existujici implementaci na hledani vlastnich ¢isel a vektori urce-
nou na vypocetni cluster. Jednd se o open-source knihoviu OMPILancz (https://gitlab.com/
daniel.langr/ompilancz). Knihovna obsahuje implementaci Lanczosova algoritmu ve dvou ver-
zich, jedno-vektorové a blokové.

V nésledujici sekei je rozebran princip mapovani procesti a komunikace mezi nimi (viz H)
Nésleduje popis jedno-vektorové (viz [4.2) a blokové (viz H) implementace. V dalsi sekei (viz
4.4) jsou prodiskutovany ruzné ndvrhy na zlepSeni stavajici implementace. V posledni sekci (viz
4.5) jsou zminény ostatn{ relevantni implementace a jejich omezeni.

4.1 Mapovani procesi

Mnoho programu na vypocetni cluster pracujici s rozsahlymi maticemi je musi mapovat mezi
jednotlivé procesy. OMPILancz knihovna vyuziva tzv. Sachovnicové rozdéleni matice. Kazdému
procesu je pridélen vlastni blok. Vzhledem k tomu, ze jedina operace s rozdélovanou matici je na-
sobeni matice-matice ¢i matice-vektor, toto rozdéleni je efektivnéjsi vzhledem k mife komunikace
mezi procesy a k pamétovym narokim nez mnoho dalsich rozdéleni.

Nésleduje presny popis implementace tohoto rozdéleni.

Necht je A™™ redlna symetricka matice. JelikoZ je A symetrickd, mohou si procesy ukladat
pouze jednu trojuhelnikovou ¢ast. Budeme predpokladat, ze A je horni ¢ast. Necht pro cisla N
a ng,...,nn—_1 plati ng,...,ny_1 = n. Pak A mizeme rozdélit na bloky A[,J o velikosti ny *ny,
kde 0 <I,J < N.

Pocet procesort je p = N(N+1)/2, tak kazdému patii pravé jeden blok A 1,7- Nazvéme proces,
kterému patii blok AI, J, procesem Py ;. Procesy, u kterych plati I = J, nazveme diagondlni
procesy.

Vsechny procesy patii do MPI world komunikatoru. Implementace zavadi dalsi tfi:

= Rddkovyj(r _comm): Komunikace mezi procesy na stejném iadku. Procesy se stejnym I.
= Sloupcovij(c__comm): Komunikace mezi procesy na stejném sloupci. Procesy se stejnym J.
m Diagondlni(d_comm): Komunikace mezi diagondlnimi procesy.

Tyto komunikatory jsou v naimplementoviny ve t¥idé mapping.
Kazda skupina obsahuje nejvice N procesii.

15
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Kromé namapovani matice A, implementace mapuje vektory. Konkrétné Lanczosovy vektory.

Kazdy vektor v je rozdélen na ¢asti vg,...,vn_1, kde v; ma n; prvki. vy jsou namapovany
na diagondlni procesy Py ;. Toto rozdéleni je zavedeno, jelikoz diagondlni procesy udrzuji pouze
polovicku bloku matice A. Déale procesy drzici ¢asti vektoru v jsou tak na stejném komunikatoru.

4.

2 Jedno-vektorova verze

V nésledujicim pseudokddu § je implementace jedno-vektorové verze Lanczosova algoritmu bez
restartu. V kazdé iteraci je jenom jedna operace se vstupni matici. A to ndsobeni matice vektorem.
Implementace vyuziva na zachovani ortogonality mezi Lanczosovy vektory tiplnou ortogonalizaci.

Algoritmus 8: OMPILANCZ - Lanczosuv algoritmus - jedno-vektorovy

1
2
3

© 0N o w A

17
18

19

Vstup: reidlna symetrickd matice A
Vstup: pocet hledanych vlastnich ¢isel ny
Vstup: maximélni pocet iteraci g (g > nx)
Vstup: tolerance konvergence e

Vystup: aproximace nx nejmensich vlastnich ¢éisel A1, ..., An, matice A
Vystup: aproximace ny pridruzenych vlastnich vektoru z1, ..., Zpn, matice A
v1 = ndhodny nenulovy znormovany vektor;
for j=1,...,q do
uj+1 = Avj;
aj = u};l'uj
fori=1,...,7 do
‘ Ujpl = Ujp1 — (7if+17)i)1171
end
Bit1 = llujyall2;
if j > ny then
T9 + tridiagonalni matice, kde TIZJC =ap a Tij+1.,k = T,Z’k_'_l = Br+1;
vytes ijf = Qny proi=1,...,ny;
if Bj+1\e;yi| <eproi=1,...,ny then
‘ skon¢i smycku
end
end
end
fori=1,...,n) do
| Xi=0i 2 =Vy;, kde V = (v1, ..., vny )3
end

4.2.1 MPI komunikace

Tato sekce popisuje operace v algoritmu E, v kterych se vyuziva komunikace mezi procesy.

Generovdni inicidlniho vektoru v, Operace se Ucastni pouze diagonalni procesy. Kazdy dia-
gonalni proces si vytvori svoji ¢ast vektoru s ndhodnymi hodnotami od 0 do 1. Néasledné se
cely vektor znormuje za vyuziti skaldrniho soud¢inu dvou vektoru (viz nize).

Nasobeni vstupni matice A vektorem v zprava (3. 7ddek) VSechny procesy jsou vyuZité. Ope-
race lze rozdélit do t¥i ¢asti. Nejprve se rozeslou ¢asti x z diagondalnich procest na vsechny
ostatni. K tomu se vyuzije MPI funkce MPI Bcast za vyuZziti r_comm a ¢_comm komuni-
katort. V dalsim kroku kazdy proces vypocita svoji ¢dst ndsobeni. Toto nésobeni je dvojna-
sobné, jelikoz kazdy proces musi provést operaci i pro korespondujici dolni ¢ast A. Operace
pro jednotlivé procesy je dodana uzivatelem. To umozni podporu rizného ulozeni matice
A. V posledni ¢asti procesy poslou svoje diléi vysledky diagonalnim procesim pomoci MPI
funkce MPI _Reduce zase za vyuziti r_comm a c_comm komunikatora.

Skalarni soucin dvou vektori (4.,6.,8. tddek) Operace se ucastni pouze diagondlni procesy.
Kazdy diagonalni proces spocita skalarni soucin svych casti vektoru a vysledky jsou redu-
kovany vsem diagonalnim procesum pomoci MPI funkce MPI _Allreduce za vyuziti d_comm
komunikéatoru.
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m Tridiagondlnd Tesic vlastnich éisel a vektori (11. rddek) Operaci poditd pouze root proces
Py,0. Pocitaji se vlastni ¢isla a vektory tridiagonalni matice 77 za vyuziti funkce knihovny
LAPACK Zstevs.

Kontrola konvergence (12. tddek) Operaci provadi pouze root proces Py . Avsak vSechny pro-
cesy o vysledku museji byt informovani. Toho je dosdhnuto pomoci MPI funkce MPI Bcast
za vyuziti world komunikatoru.

Vigpocet vlastnich vektord matice A (18. tddek) Konkrétné se jednd o ndsobeni matice V
vektorem y zprava. Operace se Ucastni pouze diagondlni procesy. Vlastni vektory matice
T7 jsou rozeslany root procesem Py ostatnim diagonalnim procesiim pomoci MPI funkce
MPI _Bcast za vyuziti d__comm komunikatoru. Kazdy diagondlni proces pak vypocita svoji
cast vyslednych vlastnich vektori.

4.3 Blokova verze

V této sekci je popsana implementace @ blokové verze Lanczosova algoritmu.

Stejné jako u predchozi verze se jedna o implementaci bez restartu s vyuzitim tplné ortogo-
nalizace na udrzeni ortogonality mezi Lanczosovy vektory. V kazdé iterace je zase jenom jedna
operace se vstupni matici. Tentokrat je to vsak nédsobeni matice matici, kde druhd matice ma
pocet fadka podle velikosti bloku.

Algoritmus 9: OMPILANCZ - Lanczosuv algoritmus - blokovy

© O N OO A W N

=
(=}

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Vstup:
Vstup:
Vstup:
Vstup:
Vstup:
Vystup: aproximace ny nejmensich vlastnich ¢isel A1, ..., A

redlnd symetrickda matice R

pocet hledanych vlastnich ¢isel ny
maximélni pocet iteraci ¢ (q)
tolerance konvergence e

velikost bloku s

n, mMatice A

Vystup: aproximace ny pridruzenych vlastnich vektort zi, ..., zn, matice A

Vi1 = s ndhodnych ortonormélnich vektoru;
for j=1,...,q do

end

Uj+1 = RVj;
T
A =Uja Vs
Ujtr = Ujt1 = A;Vj3
fori=1,...,j5 do

Ujtr = U1 — (U, Vi) Vi

end
VaBy1 = Ujta; _ v _
T? + blokova tridiagonalni matice, kde Tj , = Ay a Tj, =T/ = Bi+1;

k+1,k = T k,k+1

wytes Ty = 013l pro i = 1,..,
if j + s > ny then

if Bjy1|E]yi| <eproi=1,..,nx then
‘ skonc¢i smycku
end

end

fori=1,...,nx do
| X =02 =Vy;, kde V = (v1, ..., 0n,);

end

4.3.1 MPI komunikace

Naésledovat bude popis operaci blokové verze (viz @, v kterych se vyuzivd komunikace mezi
procesy.

m Generovdni inicidlni sady vektord Vi (1. tddek) Operace se tcastni pouze diagonélni pro-
cesy. Kazdy diagondlni proces si udrzuje podmnozinu radka Vi, kde jednotlivé vektory jsou
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po sloupcich. Postupné se pridavaji vektory s ndhodnymi hodnotami od 0 do 1 do V; a ortonor-
malizuji se vzhledem k predchozim. Komunikace mezi procesy je potieba pouze u skalarniho
soucinu dvou vektort (viz jedno-vektorova verze).

m Ndsobent vstupni matice R matici' V' zprava (3. ddek) VSechny procesy jsou vyuzité. Nejdiive
si kazdy diagonalni proces prevede matici V' na linearni pole po fadkach matice V. Dale ope-
race probihd obdobné jako u jedno-vektorové verze. Na konci vypoctu, jelikoz je vysledna
matice zapsand opét jako linearni pole, musi diagonalni procesy prevést vysledek zpét na ma-
tici. Matice se zapisuje jako linearni pole pro efektivnéjsi prenos dat mezi procesy.

m Ndsobeni transponované matice matici (4.,7. 1ddek) Vypoctu operace se ticastni pouze dia-
gonalni procesy. Vysledek je zapisovan jako linearni pole. K jediné komunikaci mezi procesy
dochdz{ pfi skaldrnim sou¢inu dvou vektortu (viz jedno-vektorovd verze). Ndsledkem této ope-
race na radku 4 je, ze kazdy diagonalni proces mé v paméti matici A, kterd se procesim hodi
v nasledujici operaci.

v

m Skdlované od¢itdni matice matici (5.,7. vddek) Operace se tCastni diagonalni procesy. Neni
potreba zadné komunikace mezi procesy.

= QR rozklad matice (9. tddek) Operace se provadi na diagonélnich procesech. Provede se QR
rozklad pomoci Gram-Schmidtova procesu (viz ) Uskutecnuji se dvé rtizné komunikace mezi
diagondlnimi procesy. Jedna je pfi skdlovaném odéitdni matice matici (viz vyse) a drubd je
pii skaldrnim soucinu dvou vektort (viz jedno-vektorova verze).

= Blokovy tridiagondlni tesic¢ vlastnich cisel a vektoru (11. tadek) Operaci provadi pouze root
proces Py . Pocitaji se vlastni ¢isla a vektory blokové tridiagonalni matice T7 za vyuziti
funkce knihovny LAPACK ?sbevz. Matice A a B zapsdné jako linedrni pole jsou nejdiive
prevedeny do LAPACK pasmové formy potfebnou pro funkci ?sbevz.

m Kontrola konvergence (12. tddek) Operaci provadi pouze root proces Py o. Neni nutné zddnd
komunikace mezi procesy az na koncové rozeslani vysledku vSem procestim stejné jako v jedno-
vektorové verzi.

= Vipocet vlastnich vektord matice A (19. tddek) Operace se tiastni pouze diagondlni procesy
a probihé obdobné jako u jedno-vektorové verze.

4.4 Mozna vylepseni

V této podkapitole jsou struéné popsany idee na mozné vylepseni vyse zminénych metod knihovny
OMPILancz.
Vice podrobné jsou rozvedené v kapitole Implementace.

m Pridand restartu: S pribyvajicim poctem iteraci Lanczosova algoritmu rostou jak pamétové na-
roky nutnym drzenim vSech Lanczosovych vektort, tak i vypocetni slozitost zptuisobend udrzo-
vanim ortogonality mezi Lanczosovy vektory. Moznym feSenim obou nedostatki je po urcitém
poctu iteraci algoritmus restartovat a periodicky tak snizovat pocet Lanczosovych vektori.

m Pridani paralelizaci pomoci OpenMP: Metody knihovny OMPILancz obsahuji paralelizaci
pouze mezi procesy pomoci MPI. Nabizi se pridélat paralelizaci nad sdilenou paméti pomoci
OpenMP.

m Rizné reortogonalizace: Jingm zplisobem jak zlepsit vypocetni slozitost pri vétsim poctu
iteraci Lanczosova algoritmu je zvolit jiny zpusob reortogonalizace Lanczosovych vektoru.
Jak bylo zminéno v teoretické ¢asti, staci udrzovat semiortogonalitu mezi vektory.
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Jako dalsi varianta se nabizi ortogonalizace pomoci klasického Gram-Schmidtova procesu,
ktery je lépe paralelizovatelny.

Na druhou stranu pro velké vypocty muze byt zapotiebi opakovat reortogonalizaci v jedné
iteraci v pripadé velkych zmén béhem operace.

m Vyrazeni jiz zkonvergovangch vlastnich cisel z aktivniho vypoctu: PTi hledani vice vlastnich
¢isel jiz nemusi byt nutné dale zlepsovat jiz dostatecné zkonvergovana ¢isla. Proto se mohou
vyfadit z aktivniho vypocétu (tzv. locking).

m Zaddni specifického vvodniho Lanczosova vektoru: Zapracovani moznosti zadani konkrétniho
tvodniho Lanczosova vektoru namisto nadhodného. Pti vhodném zadéani by algoritmus mohl
vyzadovat méné iteraci nez s ndhodnym vektorem.

4.5 Jiné implementace

Jednou z nejrozsifendjsi knihovnou implementujici vypocet vlastnich ¢éisel je SLEPc [32]. Jedna
se o nadstavbu knihovny PETSc, kterd se zaobird operacemi z linedrni algebry za vyuziti MPI.
Nevyhodou této knihovny je vSak vyuziti pouze fadkového rozlozeni procesi na matici. Neboli
kazdy proces vlastni podmnozinu fadkia matice.

Dalsi implementaci je knihovna Anasazi. Je sou¢asti software projektu Trilinos [33]. Nevyho-
dou je nemoznost pracovat specificky se symetrickou matici. Nelze tedy vyuzit moznosti ukladat
pouze polovinu matice.

Jednou z moznosti, kterd podporuje Sachovnicové rozlozeni procesi i praci se symetrickou
matici, je souc¢asti "MFDn nuclear structure solver”. Tato implementace vsak neni vefejné pii-
stupna.
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Kapitola 5

Implementace

Tato kapitola popisuje implementacni ¢ast prace. Jako programovaci jazyk byl pouzit vyhradné
C++. Implementaci lze rozdélit do ¢tyr hlavnich t¥id. Prvni dvé jsou tridy Lanczos eigensolver
a Lanczos_block__eigensolver. Tyto tiidy implementuji jedno-vektorovy a blokovy Lanczostuv
algoritmus. Zakladni verze téchto tiid pochézeji z knihovny OMPILancz. V sekci 5.4 se podrobnéji
popisuji naimplementované zmény, které jsou zhruba zminény v sekci 4.4.

Dalsi dveé tridy jsou LOPCG__eigensolver a LOBPCG__eigensolver. Implementace téchto trid
je popsana v sekci 5.5. Stejné jako u Lanczosova algoritmu tiidy implementuji jedno-vektorovou
i blokovou verzi LOBPCG metody.

5.1 Vstup

Na pouziti implementace musi uzivatel dodat symetrickou matici A a operator, ktery nasobi tuto
matici vektorem x zprava (Ax). U blokovych verzi se ndsobeni provadi blokem vektori. Timto na-
sobenim se zabyva tfida matriz_times_vector (u blokovych verzi t¥ida matriz_times_block__vector).
Kazdy proces se zabyva dvémi ndsobenimi (horn{ a doln{ trojihelnik matice), jelikoZ se jednd
o symetrickou matici a staci uchovavat pouze jednu polovinu matice.
Operdtor ma ¢tyfi parametry (u blokového operdtoru pét parametri):
m 7z Cast vektoru odpovidajici ¢asti v hornim trojuhelniku matice
m gy vektor vysledkt z horni trojihelnikové matice
m 1t Cast vektoru odpovidajici ¢asti v dolnim trojihelniku matice
m yt vektor vysledkt z dolni trojihelnikové matice

m s velikost bloku

Blok vektort se do operatoru na vypocet linearizuje.

5.2 Spusténi

Pro spusténi je zapotiebi mit nainstalovanou knihovnu LAPACK. Kompildtor se spousti s argu-
mentem -llapack.

Naésledujici t¥idy jsou naimplementoviny do namespace ompilancz. Viechny hlavni t¥idy (Lan-
czos__eigensolver, Lanczos_block__eigensolver, LOPCG_eigensolver, LOBPCG _eigensolver) maji
konstruktor se stejnymi parametry.
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Implementace

Téchto pét parametri (+ jeden nepovinny) jsou nésledujic:
= [,J koordindty procesu (viz @)
= N pocet diagondlnich procestu
= n,m dimense dil¢i matice odpovidajici danému procesu

= 0$ nepovinny ostream pro moznost vypisu iteraci algoritmu jinam nez do termindlu, tento
ostream lze nastavit také volanim metody setStream s os jako argument

Vypocty u vyse zminénych tiid se spousti metodou solve. Tato metoda mé ¢ty¥i (u blokovych
verzi pét) nasledujicich parametru:

= matvec_operator operator na nasobeni vstupni matice dodany uzivatelem
= nev pocet hledanych vlastnich ¢isel

= mazrit maximalni pocet iteraci

= s u blokovych verzi velikost bloku vektort

= eps pozadovand presnost rezidualni chyby aproximace hledanych vlastnich ¢isel

5.3 Vystup

Metoda solve vypisuje kazdou iteraci momentalni aproximaci prvnich dvou a posledniho aktivné
hledaného vlastniho ¢isla. Déle se vytvati logovy soubor eigenvalues.dat s aproximacemi vSech
hledanych vlastnich ¢isel po kazdé iteraci.

Po vypoctu metody solve lze volat nékolik metod na zobrazeni vysledkii.

Metoda residuals s moznym ostream argumentem vypisuje vysledné aproximace hledanych
vlastnich ¢isel spolecné s jejich vyslednou rezidualni chybou.

Metoda print_times s moznym ostream argumentem vypisuje celkovy ¢as vypoctu a dalsi
dil¢i relevantni casy pro dany vypocet.

Metoda store__eigenvectors s argumentem prefix ndzvu souboru. Metoda ulozi kazdy vysledny
vlastni vektor do souboru prefirXXX.dat. Vypocet je naimplementovan v metodé store_to_ files
t¥idy block__diagonal vector a v metodé store_to_ file t¥idy diagonal wvector.

5.4 Lanczosuv algoritmus

Kapitola je rozdélena do nékolika sekci. Kazdéd sekce se zabira jednotlivou zménou vzhledem
k OMPILancz, které jsou zminéné v sekci 4.4. Jednotlivé sekce zahrnuji jedno-vektorovou i blo-
kovou verzi Lanczosova algoritmu.

V sekcich m a ’5—4§ jsou popsany ruzné restarty. Poté nasleduje sekce m popisujici
moznost vyfazeni jiz zkonvergovanych vlastnich ¢isel z aktivniho vypoctu.

Déle jsou dvé sekce (5.4.4 a @) zabyvajici se dalsimi naimplementovanymi zpusoby orto-
gonalizace Lanczosovych vektorti vedle piivodni tiplné ortogonalizace z OMPILancz.

Sekce 5.4.6 se zabyva zavedenim paralelizace do vypoc¢tu pomoci OpenMP.

Posledni zména, ktera umoznuje zadat konkrétni ivodni Lanczostuv vektor, je popsana v sekci

Komunikace mezi MPI procesy ve tiidach Lanczos eigensolver a Lanczos_block__eigensolver
byla zachovana z pivodniho TeSeni (viz 4).



Lanczostv algoritmus

5.4.1 Implicitni restart

Implicitni restart je naimplementovan ve ttidé implicitRestart. Je naimplementovan pouze pro
jedno-vektorovou variantu Lanczosova algoritmu. Viz pseudokdéd [10.

Uzivatel vytvori shared ptr na t¥idu implicitRestart a déle nastavi restart pomoci metody
setupRestart.

Tato metoda mé tii parametry:
m restart shared ptr ukazujici na tridu implicitRestart

m restart_iteration_ zadéani, jak Casto se restart spousti, neboli pocet Lanczosovych vektort
neptrekroci mez v restart_iteration__

= locking nastavuje, je-li zapnutd funkce locking (viz 5.4.3)

Restart je spoustén z metody solve tiidy Lanczos _eigensolver pomoci voldni metody execute.

Vipocet implementace implicitniho restartu prokazoval nestabilitu zejména pro delsi vypocty.
Byl proveden pokus o napraveni této nestability zménou vsech relevantnich proménnych z typu
double na long double. Nestabilita se vsak touto zménou nezlepsila.

Algoritmus 10: Lanczostv algoritmus - Implicitni restart

Vstup: redlnd symetrickd matice A
Vstup: pocet hledanych vlastnich ¢isel ny
Vstup: maximélni pocet iteraci ¢ (¢ > ny)
Vstup: tolerance konvergence €

Vystup: aproximace n) nejmensich vlastnich ¢éisel A1, ..., A, matice A
Vystup: aproximace nx pridruzenych vlastnich vektort zi, ..., zn, matice A
1 Vypoéitej Lanczostv algoritmus pro (k + p) iteraci;
2 while konvergence nebo maximdlni pocet iteraci neni dosihnut do
3 Vypocitej vlastni ¢isla tridiagonalni matice Tk+p;
4 shifts = p nepotfebnych vlastnich ¢isel;
5 QQ = I*+?;
6 fori=1,...,p do
7 p = i-ty shift;
8 [Q R] = QR rozklad (T**? — uI);
9 QR = QQ * Q;
10 Tktr = RQ + ul;
11 end
12 vk = vEtrQQ;
13 VhtL = phtptl,
14 B* =B« QQlk +p: k+pik: k];
15 pridej B* k TF;
16 Pokracuj Lanczostv algoritmus pro p steps, pocinaje s VEHL a Tk,
17 end

= MPI (Tddky 12-13) Vypoctu se Gcastni vSechny diagondlni procesy. AvSak kromé root procesu
a jednoho dalstho, ostatni diagonalni provadéji vypocet pouze na fadkach 12-13.

m MPI (cyklus 6-11) Proces P11 se podili na cyklu vypoétem 9. fadku paralelné s vypodétem
zbytku cyklu root procesem. Root proces mu vzdy predd matici Q pomoci MPI Bcast. Na
konci cyklu pak proces P ; rozesle matici Q@ vSem ostatnim diagonalnim procesiim. Zbytek
vypoctu s T' matici je pak provadén jiz root procesem.

= Resic vlastnich cisel (fddek 3) Jelikoz tento restart zachovava tridiagonalitu matice T, je na
tento vypocet pouzita standardné funkce knihovny LAPACK ?stevz.

5.4.2 Explicitni restart

Explicitni restart je naimplementovan ve tiidé thickRestart. Oproti implicitnimu restartu je pri-
stupny pro obé varianty Lanczosova algoritmu. Az na préci s rozdilnym poctem vektoru je algo-
ritmicky totozny pro jedno-vektorovou a blokovou variantu.
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Uzivatel nastavuje tento restart totozné jako u implicitniho restartu v predchazejici kapitole
(5.4.1).

Také je spoustén v metodé solve volanim metodou ezxecute, jejiz implementaci lze vidét v pseu-
dokddu [11. Pseudokdd je ukazan pro jedno-vektorovou variantu, avsak pro blokovou variantu je
analogicky.

Algoritmus 11: Lanczosuv algoritmus - Explicitni restart

Vstup: redlnd symetrickd matice A
Vstup: pocet hledanych vlastnich ¢isel ny
Vstup: maximélni pocet iteraci g (g > nx)
Vstup: tolerance konvergence €

Vystup: aproximace ny nejmensich vlastnich ¢isel Aq, ..., An, matice A
Vystup: aproximace nx pridruzenych vlastnich vektort zi, ..., zn, matice A
1 Vypocitej Lanczostiv algoritmus pro (k + p) iterac;
2 while konvergence nebo mazimdlni pocet iteraci neni dosahnut do
3 Y = prvnich k vlastnich vektord matice T*1P;
4 Matice TF+?! je sestavena podle popisu v kapitole o explicitnim restartu (I@),
5 vk = yktry,
6 VEHL = [VE, opypial;
7 Pokracuj Lanczosuv algoritmus pro dalsich p iteraci s maticemi vkl o T’“'H;
8 end

= MPI Vypoctu se podileji vSechny diagonélni procesy. Root proces ma jiz vypoctené potfebné
vlastni vektory Y. Tyto vektory preposle ostatnim diagonalnim procestim ve 3. fadku pseu-
dokédu pomoci MPI_Bcast.

m Resic vlastnich cisel Jelikoz tento restart nezachovava tridiagonalitu matice 7' u jedno-
vektorové verze Lanczosova algoritmu, po prvnim restartu jiz nemize algoritmus vyuzivat
jako fFesi¢ funkci knihovny LAPACK %stevr. Zacéne se vyuzivat funkce #sbevr na vypocet
blokové tridiagonalnich matic pro obé verze Lanczosova algoritmu.

5.4.3 Locking

Dalsim moznym vylepSenim stavajici verze Lanczosova algoritmu je pridani moznosti vytazeni
tzv. locking jiz dostatecné zkonvergovanych vlastnich ¢isel z aktivniho vypoctu.

Locking je naimplementovan v ramci restartu, jelikoz jeho vypocet je zalozen na stejném
principu jako restart. TudiZ je mozny pouze s aktivnim restartem. Implementace pak spousti
restart i v pripadé, kdyz nejmensiho pravé hledané vlastni ¢isla dostateéné zkonverguje.

U blokové verze Lanczosova algoritmu se locking provadi, pouze kdyz pocet zkonvergovanych
vlastnich ¢isel je roven ndsobku velikosti bloku. Divodem je, Ze v implementaci pocet hledanych
vlastnich ¢isel musi byt délitelny velikosti bloku.

Locking je realizovin v obou restartech a je nastavovan metodou setupRestart parametrem
locking.

5.4.4 Caste¢na reortogonalizace

Céstetna reortogonalizace je naimplementovana ve t¥idé PartialOrtho nadtiidy reorthogonali-
zation. Pseudokdd lze vidét nize [12.

Implementace je obdobné pro jedno-vektorovou a blokovou verzi Lanczosova algoritmu. Hlav-
nim rozdilem je vypodet proménné w (viz [2.1.2).

Uzivatel nastavi tuto reortogonalizaci volanim metody setupReorthogonalization. Jako argu-
ment se pouzije shared_ ptr na ttidu PartialOrtho.

Tato reortogonalizace se nemiize pouzivat sp “oleCné s restartem.
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Algoritmus 12: Lanczostuv algoritmus - ¢astecna reortogonalizace

Vstup: sada Lanczosovych vektora Q711! )
Vystup: semi-zorthogonalizovane vektory Q7+!
Vystup: a a 8 pro tridiagonalni matice
Inicializace: first__step = true;

Start:

if j > 2 then
1" QU+ 1] = QUi + 1] — betalj — Q[ — 1]
end
a=Ql+17Qlj]
Qi +1]=Q[j +1] — aQ[j];
B =Rl + 1]II;
alphalj] = o
beta[j] = B;
for k=1,...,5 do
| Vypoéitej rekurenci pro wjy1x;
end
if first__step then
for k=1,...,75 do
if ‘ijrlk‘ > \/g then
nalez r; a s;, takové ze |wjt1| > n, kde l =ry,ry +1,...,k,dots,s; — 1, s;;
end
end

© W0 NO OA W N

H opopoR HB R R RR
© W g0 A WN RO

end
for kazdé i, kde r; a s; nejsou 0 do
forl=r;,7; +1,...,8; —1,s; do
| QUi+1=0Qli+1 - (Qli+1UTQu)ell;

end

NN NN
B o N RO

end
if first__step then
‘ first__step = false;

N NN
J 0 a

28 end

29 else

30 first__step = true;
31 r; = 0;

32 s; = 0;

33 end

m MPI Vypoctu se podileji vsechny diagonalni procesy. AvSak pouze Root proces pocitd reku-
renci w. Pomoci MPI _Bcast pak nasledné preposle ostatnim diagonalnim procesim vypoci-
tané intervaly vektoru, vaci kterym se bude novy vektor ortogonalizovat.

m Viypocet w u blokové verze Na vypocet w se potiebuji singuldrni hodnoty matic alpha a beta,
které se vypocitaji pomoci funkce knihovny LAPACK ?gesvd.

5.4.5 Iteracni reortogonalizace

Iteracni reortogonalizace je naimplementovana ve t¥idé fullMultiBlockOrtho nadttidy reorthogo-
nalization. Pseudokdd lze vidét pro jedno-vektorovou verzi (13 a pro blokovou [14.

Rozdilem od puvodni verze tplné reortogonalizace je vyuziti klasického Gram-Schmidtova
procesu.

Nastaveni této reortogonalizace je obdobné jako u castecné. Rozdilem je moznost u kon-
struktoru t¥idy fullMultiBlockOrtho nastavit proménnou mazimdlni pocet opakovdni, kterd zada
maximalni pocet iteraci ortogonalizace.
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Algoritmus 13: Lanczostv algoritmus - Uplné reortogonalizace podle KGS @)

Vstup: sada Lanczosovych vektori Q71
Vstup: orthogonalizovany vektor z;
Vystup: zorthogonalizovany vektor v;
Vystup: a a § pro tridiagonalni matice
crit = 1/\/5;
doty = ||z;]l;
hj = 0;
do
[vj, r;] = Klasicky Gram-Schmidt(z;, Q7 ~1);

W No oA BN R

iterace++;

while dot, * crit > beta a iterace < mazimdlni pocet opakovdni;
10 « = posledni prvek vektoru hj;

©

Algoritmus 14: Blokovy Lanczostv algoritmus - Uplnd reortogonalizace podle KGS

L)

Vstup: sada Lanczosovych vektoru Qi—t
Vstup: orthogonalizovany blok X
Vystup: zorthogonalizovany blok V;
Vystup: A a B pro tridiagonalni matice

1 crit = 1/V/2;

2 V; =Xy
3 Hj = O;

4 do

5 normy = vektor norem vektort Vj;
6 R; = Q7 Tvy;

© | V=V, - Q'R

8 Hj = Hj =+ RJ‘;

9 for i = 1, ..., velikost bloku do
10 | divli] = [[V;[i]||/normylil;
11 end
12 beta_ div = min(div[i]);

13 iterace++;

while crit > beta__div a iterace < maximdlni pocet opakovdnt;
[Vj, B] = QR rozKlad(V;);
A = posledni blok matice Hj;

BoR e
EREES

= MPI Na vypoctu se podileji vSsechny diagondlni procesy, stejné jako u pivodni verze tplné
reortogonalizace.

5.4.6 Paralelizace pomoci OpenMP

Vétsina vypocetné naroénych operaci v implementaci jsou maticové ¢i vektorové vypocty umis-
téné ve tridach block diagonal vector a diagonal wvector.

V téchto pripadech jsou vyuzité direktivy parallel a for. Je vyuzito statické pridéleni iteraci,
jelikoz v téchto maticovych operacich neni zapotiebi dynamické rezie.

Jednou casto vyuzivanou zménou oproti puvodni implementaci je zavedeni metody
local__dot__product ve ttidé diagonal wvector. Puivodni metoda dot_product obsahuje MPI funkci
MPI Allreduce, kterd znemoziuje umisténi paralelni region nad cyklus, ze kterého se metoda
dot__product vola. Metoda local _dot_product umoznuje paralelni region pouzit a MPI funkci
MPI _Allreduce dat az vné paralelniho regionu.

5.4.7 Specificky tvodni vektor

Na zacatku vypoctu metody solve se vygeneruje ndhodny vektor, ze kterého vypocet zacina.
Metoda setInitial Vector umozni vlozit specificky vektor na misto ndhodného.
Metoda méa dva parametry. Prvni je vektor s nazvy souboru obsahujici vektory ve stejném
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formatu jako je ukladd metoda store_eigenvectors. Druhy parametr dava velikost vektoru v sou-
boru.

P1i zadani vice vektoru u jedno-vektorové verze, se jednotlivé hodnoty na stejnych pozicich
sCitaji.

U blokové verze se metoda jmenuje setInitialBlock.

Dtvod pro tuto funkcionalitu a pro¢ se tato funkcionalita netestuje je vysvétlen v sekci m
o LOBPCG metodé.

5.5 LOBPCG metoda

Kapitola je rozdélena do nékolika sekci. V sekcich @ a jsou popsany implementace jedno-
vektorové a blokové verze LOBPCG.

Nésleduje sekce ‘5.5.3 popisujici vyrazeni jiz zkonvergovanych vlastnich ¢isel z aktivniho vy-
poctu (locking).

V posledni sekci ’m je popsana moznost zadani konkrétnich ivodnich vektora.

5.5.1 Jedno-vektorova verze

Jedno-vektorova verze LOBPCG metody je naimplementovand ve t¥idé LOPCG__eigensolver.
Viz algoritmus ‘15.

Tato implementace mé jedinou nastavitelnou vlastnost. Jedna se o zadani specifického tivod-
nfho vektoru (viz 5.5.5).

Hlavni implementace algoritmu je v metodé Solve. AvSsak vnitiek vnéjsiho for cyklu pro
nediagonélni procesy je naimplementovan v metodé solve_not_ diag.

Algoritmus 15: LOBPCG algoritmus - jedno-vektorovy

Vstup: Symetrickd matice A™™

Vstup: pocatecni vektor 1 s normou 1

Vstup: pocet hledanych vlastnich ¢&isel ny

Vstup: maximélni pocet iteraci g (g > ny)

Vstup: tolerance konvergence €

Vystup: aproximace (p a ) ny nejmensich vlastnich ¢isel a vektorti matice A

1 fori=1,...,n) do

2 x = nadhodny nenulovy znormovany vektor;

3 p = 0;

4 w= A x* x;

5 ztheta = z * (xTw);

6 r = w — xtheta;

7 for j=1,...,q do

8 Zortogonalizuj vektory x, r, p vzhledem k sobé a k jiz nalezenym vlastnim vektoriam;
9 Teig = [w Ar Ap)T [w Ar Ap);

[
o

Vypocitej nejmensi vlastni ¢islo A a jeho vlastni vektor y;
r=rxy[l];

o
[

12 r=r+y[2]p;
13 p=r;

14 z =z * y[0];
15 T =+ p;

o
=]

w= A xx;

xtheta = x * \;

r = w — xtheta;

if ||r|| < € then
break;

end

N R R R
o © ™ N

N
e

22 end
23 end

m Ndsobeni vstupni matice A vektorem zprava (Tddek 4, 9, 16) Tti ndsobeni vstupni matice
vektorem, které se ucastnéji vsechny procesy (MPI komunikace mezi procesy je stejnd jako u
puvodni jedno-vektorové verze Lanczosova algoritmu).
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= Resic vlastnich cisel (vddek 10) Na vypocet (pouze proces Root) se pouzivéa funkce knihovny
LAPACK Zsyevr na symetrické matice, jelikoz matice Teig je pouze symetricka.

m MPI Po vypoctu vlastniho ¢isla a vektoru je proces Root rozesle ostatnim diagonalnim procesi
pomoci MPI funkce MPI Bcast.

5.5.2 Blokova verze

Blokova verze LOBPCG metody je naimplementovand ve t¥idé LOBPCG__eigensolver. Viz algo-
ritmus [16.
Hlavni implementace algoritmu je v metodé Solve. AvSak vnitfek vnéjsiho for cyklu pro
nediagondlni procesy je naimplementovan v metodé solve__not _diag.
Locking (vyfazeni) vlastnich ¢isel z aktivniho vypoctu je popsano v sekci p.5.3.

Stejné jako u jedno-vektorové verze jdou zadat specifické tivodni vektory (viz [5.5.5).

Algoritmus 16: LOBPCG algoritmus - blokovy

© 0NN W N

N B KRR R HEREBRB R
©C © N UM WNKHO

21
22
23
24
25

Vstup:
Vstup:
Vstup:
Vstup:
Vstup:

Symetrickd matice A™"

pocet hledanych vlastnich ¢isel ny
maximéalni pocet iteraci ¢ (q)
tolerance konvergence e

velikost bloku s

Vystup: aproximace (g a ) ny nejmensich vlastnich ¢isel a vektorti matice A

X"® = ndhodny nenulovy ortonormdlni matice;
P™® =0
W=AxX;
XTheta = X x (XTW);
R =W — XTheta;
for j=1,...,q9 do
Zortogonalizuj matice X, R, P vzhledem k sobé a k jiz nalezenym vlastnim vektortm;
Teig = A x [R PJ;
Teig = [W Teigl;
Teig = [X R P][Teigl;
Vypocitej pocet hledanych nejmensich vlastnich ¢isel A a jejich vlastnich vektort Y matice Teig;
P = [R P]x posledni rddky matice vlastnich vektoru Y;
X = X prvni rddky matice vlastnich vektoru Y;
X=X+ P;
for k =1,...,nx— pocet jiz nalezenych vlastnich cisel do
| XThetalk] = X[i] * Ag;
end
W=AxX;
R =W — XTheta;
Najdi jiz zkonvergované (R[k = 1,...,n,] < €) vlastni ¢isla (A[k = 1,...,ny]) a uloz si je spolecné s
prislusnymi vlastnimi vektory (sloupce matice X);
if jsou nalezend vsechna hledand vlastni c¢isla then
‘ break;
end
Odstran prislusné sloupce z matic X, R a P;
end

m Ndsobeni vstupni matice A vektorem zprava (Tddek 3, 8, 18) Dvé nasobeni vstupni{ matice
blokem vektort, které se tcastngji vSechny procesy (MPI komunikace mezi procesy je stejnd
jako u pavodni blokové verze Lanczosova algoritmu).

= Resic vlastnich cisel (vddek 11) Na vypocet (pouze proces Root) se pouziva funkce knihovny
LAPACK ?syevx na symetrické matice, jelikoz matice Teig je pouze symetricka.

m MPI Po vypoctu vlastnich ¢isel a vektort je proces Root rozesle ostatnim diagondlnim procesi
pomoci MPI funkce MPI _Bcast.

5.5.3 Locking

Jelikoz jedno-vektorovy LOBPCG pocita vlastni ¢isla postupné, nemé vyznam locking u této
varianty uvazovat.
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U blokové varianty je locking uskuteénén automaticky, jelikoz na rozdil od Lanczosova al-

goritmu nevyzaduje v LOBPCG metodé zadné slozité vypocty. Je naimplementovin v metodé
locking.

5.5.4 Paralelizace pomoci OpenMP

Paralelizace v LOBPCG metodé pomoci OpenMP u obou verzi je provadéna ve t¥iddch
block__diagonal wvector a diagonal _vector. Popis paralelizace v téchto tfidach je ve stejnojmenné
kapitole u Lanczosova algoritmu (5.4.6).

5.5.5 Specificky tivodni vektor

Funkcionalita funguje stejné jako u Lanczosova algoritmu. Je naimplementovina v metodé
setInitial Vectors u jedno-vektorového LOBPCG a setInitialBlock u blokové verze.

Idea pro tuto funkcionalitu prisla z ¢lanku [M] o LOBPCG, kde testuji metodu na fyzikal-
nim problému, ktery je pouzit v této praci u testovdni. Jako tvodni vektory (doplnéné nulami)
byly pouzity vystupni vlastni vektory z urc¢itého mensiho problému. Vysledny namétreny cas byl
vyrazné mensi nez u vypoctu s ndhodnym tvodnim vektorem.

Avsak tato funkcionalita nebude v této praci testovana, jelikoZz nepfimocary zpusob mapo-
vani vstupni matice na procesy v testovani by vyzadoval komplikovanéjsi implementaci tohoto
problému.
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Kapitola 6

Testovani

Kapitola se vénuje testovani implementace popsané v kapitole 4 a 5. Uvadi strucné pouzity
hardware a software, popisuje metody testovani a pouzité metriky. Déle popisuje vysledky testi
jednotlivych variant algoritmu, jejich porovnéni, celkové porovnani a zavéreéné vyhodnoceni
testovani.

6.1 Hardware a software

Testovani vykonnosti implementaci jednotlivych algoritma a jejich porovnani bylo provadéno
na superpodita¢i Karolina v Narodnim superpoéitac¢ovém centru VSB Technické univerzity Ost-
rava [34]. M4 konfiguraci: 720 univerzalnich uzli, kazdy uzel m4 2 procesory AMD Zen 2 EPYC™
TH12, 2.6 GHz a 256 GB RAM.

Ulohy se davaji do fronty tloh. Je tim zajisténa nezévislost tlohy na jinych procesech. Opa-
kovana méfeni davaji vysledky s s minimalnimi odchylkami.

Pro kompilaci byl pouzit wrapper mpic++ g++ kompilatoru verze 11.3.0. Jako prepinace byly
pouzity -08 -std=c++14 -DNDEBUG -DHAVE_INLINE -ffast-math -funroll-loops -fopenmp
-llapack. Pro spusténi byl pouzit ptikaz mpirun s prepinacem —map-by numa.

6.2 Zpusob testovani

Vstupni data (rozsahlé symetrické ¥idké matice) se generuji z modelovych prostori 10B s Nmax
6, 12C s Nmax 6 a 10B s Nmax 8. Na toto generovani je pouzit software lsu3shell pristupny
na gitlabu (https://gitlab.com/tdytrych/lsu3shell).

Pouzité vstupni matice jsou:
m /0B s Nmaz 6 - testovani s 15 procesy, matice velikosti 502751 radka
m 12C s Nmaz 6 - testovani s 66 procesy, matice velikosti 1260008 radku

m /0B s Nmaz 8 - testovani s 435 procesy, matice velikosti 5660372 radku

Pokus o pouziti testovani s 630 procesy na matici vygenerovanou modelovym prostorem 12C
s Nmax 8 skonéil chybou hlasici nedostatek paméti.

Vysledna méreni jsou vypocitana jako primeér deseti diléich méfeni u vypoctt s 15 procesy.
U vypocth s vice procesy bylo provedeno vzdy pouze jedno dil¢i méteni. Tyto vypocty byly prilis
Casové narocné (nad moznosti pridéleného vypocetniho ¢asu). Navic diléi méfeni vykazovaly
minimélni odchylku.
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Efektivita feseni byla porovnavana z hlediska ¢asu a poctu iteraci algoritmu.
Testovani 1ze rozdélit do trech ¢éasti:

m testovani jednotlivych algoritmu a jejich variant
m porovnani variant daného algoritmu

= porovnani riznych algoritmi

6.3 Testovani algoritmu LOBPCG

Testovani

Tento test demonstruje, jak je algoritmus LOBPCG (viz ) efektivni v zavislosti na velikosti

bloku a na poc¢tu hledanych vlastnich ¢isel.
Vysledek testu je vidét v néasledujicich Sesti grafech:

= 15 procesi, testovan cas

= 15 procesd, testovan pocet iteraci
= 66 procesu, testovan cas

= 66 procesu, testovan pocet iteraci
m 435 procesi, testovan ¢as

m 435 procesi, testovan pocet iteraci

LOBPCG - 15 proces( - ¢as

L

sekundy
SN
3

0 5 10 15
velikost bloku nad ramec hledanych vlastnich Cisel

—®— 10ev —@—20ev —@—40ev

B Obrazek 6.1 LOBPCG - 15 procesu - ¢as

20
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LOBPCG - 15 procesu - iterace
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Bl Obrazek 6.2 LOBPCG - 15 procesi - iterace
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LOBPCG - 66 procesu - cas
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B Obrazek 6.3 LOBPCG - 66 procesiu - Cas
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LOBPCG - 66 procest - iterace

Testovani
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—@— 10ev —@—20ev —@—40ev
B Obrazek 6.4 LOBPCG - 66 procesi - iterace
LOBPCG - 435 proces( - ¢as
2500
2000
\ O
? 1500 ——
2 o
% 1000 - — -
—— —e
__.—_
500 @ g
0
0 5 10 15 20 25 30

velikost bloku nad ramec hledanych vlastnich Cisel

—@—10ev —@—20ev —@—40ev

B Obrazek 6.5 LOBPCG - 435 procesu - ¢as
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LOBPCG - 435 procesu - iterace
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velikost bloku nad ramec hledanych vlastnich Cisel
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B Obrazek 6.6 LOBPCG - 435 procesu - iterace

Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:

m vysledny tvar grafu nezdvisi na poctu procesi

m Casové je algoritmus nejrychlejsi v pripadé, kdy velikost bloku je o 5 vyssi nez pocet hledanych
vlastnich ¢isel

= pii dal$im zvySovani velikosti bloku (o 10, 15, 20, 30) se algoritmus postupné zpomaluje
= pocet iteraci algoritmu klesd s velikosti bloku

m s pribyvajici velikosti bloku se klesani iteraci algoritmu zpomaluje

6.4 Testovani implicitniho restartu Lanczosova algoritmu

Tento test demonstruje, jak je Lanczostuv algoritmus s implicitnim restartem(viz 2.1.3) efektivni
v zavislosti na poctu hledanych vlastnich Cisel a na frekvenci restartu. Testovani bylo provadéno
s verzi pouzivajici locking (j5.4.3) vlastnich ¢&isel i bez ného.

Vysledek testu je vidét v nasledujicim grafu:

= 15 procesu, testovan cas
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Tento graf zobrazuje vysledky testu pro variantu s 15 procesy a verzi s pouzitim locking
vlastnich ¢isel. Frekvence restartu vyrazné neovliviiuje vysledny cas.

Dalsi varianty tohoto testu (hleddni 100 vlastnich ¢éisel, nepouziti locking, 66 a 435 procesu)
nedavaly prijatelné vysledky. Vysledna vlastni c¢isla nekonverguji ke spravnym vysledkim.

Dtvody tohoto chovani jsou:

= nestabilita této varianty algoritmu roste s poctem restarti

= pokud pri restartu jsou nékterd vlastni ¢isla prekonvergovana, pak restart negativné ovliviuje
konvergenci dalsich vlastnich ¢isel.

6.5 Testovani thick restartu Lanczosova algoritmu

Tento test demonstruje, jak je Lanczostv algoritmus s thick restartem (viz @) efektivni v za-
vislosti na poctu hledanych vlastnich ¢isel a na frekvenci restartu. Testovani bylo provadéno
s verzi pouzivajici locking (j5.4.3) vlastnich éisel i bez ného.

Vysledek testu je vidét v néasledujicich péti grafech:

= 15 procesi, testovan cas

m 66 procesi, testovan cCas

= 66 procest, testovan pocet iteraci
m 435 procesi, testovan cas

m 435 procesu, testovan pocet iteraci
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Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:

= pro vSechny testované varianty dosahuje mensi frekvence restartu lepsi ¢i stejné efektivity
(Gas 1 pocet iteraci)

= pro vSechny testované varianty (az na nékolik vyjimek u 15 procest) je varianta bez pouziti
locking vlastnich ¢isel efektivnéjsi (¢asové i poctem iteraci)

6.6 Testovani rizné reortogonalizace Lanczosova algoritmu

Tento test demonstruje, jak je Lanczosiuv algoritmus s riznymi typy reortogonalizace efektivni
v zdvislosti na poc¢tu hledanych vlastnich ¢isel. Testovani bylo provadéno na ¢tyfech rtznych
typech reortogonalizace: plnd (Full), ¢asteénd (Partial)(5.4.4), iteraéni s maximdlnim jednim
opakovanim (Multil)(5.4.5), itera¢ni s maximalnimi dvéma opakovdnimi (Multi2).

Vysledek testu je vidét v nasledujicich Sesti grafech:
= 15 procesu, testovan cas
= 15 procest, testovan pocet iteraci
m 66 procesi, testovan cCas
= 66 procesu, testovan pocet iteraci

= 435 procest, testovan cas

m 435 procesu, testovan pocet iteraci
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Lanczos - reortogonalizace - 66 proces( - ¢as
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Lanczos - reortogonalizace - 435 procesu - ¢as
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Lanczos - reortogonalizace - 435 procesu - iterace
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Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:
m vysledny tvar grafu nezavisi na poctu procest

= typ reortogonalizace neovliviiuje pocet iteraci algoritmu



Porovnani Lanczosova algoritmu
m varianty Multil a Multi2 ve verzi s 15 procesy jsou pomalejsi nez ostatni varianty

m jelikoz varianty Multil a Multi2 jsou stejné Casové efektivni, nezalez{ na nastaveni maximal-
niho poc¢tu opakovani reortogonalizace

m s pribyvajicim poctem hledanych vlastnich Cisel je ¢astecna reortogonalizace efektivnéjsi nez
uplné, a to srustajicim tempem

6.7 Porovnani Lanczosova algoritmu
Tento test porovnava efektivitu raznych variant Lanczosova algoritmu, které byly pouzity v pred-
chozich testech.

Tyto varianty jsou:

m LanczosPartial parcidlni reortogonalizace
m LanczosFull tiplné reortogonalizace
= LanczosImplicit implicitni restart (Gasové nejefektivnéjsi varianta z testu ﬂ)

m LanczosThick thick restart (Casové nejefektivnéjsi varianta z testu %)
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B Obrazek 6.19 Lanczos - porovnani ruznych typu algoritmu - 15 procesu - ¢as
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Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:
m Casové nejefektivnéjsi testovanou variantou je parcidlni reortogonalizace

= u varianty s 15 procesy a 100 hledanych vlastnich ¢isel je Uplna reortogonalizace pomalejsi



Testovani ruzné velikosti bloku blokové verze
Lanczosova algoritmu

nez thick restart (divodem je, Ze pfi hleddni dostatecné velkého poctu vlastnich éisel, pocet
Lanczosovych vektorii naroste natolik, Ze restart zacne byt ¢asové vyhodnéjsi)

m U varianty s 15 procesy je implicitni restart nejpomalejsi

6.8 Testovani ruzné velikosti bloku blokové verze
Lanczosova algoritmu

Tento test demonstruje vliv velikosti blokti na efektivitu blokové verze Lanczosova algoritmu.
Testované velikosti blok1 jsou 2, 5, 10, 20, 40 vektor.

Vysledek testu je vidét v néasledujicich dvou grafech:

= 15 procesu, testovan cas

= 15 procest, testovan pocet iteraci
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BlockLanczos - 15 procesl - velikost blok( - iterace
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Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:
m s rostouci velikosti blokt (5, 10, 20, 40 vektoru) se vypocet zpomaluje
m pripad s velikosti blokl 2 se zd4 byt anomalii, jelikoz je pomalejsi nez s velikosti 5
= s rostouci velikosti bloki se pocet iteraci snizuje
V dalsich testech s blokovou verzi Lanczosova algoritmu se pouziva blok o 10 vektorech,

protoze je spolecné s velikosti 5 vektorti casové nejefektivnéjsi, ale z hlediska poctu iteraci je
lepsi.

6.9 Testovani thick restartu blokové verze Lanczosova
algoritmu

Tento test demonstruje, jak je blokovy Lanczostuv algoritmus s thick restartem (2.1.3) efektivni
v zavislosti na poc¢tu hledanych vlastnich ¢isel a na frekvenci restartu.

Testovani bylo provddéno s blokem velikosti 10 vektort a s verzi pouzivajici locking ([5.4.3)
vlastnich ¢isel i bez ného.

Vysledek testu je vidét v nasledujicich trech grafech:

= 15 procest, testovan Cas
= 66 procesu, testovan cas

= 435 procesu, testovan cas
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BlockLanczos - Thick restart - 66 procesu -
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Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:

m pro vsechny testované varianty dosahuje mensi frekvence restartu lepsi casovou efektivity

m pro vSechny testované varianty je varianta bez pouziti locking vlastnich cisel lepsi ¢i stejné

efektivni

6.10 Testovani rtizné reortogonalizace blokové verze

Lanczosova algoritmu

Tento test demonstruje, jak je blokovy Lanczosuv algoritmus s riznymi typy reortogonalizace
efektivni v zavislosti na poc¢tu hledanych vlastnich cisel.

Testovani bylo provddéna na ¢tyfech ruznych typech reortogonalizace: iplnd (Full), ¢dstecnd
(Partial) (@), iteracn{ s maximalnim jednim opakovinim (Multil)(5.4.5), itera¢ni s maximé4l-
nimi dvéma opakovanimi (Multi2).

Varianta s 15 procesy byla testovina s blokem velikosti 10 vektor.

Vysledek testu je vidét v néasledujicich Sesti grafech:

= 15 procesi, testovan Cas

= 15 procest, testovan pocet iteraci

= 66 procest, testovan cas

m 66 procesi, testovan pocet iteraci

m 435 procesi, testovan ¢as

m 435 procesu, testovan pocet iteraci
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Lanczosova algoritmu

BlockLanczos - reortogonalizace - 15 proces( - ¢as
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BlockLanczos - reortogonalizace - 15 proces( - iterace
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BlockLanczos - reortogonalizace - 66 procest - ¢as
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Lanczosova algoritmu

BlockLanczos - reortogonalizace - 435 proces( - ¢as
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BlockLanczos - reortogonalizace - 435 procesl - iterace
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Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:

= typ reortogonalizace neovliviiuje pocet iteraci algoritmu
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Testovani

m varianty Multil a Multi2 ve verzi s 15 procesy jsou pomalejsi nez ostatni varianty

m jelikoz varianty Multil a Multi2 jsou stejné casové efektivni, nezalezi na nastaveni maximal-
niho poctu opakovani reortogonalizace

m s pribyvajicim poc¢tem hledanych vlastnich ¢isel je ¢astecna reortogonalizace efektivnéjsi nez
Uplné, a to vzrastajicim tempem

m zavislost velikosti bloku u varianty s ¢aste¢nou reortogonalizaci se shoduje s testem v M

6.11 Porovnani blokové verze Lanczosova algoritmu

Tento test porovnava efektivitu ruznych variant blokové verze Lanczosova algoritmu, které byly
pouzity v predchozich testech.
Testovani bylo provadéno s blokem velikosti 10 vektort.

Tyto varianty jsou:

m BlockLanczosPartial parcidlni reortogonalizace
m BlockLanczosFull uplna reortogonalizace

m BlockLanczosThick thick restart (¢asové nejefektivnéjsi varianta z testu @)
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BlockLanczos - Porovnani rliznych typt - 66 procest
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Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:
m Casové nejefektivnéjsi testovanou variantou je castecna reortogonalizace

m U varianty s 15 procesy a 100 hledanych vlastnich ¢isel je tiplna reortogonalizace pomalejsi
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nez thick restart (duvodem je, Ze pfi hleddni dostatecné velkého poctu vlastnich ¢éisel, pocet
Lanczosovych vektorii naroste natolik, Ze restart zacne byt ¢asové vyhodnéjsi)

6.12 Skalovatelnost algoritmi vzhledem k poétu vlaken
Tento test porovnava skalovatelnost tfech hlavnich pouzitych algoritmu.
Tyto algoritmy jsou:
m BlockLanczos blokova verze Lanczosova algoritmu s ¢astecnou reortogonalizaci
m Lanczos jedno-vektorovy Lanczostuv algoritmus s ¢astecnou reortogonalizaci
m LOBPCG metoda LOBPCG s velikosti bloku 25 vektort

Test hledal 20 vlastnich éisel.
Testovani bylo spusténo s 1, 4, 8, 16 vlakny.

Skalovatelnost v zavislosti na po&tu vlaken
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B Obrazek 6.36 Skalovatelnost v zévislosti na poétu vldken

Vsechny tii algoritmy jsou dobfe skdlovatelné (vzhledem k poétu pouzitych vldken), ale Lan-
czosuv algoritmus je skalovatelny nejlépe.

6.13 Testovani konvergence chyby hledanych vlastnich cisel

Tento test demonstruje konvergence chyby hledanych vlastnich ¢isel v zavislosti na casu a na
poctu iteraci algoritmu.

Tyto algoritmy jsou:

m BlockLanczos blokova verze Lanczosova algoritmu s ¢aste¢nou reortogonalizaci, u testovani
¢asu s bloky velikosti 10 vektorii, u testovani poctu iteraci s bloky velikosti po¢tu hledanych
vlastnich ¢isel



Testovani konvergence chyby hledanych vlastnich ¢isel

m Lanczos Lanczosuv algoritmus s ¢astecnou reortogonalizaci

m LOBPCG metoda LOBPCG s velikosti bloku = pocet hledanych vlastnich ¢isel + 5
Test hledal 10 a 40 vlastnich ¢isel a spoustél se s 66 a 435 procesy.
Vysledek testu je vidét v nasledujicich osmi grafech:

m 66 procesii, 10 hledanych vlastnich ¢isel, testovan cas

m 66 procesi, 10 hledanych vlastnich ¢isel, testovan pocet iteraci

m 66 procesu, 40 hledanych vlastnich ¢isel, testovan cas

m 66 procesu, 40 hledanych vlastnich cisel, testovan pocet iteraci

m 435 procesti, 10 hledanych vlastnich ¢isel, testovan cas

m 435 procesi, 10 hledanych vlastnich ¢isel, testovan pocet iteraci

m 435 procesi, 40 hledanych vlastnich ¢isel, testovan cas

m 435 procesu, 40 hledanych vlastnich ¢isel, testovan pocet iteraci
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Testovani konvergence chyby hledanych vlastnich ¢isel

1,00E+02
1,00E+01
1,00E+00
1,00E-01
1,00E-02
1,00E-03
1,00E-04
1,00E-05
1,00E-06
1,00E-07

Chyba

Konvergence - 66 procesu - 40ev

25 125
Iterace

——Lanczos ——Block Lanczos ——LOBPCG

625

B Obrazek 6.40 Konvergence chyby - 66 procesu - 40 vlastnich éisel - iterace
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Porovnani testovanych algoritmui

Konvergence - 435 proces( - 40ev
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B Obrazek 6.44 Konvergence chyby - 435 procest - 40 vlastnich ¢isel - iterace

Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:

= U testovani poctu iteraci mé konvergence podobny priubéh u algoritmu blokovy Lanczos

a LOBPCG

= u testovani poctu iteraci ma LOBPCG ze zacatku rychlejsi konvergence chyby, avSak ke konci
blokovy Lanczos mé konvergence chyby rychlejsi

m Lanczostv algoritmus m4 itera¢né konvergenci chyby znacné pomalejsi nez testované blokové
algoritmy, tento algoritmus provadi iterace po jednou vektoru

m Casové je konvergence chyby algoritmu LOBPCG vyrazné pomalejsi nez u jinych testovanych
algoritmu

m Casové je u hleddni mensiho poctu vlastnich ¢isel konvergence chyby nejrychlejsi u Lanczosova
algoritmu (jedno-vektorovy)

m v pripadé s hledanim vétsiho poctu vlastnich ¢isel se Lanczostuv algoritmus ¢asové vyrovnava
blokové verzi Lanczosova algoritmu

6.14 Porovnani testovanych algoritmi

Tento test porovnava efektivitu jednotlivych algoritmi v zévislosti na Casu a na poctu iteraci
algoritmu.

Tyto algoritmy jsou:
m LOBPCGS5 metoda LOBPCG s velikosti bloku = pocet hledanych vlastnich ¢isel + 5

m BlockLanczos10Partial blokova verze Lanczosova algoritmu s ¢aste¢nou reortogonalizaci s bloky
velikosti 10 vektortu
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m LanczosPartial Lanczosuv algoritmus s ¢astecnou reortogonalizaci

= Lanczos-orig puvodn{ Lanczosuv algoritmus (@)

m LOPCG Jedno-vektorova metoda LOPCG

m LOBPCG30 metoda LOBPCG s velikosti bloku = pocet hledanych vlastnich ¢isel 4+ 30

m BlockLanczosMaxPartial blokova verze Lanczosova algoritmu s c¢astecnou reortogonalizaci
s bloky velikosti poc¢tu hledanych vlastnich ¢isel

Ptvodni blokovy Lanczostv algoritmus neni testovan, protoze jeho implementace v OMPI-
Lancz byla nefunkéni.
Test hledal 10, 20 a 40 vlastnich cisel a spoustél se s 15, 66 a 435 procesy.
Vysledek testu je vidét v nasledujicich osmi grafech:
= 15 procesi, testovan cas
= 66 procesu, testovan cas
m 66 procesi, testovan pocet iteraci

m 435 procesi, testovan cas

m 435 procesi, testovan pocet iteraci

Porovnani vsech - 15 proces( - ¢as
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B Obrazek 6.45 Celkové porovndni - 15 procesi - ¢as



Porovnani testovanych algoritmui

Porovnani vSech - 66 procesu - ¢as
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B Obrazek 6.46 Celkové porovndni - 66 procesi - ¢as

Porovnani vSech - 66 procesl - iterace
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Porovnani vSech - 435 proces( - iterace

1000
)
e
lo——
100
@ '=_.—-_—
(&)
©
=
10
1
10 20 40

Pocet hledanych vlastnich Cisel

e=@==| OBPCG30 ==@==BlockLanczosMaxPartial ==@==| anczosPartial
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Grafické znazornéni vysledku testu ukazuje:
= LOPCG je vyrazné nejpomalejsi z testovanych algoritmi
m Casové je u hleddni mensiho poctu vlastnich ¢isel nejrychlejsi Lanczosav algoritmus (jedno-

vektorovy)



Shrnuti testovani

m s pribyvajicim poc¢tem hledanych vlastnich ¢isel se mu ¢asové priblizuje blokové verze Lanczo-
sova algoritmu, dokonce v pripadé o 15 procesech s hledanim 100 vlastnich ¢isel je jiz blokova
verze nejrychlejsi

= metoda LOBPCG je Casové vyrazné pomalejsi, jelikoz nasobeni vstupni matice se provadi
trojitym blokem vektoriu (viz ﬁ%)

m referencni feSeni Lanczosova algoritmu je méné efektivni nez Lanczostv algoritmus s ¢astecnou
reortogonalizaci

= 7z hlediska poctu iteraci je Lanczostuv algoritmus znacné neefektivni
m iteracné je u hledani mensiho poctu vlastnich ¢isel nejrychlejsi testovana metoda LOBPCG

m U vétsiho poctu hledanych vlastnich ¢isel je iteracné nejefektivnéjsi testovany algoritmus blo-
kové verze Lanczose

6.15 Shrnuti testovani

Testovani lze rozdélit na dvé skupiny podle kritéria, casova efektivita a efektivita podle poctu
iteraci.
7Z hlediska c¢asové efektivity

m pri hleddni mensiho poctu vlastnich Cisel je nejefektivnéjsi Lanczosuv algoritmus s ¢astecnou
reortogonalizaci

= restarty nezlepsuji efektivitu v testovanych pripadech oproti ¢astecné reortogonalizaci, na-
znacuji ale mozné zlepSeni pii vysSim poctu hledanych vlastnich ¢éisel (> 100)

= pro blokovy Lanczos i pro jedno-vektorovy Lanczos je v testovanych pripadech vzdy nejefek-
tivnéjsi varianta s ¢asteénou reortogonalizaci

m nejefektivnééjsi velikost blokt pro blokovy Lanczos je 5 a 10 vektort

= a pro metodu LOBPCG to je velikost = 5 4 pocet hledanych vlastnich ¢isel
7 hlediska poctu iteraci

= C¢im vétsi blok u blokovych testovanych algoritmi, tim je pocet iteraci mensi

= testované blokové algoritmy jsou efektivnéjsi nez jedno-vektorovy Lanczos

m s pribyvajicim poctem hledanych vlastnich ¢isel se blokovy Lanczos stava efektivnéjsi nez
metoda LOBPCG

= ruzné varianty reortogonalizace vyrazné neovliviiuji pocet iteraci

6.16 Testy spravnosti

VsSechny vyse popsané testy jsou provadény na trech ruznych vstupnich maticich. Tyto matice
jsou vygenerované dodanymi modelovymi prostory 10B s Nmax 6, 12C s Nmax 6 a 10B s Nmax
8.

Vystupem jsou pak aproximace vlastnich ¢isel, jejich rezidudlni chyby a vlastni vektory téchto
vstupnich matic.

Test spravnosti se provadi porovnanim vyslednych vlastnich ¢isel referenéni implementace
algoritmu se vSemi testovanymi verzemi algoritmu popsanymi v této praci.
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64 Testovani

Tato porovnani vedla k potvrzeni spravnosti aproximace vyslednych vlastnich cisel.

Dalsi potvrzeni spravnosti vyslednych vlastnich ¢isel a vektoru se provadi vypoctem rezidu-
alnich chyb téchto vlastnich ¢isel.

Tyto chyby u zadnych test neprekrocily pozadovanou mez.

Vyjimkou je test implicitniho restartu Lanczosova algoritmu (viz ), kde aproximace vlast-
nich ¢isel ne vzdy konvergovaly ke spravnym vysledkim. Ani pokus o feSeni rozsifenim presnosti
vSech proménnych z double na long double nevedl ke zlepseni.



Kapitola 7

Zaver

Cilem préce bylo navrzeni, implementace a nasledné experimentalni porovnani vsech puvodnich
i navrzenych a implementovanych metod na rozsahlych fidkych maticich za pouziti superpocitace.

Tyto implementace jsou jedno-vektorovy Lanczostv algoritmus (pavodni i vlastn{), blokovy
Lanczostv algoritmus, jedno-vektorovi LOBPCG metoda a blokova LOBPCG metoda. Pvodni
implementace blokové verze Lanczosova algoritmu byla nahrazena vlastni implementaci, protoze
puvodni implementace nebyla kompletni.

Prace dokumentuje teoretickou piipravu od stanoveni cilii, pres popis zékladnich pojmu (viz
kap. ) a uvedeni algoritmi fesici problém hledani vlastnich cisel a vektort fidkych symetrickych
matic (viz kap. 2), az k implementaci puvodniho (viz kap. 4) i vlastniho Feseni préace (viz kap.
5).

Popsané algoritmy byly implementovany v jazyce C++.

Testovani a experimentalni porovnani ptuvodnich a implementovanych metod je popsano v ka-
pitole 6. Probihalo na superpocitaci Karolina. Zaméfeno bylo na srovnani efektivity (¢asové na-
roCnosti a poctu iteraci algoritmu) jednotlivych algoritmu a jejich verzi. Porovnéni s pivodnim
feSenim prokazalo vylepsenou efektivitu mého feseni.

Dalsi moznosti rozsifeni prace by mohlo byt u blokové verze Lanczosova algoritmu varianta
zvyseni velikosti bloki nad rdmce poc¢tu hledanych vlastnich ¢éisel. Testovani ukazalo, Ze s rostouct
velikosti blok1 se snizuje pocet iteraci algoritmu. A dle moznost testovani na jesté rozsahlejsich
maticich, které superpocita¢ Karolina neumoznil kvili vysokému naroku na pamét.

Na vylepseni efektivity LOBPCG metody je moznost dodateéné implementace predkondici-
onéru (viz &Da), ktera by méla zrychlit konvergenci hledanych vlastnich ¢isel.
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