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Uvod

K popisu viceslozkového fyzikdlniho systému lze pfistupovat riznymi metodami. Modely jednoho
kontinua snizuji sloZitost systému tim, Ze zanedbdvaji jeho mikroskopické vlastnosti, a uvazuji tak homo-
genni materidl. Diky své jednoduchosti jsou snadno vyuZitelné v praxi, ale maji i silny teoreticky zdklad,
véetné dobfe definovanych okrajovych podminek. Nicméné bez ohledu na zvolenou sloZitost modelu,
nemohou tyto modely popsat dileZité jevy plynouci praveé z interakci mezi slozkami systému.

Naopak vicefazové modely a modely vyuZivajici teorie smési umoZziiuji podrobny popis jednotlivych
slozek i jejich vzdjemnych interakci, a jsou tak velmi Gcinné pri popisu redlného svéta, i kdyz jejich
obecného odvozeni okrajovych podminek (viz [20], [21], [14], [22], [23]).

Pokud jsou okrajové podminky v daném konkrétnim pfipadé zndmy, vétSinou je to ve formé vztahd
mezi celkovymi velicinami dané smési, nikoliv veli¢inami jednotlivych slozek. Otazkou pak je, jak tyto
celkové podminky rozdélit pravé mezi jednotlivé sloZzky smési.

Cilem této price je predstavit a vyzkouset metodu, kterd by tyto okrajové podminky pro jednotlivé
sloZky odhadovala. K takovému odhadu budeme vyuzivat termodynamického principu maxima entropie,
ktery umozZiiuje propojit rizné trovné popisu. Jeho vhodnou aplikaci miiZzeme ziskat nejpravdépodob-
n¢jsi odhad parcidlnich veli¢in zaloZeny na znalosti celkovych veli¢in smési a takto ziskany odhad pak
vyuZzit k formulaci okrajovych podminek pro jednotlivé slozky.

Co se tyCe Clenéni prace, v prvni kapitole si predstavime smési z pohledu mechaniky, vcetné bi-
lanénich zakont, zdkonid zachovani a skokovych a okrajovych podminek. Druh4 kapitola je vénovana
termodynamice smési, konkrétné zdkladiim rovnovdzné a nerovnovazné termodynamiky a déle vyuZiti
principu maxima entropie ve viceSkdlové termodynamice. Tteti kapitola pak poskytuje ndvod, jak zmi-
nény princip vyuZit pfi vypoctu odhadu okrajovych podminek ve smésich.

Aplikace navrhované metody na konkrétni piipady smési je provedena ve Ctvrté kapitole, a to jak
analytickym vypoctem (pro smés dvou idedlnich plyni), tak numericky (pro smés dvou van der Waal-
sovych plyntl). Vysledky jsou nasledné porovndny nejen mezi sebou, ale i s dal§imi ndvrhy hledanych
vztaht.



Kapitola 1

Z.akladni koncepty teorie smési

Pod pojmem smés chapeme latku, ktery vznikd kombinaci vice jednodussich slozek, které si zacho-
vavaji své chemické vlastnosti. Tyto komponenty se vzdjemné kombinuji prostfednictvim fyzikdlnich
procest, aniZ by dochazelo k chemickym reakcim, ¢imz vytvareji systém, jenZ 1ze popsat pomoci kon-
ceptll mechaniky kontinua.

Vzhledem k tomu, Ze mechanika kontinua popisuje materialy jako spojité distribuce hmoty, ackoliv
se na mikroskopické drovni skladaji z atomti a molekul, vyuZziva (viz [15]) k popisu tzv. reprezentativni
elementarni objem (zkrdcené REV ¢i RVE z angl. representative volume element). Jde o objem, ktery je
dostatecné velky na to, aby obsahoval reprezentativni vzorek materidlu, a zdroven dostatecné maly vzhle-
dem k celkovym rozmérim popisovaného télesa. V rdmci REV tedy predpoklddame, Ze dany material
ma jednotné vlastnosti, coZ ndm v ném umoznuje aplikovat makroskopické zdkony.

Predpoklad lokdlni rovnovahy pak fika ([6]), Ze kazdy REV je v kazdém okamZiku v termodyna-
mické rovnovaze, i kdyZ se systém jako celek miZe nachdzet mimo termodynamickou rovnovahu. Tato
vlastnost tak umoziuje v kazdém takovém objemu definovat makroskopické veliCiny. Déle také predpo-
kladame, Ze mtzeme sledovat vyvoj kazdého REV v Case, tedy jeho transformace z referen¢ni konfigu-
race (pocétecni stav systému) aZ do aktudlni konfigurace (stav systému v daném case).

Pro smési pak navic vyuzivime predpokladu, Ze pro kazdou slozku smési existuje jeji vlastni REV,
ktery nezavisle reaguje na vnéj$i podminky, ale zdroven interaguje i s reprezentativnimi objemy ostatnich
slozek.

Vsechny tyto zminéné predpoklady tak umoznuji realisticky modelovat chovani riiznych materidla v
riznych podminkéch.

1.1 Zakladni veli¢iny mechaniky kontinua

Pro dplnost nejprve definujme jednotlivé veli¢iny vyuZivané k popisu kontinua. V definicich vycha-
zime z [1], [7] a [2].

Definice 1. Ozna¢me R, libovolnou oblast v prostoru v ¢ase . Potom hmotnost materidlu lezictho v této
oblasti definujeme jako

R,

kde p je (hmotnostn{) hustota daného materidlu.
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Definice 2. Pri stejném znaceni definujeme hybnost materidlu jako
P(R)) = fpv dv = fudV,
R R

kde v znaci rychlost a u hustotu hybnosti.
Moment hybnosti je pro polohovy vektor r (vici zvolenému referenénimu bodu) dan ve tvaru

LRy = fr X pvdV = frx udV.
R, R,
Definice 3. Kineticka energie materialu leziciho v oblasti R, je definovana jako
1
K(Ry) = Epv -vdV.
R,
Vnitini energii materidlu leZiciho v oblasti R, definujeme jako
URy) = fpst,

R

kde & je specifickd vnitini energie (tedy vnitini energie na jednotku hmotnosti), to jest, pe je hustota
vnitini energie.

Celkova energie systému je pak rovna souctu kinetické a vnitini energie (potencialni energii pro
jednoduchost neuvazujeme), tedy

1
ER) =KR)+UR) = fp(zv SV + s) dv = fedV,
Ry R;
kde e oznacuje hustotu celkové energie.

Definice 4. Podle Cauchyho zdkona napéti (vice napfiiklad v [4]) existuje tenzor napéti o spojeny s
vektorem napéti ty) a jednotkovym normélovym vektorem n vztahem

t(n) ZO'T'II.

Cauchyho tenzor napéti predstavuje rozloZeni a tok vnitfnich sil uvnitf materidlu, kazda jeho slozka
reprezentuje napéti ptisobici na urcitou rovinu ve sméru ur€ité osy. Normdlova (kolmd) sloZka vek-
toru napéti, cm) = tm - M = n - (on), se nazyvd normdlové napéti, tend slozka vektoru napéti,

_ 2_ 2 \I/? v 4 napéti
Tm) = (lt(n)l - O'(n)) , se nazyva smykové napéti.
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1.2 Teorie smési

S vyuzitim pravé definovanych veli¢in tak miZeme predstavit zdkladni principy, které pro smési plati.

1.2.1 Bilance a zdkony zachovani

V pripadé smési uvazujeme jak zakony bilance platici pro jednotlivé slozky smési, tak zakony zacho-
vani celkovych veli¢in smési. Zatimco bilance mohou zahrnovat i leny popisujici produkci dané veliciny
(odrazejici rizné interakce mezi sloZkami), zakony zachovani zdrojové ¢leny neobsahuji. Shriime nyni
vysledny tvar vSech téchto zdkonii pro hmotnost, hybnost, moment hybnosti a energii - podrobné odvo-
zeni lze zhlédnout v [3].

Dolnim (vyjimecné i hornim) indexem i budeme oznacovat veli€iny piislusici i-té sloZce (f4zi) smési.

Bilance a zakon zachovani hmotnosti

Meéjme pevny objem R;, pak bilance hmotnosti pro i-tou slozku smési je

d
& ,Ol'dV: —fp,'V,"IldS +fCidV, (1.1)
R OR, R

kde ¢; je zdroj hmotnosti i-té sloZky, ktery oznaCuje mnoZstvi hmotnosti na jednotku objemu dodané
dané sloZce ostatnimi sloZkami.
Déle dostavame zdkon zachovani celkové hmotnosti smési ve tvaru
d

T pdV:—fpv-ndS, (1.2)

R; OR;

kde v je barycentricka rychlost smési a ostatni znaceni zachovdvame. KdyZ oznacime pocet sloZek smési
jako N, z rovnic (1.1) a (1.2) Ize ziskat podminku pro veli¢iny c;:

N
ch,-dV: 0,
i=1

R
tedy podminku fikajici, Ze zdkon zachovani celkové hmotnosti pro smés je ekvivalentni nulové celkové
produkci hmotnosti v daném objemu.
Bilance a zakon zachovani hybnosti

Bilance hybnosti pro i-tou slozku smési v pevném objemu R; je

dr
R, AR, AR,

d
— p,'V,'dV = —fini (V,’ 'Il) ds + f()'i -ndS + f(p,‘bi + 7; +C,‘V,‘) dv, (13)
Ry

kde 7r; oznacuje zdroj hybnosti, b; vnéjsi objemové sily a integral fR, (m; + c;v;) dV reprezentuje zdroj
hybnosti a lokaln{ sily ptisobici na i-tou slozku vlivem interakei s ostatnimi slozkami v objemu R;.
Pro zapséni zdkona pro smés jako celek nejprve zadefinujme hustotu vnéjsich sil smési

b= lzpibi (1.4)
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a tenzor napéti pro smes
N N

O'ZZO'i—ZpiWi@Wi, (1.5
i=1

i=1
kde w; = v; — v znadi rychlost diftize i-té slozky, kterd popisuje relativni pohyb i-té slozky vici pri-
mérnému pohybu smési danému barycentrickou rychlosti. Celkovy tenzor napéti smési se tedy sklada ze
souétu Cauchyho tenzorl napéti jednotlivych slozek a napéti Zﬁi | PiW; ® W; vznikajiciho vlivem kinetic-
kych interakei mezi sloZkami.
Zakon zachovani celkové hybnosti pro smés pak tedy lze zapsat ve tvaru

d
d—tfpvdV:—fpv(V-n) ds +f0'-ndS +fpde. (1.6)
R AR, AR, R:

Z rovnic (1.3) a (1.6) v tomto piipadé ziskdvame podminku

N
> f (i + civi) AV = 0, (1.7)

i=1 %
neboli zdkon zachovéni celkové hybnosti ve formé nulového celkového zdroje hybnosti, tedy celkova
hybnost systému je konstantni bez ohledu na vnitfni zmény a pfenosy hybnosti v rdmci smési.
Bilance a zakon zachovani momentu hybnosti

Pro i-tou slozku smési dostdvame v pevném objemu R, bilanci momentu hybnosti ve tvaru

d
aerp[vidV=—erp,-v,-(V,--n) dS+fr><0',--ndS+f[r><(p,~b,-+7r,-+c,~v,~)+m,-] dv, (1.8)
R, OR; R, Ry

kde m; je zdroj momentu hybnosti a znaceni ostatnich veli¢in zachovdvame. Integral le [r X (T + c;v;) + m;] AV
v tomto pfipadé€, obdobné jako u bilance hybnosti, pfedstavuje zménu momentu hybnosti zptisobenou in-
terakcemi i-té sloZky smési s ostatnimi sloZkami v objemu R;.

S vyuzitim vztaht (1.4) a (1.5) zapiSeme zakon zachovani celkového momentu hybnosti ve tvaru

d
aerpvdV:—erpv(v-n) ds +fr><a'-ndS+fr><pde. (1.9)
R, OR; OR; R,

Kombinaci rovnic (1.8) a (1.9) s podminkou nulovosti celkového zdroje hybnosti (1.7) tak ziskdvdme

N
me,dV:O,
i=1 R

tedy nulovy celkovy zdroj momentu hybnosti.

Dile 1ze odvodit (podrobnéji viz [3]), Ze, aby platil zdkon zachovani celkového momentu hybnosti,

tenzor celkového napéti musi byt symetricky, neboli o = o .
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Bilance a zakon zachovani energie

Obdobné jako v predchozich pripadech, zacneme zapsanim bilance energie pro i-tou sloZku smési v
pevném objemu R;, neboli

d 1 1 ,
d—tfpi(8i+EVi'Vi)dVI—fpi(8i+ivi‘V,')V,"IldS+f(0'l~ ~V,'—q,~)-ndS+

R; OR, OR,
N f
R;

Zde &; znadi zdroj energie, q; oznacuje tepelny tok, r; predstavuje ostatni vnéjsi energetické vlivy a
znaceni ostatnich veli¢in zachovdvame.
Dile definujeme potfebné veliCiny pro smés jako celek, konkrétné vnéjsi energetické vlivy

1
Piti +pl‘b,’ VvV + é‘i + V- +C (8,’ + EVi . Vl')] dv. (1.10)

r=-, pir
i=1

specifickou vnitfni energii

£= ézpigi + 2ip Zpiwi'wi

i=1 i=1
a celkovy tepelny tok

N N
q= ;(qi_aiT'Wi+Pi8iWi)+%;Pi(wi-wi)wi.

1

S vyuZitim tohoto znaceni zapiSeme zdkon zachovani celkové energie smési ve tvaru

d 1 1 T
I p(s+Ev-v)dV:—fp(s+§v-v)v-ndS+f(0' -V—q)-ndS+fprdV+ (1.11)
R

) OR, OR, R,

Ziskavame tak podminku

dv =0.

1
8l'+Vl"7T,'+Ci(8i+ EVZ"V,'
i=1

N f
R
Formulace téchto bilanci a zdkonil zachovani ndm umoZiuje analyzovat chovani smési na riznych trov-
nich (mikroskopické i makroskopické) a také poskytuje zaklad k odvozeni dalSich poznatki v teorii

smési.
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1.2.2 Skokové a okrajové podminky

Skokové podminky jsou zdkladnim ndstrojem v oblasti mechaniky kontinua a poskytuji dilezité
informace o chovéni fyzikdlnich veli¢in na rozhrani dvou oblasti. Tyto podminky umoZiiuji modelovéani
nahlych zmén vlastnosti materiald, které jsou zplsobeny interakcemi na mikroskopické drovni, a jsou
vyuZivany pro formulaci problémii zahrnujicich rozhrani nebo nespojitosti ve studovanych systémech.

Uvazujme nyni libovolnou oblast R; a plochu nespojitosti X, kterd touto oblasti prochdzi. V Case ¢
je oblast R, rozdélena na dvé ¢asti, které oznacime R a R; . V, bude znacit rychlost Sifeni plochy X ve
sméru jednotkového normélového vektoru k X (ozn. n). Hornim indexem * budeme oznacovat veli¢iny
v asti R}, naopak indexem ~ ty v ¢dsti R, . Skokem veli¢iny ¢ na ploSe X nazveme rozdil hodnot této
veli¢iny na strandch X, zna¢ime [[¢]] = ¢* — ¢~

Kombinaci Reynoldsova transportniho teorému a zdkonu zachovani hmotnosti, hybnosti a energie
(podrobnéji v [1]) dostdvadme takzvané zdkladni skokové podminky

[Vl = 0,
[oVv+tm] = O, (1.12)
1
“pV(s+§v-v)+t(n)-v+q-n]l = 0,

N

kde V = V,, —v-n je lokdlni rychlost $ifen{ singuldrni plochy X a ostatni znaceni odpovidé predchoz{
sekci.

Okrajové podminky vyuZivdme pro definovéni chovéni fyzikdlnich veli¢in na hranici studované ob-
lasti nebo systému. V matematickych modelech jsou potiebné k ur€eni jednoznacného feSeni a v zavis-
losti na fyzikdlnim kontextu mohou mit mnoho podob. Jako okrajové podminky 1ze v nékterych pripa-
dech pouzit skokové podminky, zejména pokud se jednd o chovani systému na rozhrani dvou rtiznych
prostiedi. Ve smésich je lze vyuzit k ureni interakci mezi riznymi slozkami, ale také k popisu roz-
hrani mezi dvéma smésmi v jednom systému, coZ bude ndmi vyuZivany piipad. V teorii smési vSak stdle
pretrvava otevieny problém, jak obecné odvodit okrajové podminky, jak jsme nastinili jiz v dvodu prace.



Kapitola 2

Principy popisu termodynamiky smeési

Termodynamika poskytuje makroskopicky popis systémd, pficemZ vychazi z pfedpokladu, ze kazdy
systém se sklada z velkého poctu malych ¢éstic (jako jsou molekuly nebo atomy), které spolu interaguji a
fidi se zakony mikroskopické dynamiky. Ukolem termodynamiky tak je vytvofit popis na makroskopické
drovni, ktery je v souladu s témito mikroskopickymi pravidly.

Stejné jako mechanika, i termodynamika smési vychazi z koncepti platicich pro kontinuum. V pii-
padé smési ndm tak termodynamika umoZiluje analyzovat vzdjemné interakce jednotlivych fazi smési a
jejich vliv na makroskopické vlastnosti smési jako celku.

2.1 Rovnovazna a nerovnovazna termodynamika

Dle typu popisovaného systému Ize termodynamiku rozdélit na rovnovaZnou a nerovnovaznou. Za-
timco rovnovazna se zaméruje na systémy, které dosahly rovnovazného stavu, nerovnovaznd zkouma
systémy mimo tento stav a sleduje jejich vyvoj v Case. RovnovdZnou a nerovnovdznou termodynamiku
pak propojuje princip lokdlni rovnovahy, ktery umoZziiuje aplikovat zdkony rovnovazné termodynamiky
lokédlné na malé objemy, i kdyZ systém jako celek neni v rovnovéze.

Pro zavedeni zakladnich pojmd, veli¢in a vztaht v této Casti Cerpame z [2], [5] a [11] pro rovnovaznou
termodynamiku a z [6] a [8] pro termodynamiku nerovnovdZnou. UvaZujeme izolované systémy, tedy
systémy, kde nedochdzi k vyméné energie ani castic s okolim.

2.1.1 Velic¢iny rovnovazné termodynamiky

Zacnéme definovanim zakladnich principti a veli¢in rovnovazné termodynamiky.

Definice 5. Termodynamické veli¢iny se nazyvaji extenzivni, jestliZe jejich velikost je tmérnd hmotnosti
systému, a intenzivni, pokud na hmotnosti systému nezavisi.

Vnitini energie U systému je extenzivni veli¢ina a popisuje zménu vnitfniho stavu télesa, z mikro-
skopického hlediska vyjadiuje veskerou energii vzajemného pohybu atomti a molekul.

Definici prace W z mechaniky (drdhovy integrél ze sily pisobici podél této drahy) je v termody-
namice potieba rozsifit jesté o préci, kterd vznika pfi chemickych reakcich, fdzovych prechodech a po-
dobné.

Teplo O pak definujeme jako energii pohlcenou télesem pii zméné jeho teploty (tedy vnitini energii),
ktera nastala beze zmény vnéjSich parametrt (bez konani prace).

15
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v 2

Existenci rovnovazného stavu pro jednoduché systémy zarucuje nésledujici postulat ([5]).

Existuji konkrémni stavy jednoduchych systémii, které jsou z makroskopického hlediska tiplné
charakterizovdny vnitini energii U, objemem V a ldtkovymi mnoZstvimi Ny, ..., N, chemic-
kych komponent. Tyto stavy nazyvdme rovhovdziné.

s ¥

Kromé tohoto postulatu byly na zdkladé pozorovani a experimentd formulovany dalsi ¢tyfi zdkladni
principy, které nazyvame termodynamické zakony ([2], [11]).

Nulty termodynamicky zakon

Pokud kazdy ze dvou systémii 81,8, je v tepelné rovnovdze se systémem Sz, pak jsou v
tepelné rovnovdze i systémy S1 a S».

Prvni termodynamicky zakon

Celkovd zména vnitini energie je ddna dodanym teplem a praci vykonanou systémem, neboli

v diferencidlni formé dU = dQ — dW.

Druhy termodynamicky zakon
Druhy termodynamicky zdkon je obvykle uvddén ve dvou ekvivalentnich formulacich.

Clausiova formulace: Neexistuje takovy termodynamicky proces, jehoZ jedinym vysledkem
by bylo preddvdni néjakého mnoZstvi tepla ziskaného od chladnéjsiho systému systému tep-
lejstmu.

Kelvinova formulace: Neexistuje takovy termodynamicky proces, jehoZ jedinym vysledkem
by bylo prevddeni néjakého ziskaného mnoZstvi tepla iiplné na prdci bez dalSich zmén v
okoli.

Treti termodynamicky zakon

Pri absolutni nule se entropie systému bliZi konstanté nezdvislé na chemickém sloZeni ldtek,
kterou je moZné poloZit rovnu nule.

Definice 6. Entropii definujeme pomoci nasledujicich tif postulatd ([5]):

1. Existuje funkce extenzivnich parametrt daného systému (nazyvame ji entropie, znacime §), ktera
je definovana pro vSechny rovnovdzné stavy a pro kterou plati, Ze hodnoty dané extenzivnimi
parametry bez pritomnosti vnitfnich omezenf ji maximalizuji.

2. Entropie sloZeného systému je aditivni pfes jednotlivé podsystémy. Entropie je spojitd, diferenco-
vatelnd a je rostouci funkci energie.

o

3. Entropie se bliZi nule ve stavu, kdy (g—f)v = 0, neboli pfi nulové teploté.

Nl ’’’’’ Nn

Pomoci entropie miizeme piepsat znéni druhého termodynamického zdkona do tvaru: Entropie izolova-
ného systému roste, dokud systém nedosdhne rovnovdzného stavu.

Rovnovazna hodnota entropie je dana energii £, objemem V a hmotnosti m systému, neboli funda-
mentalni rovnici

S =S(E,V,m), 2.1

kde predpokladame dostatecné regularni a konkavni zavislost na E, V a m.
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Definice 7. Teplota T, tlak p a chemicky potencial u jsou definovany ([5]) pomoci derivaci entropie

jako
L)
T \oE),,
P _ (8_5)
T \av),,
A (5_5)
T \om)gy,

Z téchto vztaht dostaneme zdpis diferencidlu entropie ve tvaru dS = %dE + %dV - %dm, z n¢hoz lze
odvodit také diferencidl energie dE = TdS — pdV + udm.

Dle zpisobu popisu termodynamického systému mdZeme rozliSovat rizné tzv. reprezentace. V ent-
ropické reprezentaci je entropie ddna pomoci stavovych proménnych obsahujicich celkovou energii, tedy
existuje funkce napiiklad s(p, u, e), zatimco v energetické reprezentaci je entropie sama mezi stavovymi
proménnymi, neboli existuje funkce e(p, u, ).

Konjugované proménné jsou dvojice velicin, které jsou vzdjemné propojeny prostfednictvim di-
ferencidlnich vztaht. V entropické reprezentaci definujeme konjugovanou proménnou k veli¢iné x jako
Xt = % a v energetické reprezentaci jako x' = g—i. Pro takto definované konjugované proménné déle

plati (viz [8]), Ze
X = ——x" (2.2)

2.1.2 Daltonuv zakon

s 2

Do poznatkil rovnovazné termodynamiky fadime také Daltontliv zdkon parcidlnich tlaka ([12]). Tento
zakon je zdkladnim principem v chemii a fyzikdlni chemii, ktery popisuje chovani smési plynd. Uvadi, Ze
celkovy tlak smési idedlnich plynt je roven souctu parcidlnich tlakd jednotlivych sloZek plyni ve smési.

Neboli
N
p =Z Di,
i=1

kde p1, p2, ..., py jsou pravé parcidlni tlaky jednotlivych slozek smési.
Dile zdkon uvadi, Ze tlak jednotlivé slozky lze ziskat vyndsobenim celkového tlaku moldrnim zlom-

kem, tedy
N

pi = Xip, Z xj=1,
j=1

kde x; = Z”—,;j pro n; latkové mnozstvi i-té slozky.
7

2.1.3 Zaklady nerovnovaziné termodynamiky

Nerovnovazna termodynamika rozsifuje tradicni rdmec rovnovazné termodynamiky tim, Ze zkouma
systémy mimo termodynamickou rovnovdhu. Tato oblast se zaméfuje na procesy, kde dochézi ke zmé-
nam stavovych veli¢in v Case a prostoru, a poskytuje ndstroje pro popis a analyzu rozli¢nych jevi v

systémech, které nejsou v rovnovaze. Nerovnovazna termodynamika tak umoziuje popis systému v re-
alném svéte, kde se vétSina systémi nenaléza v termodynamické rovnovaze.
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V nerovnovazné termodynamice vyuzivime piedpokladu lokalni rovnovahy ([6]), tedy piedpo-
kladu, Ze i pro systémy mimo rovnovédhu existuje v rdmci malych objemu stav tzv. lokdlni rovnovéhy,
ve kterém je lokdlni entropie rovna entropii definované pro rovnovazné stavy téchto objemtl. To zna-
mend, Ze kazdy takovy elementarni objem se chova téméf jako rovnovazny systém a spliiuje zdkladni
termodynamické zdkony. Tento pfedpoklad tak umoziuje pouzit klasické termodynamické vztahy (jako
jsou napiiklad stavové rovnice a dalsi vztahy mezi rliznymi termodynamickymi veli¢inami) lokalné pro
kazdy maly objem systému.

Jednim ze zdkladnich principti nerovnovazné termodynamiky je takzvand bilance entropie ([6]).
Bilance entropie je klicova pro pochopent, jak systémy sméfuji k rovnovéze, nebo jak se udrzuji v nerov-
novaznych stavech. Dle tohoto principu se entropie na jednotku objemu méni ze dvou divodi. Prvnim
je tok entropie do dané jednotky objemu a druhym produkce entropie (v ddsledku vnitinich nevratnych
procest) v tomto objemu. Produkce entropie je vzdy nezdpornd a pro vratné procesy je nulova.

Pokud uvaZujeme izolovany systém, ktery se nenachdzi v termodynamické rovnovéze, je pro popis
jeho chovani potfeba znét podrobnéjsi stavové proménné, neZ je celkovd energie, objem a hmotnost. Tyto
proménné oznacime x a celkova energie, entropie a hmotnost jsou tedy jejich funkcemi (neboli E(x), S(x)
a m(x)).

Za predpokladu, Ze hustota energie e je jednou z téchto stavovych proménnych x, teplotu 7" obecné
definujeme vztahem ([8])

I def 05
T e’
kde s je hustota entropie.

V souladu s druhym zdkonem termodynamiky sméfuje systém ke stavu s maximalni moznou entro-
pii, coZ umoZiuje urcit rovnovaZnou hodnotu x (a tedy i entropie) maximalizaci entropie pfi konstantnich
E,V a m. Tato maximalizace tak poskytuje rovnovdZnou hodnotu x(E, V,m) vedouci k upravené funda-
mentdln{ rovnici (2.1) pro systémy mimo rovnovéhu ve tvaru

S =Sx(E, V,m)).

Maximalizace entropie v izolovaném systému, kterd se provadi za konstantni energie, objemu a hmot-
nosti, nevede k nulovému gradientu entropie, ale k nulovému gradientu termodynamického potencialu
®(x) definovaného ([8]) vztahem

D) = -Sx) + —E®) + 20vx) - “onx) | 2.3)
Ty Ty Ty
Lagrangeovy multiplikdtory To, po a po pouZité béhem hleddni maxima lze pfi volbé takové entropie,
ktera odpovida prechodu do rovnovdZného stavu, interpretovat jako rovnovaznou teplotu, rovnovazny
tlak a rovnovaZny chemicky potencidl.
Izolovany systém tedy sméfuje ke stavu, v némz ®(x) dosahuje svého minima, coZ odpovida rovno-
vaznému stavu.

2.1.4 Princip maxima entropie

Pokud nezndme proménné charakterizujici systém, miZzeme se pokusit je odhadnout. Optimalni od-
had vyZaduje vyuZiti dostupnych informaci o systému, ale bez zahrnuti nadbytecnych dat. V tom ndm
pomdha princip maxima entropie, ktery umoziiuje ziskat nejpravdépodobné;jsi odhad proménnych odpo-
vidajici zndmym informacim o systému, aniZ bychom pfiddvali nadbytecné ptedpoklady.

Vezméme v ivahu izolovany systém charakterizovany stavovymi proménnymi x. Cilem je odhadnout
tyto proménné za predpokladu, Ze jsou zndmy pouze energie E, objem V a hmotnost m tohoto systému.
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Snazime se tedy vyuZit znalosti £, V a m bez pfiddni dals$i informace, tedy maximalizovat nejistotu
s omezenimi danymi hodnotami energie, objemu a hmotnosti. ProtoZe entropii miZeme uvazovat jako
miru nejistoty toho, v jakém stavu se systém nachazi, jeji maximalizace odpovidd maximalizaci nejistoty
v kontextu dostupnych informaci. Formulujme tedy jiZ zminény princip.

Princip maxima entropie ([8])

Za predpokladu, Ze jsou zndmy pouze energie E, objem V a hmotnost m izolovaného systému, lze
proménnou X popisujici tento systém odhadnout jako hodnotu, v niZ je entropie S maximalni pro dané
E, V am. Tento odhad je feSenim rovnice

0 1 Po Mo 0P
—|-SX)+ —EX) + =—V(X) - — =—=0.
p ( (x) T, (x) T, (x) To mx)| = -
Resenim této rovnice tak ziskdvdme staciondrni bod termodynamického potencialu (2.3).

Odhad veli¢iny ziskany pomoci tohoto principu lze povaZovat za nejobjektivnéjsi, protoZe minima-
lizuje vSechny faktory mimo zndmé informace. Timto zplisobem je zajiSténo, Ze odhad je co nejvice
zaloZen na dostupnych datech bez pfidavani nadbyte¢nych predpoklada.

2.2 Viceskalova termodynamika

Viceskélova termodynamika se zabyva studiem a modelovanim termodynamickych systému na raz-
nych prostorovych a ¢asovych $kédlach. Tento pristup umoziiuje propojovat podrobné mikroskopické
informace na atomové a molekuldrni drovni s makroskopickym popisem termodynamickych vlastnosti
a procesd. Viceskalova termodynamika je kliC¢ova pro porozuméni komplexnim systémiim, kde lokaln{
interakce na mikrodrovni ovliviiuji celkové makroskopické chovéni.

Z pohledu viceskélové termodynamiky miiZeme fici, Ze entropie reflektuje vztah mezi riznymi drov-
némi popisu, tedy napiiklad mezi mikroskopickou (¢asticovou, detailnéjsi, oznaCovanou také jako horni)
trovni a makroskopickou (kontinudlni, méné detailni, oznacovanou také jako dolni) drovni. Na mikro-
skopické trovni popisuje entropie rozlozeni pravdépodobnosti mikrostavi, zatimco na makroskopické
drovni se projevi jako mira nejistoty o celkovém stavu systému.

2.2.1 Princip maxima entropie ve viceSkalové termodynamice

Ve viceskélové termodynamice tak miZeme princip maxima entropie vyuzit pro ziskdni zobrazeni z
méné detailni drovné popisu do té detailn€jsi. V popisu postupu této metody budeme vychazet z [8] a
¢lanku [9] a [10].

Uvazujme systém se dvéma drovnémi popisu: horni (detailnéjsi) drovni s proménnymi x a dolni
(méné detailn{) drovni s proménnymi y, které jsou spojeny projekci m(x) = y. Dale predpoklddejme, Ze
zndme pouze proménné y a projekci m, a na$im cilem pak je odhadnout hodnotu x. Snazime se tedy z
méné detailniho (resp. makroskopického) popisu systému ziskat odhad jeho detailn€jSiho (mikrosko-
pického) popisu. Tento odhad provddime prdvé maximalizaci entropie s omezenimi danymi vazbou
n(x) = y. Vysledkem této metody bude tedy x(y) takové, Ze x(y) je bodem inverzni projekce 7~ !(y)
s nejveétsi entropii, coZ je nejpravdépodobnéjsi stav na horni drovni odpovidajici danému y. Pro uréeni
tohoto optimalniho x je vyuzivana metoda Lagrangeovych multiplikatort, nebo dvé po sobé jdouci Le-
gendreovy transformace.
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Sipky zndzoriiuji zobrazeni mezi jednotlivymi proménnymi, v€etné projekce n z detailni tirovné do méné
detailni. Princip maxima entropie poskytuje kombinaci x(y*) s y*(y) ,.inverzni* zobrazeni x = 7~ ! (y).

Postup 1ze rozdélit do nékolika krokl. V prvnim kroku fesime rovnici

0
7 (F1500 + (v, y()) = 0, 2.4)

kde Lagrangeovy multiplikdtory y* jsou konjugované proménné k proménnym y, 'S(x) zna¢{ entropii v
horni drovni popisu a (-, -) je skalarni soucin. ReSenim této rovnice tedy je funkce x(y*). Rovnici (2.4)
Ize interpretovat jako zobecnénou Legendreovu transformaci z entropie S (x) na novou funkci

1y = =S(x(y") + {y*, y(x(y*)), (2.5)

kde S * je konjugovana entropie v dolni tGrovni popisu.
Druhym krokem je Legendreova transformace

6?/* (=" + (y.y7)) =0, (2.6)
jejimz feSenim je y*(y).

Kombinaci feSeni z prvniho a druhého kroku tak dostavime zobrazeni x(y) = x(y*(y)), které jsme
hledali. Toto zobrazeni neni prosté a nelze ho tedy oznacovat jako inverzni k 7. Pfedstavuje vSak nejméné
zkresleny a nejpravdépodobnéjsi odhad, ktery je moZné ziskat z dostupnych informaci. Grafické zndzor-
néni tohoto vyuZiti principu maxima entropie lze vidét na Obrazku 2.1.

Dosazenim feseni rovnice (2.6) do (2.5) miZeme také ziskat vyjadieni entropie na dolni drovni po-
pisu jako

1S(y) = =" @D+ ®. )

odkud po zderivovani a pouZiti vztahu (2.6) vidime, Ze %lTi =y, neboli Ze y* skuteCné jsou konjugované
proménné k y vzhledem k 'S .

Tento pfistup viceSkalové termodynamiky demonstruje, jak mizeme efektivné pfechazet mezi riz-
nymi drovnémi popisu systému, coZ ndm umoziuje ziskat detailnéjsi pochopeni systémi na zakladé
méné detailnich informaci. Princip vypoctu zobrazeni x(y), ackoliv toto zobrazeni neni piimou inverzi k
7, tak poskytuje cenny a predev§im obecny nastroj pro odhadovan{ stavid systému.



Kapitola 3

Vyuziti principu maxima entropie k
odhadu okrajovych podminek

Popis smési pomoci modelli jednoho kontinua neumoZziiuje zohlednit jevy vyplyvajici z interakci
jednotlivych slozek, na rozdil od popisu pomoci teorie smési, ve které vSak pretrvava otevieny problém
formulace okrajovych podminek. Nasim cilem tak je propojit tyto okrajové podminky smési s dobie
definovanymi okrajovymi podminkami pro kontinuum. To ndm umozni praveé princip maxima entropie
uvedeny v minulé kapitole.

3.1 Zakladni mySlenka

Uvazujme dv€ smési oddélené nepropustnou membranou - budeme hledat tvar okrajovych podminek
na tomto rozhrani. V piipadé smési predstavuji méné detailni drovenl popisu veli€iny piislusici smési
jako celku a detailnéjsi droven popisu je reprezentovana veli¢inami popisujicimi jednotlivé faze (slozky)
smési. Zobrazeni (projekce) spojujici tyto dv€ drovné pak zdvisi na zvolenych stavovych proménnych,
muze napriklad vyplyvat ze zdkonu zachovani celkovych veli¢in smési. Zname také entropii v detailnéjsi
(hornf{) drovni popisu.

Princip maxima entropie ndm pak dava takovy termodynamicky potencial (resp. entropii) na dolni
drovni popisu, ktery je kompatibilni s potencidlem (resp. entropii) na horni drovni popisu. Zaroven po-
skytuje nejméné zkresleny (z hlediska entropie) odhad ,,inverzniho* zobrazeni k dané projekci, tj. odhad
stavovych proménnych v detailngjsi drovni na zdkladé znalosti stavu na méné detailni Grovni. V pfipadé
smési nam tedy dava odhad veli¢in popisujicich jednotlivé fadze smési pomoci celkovych velicin.

Tyto odhady lze nésledné pouZit k ziskani okrajovych podminek na rozhrani dvou smési. Pokud bu-
deme uvaZovat rozklad celkovych veli¢in smési na (parcidlni) veli€iny jednotlivych fazi na kazdé strané
daného rozhrani nezdvisle, mtizeme poté k propojeni celkovych veli¢in obou smési na rozhrani vyu-
zit klasické okrajové podminky pro jednofdzové modely. Timto zpiisobem propojime dobre definované
okrajové podminky pro jednoduché kontinuum s okrajovymi podminkami ve smésich.
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3.2 Detailni popis metody

Popisme nyni podrobng, jak odhad okrajovych podminek pro smési pomoci této metody probiha.
Stavové proménné na detailnéjsi drovni X jsou, jak jsme jiZ zminili, reprezentovany proménnymi jed-
notlivych fazi smési, konkrétn¢ hustotou, hustotou hybnosti a hustotou celkové energie, tj. pro smés s N
fazemi

X = (p19---apNaula--~,uNael’---9eN)a

kde dolni index znaci vzdy veli¢inu pfislusici dané fazi a ostatni znaceni zachovavame. Entropie v horn{
drovni popisu je ddna jako soucet jednotlivych parcidlnich entropii, neboli

S(x) = ZS a(PasUq, €q).

Proménné v méné detailni Grovni popisu jsou zastoupeny hustotou, hustotou hybnosti a hustotou celkové
energie smési jako celku, tedy y = (p, u, e). Ddle ze zdkont zachovani téchto velicin vyplyva projekce 7
ve tvaru

p=m(x)= me
(07

u = m(x) = Zua, (3.1)
e=m(X)= ) .

Aplikujme nyni princip maxima entropie na takto zadanou tlohu. V prvnim kroku metody fesime
pro vyse definované x rovnici

0 . B
o (=Sx) +(y",n(x))) = 0,

ze které ziskdvame feSeni x(y*). Respektive v pfipadé smési kapalin a plynti mdme pro « € {1,..., N}
soustavu rovnic

a_ = S(Y = ]
9pa 9pa p
0 0
= —_— o = * N .2
BuaS 6uaS " (-2
9 9 .
%S = %SQ =€,

ze kterych dostdvame vyjadieni p, (0", u*, %), u,(p*, u*, "), e, (p*, u*, e*).
Druhy krok nds feSenim rovnice

0
ay*

(Sx(y) =y, 7 (x(y))) +{y,¥)) =0

dovede k vyjadieni y*(y), tedy konkrétné p* (o, u, e), u* (o, u, ) a ¢*(p, u, ¢). Kombinaci téchto dvou kroku
tak ziskdvame hledané ,,inverzni* zobrazeni x(y*(y)) = x(y), neboli

pl(p’u’e)7'"’pN(p7u7e)’ul(p’uQe)7"'QuN(p’u’e)’el(p9u7e)7‘“7eN(p’u’e)'
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Figure 3.1: Schéma shrnujicf metodu odhadu okrajOV}’ICh podminek na hranici mezi dvéma smésmi
Vehcmy prislusici jednotlivym slozkdm smési (pro pocet slozek N = n), horni Cast pak perStaVUJC
méné detailni popis reprezentovany celkovymi stavovymi proménnymi obou smési. Obé trovné popisu
jsou v obou smésich propojeny projekci z detailnéjsi do méné detailni drovné. Metoda odhadu pomoci
principu maxima entropie umoziuje ziskat nejpravdépodobnéjsi inverzi téchto zobrazeni, a tedy i odhad
stavovych proménnych jednotlivych sloZzek obou smési. Ddle pak l1ze pomoci té€chto vztaht ziskat ze
zndmych okrajovych podminek pro celkové stavové proménné hledané okrajové podminky na detailné;si

drovni popisu.

Dostali jsme tedy nejméné zkresleny odhad jednotlivych parcidlnich veli€in na zdkladé veli¢in celko-
vych.

Pokud nyni budeme uvazovat dvé smési oddélené nepropustnou membrdnou a budeme hledat okra-
jové podminky pravé na tomto rozhrani, nejprve vyse popsanym postupem urcime rozklad celkovych
proménnych smeési na parcidlni promeénné na kazdé strané daného rozhrani nezavisle. Libovolnou veli-
¢inu obou ze smési miZeme zapsat pomoci téchto stavovych proménnych a obé celkové veli¢iny pak
propojit jednou z dostupnych okrajovych podminek (plynoucich napiiklad ze zdkoni zachovani, ¢i pod-
minek skluzu). Nasledné 1ze tedy kombinaci odhadu rozkladu celkovych veli¢in a téchto okrajovych
podminek ziskat odhad okrajovych podminek pro jednotlivé parcidlni veli¢iny. Na Obrazku 3.1 Ize vidét
grafické zndzornéni této metody.



Kapitola 4

Odhad okrajovych podminek pro
konkrétni pripady

Aplikujme nyni metodu popsanou v piedchozi kapitole na konkrétni pfipady smési, nejprve budeme
uvazovat dvoufazovou smés idedlnich plyni a poté dvoufazovou smés van der Waalsovych plynu.

4.1 Smés idealnich plynu

Za idedlni plyn oznacujeme teoreticky model plynu, ktery je dokonale stlacitelny a dokonale tekuty.
Jde o model zanedbévajici rozméry Céstic a sily pisobici mezi nimi, uvazujici dokonale pruzné srazky
mezi Casticemi a splilujici stavovou rovnici pV = nRT (pro p tlak, V objem, n latkové mnozstvi, R
molarni plynovou konstantu a 7 termodynamickou teplotu plynu), viz napt. [12].

Uvazujme dvoufazovou smés idedlnich plyni, kterd je popsdna hustotou, hustotou hybnosti a hus-
totou celkové energie, neboli y = (p, u, e). Stavové proménné na detailnéjsi drovni jsou tedy v tomto
pfipadé x = (o1, 02,01, U, €1, €2) a vySe zminénd projekce x (viz (3.1)) mé tvar

p = p1tp2,
u = u;+up, “4.1)
e = e +e.

Zname také entropii tohoto systému ([8])

S(p1,p2.ur, w2, e1,e2) = Si(p1,ug, er) + S2(p2, U2, €2)

*
J—
5 Mg | 4mtmy, € = 25,

_ Pa
Sa(pa,umea)—fdl’kBm_a §+1Il p—a WT , 4.2)

kde a € {1, 2}, kg je Boltzmannova konstanta, 4 Planckova konstanta a m, hmotnost ¢4stice plynu a.

Nasim cilem je ziskat rozklad celkovych veli¢in smési na jednotlivé parcidlni veliCiny, respektive dle
krokl popsanych v predchozi kapitole hleddme nejpravdépodobnéjsi zobrazeni z méné detailni irovné
popisu do trovné detailnéjsi.

24



KAPITOLA 4. ODHAD OKRAJOVYCH PODMINEK PRO KONKRETNI PRIPADY 25

4.1.1 Prvni krok

V prvnim kroku ziskdvdme jiz zminéné (viz (3.2)) vztahy

aS(Z *

- 0" =0,
opa ¥
oS, .
2 0t =0
ou, " ’
Oe, B

pro a € {1, 2}, tedy soustavu Sesti rovnic. Po zderivovani entropie (4.2) v této soustaveé dostivdme upra-
vené rovnice ve tvaru

k 3k 4 2 3k 1 2
_BIH(P_a)_Em_Bln( nma,@(ea_ﬁ))___ls_ﬁw* _ o,
a

My My 3h? Pa 204 2 mgy ey — Zu_g 204
p(Y
3k u,
2 4w o= 0, (4.3)
2myg e, — Ha
@ 204
3k
___B p(l’ 3 + e* = 0
2 my e — Mo
@~ 2,

Z druhé a tfeti rovnice této soustavy mizeme vyjadfit u,(u*, e*, 0, ) a e, (u*, e*, pg) jako

*

U, = —u—*Pa, 4.4
e
1 . #\2

en = _”_(3"_B+(“)) 45)
2e* \ m, e*

a tyto vzorce dosadit do prvni rovnice soustavy (4.3). Z nove vzniklé rovnice dostavame p,(po*, u*, e*),
tedy jedno z vyjadieni hledanych v tomto kroku, ve tvaru

3
% % % Zﬂm(lkB 2 My 1(11*)2 %
pa(p,u,e)=ma( o ) eXp(g(E - P (4.6)

Dosazenim (4.6) do (4.4) a (4.5) jiZ ziskdvame i zbyvajici hledané vyrazy u,(p*,u*, e*) a e,(p*,u*, e*),
tedy

3
* 2 k 3 1 *\2
tao", U, %) —“—*ma( Ma B) exp(@(—(“) —p*)), @.7)

e’ h2e* kg \2 e*

*\2 % *\2
ealp’ U, e") = L(3k—B+(“) )ma(%makB) exp(@(l(“) —p*)). (4.8)

2¢* \"my, e* h2e* kg \2 e*
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4.1.2 Druhy krok

Nyni budeme hledat zdpis konjugovanych proménnych p*, u* a e* v zavislosti na celkovych sta-
vovych proménnych smési p, u a e. MiZzeme provést druhou Legendreovu transformaci dle postupu v
Kapitole 3, nebo dosadit vyjadieni (4.6), (4.7) a (4.8) do rovnic projekce m popsanych v (4.1), coz bude
nas postup v tomto pripadé. Z rovnic pro u a e timto postupem dostdvame po zjednoduseni po radé

*

u
L, (4.9)
e

I () §kB(p1 +p_2)

—_—— + —_— —_—
2(6*)2'0 2 \m  my

u

(4.10)

Vyfesenim této soustavy dvou rovnic pro u* a e* ziskdvame

3kp (m1p2 + mapi)
mymy (U2 —2ep)
_ 3k (myp2 + mapy)
mimy (02 —2ep) *’

u“(p,u,e,p1,02)

e“(p,u,e,pi1,p2)

kde zdvislost na pp mizeme odstranit dosazenim p; = p — pj. Po této ipravé mame vztahy ve tvaru

3kg (mi(p — p1) + map1)
mymy (U2 — 2ep)

_ 3kg (mi(p — p1) + myp1)
mymy (0% — 2ep)

u‘(p,u,e,p1) u, 4.11)

¢ (p,u,e,p1) (4.12)

Zbyva jesté najit obdobné vyjadieni pro p*. Dosadime tedy nov€ vzniklé rovnice (4.11) a (4.12) do (4.6)
a po upravich ziskdvidme

. 3 (me—p1)+mp)u® kg, |mi |27 mimy (—u2 + 2ep)
P (p,u,e,01) = —-kp 3 —+t—n|—]1=-=
2 mymy (u - 26)0) Y my P1 3h p(ml (p _,01) + mzpl)

4.13)

Nyni uZ pouze propojime prvni a druhy krok a také nalezneme vhodnou rovnici pro uréeni z4vislosti p;
nap,uae.

4.1.3 Vysledné vztahy

Zacnéme dosazenim vysledkt druhého kroku (4.11), (4.12) a (4.13) do vyjadreni ziskanych v prvnim
kroku, tedy vztaht (4.7) a (4.8). Po zjednodusen{ tak ziskdvame

u
ui(p,u,e,pp) /_)Pl ,

(2€mzpz +u? (my —my) (p —,01))/01 P 2ep? +u? (K_l - 1) (o —p1)
202 (map1 + my (p — p1)) p 2p(pi+k T (e-p1)

prok = % Ze symetrie miZzeme odvodit obdobné vzorce i pro druhou slozku smési, pficemz vyuzivame
vztahu p; = p — p».

ei(p,u, e, p1)

b

u
w(p,u,e,p1) /_)(P_Pl) )

(2emlp2 +u? (my — ml)m)(p =P p—p2ep*+ul(k—1)p
202 (map1 + my (p — p1)) p 20kp1+(—-p1)

ex(p,u,e,p1) =
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Déle dosadime rovnice (4.11), (4.12) a (4.13) do (4.6) (pro a@ = 2), z ¢ehoZ dostdvame vyjadieni p, ve
tvaru

my 3 mp—my

5/2(’”?/ ]_'"' (271' mym; (—u? + 2ep) J2 "

p2(p,u,e,p1) =m -
2l m 3 h2p (mapy +my (p = p1))

3
g2 U
Sk a(1-0) x| 4T €~ 34
=kEmy Py s

3 h* (ko1 + (o — p1))

Tuto rovnici vyuzijeme k urceni zavislosti p; (o, u, ), kdyZ za p, dosadime p—p; a ziskdme tak implicitn{
vyjadieni p; pomoci celkovych stavovych proménnych, tedy

my—my

_m 3
5/2(””?2] " [277 m1m2(_“2+26'0) )2 "

i 4.14
3 h?p (map1 +my (p — p1)) (@19

3

_ 1.2 3(1=6)

:Kg,(m4(1—K)pK 4_7T € 34
2 N3 K2 (kpy + (o - p1)

Tyto ziskané vysledné vztahy tak umoziuji pro smés dvou idedlnich plynti odvodit ze znalosti celkovych
stavovych proménnych smési p, u a e proménné prislusici jednotlivym fazim p,, u,, €4, @ € {1,2}. Pro
libovolnou funkeci téchto proménnych je tedy mozné urcit, jak se rozloZi do funkci jednotlivych slozek,
¢ehoz lze vyuzit prave pro formulaci okrajovych podminek.

4.2 Okrajové podminky

Uvazujme nejprve nereaktivni smeés tekutin, pro kterou plati, Ze celkova entropie je souctem entropii
jednotlivych sloZek. Pro takovou smés plati v prvnim kroku vyse popisované metody jiZ zminéné rovnice
(3.2), ze kterych mizeme odvodit vzdjemny vztah mezi teplotami

. oS 1
e :EZT
G2 0S 1 =>T=T,, ac{l,...,N}.
e = = —
deq  To

S vyuzZitim vztahu pro konjugované proménné (2.2) ziskdme obdobny vztah pro chemické potencialy

. (22) lp.;. 1 0e

= mp =g =

s ge dp T
L6205 @2 B 1

- apa =Pa = sTpd - T

0
S U=y, x€f{l,...,N}.

To_ ﬂa/

. , . ., Ve . 2 v
Hustotu celkové energie lze pomoci hustoty hybnosti vyjadfit jako e = %,ov2 + pe = g—p + pe a tudiz

derivaci e podle u jako g—fl = /% = v, ¢ehoZ mliZeme vyuZit pfi odvozovani vztahu mezi celkovou a

parcidlnimi rychlostmi ndsledovné

e EY T T T

S —
.32 08 L2y 1o v, = V=Ve, @€{l,...,N}.
u = — =1u = - —

alla (04 ST u(x - T
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Celkem tedy pro nereaktivni smés se stavovymi proménnymi p, U, e, 0q, Uy, €, a celkovou entropii
rovnou souctu parcidlnich dostivame z principu maxima entropie rovnost celkové a parcidlnich teplot a
stejné tak chemickych potenciald a rychlosti.

4.2.1 Kinematicka a napét’ova okrajova podminka

Diéle uvaZujme rozhrani mezi dvéma N-sloZkovymi smésmi s témito vlastnostmi (nereaktivni smési,
celkova entropie souctem parcidlnich), situace tedy bude odpovidat Obrazku 3.1 z predchozi kapitoly.
Pokud budeme uvaZovat klasickou kinematickou okrajovou podminku ve formé spojitosti rychlosti na
hranici (tj. v/ = v!!), dostaneme kinematickou okrajovou podminku pro jednotlivé slozky smési ve
tvaru

V(]Y =vl=vl= v;;’, a,Befl,...,N}.

Pokusme se nyni urcit rozklad celkového tlaku do parcidlnich tlakii, ¢ehoz miiZze byt déle vyuZito k
odvozeni napét’ ové okrajové podminky. Toto odvozeni provedeme pro N-slozkovou smés Eulerovskych
tekutin, tedy nestlacitelnych kapalin a plyni s nulovou viskozitou. Pro slozky takové smési plati ([8]), Ze
tlak sloZky a (pro @ € {1, ..., N}) lze vypocitat jako

Pa = —€a t PaMa + Tysq.

N
Celkovy tlak je pak souc¢tem téchto parcidlnich tlakd, neboli p = >, p,. S vyuZzitim odvozenych rovnosti
a=1
teplot, chemickych potencidll a rychlosti dostdvame

N N N N N N
p =Z Pa =Z (=&a + Patta + TaSa) =Z (=&a + popt + Tsa) = = Z o+ H Z patT Z Sa =
a=1 a=1 a=1 a=1 a=1 a=1

=—e+pu+Ts,

tedy ocekdvany vztah mezi celkovym tlakem a ostatnimi celkovymi veli¢inami smési. Vyjadfenim u z
této rovnice a dosazenim do vztahu pro p, vySe pak ziskdme hledanou zédvislost p, na p, po Upravich

Pa=—Eq+pPapt +Tsq = %p + (—gw + %8) +T (s(l - %s) (4.15)

Z vysledného vztahu vidime, Ze Casto vyuzivany vztah pro parcidlni tlak jako vaZenou ¢4st (hmotnostnim,
hustotnim apod. zlomkem) celkového tlaku se shoduje s odhadem ziskanym pomoci principu maxima
entropie pouze v pripadé, Ze Clen (—a(, + %"s) +T (s(, - ‘% ) je roven nule. Takov4 situace nastava, pokud
celkovd specifickd vnitfni energie i celkovéd hustota entropie jsou mezi jednotlivé sloZky rozloZeny v
souladu s hmotnostnimi (apod.) zlomky. Vysledny odhad rozloZeni celkového tlaku do tlakl parcialnich
je tedy obecné netrividlni, a proto lze fici, Ze ani rozklad celkového napéti (a tedy napét’ ova okrajova
podminka) nebude trividlni.

Budeme opét uvazovat hranici mezi dvéma N-slozkovymi smésmi danych vlastnosti (v tomto pripadé
smésmi Eulerovskych tekutin), znaceni dle Obrazku 3.1. Pro kazdou ze smési nezdvisle ur¢ime vztah pro

parcidlni tlak, tj. pro @, 8 € {1, ..., N} mame

a !

1 1 1
p(ll = 'D—(IZpI + (_‘9(]1 + p—(;sl) + Tl(sl - &sl),
Y Y Y

11 ol
plllgl _ pipll_'_(_gg_'_ igu]_,_ TII[

11
u P
i - —=s"].
o,

s
B p”
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Pii uvaZzovani spojitosti sil na hranici dostdvdme pro napéti podminku o = o//, kde pro Eulerovskou
tekutinu plati, Ze tenzor napéti 1ze vypocitat jako o = —pl (koeficient viskozity je roven nule). Napéti
jednotlivych slozek prvni smési tak miiZeme vyjadrit pomoci celkového napéti druhé smési jako

1
(T([l—p—(llO' +(—8 +p—"s’)1[+T1( pa I)H—p‘;0'”+( &y +&31)]I+T1( ,0(, [)I[ (4.16)
p o' e p o' o
Pokud bychom chtéli propojit jednotliva napéti sloZek prvni smési s napétimi sloZzek druhé smési, ma-
zeme vyjadfit o/ jako
11

7
n_P_ ol P p B 11 1P 11 p ﬁ §l
o =798 7(_‘9/3 +ﬁ‘9 )H_T 11([3 pII )H‘

Pg Pg Pp
Po dosazeni za 0!/ do rovnice (4.16) tak ziskame napét’ovou okrajovou podminku pro jednotlivé
slozky smési ve tvaru

I Il p 1 p

ol = p(;pndg—k(—s +&81) —'O—LI”O—H [—sﬁ + — ’6 ”)IHTI( ! p—(;sl)]l T”'D(;pn [sg 1131 H]]I.
P pg o' P pg Pt p P pg p

4.17)

V konkrétnich piipadech je jesté tieba dosadit odhad parcidlnich veli€in v této rovnici (hustoty, hustoty

entropie apod.) ziskany pomoci principu maxima entropie aplikovaného na danou situaci.

4.2.2 Okrajové podminky pro smés idealnich plyna

Vratme se nyni ke konkrétnimu pfipadu smési, ktery jsme zkoumali na zacatku kapitoly, to jest
dvoufizové smési idedlnich plynt.

Kinematicka okrajova podminka odpovida obecné podmince odvozené v minulé podsekci, tj. vSechny
rychlosti na hranici jsou si rovny.

Co se tyCe napét’'ové okrajové podminky, pomoci vztahl pro p,, u, a e, ziskanych v Sekci 4.1
muiZeme ze vzorce (4.15) odvodit konkrétni podobu zavislosti p, na p (a dalSich celkovych veli¢inach)
pro tento typ smési. Po tpravach tak dostdvame

lu
D1 :&p+(—gl+p—s)+T(sl —&s) &p+(—e +——1+&8]+T(S1 —&s)z
P P P P 2p1 p P

2ep* +u? (k' = 1)(o=-p1) 1u?
:&p+ﬂ[ ( ) +—u—+a +T(s1—&(s1+sz)),
P

PP 20 (p1 + k71 (p = p1)) 2p
kde
o2 2 3/2
5 Tm I
= kg2l |2 4| 2| 22 *
my |2 3k p+ (k- Dp
4 ) ) 3/2
— 5 Tm. €——
SQZkBp P1 — +1In m 22 2
my P 3% p+ (k=1 —p1)

a p1(p,u, e) je dano implicitné (viz (4.14)) rovnici

4 e — Lu? 310

vy

p—p1= ngm‘z‘(l —K) K . 2p
312 (ko1 + (0 - p1))
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Ziskali jsme tak zapis parcidlniho tlaku p; pomoci celkovych proménnych smési, stejnym zpisobem lze
samoziejmé urcit i vztah pro p,. Pokud bychom chtéli obecné odvodit okrajovou podminku pro parcidlni
tlaky dvou sousedicich smési, miZeme dale postupovat jako v obecném piipadé zpracovaném v minulé
podsekci (viz vysledny vztah (4.17)), avSak v praxi budeme spiSe pracovat s konkrétnimi hodnotami
veli¢in, proto si radé&ji vypocet ilustrujme na ptikladu.

Vsimnéme si, Ze v pripadé, Ze k = 1 (neboli m; = my, tedy p1 = p/2), ziskdme pro parcidlni tlaky

vztah
1

pP1= EP = p2.

Hodnoty tlakli pro dal$i volby « miiZzeme urcit numericky pro data dand konkrétni dlohou. Pro ilu-
straci uvazujme dvoufizovou smés idedlnich plynd s celkovymi stavovymi proménnymi p = 1 kgm™,
u=0ms"!, e =374 kJm™3 (tato volba odpovida teploté¢ 7 = 300 K) a hmotnosti &astic druhé slozky
my = 10 Da. Pro takto definovany systém dostaneme ndsledujici (Obrazek 4.1) zavislost tlakti na poméru
hmotnosti «.
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Obrazek 4.1: Graf velikosti parcidlnich tlakd p; a p, a celkového tlaku p dvoufiazové smési idealnich
plynd v zavislosti na parametru k = "mi? prop=1lkegm>3, u=0ms"!,e=374kIm™> am, = 10 Da.

Vidime, Ze parcidlni tlaky se méni v disledku zmén hmotnosti Castic m; (m; je konstantni), ale cel-
kovy tlak na x nezdvisi. Konkrétné tlak prvniho plynu p; roste s klesajici hmotnosti jeho ¢éstic (respektive
rostoucim «) a tlak druhého plynu p; naopak s klesajicim m; také klesa.
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4.3 Smeés van der Waalsovych plynui

Uvazujme nyni o néco redlnéjsi situaci, nez je smes idedlnich plynd, a to tzv. van der Waalsovy plyny.
Jako van der Waalstiv plyn oznacujeme ([12]) plyn spliiujici stavovou rovnici (p + &"5—22) (V - Bn) = nRT,
kde p je tlak, n ldtkové mnoZstvi, V objem, R moldrni plynova konstanta, 7" termodynamick teplota a
a, b experimentalné stanovitelné konstanty daného plynu. Jde tedy o rozsifeni modelu idedlniho plynu, a
to konkrétné o sily plsobici mezi ¢asticemi (reprezentované konstantou @) a rozmeéry ¢astic (zohlednény
v konstanté b).

Hustotu entropie a-té slozky smési van der Waalsovych plynt lze zapsat jako

3 kg | T,

k Pa
B m

- =p,In|C,—22—|, 4.18
nTref mapa n( “1- —V"p"] (-18)

My

z ¥ 2z

kde v, je tzv. vylouceny molarni objem (tedy objem jedné Castice) a Trer a C,, predstavuji vahy prispévka
k entropii. Hustota energie a-té slozky stejné smési je dana vztahem

lu; ks g 2 (4.19)
g =-—+-— — Qo .

a zpa zm(lp(l a (lp(z

kde a, oznacuje konstantu charakterizujici pfitaZlivé sily mezi ¢asticemi. Vyjadfenim 7, z rovnice (4.19)
a dosazenim do (4.18) dostdvame hustotu entropie a-té sloZky ve tvaru

1ug 2 o

_3ks | o 2p thoPy ky e
= 2, S B
@ pa/Tref « M

Miizeme také pomoci volné energie f, = e, — T's, urcit tlak v rovnovazném stavu (u, = 0) , a to
nésledujicim zpisobem

af, kT, ) noRT, 5 12
= - f, = -a = ———am,Nx—,
Pa = Pa7— 900 Jo = e Ve Py Vo — Navony aMy N 5 VC%

Pa

coZ odpovidd vySe zminéné stavové rovnici van der Waalsova plynu pro parametry d, = aam[z,Ni a
ba =N AVa-

V tomto piipadé nebudeme odvozovat vzorce pro odhad rozkladu celkovych veliCin teoreticky, ale
numericky pro konkrétni ilustraéni pfipad (viz soubor v programu Mathematica priloZzeny k diplomové
praci). Opét budeme uvazovat dvoufdzovou smés, pro kterou je celkova entropie souétem parcidlnich.
Hodnoty celkovych stavovych promennych volime jako p=1kgm> u=0ms", 7T = 300K a ostatni
potfebné parametry jako a, = 310 10 ’ Im 3 Ve = 1078 m3, Trer = 300 K, my = 10 Da, C = %@ m3.

Vysledné hodnoty veli¢in zobra21me graficky opét v zdvislosti na x = my/m;. Konkrétné na Ob-
razku 4.2 mizeme vidét jednotlivych parcidlni hustoty ve srovnani s konstantni celkovou hustotou p =
1 kgm™3, na Obrazku 4.3 potom celkovou a parcidlni hustoty celkové energie.
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Obrazek 4.2: Graf odhadu hodnot parcidlnich hustot smési dvou van der Waalsovych plynd v zavislosti
nak = mp/my prop =1 kgm‘3,u =0ms',7 = 300K, a, = 3'173—;“) Jm?, v, = 1078 m3, Ty =

300 K, my = 10 Da, Cy = 155 m’.

Hustota p; roste s rostoucim « (klesajici hmotnosti ¢astic m; ), zatimco p; s rostoucim « klesa tak, aby
byla zachovana konstantni celkovd hustota jako soucet p; + p>. Pro k¥ = 1 plati (stejné jako u idedlniho

plynu), Ze p1 = p2 = p/2.
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Obrazek 4.3: Graf odhadu hodnot parcidlnich hustot celkovych energii a celkové hustoty celkové energie
smési dvou van der Waalsovych plynii v zdvislosti na k = my/m; prop = 1 kgm™>,u = Oms™!, T =

300 K, a, = 312_2“9 Jm3,v, = 10728 m3, Tyer = 300 K, my = 10 Da, C, = %% m.



KAPITOLA 4. ODHAD OKRAJOVYCH PODMINEK PRO KONKRETNI PRIPADY 33

U hustot energii vidime, Ze hustota celkové energie druhé slozky smési s rostoucim x mirné klesa,
oproti tomu e; s rostoucim « rychle roste, a tedy i celkova hustota celkové energie (jako soucet e; + ¢)
s rostoucim k rychle roste (pouze do x = 0,2 mirné klesd) . Opét plati, Ze prox = 1 je e; = ex = e/2.

Pokud se budeme zabyvat okrajovou podminkou na hranici této smési, budeme potiebovat rozklad
celkového tlaku na tlaky parcidlni (kinematickou okrajovou podminku nefesime, nebot’ rychlost je nu-
lova). Odhad takového rozkladu pro vyse zadané veli¢iny pro riiznd x mizeme vidét na Obrazku 4.4.
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Obrazek 4.4: Graf odhadu velikosti parcidlnich tlaki a celkového tlaku dvoufdzové smési dvou van
der Waalsovych plynii v zdvislosti na k = my/m; prop = 1 kgm™>,u = Oms™",7 = 300 K, a, =
202 Jmd, vy = 10728 m3, Trer = 300 K,y = 10 Da, Cy = £5% m?,

(02

Z grafu je zfejmé, Ze chovani tlakidl v zdvislosti na « je velmi podobné chovani hustot celkovych
energii. Tedy p, mirn¢ klesd a p; a p vyrazné rostou (p az od k = 0,2) s klesajicim m;. Pro x = 1
ziskdvdme p; = pr = p/2. Vidime, Ze v tomto pfipad€, na rozdil od idedlniho plynu, je celkovy tlak
zavisly na hodnoté parametru «, protoZe tento model plynu uvazuje interakce mezi Casticemi a jejich
objem.
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4.4 Porovnani vysledku

K problému rozkladu celkového tlaku na tlaky parcidlni 1ze pfistupovat riznymi metodami a obdrzet
tak rizné vysledné vztahy. Z diive navrhovanych vztah zmifime napiiklad p, = ppa(%i - @, dle [18],

pro slozku smési a, kde F a & jsou uréeny k dal§imu zkoumdni, nebo p, = p2 gﬁ" (viz [19]) pro A
Helmholtzovu volnou energii. Dal§$im ndvrhem rozkladu celkového tlaku je vztah paa: PPaVe (pfedsta-
ven v [16] a poté podrobnéji odvozen v [17]), kde v, je parcidlni specificky objem, a 1ze také vychazet
napriiklad z Daltonova zdkona parcidlnich tlaka.

Porovnejme nyni odhady tlakt ziskané v této praci pomoci principu maxima entropie pro dva zkou-
mané piipady (dvoufdzova smés idedlnich plynt a dvoufazova smés van der Waalsovych plyni) s jinymi
navrhy- nejprve s Daltonovym zdkonem parcidlnich tlakl a poté s distribuci celkového tlaku podle hus-
totniho zlomku.

4.4.1 S Daltonovym ziakonem

Daltontiv zdkon mimo jiné fika (viz Podsekce 2.1.2), Ze tlak slozky smési lze vypocitat vyndsobe-

nim celkového tlaku moldrnim zlomkem (p, = x,p = Z"—Zﬁ p). Srovnejme toto pozorovani s hodnotami

]
parcidlnich tlakd ziskanymi v minulé sekci pomoci principu maxima entropie pro smés ideédlnich plynu

a smés van der Waalsovych plynt. Molarni zlomek mtizeme zapsat jako

Pa
My
Xa = Zp—ﬁ
[
Vykreslime tedy pro ob€ dvé smési rozdil mezi vypocitanymi tlaky a tlaky dle Daltonova zdkona (Skdlo-
vany na tlak dle Daltonova zdkona) v zdvislosti na poméru hmotnosti k, neboli po&itdime %
1.0- vy P1=Px1
L p X1
, p2-pX2
0.5~ oo ]
X 0.0 - T ]
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Obrazek 4.5: Graf procentudlniho rozdilu odhadu parcidlnich tlakG smési dvou ideédlnich plynt ziska-
ného pomoci principu maxima entropie a parcidlnich tlakt dle Daltonova zakona, Skdlovany na tlak dle
Daltonova zakona, v zavislosti na k = my/m;.
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Z. Obrazku 4.5 vidime, Ze pro smés idedlnich plynl se nezavisle na « nas odhad tlakd nelisi od
Daltonova zdkona, to jest navrzend metoda odhadu parcidlnich tlaki pomoci principu maxima entropie

vev s

predpovida Daltontiv zdkon jako nejpravdépodobnéjsi odhad rozkladu celkového tlaku smési.
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Obrazek 4.6: Graf procentualniho rozdilu odhadu parcialnich tlaki smési dvou van der Waalsovych plyni
ziskaného pomoci principu maxima entropie a parcidlnich tlakii dle Daltonova zdkona, $kdlovany na tlak
dle Daltonova zdkona, v zavislosti na x = my/m;.

Na rozdil od smési idedlnich plynd, pro smés plyni van der Waalsovych dostdvame odchylku od
Daltonova zdkona, viz Obrazek 4.6. Pro tlak p; je tato odchylka velmi podobnd pro vSechny hodnoty
k a neptfesahuje 0,1 %, u tlaku p, odchylka roste s rostoucim « a je v fddu desetin procenta. Tento
vysledek ukazuje, Ze v tomto pripadé nami navrhovana metoda uz nepredpovida Daltontv zdkon jako
nejpravdépodobnéjsi odhad rozkladu tlaku (nicméné stile se odhad pohybuje relativné blizko néj), coz
neni prekvapivé vzhledem k tomu, Ze Daltontiv zakon (pfesné) plati pouze pro idedlni plyny. MZeme tak

nami vypocitané vztahy (a navrhovanou metodu obecné) chapat jako jeho korekci pro redlnéjsi piipady.
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4.4.2 S rozkladem tlaku dle hustotniho zlomku

Nyni obdobné srovnejme vypoctené parcidlni tlaky s jinym konceptem vyuZivanym (napft. [13], [14])
pro uréeni rozkladu celkového tlaku na parcidlni, a to relativnim hustotnim zlomkem, ozn 6, = ‘%.
Urcime tedy, jak se ndmi ziskané odhady tlakt p, 1i$f od d, p, konkrétn€ spocitdime hodnoty

0D Oap

Jinymi slovy zjiSt'ujeme, jak velky vyznam m4 korekéni Clen (—Ea + ‘%s) + T(sa - %s), ziskany v
rovnici (4.15), vzhledem k tlaku ‘% p.
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Obrazek 4.7: Graf rozdilu odhadu parcidlnich tlaki smési dvou idedlnich plynii vypocitaného pomoci
principu maxima entropie a parcidlnich tlakl ziskanych rozkladem celkového tlaku podle hustotnich
zlomki, $kdlovany na 8, p, v zavislosti na k = my/mj.

U smési idedlnich plynil (viz Obr. 4.7) vidime, Ze tlak p; se dobfe shoduje s %p pro « > 1 (4.
my < 10 Da), ale pro menS$i hodnoty « se velmi li§i. Naopak tlak p, relativné odpovida % pprok <1,
ale s rostoucim « se odchylka rychle zvétSuje. Vidime, Ze pro « = 1 plati p; = p» = % p= % P, COZ je ve
shodé s nasimi pfedchozimi poznatky, nebot’ pro x = 1 plati p; = p2 = p/2 a p; = p2 = p/2.
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Obrazek 4.8: Graf rozdilu odhadu parcidlnich tlaki smési dvou van der Waalsovych plynli vypocita-
ného pomoci principu maxima entropie a parcidlnich tlakd ziskanych rozkladem celkového tlaku podle
hustotnich zlomkd, $kdlovany na é,p, v zdvislosti na k = my/m;.

I'u smési van der Waalsovych plynti je odchylka vypocitanych parcidlnich tlakt od % p velkd, presny
pribéh zavislosti této odchylky na « 1ze vidét na Obrazku 4.8. VSimnéme si, Ze pro k = 1 se odchylky
velikostné shoduji, ale jedna je kladnd a druhd zdpornd. NejbliZe %" p jsou (pfi ndmi definovanych veli-
¢indch) parcidlni tlaky zhruba pro k = 0,25 (tj. m; = 40 Da, my = 10 Da).

Ackoliv konkrétni zdvislost na « se pro obé smési 1isi, je u obou vidét velky vyznam korekéniho
Clenu, a tedy miiZeme obecné fict, Ze metoda odhadu parcidlnich tlakd pomoci principu maxima entropie
neptedpovida rozklad pomoci relativnich hustotnich zlomkd jako nejpravdépodobnéjsi odhad rozkladu
celkového tlaku smési.



Zaver

Price se vénovala problematice obecného odvozeni okrajovych podminek pro smési, coZ je stile ote-
vieny problém v teorii smési. Hlavnim cilem bylo pfedstavit novou metodu odhadu okrajovych podminek
a pouZit ji na konkrétni piipady smési.

Néami navrhovand metoda vyuZiva principu maxima entropie, ktery umoznuje pfechdzet od méné
detailni drovné popisu systému do drovné detailnéjsi, a to tak, Ze poskytuje (z hlediska entropie) nej-
pravdépodobnéjsi odhad zobrazeni z méné detailni drovné do detailnéjsi na zdkladé dostupnych znalosti
o systému. Této vlastnosti jsme vyuzili ve smésich pfi hledani zdpisu parcialnich stavovych proménnych
pomoci stavovych proménnych smési jako celku. Se znalosti rozkladu celkovych veli¢in tak muzeme li-
bovolnou jejich funkci také rozlozit do funkei jednotlivych sloZek a ty pak pouZzit i pro rozklad klasickych
okrajovych podminek.

Metodu jsme aplikovali na dva rtizné priklady smési - pro smés dvou idealnich plynd jsme provedli
analytické odvozeni rozkladu stavovych veli¢in, u smési dvou van der Waalsovych plynti jsme obdob-
nou ulohu vyfesili numericky. Odvodili jsme také vztahy pro rychlost, teplotu a chemicky potencidl na
hranici nereaktivni smési tekutin. Déle jsme se vénovali vypoctu parcidlnich tlakl (napét’ové okrajové
podmince), kdy jsme pro oba dva zkoumané piipady porovnali ndmi ziskané odhady parcidlnich tlakt s
jinymi vyuZivanymi vztahy. Zjistili jsme, Ze navrhované vztahy by mohly fungovat jako korekce Dalto-
nova zdkona pro redlné plyny a Ze pouhé vazeni celkového tlaku hustotnim zlomkem nestaci k pfesnému
vypoctu parcidlnich tlakd.

Uké4zali jsme, Ze navrhovand metoda je obecnym ndstrojem, jak pfenést zndmé okrajové podminky
na drovni kontinua do okrajovych podminek pro jednotlivé slozky, musime vSak mit na paméti, Ze jde o
odhad téchto podminek, byt’ nejpravdépodobné;jsi na zdkladé dostupnych informaci. Zavéry této price a
ziskané vysledky byly publikovany v ¢lanku [24].

vvvvvv

vvvvvv

objevovat riizné vypocetni problémy, rimec metody by mél zistat stdle stejny a obecné aplikovatelny.
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