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Obsah
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3.2 Stabilita a únosnost prutu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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3.4 Imperfekce konstrukčńıho systému, převzato z (EN-1993-1-1, 2005) . . . . . . . . 20
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A.2 Pr̊uběh moment̊u - princip virtuálńıch praćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Seznam tabulek

2.1 Sada profil̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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10.3 Posouzeńı konstrukce optimalizované Metodou I . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Abstrakt

Tato diplomová práce zkoumá globálńı optimalizaci př́ıhradových konstrukćı s využit́ım dvou

hlavńıch formulaćı: Simultánńı analýzou a návrhem (SAND) a Vnořenou analýzou a návrhem

(NAND). Ćılem bylo porovnat výsledky obou formulaćı a posoudit jejich efektivitu v optimalizaci

konstrukćı s použit́ım př́ıhradových a rámových prvk̊u.

Experimenty byly provedeny na konkrétńı př́ıhradové konstrukci, která byla posuzována dle

Eurokódu na stabilitńı posudek. Metoda větv́ı a meźı (BnB) byla využita pro formulaci SAND,

zat́ımco metoda simulovaného ž́ıháńı (SA) byla použita pro formulaci NAND. Metoda BnB vedla

k nalezeńı globálńıho optima, ale nedostatečně zohledňovala globálńı stabilitńı omezeńı, což vedlo

k nevyhovuj́ıćım výsledk̊um ve stabilitńım posudku dle Eurokódu. Naopak metoda SA přinesla

konstrukce s vyšš́ım materiálovým objemem a zachováńım stability, ale bez nalezeńı globálńıho

optima.

Dále byl zkoumán vliv modularity konstrukce na dosažené výsledky, a to s r̊uznými úrovněmi

modularity. Sńıžeńım modularity se dosáhlo menš́ıho materiálového objemu, avšak s nár̊ustem

výpočetńıho času.

Kĺıčová slova: Př́ıhradové konstrukce, Simultánńı analýza a návrh, Vnořená analýza a návrh,

Metoda větv́ı a meźı, Metoda simulovaného ž́ıháńı, Optimalizace, Globálńı optimalizace, Globálńı

stabilita
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xii Abstrakt

Abstract

This master’s thesis explores the global optimization of truss structures using two main formu-

lations: Simultaneous Analysis and Design (SAND) and Nested Analysis and Design (NAND).

The objective was to compare the results of both formulations and assess their effectiveness in

optimizing structures employing truss and frame elements.

Experiments were conducted on a specific truss structure, evaluated according to Eurocode

for stability assessment. The Branch-and-Bound method (BnB) was utilized for the SAND for-

mulation, while the Simulated Annealing method (SA) was employed for NAND formulation.

The BnB method led to the discovery of the global optimum but inadequately considered glo-

bal stability constraints, evaluated according to Eurocode for stability assessment afterwards.

Conversely, the SA method yielded structures with a higher material volume while maintaining

stability, althought without finding the global optimum.

Furthermore, the impact of the structure’s modularity on the achieved results was examined,

considering various levels of modularity. Reducing modularity resulted in a smaller material

volume but with an increase in computational time.

Keywords: Truss structures, Simultaneous analysis and design, Nested analysis and design,

Branch and bound method, Simulated annealing method, Optimization, Global optimization,

Global stability
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Seznam použitých symbol̊u

α Parametr pro uvážeńı účink̊u šikmého ohybu

β Parametr pro uvážeńı účink̊u šikmého ohybu

π Ludolfovo č́ıslo = 3,14159. . .

αcr Součinitel kritického zat́ıžeńı - norma EN1993-1-1

λ Součinitel kritického zat́ıžeńı - stabilitńı analýza

∆ Vlastńı tvary deformované konstrukce

χi Součinitel vzpěrnosti

ϵ Poměrné přetvořeńı

ν Poisson̊uv součinitel

σ Napět́ı

θ Pootočeńı

N Normálová osová śıla

H Vodorovné zat́ıžeńı

My Návrhový ohybový moment k ose y-y

Mz Návrhový ohybový moment k ose z-z

Ncr Kritická śıla

kij Interakčńı součinitele

Lcr Vzpěrná délka

L Délka prutu

E Young̊uv modul pružnosti

G Modul pružnosti ve smyku

I Moment setrvačnosti

Ip Moment setrvačnosti v krouceńı

itter, count celkový počet itteraćı

A Plocha pr̊uřezu

MAC koeficient korelace modálńı analýzy

f Vektor koncových sil

r Vektor neznámých přemı́stěńı

K Matice tuhosti

Kσ Matice počátečńıch napět́ı
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Seznam použitých zkratek

N+M Interakce tlaku a ohybu

LA Lineárńı pružná analýza

LBA Lineárńı stabilita

GNA Geometricky nelineárńı pružná analýza ideálńı konstrukce

GNIA Geometricky nelineárńı pružná analýza imperfektńı konstrukce

MNA Materiálově nelineárńı analýza

GMNA Geometricky i materiálově nelineárńı analýza

GMNIA Geometricky i materiálově nelineárńı analýza imperfektńı konstrukce

BnB Metoda meźı a větv́ı

SA Metoda simulovaného ž́ıháńı

MSÚ Mezńı stav únosnosti

MSP Mezńı stav použitelnosti

LP Lineárńı programováńı

QP Kvadratické programováńı

SOCP Konvexńı programováńı druhého řádu

SLP Sekvenčńı lineárńı programováńı

SQP Sekvenčńı kvadratické programováńı

SSP Semidefinitńı programováńı

NLP Nelineárńı programováńı

MMA Metoda posuvných asymptot

OC Kritéria optimality

MILP Smı́̌sené celoč́ıselné lineárńı programováńı

MISOCP Celoč́ıselné kónické programováńı druhého řádu

NAND Vnořená analýza a návrh

SAND Simultánńı analýza a návrh



Úvod

Nejen v oblasti stavebnictv́ı se setkáváme s neustále rostoućımi nároky na efektivitu a udržitelnost

konstrukćı. Jednou z kĺıčových discipĺın, která nám umožňuje dosáhnout takových výsledk̊u,

je optimalizace konstrukćı. Optimalizace představuje hledáńı nejlepš́ıho možného řešeńı při za-

chováńı stanovených omezuj́ıćıch podmı́nek. Ćılem práce bude optimalizace př́ıhradové věže zob-

razené na obrázku 1 z hlediska množstv́ı použitého materiálu. Tento typ věže bývá často využ́ıván

v pr̊umyslových objektech jako podp̊urná konstrukce pro lávky, technologie nebo dopravńıky.

Navržeńı optimálńı konstrukce dává v tomto př́ıpadě smysl předevš́ım d́ıky jej́ı opakovatelnosti.

Nejen, že se tato konstrukce objevuje zpravidla v́ıcekrát v jednom pr̊umyslovém objektu, ale

bývá stejná i např́ıč r̊uznými stavbami.

Obrázek 1 Pr̊umyslová věž se silem

Př́ıhradové konstrukce jsou často využ́ıvaným typem nosné konstrukce, kde se předpokládá,

že obsahuje pruty, které jsou vzájemně spojeny pomoćı styčńık̊u. V mechanické analýze se obecně

předpokládá, že tyto styčńıky lze idealizovat jako klouby. Takový př́ıstup předpokládá, že vliv

1



2 Abstrakt

ohybových a krout́ıćıch moment̊u na únosnost celé nosné konstrukce je zanedbatelný s ohledem

na velikost normálových sil na jednotlivých prutech. Tento zp̊usob umožňuje nejen posoudit

globálńı stabilitu, ale zároveň přibližuje model reálné konstrukci. Problém ovšem nastává, pokud

chceme posoudit globálńı stabilitu takové konstrukce. Pokud by byly pruty skutečně spojeny

klouby a konstrukce byla staticky určitá, stabilita př́ıhradové konstrukce by závisela pouze na

vybočeńı jednoho z prut̊u této př́ıhrady. V př́ıpadě ztráty globálńı stability může doj́ıt ke kolapsu

konstrukce jako celku, tedy př́ıspěvky deformaćı od jednotlivých prut̊u vedou ke ztrátě stability

celé konstrukce. Jedńım ze zp̊usob̊u zavedeńı globálńı stability do př́ıhradových konstrukćı je

využit́ı rámových prvk̊u. Tato formulace nav́ıc zahrnuje i vlivy ohybových a krout́ıćıch moment̊u,

které mohou přisṕıvat ke ztrátě stability.

Formulace optimalizace konstrukćı

V optimalizaci konstrukćı existuj́ı tři možné zp̊usoby formulace těchto úloh (J. S. Arora et al.,

2005). Prvńım př́ıstupem je vnořená analýza a návrh (NAND), ve které jsou optimalizačńı

proměnné pouze návrhové proměnné, např́ıklad zvolený profil prutu. Princip fungováńı spoč́ıvá

ve dvou cyklech, vněǰśım a vnitřńım. Na vněǰśım cyklu běž́ı optimalizačńı algoritmus, zat́ımco

na vnitřńım cyklu jsou řešeny např́ıklad podmı́nky rovnováhy daného systému. Druhou možnou

formulaćı optimalizace konstrukćı je simultánńı analýza a návrh (SAND). S prvńımi myšlenkami

převést omezeńı optimalizačńı úlohy na optimalizačńı proměnné bez omezeńı přǐsli autoři článku

(SCHMIT et al., 1965). Výhoda SAND spoč́ıvá předevš́ım v převedeńı obecných omezuj́ıćıch

podmı́nek na optimalizačńı proměnné a konvexńı omezuj́ıćı podmı́nky. Třet́ı zp̊usob, který je

znám jako dvoufázová formulace založená na posunech (the displacement-based two-phase),

uvažuje neznámé posuny jako optimalizačńı proměnné na vněǰśım cyklu a návrhové proměnné

na vnitřńım cyklu optimalizace.

Cı́lem této práce je porovnáńı dvou formulaćı optimalizace konstrukćı, SAND

a NAND. Optimalizace pomoćı formulace SAND je provedena pomoćı metody

větv́ı a meźı s uvažováńım př́ıhradových prvk̊u. Formulace NAND využ́ıvá

metodu simulovaného ž́ıháńı a rámové prvky pro optimalizaci př́ıhrady.

Obsah této práce

Diplomová práce navazuje na mou bakalářskou práci (Glanc, 2022), kde byla př́ıhradová kon-

strukce optimalizována pomoćı formulace NAND metodou simulovaného ž́ıháńı s využit́ım rá-

mových prvk̊u. V této diplomové práci jsem se zaměřil na formulaci SAND metodou meźı a větv́ı
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a orovnáńı s formulaćı NAND z mé bakalářské práce. Ćılem práce je nalezeńı optimálńı kon-

strukce z hlediska minimálńıho množstv́ı použitého materiálu s ohledem na globálńı stabilitu.

Kapitola (2) představuje základńı konstrukce, které byly následně optimalizovány. Kapitola (3)

se věnuje posouzeńı stability konstrukćı dle Eurokódu. Kapitola (4) podrobně zkoumá lineárńı

stabilitu konstrukćı. Následuje kapitola (5), která se zaměřuje na metodu větv́ı a meźı, zat́ımco

kapitola (6) prezentuje aplikaci této metody na optimalizaci př́ıhradových konstrukćı. Kapitola

(7) se věnuje simulovanému ž́ıháńı a jeho aplikaci na optimalizaci s využit́ım rámových prvk̊u. Ka-

pitola (8) shrnuje výsledky optimalizace metodou větv́ı a meźı. Kapitola (9) prezentuje výsledky

optimalizace pomoćı simulovaného ž́ıháńı. Kapitola (10) se zabývá srovnáńım výsledk̊u z obou

př́ıstup̊u a posouzeńım stability konstrukćı dle Eurokódu. V kapitole (11) je optimalizována

konstrukce s nižš́ı modularitou a porovnána s předchoźımi výpočty. Celkový přehled poskytuje

ucelený pohled na výzkum provedený v rámci této diplomové práce.





Kapitola 1

Globálńı optimalizace konstrukćı

Optimalizace konstrukćı představuje úlohu hledáńı efektivńıho návrhu. V praxi se mnohé kon-

strukce realizuj́ı pouze jednou, a v takových př́ıpadech je často dostačuj́ıćı dosažeńı lokálńıho

optima. Ovšem existuj́ı situace, zejména u univerzálńıch konstrukćı určených pro opakované

použit́ı, kde hledáńı globálńıho optima nabývá na významu, jak je to popsáno na př́ıkladu věže

v úvodu této práce.

Formulace problému optimalizace konstrukćı má dva možné př́ıstupy - minimalizaci hmot-

nosti nebo minimalizaci poddajnosti, respektive maximalizaci tuhosti při zachováńı objemu.

V některých př́ıpadech jsou tyto dva př́ıstupy v;či sobě duálńı, ale rozhodně to neńı pravidlem.

Domńıvám se, že pro praktické využit́ı optimalizace v návrhu staveb je vhodněǰśı př́ıstup s mi-

nimalizaćı hmotnosti, jelikož konstrukčńı, prostorové či prostě praktické podmı́nky kladené na

stavebńı konstrukce často znemožňuj́ı využit́ı výsledk̊u minimalizace poddajnosti, proto je v této

práci využita formulace pomoćı minimalizace hmotnosti.

1.1 Typy optimalizaćı

Při optimalizaci konstrukćı lze podle (Steven, 2003) rozpoznat následuj́ıćı druhy optimalizaćı:

Topologická optimalizace

z angl. Topology optimization hledá optimálńı tvar konstrukce, který neńı předem definován, ale

záviśı na umı́stěńı podpěr a zat́ıžeńı. Ćılem této úlohy je nalézt optimálńı topologii konstrukce

(M.P. Bendsøe et al., 2003).

5



6 Globálńı optimalizace konstrukćı

Optimalizace tvaru

z angl. Shape optimization pracuje s předem definovaným tvarem konstrukce. Ćılem je nalézt

tvar konstrukce, který zajist́ı nejlepš́ı distribuci napět́ı (M. P. Bendsøe, 1995).

Rozměrová optimalizace

z angl. Size optimization se zabývá konstrukćı, kde jsou zadány veškeré okrajové podmı́nky,

včetně tvaru, použitého materiálu, prostřed́ı, zat́ıžeńı a podpěr. Jedná se o podkategorii to-

pologické optimalizace, kdy v př́ıpadě topologické optimalizace docháźı k odstraněńı prut̊u při

pr̊uřezové ploše bĺıž́ıćı se nule. Úkolem je naj́ıt kombinaci pr̊uřez̊u profil̊u jednotlivých prut̊u za

účelem minimalizace hmotnosti při zachováńı omezuj́ıćıch podmı́nek. Rozměrová optimalizace

může být spojitá nebo diskrétńı. Ve spojité variantě jsou pr̊uřezové plochy profil̊u omezeny horńı

a dolńı hranićı. Diskrétńı varianta vyb́ırá pr̊uřezy ze sady profil̊u.

Optimalizace skladby

z angl. Layout optimization představuje speciálńı variantu topologické optimalizace (Rozvany et

al., 1995). Předpokládá, že pokud se pr̊uřezová plocha jednoho z prut̊u bĺıž́ı nule, lze tento prvek

z konstrukce odstranit. Nav́ıc je možné měnit polohu jednotlivých uzl̊u pro nalezeńı optimálńıho

tvaru konstrukce.

Poznamenejme, že tato práce se zaměřuje na rozměrovou optimalizaci př́ıhra-

dových konstrukćı.

1.2 Stav poznáńı (State of the Art)

Prvńı pr̊ukopńık, autor (Michell, 1904), představil př́ıhradovou konstrukci zat́ıženou jedńım

zatěžovaćım stavem. V konstrukci s minimálńı hmotnost́ı se optimálńı trajektorie prut̊u shoduj́ı

se směry hlavńıch napět́ı. To může vést k optimálńım návrh̊um obsahuj́ıćım nekonečno takových

prut̊u, což může zt́ıžit výrobu konstrukce. Prvńı realizovatelný př́ıstup představil autor (Dorn

et al., 1964), který do problému zavedl diskretizaci prostoru do uzl̊u propojených konečnými

prvky. Tento př́ıstup, známý jako diskrétńı topologická optimalizace, zkoumá př́ıtomnost a veli-

kost každého prvku.

Autoři (Dorn et al., 1964) využ́ıvali formulaci lineárńıho programováńı (LP) pro jeden zatěžo-

vaćı stav, Od té doby však došlo k rozvoji optimalizace př́ıhradových konstrukćı. Autoři (Mar-

tin Bendsøe et al., 1991; W. Achtziger et al., 1992) představili formulaci, která d́ıky kvadra-
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tickému programováńı (QP) umožňuje v́ıce zatěžovaćıch stav̊u. Tato formulace využ́ıvá kon-

vexńıho návrhu na základě posun̊u. Duálńı problém této formulace byl poprvé ukázán (Lobo et

al., 1998; Ben-Tal et al., 2001), což umožnilo použit́ı pr̊uřezových charakteristik jako návrhových

proměnných. Řešeńı této formulace spoč́ıvalo v použit́ı konvexńıch optimalizačńıch metod, např́ı-

klad kvadratického programováńı (QP) nebo konvexńıho programováńı druhého řádu (SOCP)

(M. Tyburec et al., 2019; Wolfgang Achtziger et al., 2008).

Pro rámové prvky, kde pruty maj́ı ohybovou tuhost, je situace podstatně složitěǰśı. Ve stávaj́ı-

ćıch materiálech nebyla nalezena formulace s konvexńımi omezuj́ıćımi podmı́nkami, která by

zajǐst’ovala nalezeńı globálńıho optima. Všechny dostupné formulace se zaměřuj́ı na nalezeńı

lokálńıch optim, at’ už pomoćı Sekvenčńıho lineárńıho programováńı (SLP), jak navrhuje autor

(Saka, 1980) pro minimalizaci hmotnosti rámové konstrukce, nebo s využit́ım Sekvenčńıho kva-

dratického programováńı (SQP) podle formulace autor̊u (Wang et al., 2006). Pro volné kmitáńı

byla vyvinuta metoda autory (Yamada et al., 2016), která ke hledáńı optimálńıho řešeńı využ́ıvá

sekvenčńıho Semidefinitńıho programováńı (SSP). V posledńıch letech jsou také využ́ıvány alter-

nativy, jako jsou Nelineárńı programováńı (NLP) (Fredricson et al., 2003), Kritéria optimality

(OC) (Khan, 1984; Chan et al., 1995), Metoda posuvných asymptot (MMA) (Fredricson, 2005;

Svanberg, 1987), nebo metaheuristiky, jak je popsáno v (An et al., 2017). Je d̊uležité podotknout,

že tyto př́ıstupy nezaručuj́ı teoretické nalezeńı globálńıho optima.

Možným př́ıstupem ke globálńı optimalizaci rámových konstrukćı je formulace problému uve-

dená v práci (Murota et al., 2010). Tato formulace využ́ıvá hierarchii relaxace Semidefinitńıho

programováńı pro optimalizaci rámových konstrukćı. Je však d̊uležité zd̊uraznit, že konvergence

účelové funkce je zaručena pouze teoreticky (Kojima; Muramatsu, 2007; Marek Tyburec; Zeman

et al., 2021) a v př́ıpadě v́ıce globálńıch optim můžou být některá řešeńı neznámá.

Existuje řada jiných formulaćı, které se snaž́ı naj́ıt globálńı optimum v problému optimalizace

rámových konstrukćı. Pro diskrétńı problém optimalizace rámů, což zahrnuje výběr návrhových

proměnných ze sady pr̊uřez̊u, lze využ́ıt metodu větv́ı a meźı. Tento př́ıstup je např́ıklad použit

v praćıch (Kureta et al., 2014; Hirota et al., 2015; Van Mellaert et al., 2018), kde je formulace

této metody vyjádřena jako celoč́ıselné lineárńı programováńı (MILP). Daľśı možná formulace

spoč́ıvá v řešeńı celoč́ıselného kónického programováńı druhého řádu (MISOCP), které představil

autor (Kanno, 2016). Tato formulace se však zaměřuje na maximalizaci tuhosti rovinného rámu

a nepředstavuje rozměrovou optimalizaci.

V př́ıpadě spojité optimalizace rámových konstrukćı bylo možné naj́ıt pouze tři možné př́ıstupy.

Prvńı př́ıstup řeš́ı minimalizaci hmotnosti s omezuj́ıćımi podmı́nkami ve formě posun̊u t́ım,

že autor (Toragay et al., 2022) převede problém na celoč́ıselné programováńı s kvadratickými

omezeńımi. Tato formulace má ovšem značná omezeńı, což omezuje použitelnost této metody.
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Druhým př́ıstupem ve spojité optimalizaci rámových konstrukćı je řada relaxaćı pro formulaci

problému využ́ıvaj́ıćı sumu čtverc̊u (SOS) pro specifické polynomiálńı semidefinitńı programováńı

(Kojima, 2003; Murota et al., 2010). Ovšem tento zp̊usob v př́ıpadě v́ıce globálńıch optim ne-

zaručuje nalezeńı všech. Třet́ı možná formulace je představena autory (Marek Tyburec; Kočvara

et al., 2023). Tento př́ıstup využ́ıvá relaxaci Lasserrovou hierarchíı k výpočtu globálńıch mini-

malizátor̊u. T́ımto vytvář́ı dolńı a horńı mez hledaného řešeńı pomoćı polynomiálńıho progra-

mováńı. Autoři v práci ukazuj́ı, že toto řešeńı vede k hledanému globálńımu optimu, ale výpočetńı

náročnost limituje tento př́ıstup pouze na malé úlohy.

V závěru lze tedy konstatovat, že v oblasti rozměrové optimalizace rámových konstrukćı,

podle aktuálńıho poznáńı, neexistuje dosud známá formulace vhodná pro konstrukce reálných

velikost́ı. Tento nedostatek znamená, že pro dosažeńı optimálńıch rozměr̊u je třeba momentálně

přijmout př́ıstup hledáńı lokálńıch optim pomoćı heuristických metod. Vzhledem k neustálému

rozvoji v oblasti optimalizace konstrukćı je možné očekávat, že budoućı práce mohou přinést

nové formulace a metody pro rozměrovou optimalizaci rámových konstrukćı.

1.3 Optimalizaci př́ıhradových kosntrukćı se zahrnut́ım

stability

Při optimalizaci př́ıhradových konstrukćı hraje významnou roli pevnost jednotlivých prut̊u.

V př́ıpadě tažených prut̊u je situace jednoduchá, jelikož únosnost takového prutu záviśı pouze na

normálovém napět́ı. U tlačených prut̊u však hraje významnou roli vzpěr, tedy stabilita, jednot-

livých prut̊u, Proto by mělo být do formulace optimalizace zaveden vliv stability. U př́ıhradových

konstrukćı bývá často jako návrhová proměnná uvažována plocha pr̊uřezu, ale vzpěr prutu záviśı

také na tvaru pr̊uřezu, proto je potřeba tuto informaci zavést do formulace problému. V př́ıpadě

vzpěru je d̊uležitou pr̊uřezovou charakteristikou moment setrvačnosti pr̊uřezu. U jednoduchých

symetrických pr̊uřez̊u, např́ıklad kruhových, lze vyjádřit moment setrvačnosti pomoćı plochy

pr̊uřezu. U složitěǰśıch pr̊uřez̊u se moment setrvačnosti muśı aproximovat, nebo se do formulace

muśı zavést v́ıce proměnných, aby bylo možné určit správnou pevnost ve vzpěru.

Existuje i elementárńı zp̊usob, jak lze vliv vzpěru zavést do optimalizace př́ıhradových kon-

strukćı pomoćı konstantńı redukce pevnosti v tlaku. Nicméně volba této redukce je velice obt́ıžná,

protože př́ılǐs ńızká redukce nezabráńı ztrátě pevnosti vlivem vzpěru a naopak př́ılǐs velká redukce

povede k masivńım pr̊uřez̊um na tlačených prutech.

V př́ıpadě konvenčńı formulace optimalizace NAND zavedeńı takových omezeńı může vést

k nekonvexńımu omezeńı problému (Cheng et al., 1992). Nav́ıc se kv̊uli vzpěrným omezuj́ıćım

podmı́nkám stává proveditelná množina ještě nesouvisleǰśı. Tento problém může být vyřešen rela-
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xaćı ϵ (Guo et al., 2001), ale stále zde z̊ustává problém s nekonvexńımi omezuj́ıćımi podmı́nkami,

které znemožňuj́ı nalezeńı globálńıho optima (Stolpe et al., 2001).

Zaj́ımavý př́ıstup k vlivu vzpěru na optimalizaci př́ıhradových konstrukćı představuje autor

(Mela, 2014), který využ́ıvá simultánńı formulaci optimalizace SAND, která vede ke smı́̌senému

celoč́ıselnému lineárńımu programováńı (MILP). Tato formulace problému obsahuje pouze lineárńı

výrazy a formulace umožňuje nalezeńı globálńıho optima deterministickými metodami (Floudas,

2013). Zpravidla bývá vzpěr zaveden pomoćı Eulerova kritického břemena, ale autor (Mela, 2014)

nav́ıc ukazuje př́ıstup, jakým je možné zavést do optimalizace vliv vzpěru převzatý z norem AISC

nebo Eurokódu.

Zavedeńı globálńı stability do optimalizace př́ıhradových konstrukćı představilo již několik au-

tor̊u (Rozvany, 1996; Kočvara, 2002), kde bylo ukázáno, že vliv globálńı stability na optimalizaci

př́ıhradových konstrukćı je významný. Problém ovšem nastává, pokud chceme globálńı stabilitou

zachytit lokálńı vybočeńı prutu. Navrhované řešeńı prezentuj́ı autoři (Torii et al., 2014). Hlavńı

výhoda tohoto př́ıstupu spoč́ıvá v zajǐstěńı globálńı i lokálńı stability bez použit́ı Eulerovy rov-

nice, č́ımž se formulace vyhýbá mnohými obt́ıž́ım zp̊usobených právě t́ımto př́ıstupem. Myšlenka

tohoto př́ıstupu spoč́ıvá ve využit́ı rámových prvk̊u, tedy prvk̊u přenášej́ıćı ohybové a kroutićı

momenty společně s osovými silami. Rozsáhlá diskuze v d́ıle (McGuire et al., 2000) představuje

zp̊usob využit́ı rámových prvk̊u při návrhu př́ıhradových konstrukćı. Zp̊usob stanoveńı stabi-

lity př́ıhradových konstrukćı pomoćı rámových prvk̊u je vysvětlen v kapitole 4. Předchoźı práce

(Evgrafov, 2005; Kočvara, 2002) zabývaj́ıćı se optimalizaćı s omezeńımi na zachováńı stability

navrhuj́ı použit́ı semidefinitńıho programováńı pro řešeńı globálńı stability. V rámci této práce

zvoĺım pro optimalizaci př́ıhradových konstrukćı s využit́ım rámových prvk̊u metodu simulo-

vaného ž́ıháńı (Lepš, 2000), která je jednou z heuristických optimalizačńıch metod.





Kapitola 2

Optimalizované konstrukce

Tato kapitola je zaměřena na představeńı dvou konstrukćı. Prvńı část kapitoly se věnuje po-

drobnému popisu testovaćı konstrukce, která byla použita k ověřeńı správnosti zvolených po-

stup̊u. Následně se zaměřuji na konkrétńı zadanou věž, která tvoř́ı hlavńı část mé práce. Tato

kapitola představuje výchoźı bod pro následuj́ıćı analýzy a optimalizačńı postupy provedené

v rámci diplomové práce.

2.1 Testovaćı konstrukce

Obrázek 2.1 5-prutová 2D př́ıhrada

11
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Tabulka 2.1 Sada profil̊u

Jméno Typ A [m2] Iy [m4] Iz [m4] It [m4]
CS1 SHS 25/25/2,0 1,740E-04 1,480E-08 1,480E-08 2,530E-08
CS2 SHS 40/40/2,0 2,940E-04 6,940E-08 6,940E-08 1,130E-07
CS3 SHS 50/50/2,0 3,740E-04 1,410E-07 1,410E-07 2,260E-07
CS4 SHS 50/50/2,5 4,590E-04 1,690E-07 1,690E-07 2,750E-07
CS5 SHS 50/50/3,0 5,410E-04 1,950E-07 1,950E-07 3,210E-07
CS6 SHS 100/100/3,0 1,140E-03 1,770E-06 1,770E-06 2,790E-06
CS7 SHS 100/100/4,0 1,490E-03 2,260E-06 2,260E-06 3,620E-06
CS8 SHS 100/100/5,0 1,840E-03 2,710E-06 2,710E-06 4,410E-06
CS9 SHS 100/100/6,0 2,160E-03 3,110E-06 3,110E-06 5,140E-06

Při ověřováńı a vytvářeńı optimalizačńıch metod je kĺıčové zajistit správnou implementaci

těchto postup̊u. K tomuto účelu slouž́ı testovaćı konstrukce, u kterých již známe nalezené opti-

mum. Většina těchto konstrukćı zahrnuje r̊uzné modifikace; přehled některých z nich je uveden

v (Adéla Posṕı̌silová, 2012).

Některé testovaćı konstrukce nejsou pro svou velikost vhodné pro počátečńı implementaci,

a proto byla zvolena jednodušš́ı konstrukce převzatá z (Adéla Posṕı̌silová, 2012; A. Posṕı̌silová

et al., 2013). Tato konstrukce je zobrazena na obrázku 2.1 a obsahuje čtyři uzly a pět prut̊u,

přičemž kř́ıž́ıćı pruty jsou uvažovány jako mimoběžné. Materiál konstrukce je hlińık s hustotou

0, 1 lb/in3 a s Youngovým modulem pružnosti 104 ksi. V úloze jsou omezuj́ıćı podmı́nky ve

formě omezeńı maximálńıch napět́ı ±60 ksi a posun̊u uzl̊u v obou směrech ±0, 06 in. Sada profil̊u

pro diskrétńı optimalizaci obsahuje profily od 0,01 až 0,1 in2 s inkrementem 0,01 in2. Na této

konstrukci bude testována optimalizace s využit́ım př́ıhradových prvk̊u.

Implementaci optimalizace a stability s využit́ım rámových prvk̊u jsem již otestoval a srovnal

na několika př́ıkladech v (Glanc, 2022; Glanc, 2023)

2.2 Zadaná konstrukce

Po otestováńı mé implementace optimalizace na testovaćıch konstrukci je provedena optimali-

zace na zadané konstrukci, kterou představuje ocelová věž. Typické využit́ı věže je jako nosné

konstrukce lávek, schodǐst’ a technologických zař́ızeńı pro zemědělské stavby, např́ıklad sila. Věž

je 20 metr̊u vysoká a je složena z šesti modul̊u o rozměrech 2, 9 × 2, 9 × 3, 0 m a jednom modulu

o velikosti 2, 9 × 2, 9 × 2, 0 m. Pruty na konstrukci jsou rozděleny do tř́ı skupin - sloupy, př́ıčle

a diagonály, přičemž pr̊uřezy jsou vyb́ırány ze sady čtvercových trubek z tabulky 2.1.

Materiál je pro všechny skupiny společný, ocel S235 s meźı kluzu fy = 235 MPa, Youngovým

modulem pružnosti E = 210 GPa a s Poissonovým součinitelem ν = 0, 3. Zat́ıžeńı konstrukce je

v podobě osamělých sil na všech čtyřech styčńıćıch na vrcholu věže ve směru z Fz = −10 kN a ve
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Obrázek 2.2 Př́ıhradová věž
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Obrázek 2.3 Zat́ıžeńı vrcholu věže ve směru x - śıly v kN

Obrázek 2.4 Zat́ıžeńı vrcholu věže ve směru z - śıly v kN
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Obrázek 2.5 Zat́ıžeńı věže ve směru y - śıly v N



16 Optimalizované konstrukce

směru x Fx = 10 kN zobrazené na obrázku 2.3 a 2.4. Zároveň je konstrukce zat́ıžena ve směru

y na boku věže ve všech styčńıćıch silami Fy = 0, 00025 kN, které simuluj́ı zat́ıžeńı od větru na

obrázku 2.5. Je uvažován pouze jeden zatěžovaćı stav, který obsahuje všechno zmı́něné zat́ıžeńı.

Konstrukce obsahuje 32 styčńık̊u, 112 prut̊u a ve spodńıch styčńıćıch je věž uložena na 4 pevné

klouby.



Kapitola 3

Posouzeńı stability dle Eurokódu

Druhá kapitola se zaměřuje na detailńı posouzeńı stability konstrukćı v souladu s Eurokódem.

Představuje postupy založené na normách a podrobně vysvětluje r̊uzné př́ıstupy, včetně elastické

a plastické analýzy a teoríı I. a II. řádu. Tato kapitola slouž́ı jako referenčńı základ pro následné

posouzeńı stability specifikované věže v rámci diplomové práce.

3.1 Úvod

Vliv stability na návrh ocelové prutové konstrukce nar̊ustá se št́ıhlost́ı jednotlivých prut̊u a množ-

stv́ım imperfekćıch zavedených do konstrukce. Pro posouzeńı stability a modelováńı prutových

ocelových konstrukćı tato práce vycháźı z Eurokódu EN 1993-1-1, ve kterém jsou popsány

základńı principy pro prutové soustavy. V této kapitole nejprve představ́ım problematiku stabi-

lity na jednotlivých prutech a poté nast́ıńım, jak by se řešily celé prutové soustavy.

3.2 Stabilita a únosnost prutu

Št́ıhlý prut namáhaný tlakovou silou může selhat vlivem ztráty stability. Nejjednodušš́ı př́ıpadem

je ideálńı prut bez imperfekćı, dokonale př́ımý, zat́ıžený centricky. V takovém př́ıpadě by při

lineárńı analýze nedošlo ke ztrátě stability a prut by přenášel pouze tlak. Ve skutečnosti vždy

k nějaké odchylce ve tvaru či umı́stěńı zat́ıžeńı docháźı, proto je nutné stabilitu posuzovat. Řešeńı

stability prutu je možné hned dvěma zp̊usoby. Známěǰśı postup je Geometrická metoda, známá

také jako Eulerova metoda. Metoda využ́ıvá k výpočtu kritické śıly potřebné pro vybočeńı prutu

řešeńı diferenciálńı rovnice ohybové čáry, která je zobrazen na obr. 3.1, a aproximaci této čáry

sinovou funkćı. Kompletńı zp̊usob výpočtu pomoćı této metody je uveden v mé bakalářské práci

17
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Obrázek 3.1 Princip Eulerovy metody: śıla F zp̊usobuje druhotný moment na pr̊uhybu w(x)

(Glanc, 2022). Druhým zp̊usobem řešeńı stability prutu je Ritzova metoda, která je založená na

porovnáńı energie vnitřńıch a vněǰśıch sil (Šejnoha, 1998).

3.2.1 Zp̊usob vybočeńı

Zp̊usob̊u vybočeńı v d̊usledku ztráty stability je hned několik. Lze je rozdělit na dvě skupiny, na

lokálńı a globálńı vybočeńı. Mezi lokálńı vybočeńı patř́ı lokálńı bouleńı (a) a distorzńı vybočeńı

(b) viz obr.3.2. Jako globálńı zp̊usob vybočeńı prutu lze označit rovinný vzpěr (obrázek c), vzpěr

krouceńım (obrázek d) a prostorový vzpěr (obrázek e). V př́ıpadě uzavřených pr̊uřez̊u docháźı

k redukci zp̊usobu vybočeńı o prostorový vzpěr a vzpěr krouceńım.

Obrázek 3.2 Obecné zp̊usoby vybočeńı, převzato z (Jandera, 2023)

3.2.2 Imperfekce

Postup dle Eurokódu zavád́ı dva druhy imperfekćı. Prvńım typem jsou imperfekce konstrukčńı,

které představuje předevš́ım reziduálńı pnut́ı. Druhým typem jsou geometrické imperfekce, kde
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se vyskytuj́ı jak imperfekce jednotlivých prut̊u, tak i imperfekce celé soustavy. Př́ıkladem geo-

metrických imperfekćı je např́ıklad počátečńı prohnut́ı prutu či počátečńı náklon sloup̊u.

Zavedeńı imperfekćı jednotlivých prut̊u do výpočtu

Existuje několik zp̊usob̊u jak zohlednit imperfekce prut̊u. Nejpřesněǰśım zp̊usobem, jakým lze

imperfekce zavést, je vymodelováńı jednotlivých prut̊u s již počátečńı deformaćı danou poměrem

ke vzpěrné délce. Druhým zp̊usobem zavedeńı imperfekćı je převedeńı počátečńıho zakřiveńı na

náhradńı spojité zat́ıžeńı, které zp̊usob́ı stejnou počátečńı deformaci. Nicméně abychom do mo-

delu nepřidávali zat́ıžeńı, které by mělo vliv na vnitřńı śıly, je nutné toto zat́ıžeńı eliminovat

př́ıslušnými reakcemi na konćıch imperfektńıho prutu. Princip zavedeńı tohoto zat́ıžeńı je zob-

razen na obr. 3.3, kde NEd je návrhová normálová śıla, e0,d je návrhová hodnota imperfekce

a L je délka prutu. Třet́ı zp̊usob, který je možné použ́ıt v př́ıpadě nepř́ımého řešeńı stability, je

Obrázek 3.3 Zavedeńı ekvivalentńıho zat́ıžeńı, převzato z (Jandera, 2023)

zohledněńı imperfekćı pomoćı součinitel̊u vzpěrnosti použitých při posouzeńı. Stanoveńı velikosti

počátečńı imperfekce je v EN 1993-1-1 pomoćı tabulky 3.1, kde velikost imperfekce eo záviśı na

typu analýzy a dané křivce vzpěrnosti, která je ovlivněna pr̊uřezem prutu.

Zavedeńı imperfekćı konstrukčńıho systému do výpočtu

Imperfekce celé soustavy jsou zavedeny jako počátečńı náklon konstrukce viz obr. 3.4. Náklon

je ovlivněn základńı hodnotou náklonu, která je stanovena normou na hodnotu ϕ0 = 1
200 . Tato
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Tabulka 3.1 Návrhové hodnoty imperfekćı, převzato z (EN-1993-1-1, 2005)

Křivka vzpěrné pevnosti pružnostńı analýza plasticitńı analýza
podle EN1993-1-1 tab. 6.2 e0/L e0/L

a0 1/350 1/300
a 1/300 1/250
b 1/250 1/200
c 1/200 1/150
d 1/150 1/100

hodnota je poté redukována v závislosti na počtu sloup̊u v řadě αm a výšce jednotlivých sloup̊u

součinitelem αh. Redukce se pak provede pomoćı rovnice ϕ = ϕ0 · αh · αm. Zavedeńı do globálńı

Obrázek 3.4 Imperfekce konstrukčńıho systému, převzato z (EN-1993-1-1, 2005)

analýzy se pak provede např́ıklad pomoćı vymodelováńı konstrukce s náklonem. Př́ıpadně ob-

dobně jako u prut̊u lze tento náklon převést na ekvivalentńı zat́ıžeńı pomoćı vodorovných sil.

Tento zp̊usob je pro zatěžovaćı stavy s tlakem v sloupech bezpečný a konzervativńı. Nav́ıc norma

udává podmı́nku, která při splněńı umožňuje zanedbat tento počátečńı náklon. Tato podmı́nka

je ve tvaru HEd ≥ 0, 15 · VEd, kde HEd představuje celkové vodorovné návrhové zat́ıžeńı - tzv.

patrový smyk, VEd představuje celkové svislé zat́ıžeńı rámu přenesené patrem - tzv. patrový tlak.

3.3 Interakce tlaku a ohybu

V předchoźı části této kapitoly jsme uvažovali zat́ıžeńı jednotlivých prut̊u pouze tlakem. Jelikož

uvažujeme př́ıhradovou konstrukci jako konstrukci složenou z rámových prvk̊u, je nutné uvažovat,

že je prut zat́ıžen kombinaćı ohybu a osové tlakové śıly. Mı́ru interakce těchto vnitřńıch sil

ovlivňuje nejen št́ıhlost prutu, ale i tvar ohybového momentu. V této části kapitoly nejprve

představ́ım základńı formulace a postupy pro stanoveńı únosnosti pr̊uřezu a poté představ́ım

formulaci interakce N+M a jej́ı řešeńı normou EN 1993-1-1.



Interakce tlaku a ohybu 21

3.3.1 Únosnost pr̊uřezu

Pr̊uřezy tř́ıdy 1 a 2

Pro šikmý ohyb lze použ́ıt rovnici 6.41 z EN 1993-1-1, která je ve tvaru

[
My,Ed

MN,y,Ed

]α

+
[
Mz,Ed

MN,z,Ed

]β

≤ 1 , (3.1)

kde α a β jsou konstanty, které lze konzervativně uvažovat rovné hodnotě 1, nebo je lze stanovit

pomoćı rovnic:

- pro I a H pr̊uřezy: α = 2;β = 5 · n

- pro kruhové duté pr̊uřezy: α = 2;β = 2

- pro pravoúhlé duté pr̊uřezy: α = β = 1,66
1−1,13·n2 , ale α = β ≤ 6

kde n = NEd/Npl,Rd a MN,y,Rd = MN,z,Rd = Mpl,Rd · (1 − n1,7).

Pr̊uřezy tř́ıdy 3

Když nep̊usob́ı smyková śıla, pro pr̊uřezy třet́ı tř́ıdy plat́ı rovnice pro největš́ı podélné normálové

napět́ı

σx,Ed ≤ fy

γM0
, (3.2)

kde σx,Ed je návrhová hodnota mı́stńıho podélného napět́ı od momentu a osové śıly, kterou lze

určit pomoćı EN 1993-1-1. Výsledná rovnice s uvážeńım těchto vnitřńıch sil je poté ve tvaru

NEd

Npl,Rd
+ My,Ed

Mel,y,Rd
+ Mz,Ed

Mel,z,Rd
≤ 1 . (3.3)

Pr̊uřezy tř́ıdy 4

Obdobně jako pro pr̊uřezy třet́ı tř́ıdy je v př́ıpadě pr̊uřezu tř́ıdy čtyři nutné splnit podmı́nku pro

největš́ı podélné normálové napět́ı pomoćı rovnice 3.2. Výsledná rovnice je poté ve tvaru

NEd

Aeff · fy

γM0

+ My,Ed +NEd · eNy

Weff,y,min · fy

γM0

+ Mz,Ed +NEd · eNz

Weff,z,min · fy

γM0

≤ 1 (3.4)
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3.3.2 Interakce N+M dle EN 1993-1-1

Pro posouzeńı interakce N+M je nutné splnit dvě rovnice dané normou EN 1993-1-1, které

zaváděj́ı vliv vzpěrnosti a klopeńı na celkovou únosnost prutu. Tyto rovnice jsou ve tvaru

NEd

χy · NRk

γM1

+ kyy · My,Ed + ∆My,Ed

χLT · My,Rk

γM1

+ kyz · Mz,Ed + ∆Mz,Ed

Mz,Rk

γM1

≤ 1 , (3.5)

NEd

χz · NRk

γM1

+ kzy · My,Ed + ∆My,Ed

χLT · My,Rk

γM1

+ kzz · Mz,Ed + ∆Mz,Ed

Mz,Rk

γM1

≤ 1 . (3.6)

Kde NRk, My,Rk a Mz,Rk se vypočte pomoćı tabulky 3.2 převzaté z normy EN 1993-1-1. Tato

tabulka zobrazuje rozd́ıly výpočtu pro r̊uzné tř́ıdy pr̊uřezu. Pro kompletńı posouzeńı je ovšem

nutné, aby byla splněna i únosnost pr̊uřezu definovaná v předchoźı části této kapitoly.

Tabulka 3.2 Imperfekce konstrukčńıho systému, převzato z (EN-1993-1-1, 2005)

Tř́ıda pr̊uřezu 1 2 3 4
Ai A A A Aeff
Wy Wpl,y Wpl,y Wel,y Weff,y
Wz Wpl,z Wpl,z Wel,z Weff,z

∆My,Ed 0 0 0 eN,yNEd

∆Mz,Ed 0 0 0 eN,zNEd

Pro výpočet interakčńıch součinitel̊u kyy, kzy, kyz a kzz připoušt́ı Eurokód dvě r̊uzné metody.

Tyto součinitele zaváděj́ı vliv druhého řádu a jsou stanoveny pomoćı součinitel̊u ekvivalentńıho

momentu. Označeńı těchto součinitel̊u ki,j je pomoćı dvou index̊u, kde i představuje osu ke které

dojde k vybočeńı a j představuje osu ohybu momentu.

3.3.3 Stanoveńı interakčńıch součinitel̊u metodou 1

Tato metoda je založená na základńıch rovnićıch, kv̊uli tomu je obecná a přesná. Poprvé byla

představena v článku (Boissonnade et al., 2004) a následně použita v Eurokódu. Kompletńı

zp̊usob stanoveńı interakčńıch součinitel̊u a součinitel̊u potřebných pro jejich výpočet je uveden

v EN 1993-1-1 v př́ıloze A.

3.3.4 Stanoveńı interakčńıch součinitel̊u metodou 2

Hlavńı př́ınos této metody je předevš́ım v jednoduchosti výpočtu, nav́ıc pro běžné př́ıpady je

dostatečně přesná a proto je preferována u většiny výpočt̊u. Metoda je založená na řadě ex-

periment̊u a empirických vzorc̊u, které vedou k výpočtu těchto součinitel̊u. Kompletńı zp̊usob

stanoveńı je také uveden v EN 1993-1-1 v př́ıloze B.
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3.4 Stabilita prutových konstrukćı

Prvńım krokem v stabilitě konstrukćı je výpočet vnitřńıch sil. Existuje hned několik analýz, které

slouž́ı k výpočtu těchto sil. Tyto analýzy se daj́ı rozdělit na dvě skupiny, pružnou a plastickou.

Zároveň je možné tyto skupiny rozdělit na výpočet podle teorie I. nebo II. řádu.

Prvńı řád

Prvńı řád představuje nejjednodušš́ı zp̊usob výpočtu, kde rovnice rovnováhy jsou sestaveny na

nedeformované konstrukci. Vliv druhého řádu, tedy deformace konstrukce a následná změna

vnitřńıch sil, je zanedbatelná, nebo je zavedena jiným zp̊usobem. Možné zavedeńı tohoto vlivu

je např́ıklad pomoćı zvětšeného vodorovného zat́ıžeńı, součinitele vzpěrnosti a nebo pomoćı in-

terakčńıho součinitele.

Druhý řád

U druhého řádu neplat́ı princip superpozice a nav́ıc je nutné sestavit podmı́nky rovnováhy na

zdeformované konstrukci. Např́ıklad u rámu docháźı jednak k náklonu konstrukce, který zpravidla

zp̊usob́ı sńıžeńı tuhosti rámu. Zároveň může docházet k vybočeńı jednotlivých št́ıhlých sloup̊u,

což může také ovlivnit tuhost jednotlivých prut̊u.

Pružná globálńı analýza

Pružnostńı analýzou lze stanovit vnitřńı śıly bez požadavk̊u na tažnost a rotačńı kapacitu. Daľśı

výhodou je univerzálnost této metody, která zajǐst’uje použitelnost pro všechny konstrukce z běžné

konstrukčńı oceli. Proto se jedná o nejpouž́ıvaněǰśı a nejběžněǰśı postup v současné i minulé době.

Typy pružnostńı analýzy:

- LA - lineárńı pružná analýza

- LBA - lineárńı stabilita

- GNA - geometricky nelineárńı pružná analýza ideálńı konstrukce

- GNIA - geometricky nelineárńı pružná analýza imperfektńı konstrukce

Plastická globálńı analýza

Plastická analýza má hned několik omezeńı, at’ už v požadavćıch na tažnost, nebo v nutnosti

posouzeńı parametr̊u materiálu, jednotlivých př́ıpoj̊u, či tvaru a tř́ıdy pr̊uřezu. Ovšem tato značná
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omezeńı přinášej́ı možnost větš́ıho využit́ı konstrukce v př́ıpadech, kdy rozhoduj́ıćım faktorem je

mezńı stav únosnost (MSÚ). Typy plasticitńı analýzy:

- MNA - materiálově nelineárńı analýza

- GMNA - geometricky i materiálově nelineárńı analýza

- GMNIA - geometricky i materiálově nelineárńı analýza imperfektńı konstrukce

3.4.1 Lineárńı stabilitńı výpočet

Pro použit́ı této metody je nutné dodržeńı několika počátečńıch podmı́nek. Veškeré pruty muśı

být př́ımé a s konstantńım pr̊uřezem a tuhost́ı. Zároveň muśı být dodrženo, že veškeré pr̊uběhy

normálových sil jsou konstantńı a jsou uvažovány pouze osové śıly. Vněǰśı zat́ıžeńı je jednopara-

metrické a je zavedeno pouze ve styčńıćıch. Postup výpočtu spoč́ıvá nejprve v lineárńı výpočtu

vnitřńıch sil a následné sestaveńı stabilitńı podmı́nky. Výsledkem tohoto výpočtu je poté tvar

vybočeńı konstrukce, stanoveńı kritického zat́ıžeńı a dopočteńı kritické délky Lcr pro celou kon-

strukci. Tato proměnná záviśı na jediném parametru αcr = Ncr/NEd, který je konstantńı pro

celou konstrukci a představuje nejmenš́ı absolutńı hodnotu součinitel̊u kritického zat́ıžeńı λ, tedy

αcr = min |λ|. Určeńı vzpěrné délky je poté možné stanovit pomoćı rovnice

Lcr = π ·
√
EI

Ncr
, (3.7)

kde Ncr = αcr · Nd, αcr je součinitel kritického zat́ıžeńı, E je Young̊uv modul pružnosti a I je

moment setrvačnosti. Tyto výsledky lze zároveň využ́ıt pro jiné zp̊usoby analýzy konstrukce.

Vlastńı tvar vybočeńı lze použ́ıt pro stanoveńı počátečńı deformace. Zároveň tento výpočet slouž́ı

k určeńı mı́ry vlivu druhého řádu. Ovšem platnost řešeńı pomoćı této analýzy je omezena nutnost́ı

řešit jednotlivé kombinace zat́ıžeńı zvlášt’. Daľśı podstatným omezeńım je skutečnost, že vybočeńı

je iniciováno u nejkritičtěǰśıho prutu.

3.4.2 Nelineárńı pružná analýza

Tento zp̊usob analýzy je řešen podle teorie II. řádu, tedy zavád́ı vliv malých přetvořeńı do

výpočtu. Výhody této analýzy spoč́ıvaj́ı předevš́ım v hledáńı př́ımého řešeńı pružné stability.

Ovšem jak již bylo zmı́něno, u výpočtu druhého řádu již neplat́ı princip superpozice, proto je

zpravidla nutné použ́ıt pro výpočet software, který je potenciálně schopný provést analýzu pro

velké množstv́ı kombinaćı zat́ıžeńı.
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3.4.3 Stabilita konstrukćı dle druhého řádu

Pro př́ımé řešeńı prutové soustavy je dle normy EN 1991-1-3 nutné zavést vliv druhého řádu,

pokud je jejich vliv na vnitřńı śıly nezanedbatelný. Pro posouzeńı vlivu na vnitřńı śıly je využ́ıván

parametr αcr, pro který jsou v normě stanoveny dvě limitńı hodnoty. Pro pružnostńı analýzu

plat́ı, že lze zanedbat vliv druhého řádu pokud je αcr ≥ 10. Pro analýzu plasticitńı je hodnota

stanovena na αcr ≥ 15. V př́ıpadě, že αcr < 10, resp. αcr < 15, je nutné výpočet vnitřńıch sil

provést podle teorie druhého řádu. Pokud dojde ke splněńı těchto podmı́nek, je možné uvažovat,

že nedojde k vybočeńı konstrukce. Ovšem posudek jednotlivých izolovaných prut̊u na stabilitu se

konzervativně uvažuje pro systémové délky. Pokud je αcr ≤ 25, je výpočet ještě v́ıce zjednodušen,

protože je možné pro rovinu vybočeńı př́ıslušného vlastńıho tvaru provést posudek pouze pro

prostý tlak. Pokud αcr ≤ 1, pak je konstrukce pro zadané zat́ıžeńı nestabilńı.

Pokud tato podmı́nka splněna neńı, je nutné tyto vlivy uvažovat. Obecně jsou známé tři

možné zp̊usoby řešeńı.

Geometricky nelineárńı řešeńı imperfektńı konstrukce

V této analýze jsou zavedeny jednak imperfekce jednotlivých prut̊u, tak imperfekce celé kon-

strukce. Účinky druhého řádu jsou zohledněny ve vnitřńıch silách. Posudek je proveden na prostý

tlak a prostý ohyb. Zpravidla se tato analýza provád́ı pouze pro rovinné modely, kde je ovšem

zahrnut vliv klopeńı a vybočeńı z roviny. Prostorové modely nejsou v EC3 řešeny, protože nejsou

běžně využ́ıvány.

Geometricky nelineárńı řešeńı s pouze globálńı imperfekćı

Zavedené imperfekce v modelu jsou pouze imperfekcemi celé soustavy a nejsou proto zohledněny

imperfekce jednotlivých prut̊u. Výpočet vnitřńıch sil se provede s vlivem druhého řádu, ovšem

norma zavád́ı i alternativńı př́ıstup pro αcr ≥ 3, kdy lze přibližně stanovit účinek druhého řádu

zvětšeńım účinku vodorovných sil poměrem daným rovnićı

1
1 − 1

αcr

. (3.8)

Při posouzeńı jednotlivých prut̊u se využije systémových délek prut̊u a součinitel̊u vzpěrnosti,

č́ımž se zohledńı imperfekce jednotlivých prut̊u, které nejsou zahrnuty v samotném modelu kon-

strukce.
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Soustava prut̊u bez imperfekćı řešená lineárńım výpočtem

V tomto zp̊usobu řešeńı stability nejsou zavedené žádné imperfekce. Výpočet je proveden bez

ohledu na αcr a vnitřńı śıly jsou řešeny prvńım řádem. Vzpěrné délky posuzovaného prutu jsou

stanoveny s ohledem na globálńı vybočeńı a stanov́ı se pomoćı αcr pro posuzovaný prut a pro

rozhoduj́ıćı kombinaci zat́ıžeńı pomoćı rovnice

Lcr = π ∗

√
E · I

αcr,i ·NEd
. (3.9)

3.4.4 Zp̊usoby řešeńı prutových konstrukćı dle EN

Dle Eurokódu lze konstrukce posuzovat třemi zp̊usoby, kde každý zp̊usob má určitá omezeńı pro

použit́ı na r̊uzné konstrukce.

Metoda 1 - s imperfekcemi soustavy

Imperfekce soustavy jsou stanoveny podle EN1993-1-1 5.2.2(3)b). Posouzeńı vzpěru a klopeńı se

provede ručně dle EN1993-1-1 5.2.2(7)b) s využit́ım redukčńıch součinitel̊u χ. Výpočet vnitřńıch

sil je nutné podle teorie druhého řádu při nesplněńı podmı́nky αcr ≥ 10.

Metoda 2 - metoda ekvivalentńıch prut̊u

Imperfekce a účinky druhého řádu jsou stanoveny dle EN1993-1-1 5.2.2(3)c). Vzpěr a klopeńı se

posoud́ı ručně dle EN1993-1-1 5.2.2(8) s využit́ım tvaru globálńıho vybočeńı. Vnitřńı śıly jsou

stanoveny bez ohledu na αcr.

Metoda 3 - Př́ımé řešeńı II. řádem

Imperfekce a účinky druhého řádu jsou řešeny dle EN1993-1-1 5.2.2(3)a). Posouzeńı jednotlivých

prut̊u je možné zanedbat pokud splňuje EN1993-1-1 5.2.2(7)a). V této metodě jsou zavedeny

imperfekce soustavy i jednotlivých prut̊u. Vzpěr je řešen př́ımým řešeńım a klopeńı zpravidla

ručně. V této metodě neplat́ı princip superpozice, proto je nutné řešit r̊uzné kombinace zat́ıžeńı.

Ovšem tato metoda má hned několik omezeńı. Neexistuje obecný algoritmus pro stanoveńı im-

perfektńıho tvaru potřebného pro výpočet. Zároveň tento tvar je zpravidla r̊uzný pro r̊uzné

kombinace zat́ıžeńı. Mimo jiné je komplikaćı klopeńı prut̊u, jelikož běžný model postihne pouze

vzpěr a klopeńı je nutné posoudit ručně.
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3.4.5 Vhodnost jednotlivých metod

Metoda 1

Tato metoda je předevš́ım vhodná pro rámové konstrukce. Pro obloukové konstrukce je ovšem

nevhodná.

Metoda 2

Tuto metodu je vhodné použ́ıt, pokud jde o konstrukci s kloubovými vazńıky. Pro rámové kon-

strukce nezavád́ı vliv II. řádu pro př́ıčel.

Metoda 3

Tato metoda je vhodná pro většinu druh̊u konstrukćı, ovšem kv̊uli náročnosti výpočtu nemuśı

být vždy nejvhodněǰśım řešeńım u jednoduchých konstrukćı.

3.4.6 Shrnut́ı globálńı analýzy

Pružná analýza

Výpočet vnitřńıch sil podle teorie prvńıho řádu lze provést, pokud je vliv druhého řádu zane-

dbatelný nebo pokud je tento vliv zaveden jiným zp̊usobem. V opačném př́ıpadě je vždy nutné

provést výpočet vnitřńıch sil podle teorie druhého řádu.

Plastická analýza

Pro komplikovanost této analýzy je jej́ı použit́ı zpravidla omezené na jednoduché konstrukce

nebo sofistikovaněǰśı modely (Jandera, 2023).





Kapitola 4

Globálńı stabilitńı analýza

V této kapitole se zaměřujeme na lineárńı stabilitu př́ıhradových konstrukćı, kde kĺıčovým ćılem

je identifikovat kritické břemeno, při kterém dojde k selháńı konstrukce z hlediska stability.

Postupně je provedena statická analýza pomoćı rámových prvk̊u a následně je stanoveno toto

kritické břemeno.

Postup této analýzy, včetně odvozeńı jednotlivých část́ı, byl komplexně zpracován v mé ba-

kalářské práci (Glanc, 2022) a je zkráceně prezentován v dodatku A.2. Tato kapitola představuje

nezbytný krok v celkovém posouzeńı stability specifikované věže v rámci diplomové práce.

4.1 Lineárńı analýza konstrukce

Pro posouzeńı stability konstrukce je nejprve nutné provést standardńı lineárńı statickou analýzu.

Jelikož stabilitu př́ıhradové konstrukce budu posuzovat s využit́ım rámových prvk̊u, je nutné

provést také statickou analýzu pomoćı rámových prvk̊u. Rámový prvek má oproti př́ıhradovému

prvku na každém konci 6 koncových sil, jejich orientace a použité názvoslov́ı je zobrazeno na

obrázku 4.1.

Obrázek 4.1 Bisymetrický rámový element

29
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Výsledkem statické lineárńı analýzy je výpočet vnitřńıch sil a přemı́stěńı na konstrukci. Nej-

prve je nutné vypoč́ıtat neznámé posuny a pootočeńı na konstrukci, pro tento výpočet slouž́ı

známá rovnice, která je základem deformačńı metody

[K] · {r} = {f} , (4.1)

kde [K] je matice tuhosti, {f} je vektor zat́ıžeńı a {r} je vektor neznámých přemı́stěńı.

Následnou transformaćı a lokalizaćı lze źıskat neznámá přemı́stěńı jednotlivých prut̊u a dopoč́ı -

tat koncové śıly na všech elementech, které následně využijeme pro nelineárńı analýzu konstrukce.

4.2 Nelineárńı analýza konstrukce

Tato část stabilitńı analýzy využ́ıvá vnitřńı śıly vypočtené na konstrukci a pomoćı nich stanovuje

součinitel kritického zat́ıžeńı λ, který představuje násobek zadaného zat́ıžeńı, při kterém dojde

ke ztrátě stability. Zp̊usob nalezeńı kritického břemene spoč́ıvá v řešeńı rovnice

[K + λKref
σ ]{∆} = {0} , (4.2)

kde [Kσ] je matice geometrické tuhosti, nebo také matice počátečńıch napět́ı, vypočtená pro

zadané zat́ıžeńı, λ součinitel kritického zat́ıžeńı a vektor {∆} vyjadřuje deformovaný tvar kon-

strukce pro jednotlivé součinitele kritického zat́ıžeńı. Tato rovnice vede na problém vlastńıch č́ısel,

kde součinitel kritického zat́ıžeńı představuje vlastńı č́ısla soustavy a vektor {∆} představuje

vlastńı vektory. Zp̊usoby řešeńı tohoto matematického problému je uveden v (Glanc, 2022).

Výsledkem této části analýzy je tedy nejen kritické břemeno ale i tvar zdeformované konstrukce,

který lze využ́ıt jako počátečńı tvar konstrukce při analýze II. řádem.

Pokud je součinitel λ > 1 znamená to, že konstrukce je stabilńı a nedojde tedy ke ztrátě

stability. Z kapitoly 3 v́ıme, že přestože je konstrukce stabilńı, může selhat vlivem druhého řádu,

pokud λ = αcr < 10, proto je v této práci optimalizovaná konstrukce na hodnotu λ > 10. Tento

předpoklad nám zajist́ı, že je možné konstrukci dále posuzovat pouze na účinky I. řádu.



Kapitola 5

Metoda větv́ı a meźı

Čtvrtá kapitola se zaměřuje na optimalizačńı metodu větv́ı a meźı. Obecně představuje a de-

tailně rozeb́ırá principy této metody na jednoduchém př́ıkladu. Zároveň jsou v této části práce

představeny a vysvětleny jednotlivé modifikace této optimalizačńı metody. Kapitola poskytuje

čtenáři vhled do fungováńı metody větv́ı a meźı a připravuje základ pro jej́ı následné použit́ı

v optimalizaci př́ıhradových konstrukćı v rámci diplomové práce.

5.1 Úvod

Metoda meźı a větv́ı (BnB) je účinným nástrojem pro řešeńı optimalizačńıch problémů, a byla po-

prvé představena v (Land et al., 1960). Základńı myšlenkou této metody je rozděleńı p̊uvodńıho

problému na jednotlivé sub-problémy, či větve, a následné využit́ı meźı k eliminaci těch větv́ı,

které nevedou k optimálńımu řešeńı. Úspěch algoritmu je značně závislý na volbě horńıch a dolńıch

meźı. Umı́stěńı těchto meźı bĺıže ke globálńımu optimu zvyšuje rychlost konvergence algoritmu

a vede k dosažeńı správného řešeńı. Od svého představeńı se stala nejpouž́ıvaněǰśı metodou

pro řešeńı kombinatorických optimalizačńıch problémů (Clausen, 1999). Během této doby došlo

k řadě modifikaćı p̊uvodńı metody, které vedou v některých př́ıpadech k rychleǰśımu algoritmu.
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Minimalizovaná účelová funkce: f = −20x1 − 10x2 . (5.1)

Omezuj́ıćı podmı́nky: g1 : −20x1 − 10x2 + 75 ≤ 0 , (5.2)

g2 : 12x1 + 7x2 − 55 ≤ 0 , (5.3)

g3 : 25x1 + 10x2 − 90 ≤ 0 . (5.4)

Sady hodnot proměnných: x1 ∈ {0, 1, 2, 3}, x2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} . (5.5)

(5.6)

5.2 Metoda BnB s diskrétńımi proměnnými

Vysvětleńı tohoto algoritmu lze ilustrovat na následuj́ıćı úloze, kterou jej́ı autor podrobně rozeb́ırá

v (Jasbir S Arora, 2000). Úloha je formulována v rovnićıch 5.1-5.5, s účelovou funkćı f(x1, x2)

a omezuj́ıćımi podmı́nkami g1, g2 a g3, vyjádřenými jako nerovnice. Tato úloha zahrnuje také

sadu diskrétńıch proměnných x1 a x2. Hlavńım ćılem této úlohy je minimalizace účelové funkce.

Úmyslně je zvolena jednoduchá úloha a zcela jistě by šla snadno vyřešit hrubou silou, která

postupně poč́ıtá všechna možná řešeńı. Ovšem d́ıky velikosti úlohy bude snadné demonstrovat

výhody BnB metody a porovnat množstv́ı vypočtených kombinaćı oproti metodě hrubé śıly.

Z podoby účelové funkce je patrné, že jej́ı parciálńı derivace jsou obě záporné, což znač́ı, že se

jedná o klesaj́ıćı účelovou funkci. Zároveň je ćılem této úlohy minimalizace účelové funkce. Tuto

informaci využijeme při volbě počátečńıch hodnot x1 a x2, kdy je vhodné zvolit maximálńı možné

hodnoty těchto proměnných. Na obrázku 5.1 je graficky zobrazen postup metody. Jednotlivé

obdélńıky představuj́ı uzly, ve kterých jsou zobrazeny zvolené proměnné ze sad, hodnota účelové

funkce a hodnoty omezuj́ıćıch podmı́nek. Při každém větveńı uzlu docháźı ke sńıžeńı pouze jedné

proměnné a zbylé proměnné, v našem př́ıpadě pouze jedna, z̊ustávaj́ı na stejné hodnotě. Jsou

vypoč́ıtány hodnoty účelové funkce a omezuj́ıćıch podmı́nek. K zastaveńı větveńı docháźı ve dvou

př́ıpadech - pokud hodnota účelové funkce překroč́ı horńı mez, která představuje hodnotu dosud

nejlepš́ıho nalezeného řešeńı, nebo pokud dojde ke splněńı omezuj́ıćıch podmı́nek, pak hodnota

účelové funkce představuje nalezené dosavadńı optimum.

Ve třet́ı úrovni větveńı docháźı k zastaveńı větve v uzlu x = {1; 6}, protože byly splněny

omezuj́ıćı podmı́nky, a algoritmus zač́ıná prohledávat zbývaj́ıćı uzly. Podobná situace nastává

i v př́ıpadě uzlu x = {2; 4}. V obou př́ıpadech neńı v daném okamžiku vhodné větvit dále,

protože se prozat́ım jedná o nejlepš́ı řešeńı. Zastaveńı větveńı v uzlech x = {2; 3} a x = {1; 5}

nastává z jiných d̊uvod̊u. Účelová funkce již překročila hodnotu dosud nalezeného optima a nav́ıc
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x = {3; 6}
f = −120

g = {−45; 23; 45}

x = {2; 6}
f = −100

g = {−25; 11; 20}

x = {3; 5}
f = −110

g = {−35; 16; 35}

x = {2; 5}
f = −110

g = {−15; 4; 10}

x = {3; 4}
f = −100

g = {−25; 9; 25}

x = {1; 6}
f = −80

g = {−5; −1; −5}

x = {3; 3}
f = −90

g = {−15; −2; 15}

x = {2; 4}
f = −80

g = {−5; −3; 0}

STOP - dokud nebudou
nalezena řešeńı s menš́ı

hodnotou účelové funkce
na ostatńıch uzlech

x = {1; 5}
f = −70

g = {5; −8; −15}

x = {2; 3}
f = −70

g = {5; −10; −10}

STOP - dokud nebudou
nalezena řešeńı s menš́ı

hodnotou účelové funkce
na ostatńıch uzlech

STOP - hodnota účel-
ové funkce je větš́ı než
u nalezeného optima

STOP - hodnota účel-
ové funkce je větš́ı než
u nalezeného optima

x = {3; 2}
f = −80

g = {−5; −5; 5}

STOP - hodnota účel-
ové funkce již bude větš́ı než

u nalezeného optima

Obrázek 5.1 Diagram metody větv́ı a meźı s diskrétńımi proměnnými
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−1 0 1 2

0

1

2

3

4
x ≤ 0 x ≥ 1

x

f
(x

)

Obrázek 5.2 Relaxace proměnné a rozděleńı problému

nejsou splněny omezuj́ıćı podmı́nky. Je tedy jasné, že v těchto větv́ıch již globálńı optimum neńı

dosažitelné. Posledńı omezená větev vede k uzlu x = {3; 2}, kde je hodnota účelové funkce rovna

dosud nalezenému optimu, avšak omezuj́ıćı podmı́nky nejsou splněny. Tedy i v této větvi neńı

globálńı optimum dosažitelné.

5.3 Metoda BnB s relaxaćı

Pokud mohou diskrétńı proměnné z fyzikálńıho hlediska nabývat spojitých hodnot, lze využ́ıt

modifikaci metody BnB s relaxaćı proměnných. Výhodou této modifikace je možnost využ́ıt

pro lokálńı minimalizaci lineárńı programováńı, např́ıklad pomoćı simplexové metody. Myšlenka

spoč́ıvá v nahrazeńı diskrétńıch proměnných spojitými. Postup bude demonstrován na stejném

př́ıkladu jako v předešlé kapitole od stejného autora (Jasbir S Arora, 2000).

5.3.1 Relaxace proměnných

Tato modifikace metody BnB využ́ıvá skutečnosti, že pokud lze diskrétńı hodnoty nahradit

spojitým řešeńım, pak diskrétńı optimum lež́ı pobĺıž optima se spojitými hodnotami. Lze si to

snadno představit na jedné proměnné a účelové funkci ve tvaru paraboly, jak je znázorněno

na obrázku 5.2. Zde parabola reprezentuje spojité proměnné, zat́ımco černé body symbolizuj́ı

diskrétńı proměnné. Minimalizace této spojité funkce by jistě vedla k nalezeńı minima v bodě

x = 0, 5, který ovšem neńı diskrétńım bodem. V takovém př́ıpadě metoda BnB s relaxaćı rozděĺı

problém na dva podproblémy, jak je znázorněno šedivými obdélńıky. Následně, prostřednictv́ım

lokálńı minimalizace, je možné nalézt hledaná globálńı optima.
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x = {1, 45; 5, 36}
f = −82, 73

g = {−7, 73; 0; 0}

Uzel 1

x = {1, 08; 6, 00}
f = −81, 67

g = {−6, 67; 0; −2, 92}

Uzel 3
x = {1, 60; 5, 00}
f = −82, 00

g = {−7, 00; −0, 80; 0}

Uzel 2

x = {1, 00; 5, 00}
f = −70, 00

g = {5; −8; −15}

Uzel 5
x = {2, 00; 4, 00}
f = −80, 00

g = {−5; −3; 0}

Uzel 4
x = {2, 00; 6, 00}
f = −70, 00

g = {−25; 11; 20}

Uzel 6
x = {1, 00; 6, 00}
f = −80, 00

g = {−5; −1; −5}

Uzel 7

x2 ≤ 5 x2 ≥ 6

x1 ≤ 1x1 ≥ 2 x1 ≤ 1x1 ≥ 2

STOP
nesplňuje omezuj́ıćı

podmı́nky

STOP
diskrétńı optimum

STOP
nesplňuje omezuj́ıćı

podmı́nky

STOP
diskrétńı optimum

Obrázek 5.3 Diagram metody větv́ı a meźı s relaxaćı - větveńı od x2

5.3.2 Postup výpočtu

Postup výpočtu je zobrazen na obr. 5.3. Lze si všimnout, že diagram se mı́rně lǐśı od p̊uvodńıho

uvedeného v (Jasbir S Arora, 2000), jelikož je druhá proměnná rozš́ı̌rena na interval x ∈ ⟨0; 7⟩,

přestože v p̊uvodńım zadáńı byla omezena na maximálńı hodnotu 6. Zároveň jsem pro lepš́ı

vysvětleńı metody zač́ınal dělit podproblémy od proměnné x2. Děleńı dle proměnné x1 je zobra-

zeno na obrázku 5.4.

Prvńım krokem je nahrazeńı diskrétńıch proměnných spojitými. Následně se metodou mate-

matického programováńı vypočte spojité řešeńı. Pokud jsou všechny źıskané hodnoty diskrétńı,

algoritmus je ukončen. Ovšem většinou docháźı k nalezeńı hodnot spojitých. V takovém př́ıpadě

vybereme jednu z nalezených hodnot proměnných xi. Tato proměnná xi muśı ležet mezi dvojićı

diskrétńıch proměnných di,j < xi < di,j+1. Tato skutečnost nám umožńı rozdělit problém na

dva podproblémy. Prvńı, kdy di,j ≥ xi, a druhý podproblém, kdy xi ≥ di,j+1. T́ımto zp̊usobem

je v uzlu 1 prostor spojitého řešeńı rozdělen, ale neńı vynecháno jediné řešeńı. Nyńı se vyřeš́ı

na obou podproblémech v uzlech 2 a 3 lokálńı minimalizace. Obdobným zp̊usobem se provede

rozvětveńı pro daľśı proměnnou. T́ımto zp̊usobem se pokračuje obdobně jako u předchoźı kapi-

toly, a větveńı je opět zastaveno, pokud hodnota účelové funkce překroč́ı dosud nejlepš́ı nalezené

řešeńı. Druhým d̊uvodem pro ukončeńı větve je nemožnost nalezeńı řešeńı, které by splňovalo

omezuj́ıćı podmı́nky na zvoleném podprostoru. K tomuto zastaveńı došlo v př́ıpadě uzlu 5 a 6.
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x = {1, 45; 5, 36}
f = −82, 73

g = {−7, 73; 0; 0}

Uzel 1

x = {2, 00; 4, 00}
f = −80, 00

g = {−5; −3; 0}

Uzel 3
x = {1, 00; 6, 00}
f = −80, 00

g = {−5; −1; −5}

Uzel 2
x1 ≤ 1 x1 ≥ 2

STOP
diskrétńı optimum

STOP
diskrétńı optimum

Obrázek 5.4 Diagram metody větv́ı a meźı s relaxaćı - větveńı od x1

Zároveň můžeme na tomto př́ıkladu snadno demonstrovat nevýhodu metody BnB. Problém

spoč́ıvá ve volbě proměnné, na které začneme větvit. V prvńım př́ıkladě jsem záměrně zvo-

lil proměnnou s větš́ı sadou hodnot, aby bylo lépe vidět, jak prob́ıhá větveńı. Pokud se nyńı

pod́ıváme na obrázek 5.4, kde prob́ıhá větveńı od proměnné x1, lze jasně pozorovat, jakým

zp̊usobem jsme urychlili konvergenci t́ım, že jsme správně vybrali, kde zač́ıt větvit. Tato nevýhoda

se s nar̊ustaj́ıćımi dimenzemi může stát značným zpomaluj́ıćım faktorem pro algoritmus BnB.

5.4 Srovnáńı metody BnB

Pro řešeńı kombinatorických optimalizačńıch problémů představuje největš́ı překážku obrovské

množstv́ı možných řešeńı, což u větš́ıch úloh znesnadňuje nalezeńı optima. V předchoźım př́ıkladě

existuje 4 · 7 = 28 kombinaćı, které by bylo nutné proj́ıt při použit́ı metody hrubé śıly. Metoda

BnB s diskrétńımi proměnnými dramaticky snižuje počet nutných výpočt̊u na 11 kombinaćı,

což představuje výrazné zrychleńı výpočtu. Ještě rychleǰśıho výpočtu lze dosáhnout pomoćı re-

laxace proměnných, kde při správném zvoleńı meźı a počátku větveńı může být optimálńı řešeńı

dosaženo vyřešeńım pouze 3 kombinaćı.



Kapitola 6

Optimalizace př́ıhrad metodou

BnB

Pátá kapitola se věnuje konkrétńı aplikaci optimalizačńı metody větv́ı a meźı na úlohu optima-

lizace př́ıhradových konstrukćı. V prvńı části kapitoly je představena standardńı implementace

této metody, následně jsou provedeny úpravy vedoućı k vytvořeńı formy metody pro celoč́ıselné

lineárńı programováńı (MILP). Tato modifikace vede k linearizaci systému a zároveň umožňuje

urychleńı optimalizačńıho procesu. Kapitola detailně vysvětluje postup aplikace metody větv́ı

a meźı na optimalizaci př́ıhradových konstrukćı.

6.1 Úvod

V této kapitole se budu věnovat diskrétńı rozměrové optimalizaci př́ıhradových konstrukćı s využi-

t́ım metody větv́ı a meźı. Existuje mnoho r̊uzných modifikaćı metody BnB (Jasbir S Arora, 2000).

V této práci je využita formulace uvedena v (A. Posṕı̌silová et al., 2013), která využ́ıvá relaxaci

některých proměnných k źıskáńı konvexńıho problému.

6.2 Rozměrová optimalizace

Rozměrová optimalizace patř́ı mezi nejpouž́ıvaněǰśı typy optimalizaćı př́ıhradových konstrukćı.

Při této optimalizaci z̊ustává známý tvar konstrukce, materiál a prostřed́ı konstrukce. Ćılem je

nalézt takovou skladbu profil̊u pro jednotlivé pruty, aby při zachováńı omezuj́ıćıch podmı́nek

došlo k minimalizaci hmotnosti konstrukce. Snáze si to lze představit na obrázku 6.1.

37
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(a) Zadáńı úlohy (b) Nalezené optimum

Obrázek 6.1 Rozměrová optimalizace

Rozměrovou optimalizaci lze rozdělit na dva základńı druhy: diskrétńı rozměrovou optima-

lizaci a spojitou rozměrovou optimalizaci. Prvńı zmı́něná vyb́ırá pr̊uřezy z předem dané sady

profil̊u, zat́ımco druhá vyb́ırá libovolný profil mezi zadanými mezemi. Spojité úlohy rozměrové

optimalizace přinášej́ı zejména výhodu možnosti využit́ı metod matematického programováńı.

Avšak častěji jsou profily definovány sadou profil̊u, např́ıklad pomoćı ocelářských tabulek, a zde

je nutné využ́ıt diskrétńı úlohy. Diskrétńı úlohy spadaj́ı do kombinatorických optimalizačńıch

problémů, na které, jak už bylo zmı́něno, lze využ́ıt např́ıklad metodu BnB.

6.3 Standardńı implementace metody BnB

Optimalizačńı úloha pro př́ıhradové konstrukce může být ve tvaru

min
A∈Bnr

ρ

nr∑
j=1

AjLj (6.1)

tak, aby umin ≤ ud ≤ umax, (6.2)

σmin ≤ σj ≤ σmax, (6.3)

(6.4)

kde A je vektor pr̊uřezových ploch vybraných ze sady profil̊u, a Aj představuje pr̊uřezovou

plochu j-tého prutu. Index j nabývá hodnot od 1 do nr, kde nr je celkový počet prut̊u v kon-

strukci. Hustota materiálu je ρ, Lj vyjadřuje délku j-tého prutu. Neznámé posuny jsou ud, kde

d nabývá hodnot od 1 do nd, přičemž nd představuje počet neznámých posun̊u. Tyto posuny
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jsou omezeny umin a umax, což představuje minimálńı a maximálńı možné posuny konstrukce.

σj představuje napět́ı na j-tém prutu, omezené hodnotami maximálńıho a minimálńıho napět́ı,

σmax a σmin.

6.4 Relaxace problému

Optimalizace př́ıhradových konstrukćı lze také zapsat (Rasmussen et al., 2008; A. Posṕı̌silová

et al., 2013)

min
x∈Bna·nr,u∈Rnd

ρ

nr∑
j=1

ℓj

na∑
j=1

aixi,j (hmotnost) (6.5)

tak, aby K(x)u = f (podmı́nky rovnováhy), (6.6)
na∑

j=1
xi,j = 1 ∀j (jeden profil na prut), (6.7)

umin ≤ u ≤ umax (omezeńı posun̊u), (6.8)

xi,j ∈ 0, 1 ∀(i, j). (6.9)

Rovnice 6.5 představuje účelovou funkci, která minimalizuje hmotnost konstrukce. V této rovnici

ρ představuje hustotu materiálu, ℓj vyjadřuje délku j-tého prutu, ai je i-tá pr̊uřezová plocha,

a xi,j je binárńı návrhová proměnná uspořádaná ve sloupcovém vektoru. Index i může nabývat

hodnot od 1 do na, což představuje počet pr̊uřezových ploch v sadě profil̊u. Proměnná j nabývá

hodnot od 1 do nr, kde nr je celkový počet prut̊u v konstrukci. xi,j je rovna 1, pokud je plocha

ai přǐrazena j-tému prutu. V opačném př́ıpadě je xi,j rovna 0. Rovnice 6.6 představuj́ı podmı́nky

rovnováhy, kde K(x) je matice tuhosti o dimenzi nd×nd, u je vektor posun̊u o délce nd, a vektor f

představuje vektor koncových sil o délce nd, kde nd je počet stupň̊u volnosti. Rovnice 6.7 zajǐst’uj́ı,

že je ke každému prutu přǐrazena pouze jedna plocha. Rovnice 6.8 zajǐst’uj́ı, že jsou posuny

v přijatelné oblasti. Posledńı rovnice 6.9 zajist́ı, že proměnná xi,j nabývá hodnoty 0 nebo 1.

Optimalizačńı úloha popsaná výše je označována jako celoč́ıselný binárńı problém. Podmı́nky

rovnováhy 6.6 jsou nekonvexńı, což nezaručuje nalezeńı optimálńıho řešeńı. Abychom se zbavili

nekonvexńıch omezuj́ıćıch podmı́nek, můžeme úlohu formulovat následovně.

Vnitřńı śıly mohou být definovány jako

si,j = xi,j
Ejai

ℓj
bT

j u ∀(i, j) , (6.10)

kde Ej představuje Young̊uv modul pružnosti pro j-tý prvek. Vektor b představuje směrové

kosinové vektory pro jednotlivé neznámé posuny a u je vektor neznámých posun̊u. Pomoćı tohoto
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vztahu můžeme zapsat rovnici 6.6 takto

K(x)u =
nr∑

j=1

na∑
i=1

si,jbj = f . (6.11)

Tuto rovnici můžeme nazvat rovnićı uzlové rovnováhy. Výhoda tohoto zápisu spoč́ıvá předevš́ım

v lineárńım charakteru systému. Tuto rovnici lze zapsat v maticovém zápisu, ovšem pro provedeńı

tohoto kroku je nutné definovat matici B jako

B =
[
b1 . . . b1 b2 . . . b2 bnr . . . bnr

]
, (6.12)

kde bj je sloupcový vektor o délce nd a je opakován na-krát za sebou. Matice B je tedy

obdélńıková matice o dimenzi nd× na · nr. Maticový zápise je poté ve tvaru

Bs = f . (6.13)

Problém ovšem je, že rovnice 6.10 je bi-lineárńı. Pokud je xi,j binárńı proměnnou, může nabývat

dvou hodnot, proto je možné rovnici rozdělit na dva podproblémy, které jsou lineárńı.

xi,j =

1 potom si,j = Ejai

ℓj
bT

j u

0 potom si,j = 0
(6.14)

Omezeńı optimalizačńı úlohy je v podobě maximálńıch možných posun̊u a napět́ı. Omezeńı napět́ı

lze zapsat pomoćı omezeńı vnitřńıch sil následovně:

xi,jaiσ
min ≤ si,j ≤ xi,jaiσ

max ∀(i, j). (6.15)

Podobně lze zapsat omezeńı na minimálńı a maximálńı posuny rovnicemi:

si,j ≥ cmin
i,j = Ejai

ℓj
min

umin≤u≤umax

{
bT

j u
}

∀(i, j) , (6.16)

si,j ≥ cmax
i,j = Ejai

ℓj
max

umin≤u≤umax

{
bT

j u
}

∀(i, j) . (6.17)

Zde představuj́ı proměnné cmin
i,j a cmax

i,j minimálńı a maximálńı vnitřńı śıly vyjádřené pomoćı

omezuj́ıćıch posun̊u. Tyto vztahy je možné vyjádřit

cmin
i,j = Ejai

ℓj

 ∑
k:bj,k>0

bj,ku
min
k +

∑
k:bj,k<0

bj,ku
max
k

 ∀(i, j) , (6.18)
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cmax
i,j = Ejai

ℓj

 ∑
k:bj,k>0

bj,ku
max
k +

∑
k:bj,k<0

bj,ku
min
k

 ∀(i, j) . (6.19)

Minimálńı vnitřńı śıly cmin
i,j lze vyjádřit jako sumu kladných minimálńıch posun̊u a záporných

maximálńıch posun̊u vynásobenou tuhost́ı daného prutu. Obdobně pro maximálńı možné vnitřńı

śıly cmax
i,j , kde se sč́ıtaj́ı maximálńı kladné posuny a minimálńı záporné posuny opět vynásobené

tuhost́ı prutu. Aby byly zavedeny obě podmı́nky z rovnice 6.14, je nutné hodnoty ci,j vynásobit

proměnnou xi,j . Tedy pokud xi,j je rovno 0, muśı být vnitřńı śıla si,j také rovna nule, a pokud

je xi,j rovno 1, pak muśı být vnitřńı śıla si,j v rozmeźı cmin
i,j a cmax

i,j . Tedy

xi,jc
min
i,j ≤ si,j ≤ xi,jc

max
i,j (6.20)

Proměnná si,j je také návrhová proměnná. Pro omezeńı proměnné si,j a u je možné rovnici 6.20

zapsat jako

(1 − xi,j)cmin
i,j ≤ Ejai

ℓj
bT

j u − si,j ≤ (1 − xi,j)cmax
i,j . (6.21)

Pokud je xi,j rovno 1, pak vnitřńı śıla si,j muśı odpov́ıdat vnitřńı śıle vypočtené ze vztahu
Ejai

ℓj
bT

j u, protože omezeńı ze shora i zezdola je rovno nule. Pokud je xi,j je rovno 0, pak je

rovnice 6.21 ve tvaru

cmin
i,j ≤ Ejai

ℓj
bT

j u − si,j ≤ cmax
i,j . (6.22)

Z rovnice 6.20 je možné, aby proměnné si,j a xi,j byly rovné 0. V takovém př́ıpadě je rovnice ve

tvaru

cmin
i,j ≤ Ejai

ℓj
bT

j u ≤ cmax
i,j . (6.23)

Proměnná u poté nabývá hodnot mezi dvěma velkými č́ısly (nazýváno také jako problém big-

M (Rasmussen et al., 2008)). Dı́ky tomu je problém redukován na návrhový prostor omezený

proměnnými cmin
i,j a cmax

i,j . Dı́ky těmto úpravám jsme z p̊uvodně nelineárńıho systému źıskali

systém lineárńı.
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Relaxovanou optimalizačńı úlohu lze poté shrnout dle (A. Posṕı̌silová et al., 2013) takto

min
x∈Bna·nr,u∈Rnd,s∈Rna·nr

ρ

nr∑
j=1

ℓj

na∑
j=1

aixi,j (hmotnost) (6.24)

tak, aby Bs = f (podmı́nky rovnováhy), (6.25)
Ejai

ℓj
bT

j u − si,j ≥ (1 − xi,j)cmin
i,j ∀(i, j) (kompatibilita), (6.26)

Ejai

ℓj
bT

j u − si,j ≤ (1 − xi,j)cmax
i,j ∀(i, j) (kompatibilita), (6.27)

na∑
j=1

xi,j = 1 ∀j (jeden profil na prut), (6.28)

umin ≤ u ≤ umax (omezeńı posun̊u), (6.29)

xi,j ∈ 0, 1 ∀(i, j). (6.30)

Poznamenejme, že je zde patrné, že se jedná o SAND formulaci optimalizace, protože optima-

lizačńımi proměnnými jsou nejen pr̊uřezové plochy vyjádřené binárńımi proměnnými ve vektoru

x, ale také posuny ve vektoru u a śıly ve vektoru s.

Maticově lze zapsat tyto rovnice následovně dle (A. Posṕı̌silová et al., 2013)

min
x∈Bna·nr,u∈Rnd,s∈Rna·nr

ρ
(
(ℓ⊗ 1[na])T ⊙ (1[nr] ⊗ a)T)

x (6.31)

tak, aby Bs = f , (6.32)

σmindiag
(
1[nr] ⊗ a

)
x ≤ s ≤ σmaxdiag

(
1[nr] ⊗ a

)
x , (6.33)(

(ξ ⊗ a ⊗ 1T
[nd]) ⊙ BT

)
u − s ≥ (1[na·nr] − x) ⊙ Cmin , (6.34)(

(ξ ⊗ a ⊗ 1T
[nd]) ⊙ BT

)
u − s ≤ (1[na·nr] − x) ⊙ Cmax , (6.35)

I[nr] ⊗ 1T
[na]· = 1[nr] , (6.36)

xi,j ∈ {0, 1}. (6.37)

Vektor ℓ obsahuje délky jednotlivých prut̊u, sada pr̊uřezových ploch je obsažena ve vektoru a

a vektor x obsahuje všechny proměnné xi,j . ξ je poměr modulu pružnosti a délky jednotlivých

prut̊u, tedy pro j-tý prut plat́ı, že ξj = Ej

ℓj
. Vektor s představuje vnitřńı śıly, diagonálńı matice

Cmin a Cmax obsahuj́ı maximálńı a minimálńı možné vnitřńı śıly, I je jednotková matice, 1 je

vektor obsahuj́ıćı pouze hodnoty 1. Definice operátor̊u ⊗ a ⊙ je vysvětlena v dodatku A.1.
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6.5 Zavedeńı modularity

Důležitost a výhody modulárńıch konstrukćı jsou kompletně shrnuty v (Glanc, 2022), ovšem

přesto zmı́ńım některé z nich. Modularita konstrukćı zajǐst’uje předevš́ım lepš́ı proveditelnost

optimalizované konstrukce d́ıky opakovatelnosti jednotlivých prvk̊u. Č́ım v́ıce prvk̊u je v kon-

strukci shodných, t́ım lépe proveditelná konstrukce následně je, ovšem za cenu toho, že docháźı

k navýšeńı množstv́ı materiálu na prvćıch, který zcela tento materiál nevyužij́ı.

Princip zavedeńı modularity do metody BnB spoč́ıvá pouze v redukci vektoru xng·na, kde

ng představuje počet skupin prut̊u, a následnému rozš́ı̌reńı v rovnićıch pomoćı rovnice Gx, kde

G[nr·na×ng·na] je rozš́ı̌rená lokalizačńı matice. Součinem Gx źıskáme vektor o p̊uvodńı velikosti

[na · nr].

Rozš́ı̌renou lokalizačńı matici źıskáme Kroneckerovým součinem lokalizačńı matice Q[nr×ng]

a jednotkové matice I[na], tedy rozš́ı̌rená lokalizačńı matice je poté ve tvaru G = Q ⊗ I[na].

Kompletńı zp̊usob sestaveńı lokalizačńı matice je vysvětlen v (Glanc, 2022), ale tato matice

obsahuje pouze 1 a 0. Prvek matice qp,r je roven 1, pokud je prut na pozici p přǐrazen skupině r.

Např́ıklad prvek q3,2 = 1, tedy třet́ı prut je přǐrazen do druhé skupiny prut̊u a zbytek třet́ıho

řádku proto muśı obsahovat již pouze 0, kv̊uli podmı́nce, že každý prut může mı́t přǐrazen pouze

jeden pr̊uřez.

Optimalizačńı úloha je poté dle (A. Posṕı̌silová et al., 2013) ve tvaru,

min
Gx∈Bna·nr,u∈Rnd,s∈Rna·nr

ρ
(
(ℓ⊗ 1[na])T ⊙ (1[nr] ⊗ a)T)

Gx (6.38)

tak, aby Bs = f , (6.39)

σmindiag
(
1[nr] ⊗ a

)
Gx ≤ s ≤ σmaxdiag

(
1[nr] ⊗ a

)
Gx , (6.40)(

(ξ ⊗ a ⊗ 1T
[nd]) ⊙ BT

)
u − s ≥ (1[na·nr] − Gx) ⊙ Cmin , (6.41)(

(ξ ⊗ a ⊗ 1T
[nd]) ⊙ BT

)
u − s ≤ (1[na·nr] − Gx) ⊙ Cmax , (6.42)

I[nr] ⊗ 1T
[na]· = 1[nr] , (6.43)

xi,j ∈ {0, 1}. (6.44)
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6.6 Smı́̌sené celoč́ıselné lineárńı programováńı - MILP

Standardńı forma celoč́ıselného lineárńıho programováńı je ve tvaru

min
y
, fTy (6.45)

tak, aby Aineqy ≤ bineq (6.46)

Aeqy = beq , (6.47)

lb ≤ y ≤ ub . (6.48)

(6.49)

Proměnné představuje vektor y, ve kterém jsou seřazeny vektor proměnných x, vektor neznámých

posun̊u u a vektor sil s. Ćılovou funkci tvoř́ı součin váhové funkce fT a vektoru proměnných y.

Omezeńı jsou ve formě nerovnost́ı 6.46 a rovnost́ı 6.47, kde Aineq a AEq jsou matice koeficient̊u

a bineq a beq jsou vektory koeficient̊u. Tvar naš́ı účelové funkce 6.45 je poté

nr·na︷︸︸︷ nd︷︸︸︷ nr·na︷︸︸︷
1 {

[
m 0 0

] 
x

u

s

 ,
(6.50)

kde m je vektor obsahuj́ıćı hmotnost všech kombinaćı prut̊u a pr̊uřezových ploch. Nerovnice 6.33

- 6.35 jsou vyjádřeny pomoćı nerovnice 6.46. V nerovnici 6.33 jsou neznámé proměnné xi,j a si,j ,

proto muśı být umı́stěny na jedné straně nerovnice. Těmito úpravami dostaneme nerovnice ve

tvaru

xi,jaiσ
min − si,j ≤ 0 , (6.51)

−xi,jaiσ
max + si,j ≤ 0 . (6.52)

Podobné úpravy je nutné provést v nerovnićıch 6.34 - 6.35 a źıskáme nerovnice

−cmin
ij xi,j − Ejai

ℓj
bT

j u + si,j ≤ −cmin
i,j , (6.53)

cmax
ij xi,j + Ejai

ℓj
bT

j u − si,j ≤ cmax
i,j . (6.54)

Nerovnice 6.51-6.54 jsou pomoćı maticového zápisu spojeny do jedné nerovnice
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nr·na︷ ︸︸ ︷ nd︷︸︸︷ nr·na︷︸︸︷
na · nr {

na · nr {

na · nr {

na · nr {


Fmin 0 − I

− Fmax 0 I

− Cmin K I

Cmax − K − I




x

u

s

 ≤



0

0

− cmin

cmax


,

(6.55)

kde vektor x je složen z prvk̊u xi,j , který jsou seřazeny následuj́ıćım zp̊usobem: x1,1, x2,1, . . . , xna,1,

x1,2, x2,2, . . . , xna,2, . . . , xna,nr. Stejným zp̊usobem jsou seřazeny i prvky si,j ve vektoru s. Se-

staveńı matice Fmin se provede nakoṕırováńım vektoru aiσ
min j-krát za sebou a umı́stěńım na

diagonálu matice, na ostatńıch pozićıch mimo diagonálu jsou hodnoty 0. Obdobně se vytvoř́ı

matice Fmax. I je jednotková matice. Cmin a Cmax jsou diagonálńı matice, které maj́ı na hlavńı

diagonále prvky cmin
i,j a cmax

i,j . K je čtvercová matice tuhosti s prvky Ejai

ℓj
bT

j .

Rovnice 6.32 a 6.36 lze spojit pomoćı maticového zápisu do rovnice 6.47

nr·na︷︸︸︷ nd︷︸︸︷ nr·na︷︸︸︷
nd {

nr {

 0 0 B

IM 0 0




x

u

s

 =

 f

1

 ,
(6.56)

kde B je matice směrových kosin̊u popsaná v rovnici 6.12. IM je čtvercová matice, která je

vytvořena pomoćı vektoru s hodnotami 1 a délce na, umı́stěném na j-tém řádku a na sloupćıch

od ((j − 1) · i + 1) do ((j − 1) · i + 1) + na. f je vektor koncových sil a 1 je vektor vytvořený

hodnotami 1 a délkou nr.

Dolńı a horńı mez pro vektor proměnných je ve tvaru

nr·na︷︸︸︷ nd︷ ︸︸ ︷ nr·na︷ ︸︸ ︷
lb =

[
0 umin Fmin

]
,

(6.57)

nr·na︷︸︸︷ nd︷ ︸︸ ︷ nr·na︷ ︸︸ ︷
ub =

[
1 umax Fmax

]
,

(6.58)

kde Fmin představuje minimálńı napět́ı na prutu a je rovna σmin · 1[nr] ⊗ a. Obdobně pro

maximálńı napět́ı je Fmax rovno σmax · 1[nr] ⊗ a.

6.6.1 Zavedeńı podmı́nek modularity do MILP

Jak již bylo uvedeno v předchoźı kapitole, pro lepš́ı použitelnost optimalizovaných konstrukćı je

možné použ́ıt modularitu. Zavedeńı se provede pomoćı rozš́ı̌rené lokalizačńı matice G definované
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v kapitole 6.5. Rovnice 6.50, 6.55-6.58 jsou poté ve tvaru

nr·na︷︸︸︷ nd︷︸︸︷ nr·na︷︸︸︷
1 {

[
m 0 0

] 
Gx

u

s

 ,
(6.59)

nr·na︷ ︸︸ ︷ nd︷︸︸︷ nr·na︷︸︸︷
na · nr {

na · nr {

na · nr {

na · nr {


Fmin 0 − I

− Fmax 0 I

− Cmin K I

Cmax − K − I




Gx

u

s

 ≤



0

0

− cmin

cmax


,

(6.60)

nr·na︷︸︸︷ nd︷︸︸︷ nr·na︷︸︸︷
nd {

nr {

 0 0 B

IM 0 0




Gx

u

s

 =

 f

1

 ,
(6.61)

nr·na︷︸︸︷ nd︷ ︸︸ ︷ nr·na︷ ︸︸ ︷
lb =

[
0 umin Fmin

]
,

(6.62)

nr·na︷︸︸︷ nd︷ ︸︸ ︷ nr·na︷ ︸︸ ︷
ub =

[
1 umax Fmax

]
.

(6.63)

6.7 Omezeńı napět́ı tlačeného prutu

V př́ıpadě št́ıhlých tlačených prut̊u často o únosnosti rozhoduje vzpěr a proto neńı vhodné omezit

napět́ı tlačeného prutu pouze meźı kluzu daného materiálu. Jedńım ze základńıch zp̊usob̊u jakým

lze tento vliv zavést je Eulerovo kritické břemeno (Glanc, 2022):

Fcrit = EIπ2

L2
crit

, (6.64)

kde E je Young̊uv modul pružnosti, I je moment setrvačnosti a Lcrit je kritická délka, která

záviśı na zp̊usobu uložeńı. Pro kloubové uložeńı je délka prutu rovna délce kritické, jiné zp̊usoby

uložeńı jsou zobrazeny v tabulce 6.1.
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Zp̊usob uložeńı kloub-kloub vetknut́ı vetknut́ı-kloub vetknut́ı-vetknut́ı
Vzpěrné délky Lcr = L Lcr = 2L Lcr = 0, 7L Lcr = 0, 5L

Tabulka 6.1 Vzpěrné délky pro r̊uzné zp̊usoby uložeńı

Maximálńı napět́ı na tlačeném prutu je poté

σmin = − min
(
fy,

Fcrit

A

)
, (6.65)

kde fy je mez kluzu materiálu, Fcrit je Eulerovská kritická śıla a A plocha pr̊uřezu.





Kapitola 7

Optimalizace př́ıhrad metodou SA

Šestá kapitola se zaměřuje na optimalizačńı metodu simulovaného ž́ıháńı a jej́ı př́ıstup k op-

timalizaci př́ıhradových konstrukćı, s d̊urazem na využit́ı rámových prvk̊u pro posouzeńı sta-

bility. V úvodu je krátce představena tato optimalizačńı metoda, a následně je podrobně ro-

zebrána konkrétńı forma této metody. Kapitola zahrnuje detailńı popis omezuj́ıćıch podmı́nek

a ćılové funkce v rámci použité implementace metody simulovaného ž́ıháńı. Tato část práce po-

skytuje hlubš́ı pochopeńı aplikace této metody na optimalizaci př́ıhradových konstrukćı a zároveň

zd̊urazňuje význam využit́ı rámových prvk̊u při posuzováńı stability.

7.1 Simulované ž́ıháńı

Metoda simulovaného ž́ıháńı je jednou ze stochastických optimalizačńıch metod vyvinutou počá -

tkem 80. let paralelně v (Kirkpatrick et al., 1983) a (Černý, 1985). Tato metoda využ́ıvá analogii

mezi ž́ıháńım v metalurgii a optimalizačńım problémem. Podrobněǰśı shrnut́ı této metody je uve-

deno v (Glanc, 2022; Lepš, 2000). Proces ž́ıháńı kov̊u spoč́ıvá v umı́stěńı tělesa do vyhřáté pece

a následným ř́ızeným ochlazováńım docháźı k uspořádáńı krystal̊u v tělese takovým zp̊usobem,

aby došly krystaly na energeticky nejnižš́ı hodnotu. Analogie v optimalizačńı metodě je ve vy-

hledáváńı náhodných řešeńı a ř́ızeným snižováńım teploty dosahujeme nižš́ı pravděpodobnosti

přijatého řešeńı.

7.1.1 Omezuj́ıćı podmı́nky

Rámové prvky maj́ı výhodu v jednoduchosti stanoveńı omezuj́ıćıch stabilitńıch podmı́nek pro

optimalizaci př́ıhradových konstrukćı, ovšem za cenu obt́ıžnosti omezeńı na napět́ı na jednotlivých

49
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prvćıch. V př́ıpadě př́ıhradových prvk̊u lze snadno vypoč́ıst napět́ı na prutu pomoćı pr̊uřezové

plochy a normálové śıly. Nicméně v př́ıpadě rámových prvk̊u je stanoveńı napět́ı výrazně složitěǰśı

a by bylo nutné uvažovat kombinaci moment̊u a sil na daném prutu. Proto jsou jako omezuj́ıćı

podmı́nky stanoveny pouze zachováńı stability konstrukce.

7.1.2 Algoritmus optimalizačńı metody

Algoritmus 1: Simulované ž́ıháńı

1 T = Tmax,
2 P
3 F(P)
4 while i t e r < iterMax
5 count = 0
6 succ = 0
7 while count < countMax && succ < succMax
8 i t e r = i t e r + 1
9 count = count + 1

10 N = P − randi ([ − difL , d i fL ] )
11 p = exp ( (F(N) − F(P) ) /T)
12 i f rand < p
13 succ = succ + 1
14 P = N
15 end
16 end
17 end
18 T = T ∗ Tmult

Krok 1 Experimentováńı s volbou počátečńı teploty Tmax je nezbytné; optimálńı počátečńı

teplota by měla být vybrána tak, aby procento přijatých řešeńı přibližně dosahovalo 50%.

Krok 2-3 Zvoleńı počátečńı proměnné a jej́ı ohodnoceńı. Symbol F reprezentuje optimalizo-

vanou funkci.

Krok 4 Zastavovaćı podmı́nka algoritmu bývá obvykle stanovena jako maximálńı počet cel-

kových iteraćı.

Krok 5-7 Symbol countmax označuje maximálńı počet iteraćı, a succmax maximálńı počet

úspěšných iteraćı na dané teplotńı hladině.

Krok 10 Vytvořeńı nového řešeńı N vzniká přičteńım náhodného celého č́ısla. difL představuje

rozsah náhodných č́ısel. Tento rozsah je závislý na aktuálńı teplotě, kde při maximálńı teplotě

je roven cca 10% velikosti sady profil̊u a při minimálńı teplotě je roven 1.
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Krok 11-12 Stanoveńı pravděpodobnosti přijet́ı nového řešeńı.

Krok 18 Ochlazeńı, tj. sńıžeńı teploty pomoćı proměnné Tmult, je provedeno podle (Lepš,

2000). Parametr pro sńıžeńı teploty je definován vztahem:

Tmult =
(
Tmin

Tmax

)succmax/itermax

,

kde itermax je maximálńı počet iteraćı, succmax je maximálńı počet úspěšných iteraćı v daném

kroku, Tmin je minimálńı teplota a Tmax je maximálńı teplota. Tento vztah zajist́ı, že při dosažeńı

maximálńıho počtu iteraćı bude teplota dosahovat minimálńı hodnoty. Je vhodné zvolit hodnotu

minimálńı teploty jako Tmin = 0, 01 · Tmax.

7.1.3 Účelová funkce

Při optimalizaci je nutné porovnávat jednotlivá nalezená řešeńı, aby bylo možné určit optimum.

Úlohu budeme optimalizovat s ohledem na množstv́ı použitého materiálu, tedy celkový objem.

Účelová funkce je poté ve tvaru

f(X) = V

Vmin
, (7.1)

kde V je objem materiálu konstrukce a Vmin je minimálńı objem. Tento tvar účelové funkce

minimalizuje relativńı objem použitého materiálu, aby bylo možné zavést penalizačńı funkci.

7.1.4 Penalizačńı funkce

Podmı́nku pro kritický součinitel λ ≥ 10 lze nejlépe zohlednit pomoćı penalizačńı funkce. Tato

funkce slouž́ı k eliminaci řešeńı, která nesplňuj́ı daný požadavek. Princip aplikace penalizačńı

funkce spoč́ıvá v upraveńı ćılové funkce (7.1) o tzv. penaltu, která reflektuje splněńı či nesplněńı

předepsaných kritéríı. Penalizačńı funkci lze formulovat následovně:

pfi(X) = 10
|λ|

. (7.2)

Účelová funkce s rozš́ı̌reńım penalizačńı funkce źıskává následuj́ıćı tvar:

f(X) = V

Vmin
+ 10

|λ|
. (7.3)





Kapitola 8

Výsledky optimalizace BnB

V kapitole 2 byly představeny konstrukce, které v této kapitole budou optimalizovány prostředni-

ctv́ım metody větv́ı a meźı, při ńıž budou využity př́ıhradové prvky. Nejprve je ukázáno ověřeńı

správné implementace této metody na testovaćı konstrukci a poté jsou představeny výsledky

optimalizace zadané věže.

8.1 Otestováńı implementace

Výpis kódu 8.1 Výsledek optimalizace BnB
1 Variable types : 54 continuous , 50 integer (50 binary )

2
3 Root relaxation : objective 1.574755e -01 , 147 iterations , 0.00 seconds (0.00 work units )

4
5 Nodes | Current Node | Objective Bounds | Work

6 Expl Unexpl | Obj Depth IntInf | Incumbent BestBd Gap | It/Node Time

7
8 0 0 0.15748 0 8 - 0.15748 - - 0s

9 0 0 0.15748 0 8 - 0.15748 - - 0s

10 0 2 0.15748 0 8 - 0.15748 - - 0s

11 * 82 52 14 0.2272792 0.16113 29.1 % 7.2 0s

12 * 145 73 24 0.2072792 0.16113 22.3 % 5.3 0s

13 * 223 72 19 0.2031371 0.17117 15.7 % 4.8 0s

14 * 238 76 11 0.1789949 0.17117 4.37 % 5.0 0s

15
16 Explored 335 nodes (1514 simplex iterations ) in 0.06 seconds (0.02 work units )

17 Thread count was 8 (of 8 available processors )

18
19 Solution count 4: 0.178995 0.203137 0.207279 0.227279

20
21 Optimal solution found ( tolerance 1.00e -04)
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22 Best objective 1.789949493661e -01 , best bound 1.789949493661e -01 , gap 0.0000 %

23 Optimized objective : 0.178995

24 Optimal solution : 5 1 6 2 1

Pro ověřeńı správnosti implementace metody větv́ı a meźı byla provedena kontrolńı analýza

na testovaćı pětiprutové konstrukci viz kapitola 2. Dı́ky velikosti této úlohy je možné snadno

zjistit globálńı optimum metodou hrubé śıly (Adéla Posṕı̌silová, 2012). Globálńı optimum má

skladbu profil̊u Ai = 0, 05; 0, 01; 0, 06; 0, 02; 0, 01 s pořadovými č́ısly 5 1 6 2 1. Pokud n = 10

je velikost sady profil̊u a k = 5 je počet proměnných, tedy počet neznámých profil̊u, pak tato

úloha má nk = 105 možných řešeńı. Knihovna Gurobi nab́ıźı řadu nástroj̊u pro urychleńı hledáńı

optimálńıho řešeńı metodou BnB. V tomto př́ıkladě byla nejprve použita čistá forma metody

BnB bez těchto nástroj̊u pro předřešeńı problému. Výstupńı soubor včetně zobrazeného řešeńı

je v 8.1. Lze si všimnout, že ze 105 možných řešeńı algoritmus prozkoumal pouze 335 uzl̊u.

Výpis kódu 8.2 Výsledek optimalizace BnB
1 Presolve removed 208 rows and 0 columns

2 Presolve time: 0.00s

3 Presolved : 209 rows , 104 columns , 690 nonzeros

4 Variable types : 54 continuous , 50 integer (50 binary )

5 Found heuristic solution : objective 0.5828427

6
7 Root relaxation : objective 1.574755e -01 , 135 iterations , 0.00 seconds (0.00 work units )

8
9 Nodes | Current Node | Objective Bounds | Work

10 Expl Unexpl | Obj Depth IntInf | Incumbent BestBd Gap | It/Node Time

11
12 0 0 0.15748 0 8 0.58284 0.15748 73.0 % - 0s

13 H 0 0 0.3655635 0.15748 56.9 % - 0s

14 0 0 0.15748 0 5 0.36556 0.15748 56.9 % - 0s

15 H 0 0 0.2955635 0.15748 46.7 % - 0s

16 H 0 0 0.2431371 0.15748 35.2 % - 0s

17 H 0 0 0.2089949 0.15748 24.7 % - 0s

18 0 0 0.15766 0 9 0.20899 0.15766 24.6 % - 0s

19 H 0 0 0.1931371 0.15839 18.0 % - 0s

20 0 0 0.15839 0 8 0.19314 0.15839 18.0 % - 0s

21 0 0 0.16060 0 9 0.19314 0.16060 16.8 % - 0s

22 0 0 0.16060 0 8 0.19314 0.16060 16.8 % - 0s

23 H 0 0 0.1789949 0.16060 10.3 % - 0s

24 0 0 0.16060 0 11 0.17899 0.16060 10.3 % - 0s

25 0 0 0.16077 0 7 0.17899 0.16077 10.2 % - 0s

26 0 0 0.16131 0 7 0.17899 0.16131 9.88 % - 0s

27 0 0 0.16337 0 9 0.17899 0.16337 8.73 % - 0s

28 0 0 0.16342 0 12 0.17899 0.16342 8.70 % - 0s

29 0 0 0.17148 0 10 0.17899 0.17148 4.20 % - 0s

30 0 0 0.17411 0 10 0.17899 0.17411 2.73 % - 0s

31
32 Cutting planes :

33 Gomory : 2
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34 Implied bound : 3

35 MIR: 1

36 StrongCG : 1

37 GUB cover : 3

38
39 Explored 1 nodes (403 simplex iterations ) in 0.13 seconds (0.02 work units )

40 Thread count was 8 (of 8 available processors )

41
42 Solution count 7: 0.178995 0.193137 0.208995 ... 0.582843

43
44 Optimal solution found ( tolerance 1.00e -04)

45 Best objective 1.789949493661e -01 , best bound 1.789949493661e -01 , gap 0.0000 %

46
47 Optimized objective : 0.178995

48 Optimal solution : 5 1 6 2 1

Pro složitěǰśı konstrukce je výhodné využ́ıt tyto nástroje k předřešeńı problému. Proto byla

na stejnou konstrukci aplikována modifikace BnB spolu s využit́ım všech dostupných nástroj̊u,

které Gurobi nab́ıźı. Výsledek této optimalizace je zobrazen ve výstupńım souboru 8.2. Lze si

všimnout, že s pomoćı kompletńı knihovny Gurobi bylo nutné prozkoumat pouze jeden uzel

metody BnB.

8.2 Výsledek optimalizace věže

Při optimalizaci věže s př́ıhradovými prvky je nemožné diskretizovat jednotlivé pruty, nebot’

každý uzel představuje kloub na konstrukci, č́ımž by konstrukce byla staticky přeurčitá (Kočvara,

2002). Proto celkově konstrukce zahrnuje 112 prut̊u, které jsou navzájem propojeny 32 klou-

bovými styčńıky. V př́ıpadě př́ıhradové konstrukce je nejprve vhodné posoudit statickou určitost

konstrukce rovnićı

s = 3 · n− p− r = 3 · 32 − 112 − 12 = −28 , (8.1)

kde s je stupeň statické určitosti, n je počet styčńık̊u, p je počet prut̊u a r je počet odebraných

stupň̊u volnosti vněǰśımi vazbami. Jelikož je stupeň statické určitosti s < 1, je konstrukce staticky

neurčitá a s vyjadřuje stupeň statické neurčitosti (SN), tedy 28krát staticky neurčitá.

Je d̊uležité poznamenat, že v př́ıpadě realizace této věže by pravděpodobně byly př́ıčle

v každém patře spojeny do tuhého rámu ve vodorovné rovině. Toto opatřeńı se provád́ı, je-

likož se př́ıhradová konstrukce bez tohoto ztužeńı bĺıž́ı výjimkovému př́ıpadu podepřeńı a prvńı

vlastńı tvar takové konstrukce by se nejsṕı̌s podobal deformaci na obrázku 8.1.

Zohledněńı této skutečnosti pro př́ıhradové prvky představuje výzvu, kterou lze obt́ıžně zavést

př́ımo do metody konečných prvk̊u. Proto bylo nezbytné vytvořit fiktivńı pruty, které by dia-

gonálně ztužily př́ıčle, podobně jako v př́ıpadě rámového spoje př́ıčĺı. Stanoveńı tuhosti fiktivńıch
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Obrázek 8.1 Prvńı tvar vybočeńı věže bez ztužeńı jednotlivých pater - p̊udorysný pohled

prut̊u je uvedeno v dodatku A.3

8.3 Implementace metody BnB

Jak již bylo uvedeno v předešlých kapitolách, správná implementace metody větv́ı a meźı je kĺıčem

k úspěchu optimalizačńıho algoritmu. Pro jednoduché př́ıklady je vhodné si naimplementovat

vlastńı algoritmus pro metodu BnB, ovšem pokud je úloha velkého rozsahu, jako v našem př́ıpadě,

je vhodněǰśım zp̊usobem využ́ıt dostupnou knihovnu pro řešeńı metody BnB. Pro sv̊uj př́ıklad

jsem zvolil toolbox YALMIP (Löfberg, 2004) s knihovnou Gurobi (Gurobi Optimization, LLC,

2023), která slouž́ı k řešeńı optimalizačńıch problémů pomoćı metody větv́ı a meźı. Tato knihovna

umožňuje efektivně řešit i relaxovanou metodu větv́ı a meźı.
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8.3.1 Výsledky

Metoda větv́ı a meźı teoreticky zaručuje nalezeńı globálńıho optima. Přesto byl algoritmus spuštěn

několikrát pro ověřeńı nalezeného optima, jelikož se mohou vyskytovat numerické chyby v řešeńı

relaxace. Jednotlivé pr̊uřezy pro skupiny prut̊u jsou uvedeny v tab. 8.1. Kompletńı výstupńı

soubor z programu Gurobi je k dispozici v apendixu A.4. Nalezené optimum obsahuje 0,2565 m3

použitého materiálu a hodnotu prvńıho kladného kritického břemene, vypočteného pomoćı globál-

ńıho stabilitńıho posudku, λ1 = 5, 021.

Tabulka 8.1 Nalezené optimum pomoćı metody BnB

Pr̊uřez
Sloupy SHS 100/100/4,0
Př́ıčle SHS 40/40/2,0

Diagonály SHS 50/50/2,0





Kapitola 9

Výsledky optimalizace SA

V této kapitole jsou stručně shrnuty výsledky dosažené pomoćı metody simulovaného ž́ıháńı,

kdy byly využity rámové prvky. Kapitola detailně prezentuje zvolené parametry této optima-

lizačńı metody, odhaluje nalezené optimum a následně provád́ı srovnáńı tohoto řešeńı s výsledky

źıskanými pomoćı komerčńıch programů.

9.1 Nastaveńı parametr̊u pro stabilitńı posudek

Zadaná věž v kapitole 2 byla optimalizována metodou simulovaného ž́ıháńı s využit́ım rámových

prvk̊u. Nejprve bylo nutné nastavit parametry pro stabilitńı analýzu, což představuje d̊uležitou

část celé optimalizace. Jak bylo zmı́něno, všechny pruty na konstrukci byly idealizovány jako

rámové prvky, kde každý jednotlivý prut byl diskretizován pomoćı sedmi rámových element̊u.

Důležitost a vliv této diskretizace je vysvětlena v (Glanc, 2022), ale je určitě vhodné krátce

zmı́nit, že diskretizace prut̊u slouž́ı předevš́ım k napodobeńı vlastńıho tvaru při ztrátě stability.

Je doporučeno, aby byl každý prut rozdělen na minimálně 4 elementy pro dosažeńı uspo-

kojivých výsledk̊u při posuzováńı stability (Jandera, 2023). Matematický problém vlastńıch

č́ısel hledá hodnoty bĺızké nule, a proto mohou být spočtené hodnoty kladné i záporné. Tento

předpoklad je smysluplný v př́ıpadě, kdy referenčńı zat́ıžeńı představuje např́ıklad zat́ıžeńı větrem,

protože je logické, že v́ıtr může zatěžovat konstrukci i v opačném směru. Ovšem moje kombinace

zat́ıžeńı na zadané konstrukci , předevš́ım ve svislém směru z, představuje zat́ıžeńı vlastńı t́ıhou.

Záporná vlastńı č́ısla, která by otáčela směr zat́ıžeńı, v tomto př́ıpadě nemaj́ı smysl, a proto jsou

uvažována pouze kladná vlastńı č́ısla.
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Tabulka 9.1 Vstupńı parametry optimalizačńı metody SA

Maximálńı teplota Tmax 3
Minimálńı teplota Tmin 0,03
Maximálńı počet přijatých řešeńı na dané teplotě succmax 5
Maximálńı počet iteraćı na dané teplotě countmax 10
Maximálńı počet iteraćı 1000

9.2 Nastaveńı parametr̊u pro optimalizaci

Druhým kĺıčovým krokem pro provedeńı optimalizace je vhodné nastaveńı parametr̊u optima-

lizačńı metody simulovaného ž́ıháńı. Experimentováńım s algoritmem byla stanovena počátečńı

teplota, maximálńı počet iteraćı a daľśı parametry, které jsou shrnuty v tabulce 9.1. Hlavńım

parametrem je maximálńı teplota Tmax, která byla nastavena tak, aby byla přijata přibližně

polovina řešeńı. Dle (Lepš, 2000) je vhodné zvolit Tmin = 0, 01 · Tmax a doporučený poměr

maximálńıho počtu všech iteraćı a počtu úspěšných iteraćı na dané teplotńı hladině zvolit

countmax = 10succmax.

9.3 Výsledky optimalizace

Metoda simulovaného ž́ıháńı z definice nezaručuje nalezeńı globálńıho optima. Proto byl algorit-

mus spuštěn několikrát za sebou a algoritmus pokaždé došel ke stejnému výsledku zobrazeném

v tabulce 9.2. Toto nalezené optimum obsahuje 0,4722 m3 použitého materiálu a hodnotu prvńıho

kladného kritického břemene λ1 = 11, 3273.

Tabulka 9.2 Nalezené optimum pomoćı metody SA

Pr̊uřez
Sloupy SHS 100/100/4,0
Př́ıčle SHS 100/100/3,0

Diagonály SHS 100/100/3,0

Tabulka 9.3 Srovnáńı prvńıch šesti kritických břemen λ

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

DP 11,3237 12,1030 12,2372 12,4420 16,0008 16,4447
OOFEM 11,3209 12,0989 12,2331 12,4378 15,9937 16,4367

SCIA 11,0800 11,8100 11,9400 12,1400 15,5590 16,0000

Toto nalezené optimum obsahuje prvńıch šest kritických břemen, jak je shrnuto v tabulce 9.3.

V této tabulce jsou také zahrnuty výsledky stabilitńı analýzy provedené v softwaru SCIA Engi-

neer (Nemetschek, 2019) a OOFEM (Patzák, 2009). Z tabulky je patrné, že odchylky mezi progra-
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mem OOFEM a mou implementaćı jsou zanedbatelné a pravděpodobně zp̊usobené numerickými

chybami. Tato přesná shoda je předevš́ım dána použit́ım stejného tvaru matice počátečńıch

napět́ı pro rámový prvek. Odchylky od programu SCIA Engineer jsou výrazněǰśı, ale mohou být

zp̊usobeny odlǐsnou implementaćı matice počátečńıch napět́ı. Bohužel je zp̊usob sestaveńı této

matice v programu SCIA Engineer v dostupných materiálech nedohledatelný.

Pro porovnáńı jednotlivých vlastńıch tvar̊u lze využ́ıt metodu, která je obvyklá při srovnáváńı

vlastńıch tvar̊u v modálńı analýze (Pohĺıdalová, 2014). Tato metoda využ́ıvá koeficienty kore-

lace modálńı analýzy (MAC). Pro srovnáńı jednotlivých vlastńıch tvar̊u vypočtených r̊uznými

př́ıstupy může být použit následuj́ıćı vzorec:

MACj =
| {rteor

j }T {robs
j } |2

({rteor
j }T {rteor

j })({robs
j }T {robs

j })
, (9.1)

kde robs
j je vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu tvaru vypočtenému pomoćı mé stabilitńı analýzy a rteor

j je

vektor vlastńıho tvaru vypočtený pomoćı jiného softwaru. Tento koeficient může nabývat hodnot

MAC = ⟨0; 1⟩.

Pokud je hodnota koeficientu rovna 1, docháźı k absolutńı shodě mezi porovnávanými vek-

tory; pokud je naopak rovna 0, jsou vektory naprosto odlǐsné. Limitńı hodnoty koeficient̊u MAC

pro shodu vlastńıch tvar̊u v modálńı analýze dle (Plachý, 2003) jsou MAC = ⟨0, 95; 1⟩. V ta-

bulce 9.4 je shrnut́ı MAC koeficient̊u. Z těchto hodnot tedy vyplývá, že shoda mezi vlastńımi

tvary vypočtenými mou stabilitńı analýzou a stabilitńı analýzou naimplementovanou v těchto

programech je téměř dokonalá.

Tabulka 9.4 Srovnáńı MAC koeficient̊u

MAC1 MAC2 MAC3 MAC4 MAC5 MAC6

OOFEM 0,999932 1,000000 1,000000 1,000000 0,999443 0,999748
SCIA 0,999932 0,999994 0,999987 0,999988 0,999443 0,999748

Obrázky 9.1 a 9.2 zobrazuj́ı vlastńı tvary konstrukce pro vypočtená kritická břemena z ta-

bulky 9.3. Vlastńı tvary jsou normované, a červená barva reprezentuje maximálńı posun v daném

vykresleném tvaru.
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(a) Prvńı vlastńı tvar (b) Druhý vlastńı tvar (c) Třet́ı vlastńı tvar

Obrázek 9.1 Vlastńı tvary vybočeńı konstrukce

(a) Čtvrtý vlastńı tvar (b) Pátý vlastńı tvar (c) Šestý vlastńı tvar

Obrázek 9.2 Vlastńı tvary vybočeńı konstrukce - pokračováńı
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Srovnáńı výsledk̊u

Devátá kapitola se zaměřuje na srovnáńı výsledk̊u dosažených oběma př́ıstupy. Prvńı část ka-

pitoly se věnuje porovnáńı nalezených optim. Zároveň je porovnána stabilita konstrukce v obou

optimalizačńıch př́ıstupech. Druhá část této kapitoly se zaměřuje na posouzeńı stability obou

optimalizovaných konstrukćı v souladu s Eurokódem. T́ımto porovnáńım kapitola dává celkový

přehled o výsledćıch a bezpečnosti dosažené pomoćı obou metod v rámci diplomové práce.

10.1 Porovnáńı př́ıstup̊u k optimalizaci př́ıhrad

V této práci byly představeny dva př́ıstupy k optimalizaci př́ıhradových konstrukćı. Prvńı př́ıstup

představuje běžný náhled na př́ıhradovou konstrukci pomoćı př́ıhradových prvk̊u. Pro optimali-

zaci pomoćı tohoto př́ıstupu byla využita metoda větv́ı a meźı, tento př́ıstup bude dále označován

jako (Metoda I ). Druhý př́ıstup, vysvětlený a použitý v této práci, je využit́ı rámových prvk̊u

Tabulka 10.1 Srovnáńı použitých př́ıstup̊u k optimalizaci př́ıhrad

Pracovńı Metoda typ FEM typ FEM omezeńı vliv nalezené
označeńı optimalizace analýzy prvk̊u napět́ı stability optimum

a posun̊u

Metoda Metoda statická př́ıhradové ANO pouze globálńı
I větv́ı a meźı analýza prvky lokálńı optimum

Metoda Simulované stabilitńı rámové NE globálńı lokálńı
II ž́ıháńı analýza prvky i lokálńı optimum
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pro optimalizaci př́ıhradových konstrukćı. Pro optimalizaci pomoćı tohoto př́ıstupu byla využita

metoda simulovaného ž́ıháńı, dále označován jako (Metoda II ). Smyslem porovnáńı těchto metod

spoč́ıvá předevš́ım v poukázáńı na výhody a nedostatky jednotlivých př́ıstup̊u. Souhrnně jsou

tyto výhody a nevýhody uvedeny v tabulce 10.1.

Zat́ımco Metoda I z své podstaty vede ke globálńımu optimu, u Metody II to zaručené neńı.

Ovšem z hlediska následného stabilitńıho posouzeńı věže je možné předepsat okrajové podmı́nky

v podobě zachováńı stability, zat́ımco u Metody I jsou omezeńı pouze ve formě maximálńıch

posun̊u a napět́ı na jednotlivých prutech.

Z těchto skutečnost́ı vyplývá, že vhodnost zvolené metody úzce záviśı na typu konstrukce.

Pokud je zřejmé, jako u mé zadané konstrukce, že o únosnosti bude rozhodovat nejsṕı̌s globálńı

stabilita, je vhodné zvolit Metodu II i za cenu rizika nalezeńı pouze lokálńıho optima. Naopak,

pokud o únosnosti celé konstrukce bude rozhodovat vzpěr jednotlivých prut̊u, je lepš́ı volbou

Metoda I. Ta nejenže zaručuje nalezeńı globálńıho optima, ale d́ıky formulaci problému lze zajistit

konvexńı okrajové podmı́nky, což vede k výrazně rychleǰśımu nalezeńı hledaného optima.

10.2 Porovnáńı výsledk̊u optimalizace

Jak již bylo naznačeno v předchoźı části této kapitoly, Metoda I nalezla optimálńı řešeńı z hlediska

množstv́ı použitého materiálu. Ovšem bez zachováńı podmı́nek globálńı stability konstrukce, je-

likož toto omezeńı nebylo žádným zp̊usobem u této metody zavedeno. Zat́ımco Metoda II nalezla

optimálńı řešeńı se zachováńım podmı́nky αcr ≥ 10, což nejen že zajǐst’uje lineárńı stabilitu kon-

strukce, ale předevš́ım umožňuje posuzovat konstrukci pouze na účinky prvńıho řádu. Shrnut́ı

těchto výsledk̊u je uvedeno v tabulce 10.2.

Tabulka 10.2 Porovnáńı nalezených optim

Metoda I Metoda II
Pr̊uřez sloupu SHS 100/100/4,0 SHS 100/100/4,0
Pr̊uřez př́ıčle SHS 40/40/2,0 SHS 100/100/3,0
Pr̊uřez diagonály SHS 50/50/2,0 SHS 100/100/3,0
Součinitel αcr 5,021 11,324
Objem materiálu 0,2565 [m3] 0,4722 [m3]

10.3 Posouzeńı optimalizovaných konstrukćı

Dvojice optimalizovaných konstrukćı byly posouzeny dle kapitoly 3 s využit́ım Eurokódu ČSN

EN 1993-1-1. Detailńı stabilitńı posudek pro Metodu II je uveden v apendixu A.5. Ale obdobným
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(a) Pr̊uřezová plocha konstrukce z Metody I (b) Pr̊uřezová plocha konstrukce z Metody II

Obrázek 10.1 Porovnáńı pr̊uřezové plochy na prutech u nalezeného optima

zp̊usobem bylo provedeno posouzeńı i pro Metodu I. Výsledky těchto posudk̊u jsou stručně zob-

razeny v tabulkách 10.3 a 10.4.

Posouzeńı konstrukce optimalizované Metodou I
Pro posouzeńı globálńıho stabilitńıho posudku bylo nezbytné př́ıhradovou konstrukci převést na

konstrukci s rámovými prvky. Výsledky posuzované konstrukce ukazuj́ı, že optimalizovaná věž

nevyhov́ı ve stabilitńım posudku. Podmı́nka αcr < 10 stanovuje, že je nutné provést výpočet

vnitřńıch sil podle teorie druhého řádu. V tabulce 10.3 je zobrazen výsledek rovinného vzpěru,

který je, jak si lze všimnout, rozhoduj́ıćım faktorem pro nevyhovuj́ıćı posudek. Konstrukce ne-

vyhověla předevš́ım kv̊uli absenci omezeńı na stabilitu během optimalizace této konstrukce, což

vedlo k př́ılǐs št́ıhlému návrhu.

Posouzeńı konstrukce optimalizované Metodou II
Z výsledk̊u lze pozorovat, že věž optimalizovaná pomoćı Metody II splňuje požadavky na namá-

háńı jednotlivých prut̊u, i když nebylo zavedeno omezeńı napět́ı při samotné optimalizaci. Tato

skutečnost však nemůže být považována za automatickou. Konstrukce vyhovuje předevš́ım d́ıky

dodržeńı podmı́nky αcr > 10, která nevyžaduje výpočet vnitřńıch sil podle teorie druhého

řádu. Nicméně nelze plně garantovat, že konstrukce splńı tyto požadavky pouze na základě této

podmı́nky.

Vnitřńı śıly byly vypoč́ıtány podle teorie prvńıho řádu se zavedeńım počátečńıch imperfekćı

soustavy. Posouzeńı nejv́ıce namáhaných část́ı konstrukce bylo provedeno pomoćı interakčńıch

podmı́nek N+M.
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Tabulka 10.3 Posouzeńı konstrukce optimalizované Metodou I

Posudek sloupu
Posudek rovinného vzpěru 1,26
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 1,26
Závěrečný posudek NEVYHOVUJE
Posudek diagonály
Posudek rovinného vzpěru 2,57
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 2,57
Závěrečný posudek NEVYHOVUJE
Posudek př́ıčle
Posudek rovinného vzpěru 5,48
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 5,51
Závěrečný posudek NEVYHOVUJE

Tabulka 10.4 Posouzeńı konstrukce optimalizované Metodou II

Posudek sloupu
Posudek rovinného vzpěru 0,96
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 0,97
Závěrečný posudek VYHOVUJE
Posudek diagonály
Posudek rovinného vzpěru 0,18
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 0,21
Závěrečný posudek VYHOVUJE
Posudek př́ıčle
Posudek rovinného vzpěru 0,60
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 0,60
Závěrečný posudek VYHOVUJE



Kapitola 11

Sńıžeńı modularity

V předchoźı kapitole byla záměrně zvolena vysoká modularita struktury věže, která však měla

významný vliv na nalezené optimálńı řešeńı. Tato kapitola si klade za ćıl porovnat výsledky

této optimalizace s předchoźımi př́ıstupy, přičemž struktura věže, popsaná v kapitole 2.2, byla

mı́rně upravena. Jedinou provedenou úpravou na věži bylo rozděleńı prut̊u do v́ıce skupin. Pruty

jsou stále rozčleněny do sloup̊u, př́ıčel a diagonál, ale nav́ıc jsou tyto skupiny dále rozděleny

na r̊uzná patra. To znamená, že sloupy, př́ıčle a diagonály v prvńıch dvou patrech tvoř́ı jednu

skupinu. Stejně tak jsou prvky v 3. a 4. patře opět rozděleny na sloupy, př́ıčle a diagonály.

Daľśı skupinu tvoř́ı prvky v 5. a 6. patře, opět rozdělené do skupin. Posledńı skupiny představuj́ı

prvky v 7. patře. Rozděleńı těchto prut̊u je zobrazeno na obrázku 11.1b, kde jednotlivé barvy

představuj́ı skupiny prut̊u.

Navýšeńı skupin prut̊u vedlo k nalezeńı lepš́ıho řešeńı v obou zvolených př́ıstupech optimali-

zace (Metoda I a Metoda II ). Rozd́ıl mezi zvolenými modularitami je zřejmý. Navýšeńım počtu

modul̊u exponenciálně nar̊ustá počet řešeńı, ovšem za cenu nalezeńı lepš́ıho řešeńı.
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68 Sńıžeńı modularity

(a) Původńı modularita věže (b) Sńıžená modularita věže

Obrázek 11.1 Modularita věže

11.1 Výsledky - Metoda I

Optimalizačńı metoda BnB nalezla řešeńı obsahuj́ıćı o 13.26% méně materiálu , ale výpočetńı

čas je v́ıce než 760krát deľśı, než u p̊uvodńıho zadáńı věže. Na tomhle př́ıkladu je možné de-

monstrovat, jak výrazně může modularita konstrukćı ovlivnit použitelnost optimalizace. Daľśım

d̊uležitým výsledkem této optimalizace je demonstrace přednost́ı metody BnB, jelikož úloha ob-

sahuje 912 možných řešeńı, ale optimalizačńı metoda prohledala pouze 321815 uzl̊u se zaručeńım

nalezeńı globálńıho optima. Srovnáńı těchto parametr̊u je shrnuto v tabulce 11.1.
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Tabulka 11.1 Porovnáńı výsledk̊u pro r̊uznou modularitu - Metoda I

Původńı modularita Sńıžená modularita
Objem [m3] 0,2565 0,2225
Součinitel λ 5,021 5,4418
Počet možných řešeńı 93 912

Prohledaných uzl̊u 224 321815
Výpočetńı čas 5,21 s 3963,72 s

11.2 Výsledky - Metoda II

Metoda simulovaného ž́ıháńı, jak již bylo zmı́něno, je optimalizačńı metoda formulovaná jako

NAND. Výpočetńı doba jednoho vnitřńıho cyklu je shodná pro obě varianty modularity. To plat́ı

předevš́ım proto, že přidáńım modul̊u pouze zvyšujeme počet možných řešeńı, avšak optimali-

zovaná konstrukce z̊ustává stejná, tedy výpočetńı čas pro stabilitńı analýzu z̊ustává konstantńı.

Ale samozřejmě nár̊ust možných řešeńı výrazně ztěžuje nalezeńı optima.

V této práci bylo zmı́něno, že metoda SA sama o sobě nezajǐst’uje nalezeńı globálńıho optima.

Avšak opakovaným spuštěńım algoritmu této metody lze źıskat informaci o tom, zda se lokálńı

optimum alespoň shoduje. Omezeńı výpočetńıho výkonu poč́ıtače a časového rámce vedly k ne-

dostatečné shodě lokálńıho optima při opakovaných běźıch. Pro źıskáńı spolehlivěǰśıch výsledk̊u

by bylo nutné spustit tuto metodu s výrazně vyšš́ım maximálńım počtem iteraćı. Přestože algo-

ritmus metody SA neposkytl jistotu nalezeńı kvalitńıho lokálńı optima, dosáhl téměř 25% sńıžeńı

množstv́ı použitého materiálu ve srovnáńı s p̊uvodńı konstrukćı. Srovnáńı těchto parametr̊u je

v tabulce 11.2.

Tabulka 11.2 Porovnáńı výsledk̊u pro r̊uznou modularitu - Metoda II

Původńı modularita Sńıžená modularita
Objem [m3] 0,4722 0,3548
Součinitel λ 11,324 10,039
Výpočetńı čas jedné iterace 6,68 s 6,68 s
Maximálńı počet iteraćı 1000 2000
Možných řešeńı 93 912

Výpočetńı čas 6680 s 13360 s

11.3 Posouzeńı optimalizovaných konstrukćı

Optimalizované konstrukce byly posouzeny dle kapitoly 3 s využit́ım Eurokódu ČSN EN 1993-

1-1. Z tabulek 11.3 a 11.4 je možné si všimnout, že ani jedna z optimalizovaných konstrukćı

nevyhověla ve stabilitńım posudku. Hodnoty posudk̊u v tabulkách jsou pro maxima z posuzo-

vaných prut̊u v rámci skupiny. Jak již bylo naznačeno v předchoźı kapitole, splněńı stabilitńıho
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Tabulka 11.3 Posouzeńı konstrukce optimalizované Metodou I

Posudek sloupu
Posudek rovinného vzpěru 1,13
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 1,14
Závěrečný posudek NEVYHOVUJE
Posudek diagonály
Posudek rovinného vzpěru 0,95
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 0,97
Závěrečný posudek VYHOVUJE
Posudek př́ıčle
Posudek rovinného vzpěru 5,27
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 5,27
Závěrečný posudek NEVYHOVUJE

Tabulka 11.4 Posouzeńı konstrukce optimalizované Metodou II

Posudek sloupu
Posudek rovinného vzpěru 1,05
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 1,06
Závěrečný posudek NEVYHOVUJE
Posudek diagonály
Posudek rovinného vzpěru 1,16
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 1,16
Závěrečný posudek NEVYHOVUJE
Posudek př́ıčle
Posudek rovinného vzpěru 1,70
Posudek na kombinaci ohybu a osového tlaku 1,70
Závěrečný posudek NEVYHOVUJE

omezeńı Metody II nezaručuje vyhovuj́ıćı stabilitńı posudek dle ČSN EN 1993-1-1. Pro zaručeńı

tohoto posudku by bylo nutné zavést penalizačńı funkci, která by omezovala řešeńı ve smyslu

této normy, ale to nebylo předmětem této práce.



Kapitola 12

Závěr

V rámci této práce byla provedena rozsáhlá rešerše literatury v oblasti globálńı optimalizace

konstrukćı. Hlavńım ćılem bylo porovnat výsledky dvou r̊uzných formulaćı optimalizace: metody

větv́ı a meźı s využit́ım př́ıhradových prvk̊u s simultánńı analýzou a návrhem(formulace SAND)

a metody simulovaného ž́ıháńı s vnořenou analýzou a návrhem (formulace NAND). Zjǐstěńı

z rešerše naznačila, že vhodná formulace pro nalezeńı globálńıho optima u př́ıhradových kon-

strukćı s využit́ım rámových prvk̊u zat́ım neexistuje.

Obě metody byly implementovány a aplikovány na optimalizaci př́ıhradové konstrukce. Zvlá-

štńı d̊uraz byl kladen na posouzeńı stability optimalizovaných konstrukćı. Metoda SAND vedla

ke globálńımu optimu, ale nedostatečné zohledněńı stabilitńıch omezeńı vedlo k neuspokojivým

výsledk̊um v následné stabilitńı analýze. Naopak metoda NAND přinesla konstrukce, které sice

vykazovaly vyšš́ı množstv́ı použitého materiálu, ale zachovaly si stabilitu ovšem bez jistoty na-

lezeńı globálńıho optima.

Daľśım prvkem analýzy bylo zkoumáńı vlivu modularity konstrukce na dosažené výsledky.

Sńıžeńım mı́ry modularity došlo k nalezeńı řešeńı s menš́ım objemem materiálu, ovšem za cenu

nár̊ustu výpočetńıho času.

Výsledky této práce poukazuj́ı na nutnost daľśıho výzkumu a vývoje nových formulaćı a me-

tod pro rozměrovou optimalizaci konstrukćı se zohledněńım stability, s ćılem zajistit nalezeńı

globálńıho optima i pro reálně velké konstrukce.

71





Př́ıloha A

Appendix

A.1 Kronecker̊uv a Hadamard̊uv součin

Tato část je převzata z (A. Posṕı̌silová et al., 2013).

Hadamard̊uv součin (také známý jako prvkový součin nebo skalárńı součin) matic A[n×p] =

(ai,j) a B[n×p] = (bi,j) je matice C[n×p] = ci,j = ai,jbi,j . Matice A a B muśı mı́t stejnou velikost.

Označeńı je C = A ⊙ B.

C = A ⊙ B = (ai,jbi,j) =


a1,1b1,1 · · · a1,pb1,p

...
...

an,1bn,1 · · · an,pbn,p

 . (A.1)

Kronecker̊uv součin (také známý jako tenzorový součin) matic A[n×p] = (ai,j) a D[m×q] =

(dk,l) je matice E o velikosti mn× pq a definována jako

E = A ⊗ D = (ai,jD) =


a1,1D · · · a1,pD

...
...

an,1D · · · an,pD

 . (A.2)
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A.2 Stabilita př́ıhradových konstrukćı s využit́ım rámových

prvk̊u

Tato část je převzata a poupravena z (Glanc, 2022).

Lineárńı analýza

Hlavńı část lineárńı analýzy spoč́ıvá ve vytvořeńı matice tuhosti. Sestaveńı této matice je de-

monstrováno na prvku s 12 stupni volnosti, přičemž uvažujeme, že prut je př́ımý s konstantńım

pr̊uřezem po celé délce prvku a pr̊uřez je bisymetrický v̊uči hlavńım osám pr̊uřezu. Dı́ky těm-

to předpoklad̊um je možné uvažovat, že střed smyku se shoduje s těžǐstěm pr̊uřezu. Budeme

uvažovat posuny od osové deformace, ohybové deformace a torzńı deformace. Posuny vyvo-

lené př́ıčnou smykovou deformaćı a vybočeńı mimo rovinu od torzńıho zat́ıžeńı zanedbáváme.

Tyto předpoklady nám sice omeźı použitelnost prezentovaných vztah̊u, ale pro analýzu většiny

rámů ve stavebnictv́ı jsou dostačuj́ıćı. Orientace koncových sil k lokálńımu souřadnému systému

daného elementu a použité názvoslov́ı je zobrazeno v obrázku 4.1. Pro orientaci sil je použ́ıván

pravoúhlý pravotočivý souřadný systém. Dı́ky dř́ıve zmı́něným předpoklad̊um je složeńı matice

tuhosti výrazně jednodušš́ı, jelikož je část vliv̊u oddělena. Např́ıklad normálové śıly Fx jsou

vyvolané jen posuny u; stejně tak torzńı moment Mx je zp̊usoben pouze pootočeńım θx. Dı́ky

těmto předpoklad̊um jsou některé členy matice tuhosti nulové. Daľśı zjednodušeńı nastává d́ıky

předpokladu, že ohybové momenty a smykové śıly v jedné rovině nezp̊usobuj́ı deformace v rovině

druhé, což přinese daľśı nulové členy v matici tuhosti. V d̊usledku toho vznikne matice tuhosti

12 × 12, kterou lze rozdělit na čtyři samostatné př́ıpady:

1. Prut s normálovými silami

2. Prut pouze s torzńımi momenty

3. Ohýbaný prut kolem osy y

4. Ohýbaný prut kolem osy z

Spojeńım těchto čtyř př́ıpad̊u źıskáme kompletńı matici tuhosti 12 × 12 pro prut znázorněný

na obrázku 4.1 ve tvaru
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2(1+ν)L 0 0 0 0 0 J

2(1+ν)L 0 0

0 0 − 6Iy
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L 0 0 0 6Iy

L2 0 4Iy

L 0

0 6Iz
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Výpočet vnitřńıch sil na konstrukci

Kv̊uli nelinearitě výpočtu globálńı stabilitńı analýzy je nejprve nutné vypoč́ıtat vnitřńı śıly na

jednotlivých elementech od zadaného zat́ıžeńı. S využit́ım globálńı matice tuhosti a vektoru

vněǰśıho zat́ıžeńı, který představuje velikost zat́ıžeńı v jednotlivých styčńıćıch, jsme schopni

snadno vypoč́ıtat vnitřńı śıly. Pro výpočet sil nejprve použijeme následuj́ıćı rovnici, která je

základem deformačńı metody:

[K] · {r} = {f} , (A.4)

kde [K] představuje matici tuhosti, {f} je vektor zat́ıžeńı a {r} vyjadřuje vektor neznámých

přemı́stěńı.

Pomoćı výše zmı́něné rovnice jsme schopni vypoč́ıtat neznámá přemı́stěńı styčńık̊u celé kon-

strukce. Tyto přemı́stěńı v globálńım souřadném systému je nutné zpět přǐradit jednotlivým ele-

ment̊um a poté pomoćı jednotlivých transformačńıch matic element̊u zpátky přetransformovat do

lokálńıch souřadných systémů element̊u. Koncové śıly v jednotlivých elementech lze pak vypoč́ıtat

pomoćı lokálńıch matic tuhosti a vektorech s přǐrazenými neznámými přemı́stěńımi v lokálńım

souřadném systému.

Nelineárńı analýza

V nelineárńı analýze je i nadále lineárně pružná analýza nepostradatelná. Jej́ım základńım prv-

kem je matice tuhosti [K], v př́ıpadě globálńı analýzy pak rovnice

[K]{∆} = {P} . (A.5)

Předpokládáme-li, že při metodách nelineárńı analýzy byly základńı nelineárńı rovnice redu-

kovány na množinu, pro kterou je možné využ́ıt řešeńı simultánńıch algebraických rovnic. Pak

lze chováńı sledovat iterativně a každou metodu lze symbolicky zapsat

[Kt]{d∆} = {dP} . (A.6)

V rovnici (A.6) představuje [Kt] obecnou nelineárńı tečnou matici tuhosti, která se skládá

z lineárńı pružné matice tuhosti a jeden nebo v́ıce komponent̊u zohledňuj́ıćı zat́ıžeńı nebo defor-

mace na začátku př́ır̊ustku. Různé úrovně nelineárńı analýzy se poté lǐśı v [Kt], která zahrnuje

dané nelinearity. Zp̊usob, jak jsou rovnice formulovány, či zp̊usob řešeńı rovnic může vyžadovat

jistou diskretizaci prutu, tedy rozděleńı jednotlivých prut̊u na menš́ı části, např. pro efektivněǰśı

vystižeńı tvaru deformace konstrukce. V našem př́ıpadě, tedy analýze druhého řádu, se při for-
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mulaci rovnic zohledňuj́ı konečné deformace a posuny, č́ımž rovnice (A.6) nabývá tvaru

[K +Kσ]{d∆} = {dP} , (A.7)

kde [Kσ] představuje matici počátečńıch napět́ı (známou také jako matici geometrické tuhosti).

Tato matice vyjadřuje změnu tuhosti v závislosti na aktuálńı napjatosti. Zp̊usob vytvořeńı matice

[Kσ] lze provést několika zp̊usoby, které si ukážeme v daľśı části této práce. Nicméně, tento zp̊usob

analýzy vyžaduje diskretizaci prut̊u pro dosažeńı uspokojivých výsledk̊u.

Pro výpočet velikosti kritické břemena se rovnice (A.7) převede do zobecněné úlohy vlastńıch

č́ısel, ve kterém je rovnice rovnováhy v kritickém stavu v následuj́ıćım tvaru

[K + λKref
σ ]{∆} = {0} , (A.8)

kde [Kσ] je matice geometrické tuhosti vypočtená pro referenčńı zat́ıžeńı {Pref }, λ (vlastńı

č́ıslo) součinitel kritického zat́ıžeńı pro zat́ıžeńı {Pref } a vektor {∆} (vlastńı vektor) vyjadřuje

deformovaný tvar konstrukce pro jednotlivá vlastńı č́ısla. Tato rovnice vede tedy k řešeńı úlohy

vlastńıch č́ısel, která lze pomoćı výpočetńıch programů vcelku snadno vyřešit.

Matice počátečńıch napět́ı

Pro snadněǰśı pochopeńı sestaveńı matice počátečńıch je možné sestaveńı opět rozdělit na d́ılč́ı

podproblémy a následně spojeńım těchto část́ı sestavit kompletńı matici počátečńıch napět́ı. Nej-

prve je nutné sestavit Kσ pro rovinný prvek s osovou silou, poté rovinný prvek zat́ıžen osovou

silou a ohybem kolem jedné osy. Daľśım prvkem bude rovinný prvek s osovou silou a torzńım mo-

mentem. Dosazeńım matic těchto podproblémů do matice kompletńı matice počátečńıch napět́ı,

źıskáme matici ve tvaru
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L 0 0 0 0 0
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A.3 Stanoveńı tuhosti fiktivńıch prut̊u

Obrázek A.1 Stanoveńı tuhosti fiktivńıho prutu

Zavedené diagonálńı fiktivńı pruty muśı mı́t tuhost odpov́ıdaj́ıćı tuhosti tohoto rámu. Zjed-

nodušeně to lze zavést pomoćı plochy fiktivńıho pr̊uřezu vyjádřeného pomoćı momentu se-

trvačnosti Iz př́ıčle. Zp̊usob, jakým lze tento vztah stanovit, je vytvořeńı dvou konstrukćı re-

prezentuj́ıćı rám. Prvńı s využit́ım rámových prut̊u a druhá s využit́ım př́ıhradových prvk̊u.

Tyto konstrukce jsou zobrazeny na obrázku A.1. Myšlenka je taková, že pokud bude tuhost

těchto rámů stejná, posuny u se budou rovnat.

A.3.1 Posun na rámové konstrukci

Tato rámová konstrukce je vnitřně 3krát staticky neurčitá. Pro výpočet posunu u muśıme nejprve

stanovit pr̊uběh moment̊u na rámové konstrukci od zat́ıžeńı F . Stanoveńı těchto moment̊u se

provede pomoćı principu virtuálńıch praćı. Nejprve přidáme dva vnitřńı klouby v horńım a dolńım

styčńıku, jelikož nás zaj́ımá moment v tomto mı́stě. Následně vypočteme

δ11 =
∫
Mx1Mx1 dx = 2L (A.10)

δ1f =
∫
Mf1Mx1 dx = −2 ·

[
1
2
F

2
srqt2

2 · L · L · 1
]

= −FL2

2
√

2
(A.11)

δ11 ·X1 + δ1f = 0 (A.12)
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√2 2
L

√2 2
L

√

√

√

√

Obrázek A.2 Pr̊uběh moment̊u - princip virtuálńıch praćı

X1 = FL

4
√

2
(A.13)

Posun rámu je poté s využit́ım principu superpozice a principu virtuálńıch praćı

uframe = 1
EIz

[
4 ·

[
1
3
FL

√
2

8
”1”

√
2L

4

]
− 4 ·

[
1
6
FL

√
2

8
”1”

√
2L

4

]]
= 1

24
FL3

EIz
, (A.14)

kde F je jednotková śıla, Iz je moment setrvačnosti př́ıčle okolo osy z, E je Young̊uv modul

pružnosti a L je délka strany rámu.

A.3.2 Posun na př́ıhradové konstrukci

Pro stanoveńı posunu v př́ıhradové variantě tohoto rámu se postupuje obdobně jako u rámové

konstrukce s využit́ım principu virtuálńıch praćı. Tato konstrukce je vnitřně 1krát staticky

neurčitá, proto je nejprve nutné přerušit jednu z diagonál. Nyńı vypočteme

δ11 =
∫
N1N1 dx = 4 · L

√
2

2

√
2

2 + 2 ·
√

2 = 2L+ 2L
√

2 (A.15)

δ1f = 2L+ L
√

2 (A.16)

δ11 · x1 + δ1f = 0 (A.17)

X1 = −
[

2L+ L
√

2
2L+ 2L

√
2

]
= −

√
2

2 (A.18)
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Posun př́ıhrady poté vycháźı

utruss = 1
EA

[
−

√
2

2 ·
(

1 −
√

2
2

)
· L · 4 +

(
1 −

√
2

2

)
· L ·

√
2
]

= L

EA
, (A.19)

kde L je délka strany rámu, E je Young̊uv modul pružnosti a A je plocha jedné diagonály.

A.3.3 Výsledná tuhost fiktivńıho prutu

Pokud se tyto posuny maj́ı rovnat, pak pro plochu A diagonály muśı platit

utruss = uframe , (A.20)
L

EA
= 1

24
FL3

EIz
, (A.21)

A = Iz · 24
L2 . (A.22)
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A.4 Výstupńı soubor z knihovny Gurobi

Výpis kódu A.1 Výsledek optimalizace BnB
1 Set parameter Username

2 Set parameter Method to value 2

3 Set parameter NodefileDir to value ""

4 Academic license - for non - commercial use only - expires 2024 -11 -07

5 Gurobi Optimizer version 10.0.3 build v10 .0.3 rc0 ( win64 )

6
7 CPU model : Intel (R) Core(TM) i5 -8300 H CPU @ 2.30 GHz , instruction set [SSE2|AVX|AVX2]

8 Thread count : 4 physical cores , 8 logical processors , using up to 8 threads

9
10 Optimize a model with 16506 rows , 2463 columns and 41970 nonzeros

11 Model fingerprint : 0 xaa29f346

12 Variable types : 2436 continuous , 27 integer (27 binary )

13 Coefficient statistics :

14 Matrix range [6e -01 , 2e+09]

15 Objective range [1e+02 , 4e+03]

16 Bounds range [1e+00 , 1e+00]

17 RHS range [4e -02 , 5e+11]

18 Warning : Model contains large matrix coefficients

19 Warning : Model contains large rhs

20 Consider reformulating model or setting NumericFocus parameter

21 to avoid numerical issues .

22 Presolve removed 11883 rows and 1218 columns

23 Presolve time: 0.06s

24 Presolved : 4623 rows , 1245 columns , 23815 nonzeros

25 Variable types : 1218 continuous , 27 integer (27 binary )

26 Found heuristic solution : objective 7580.7009696

27 Root barrier log ...

28 Ordering time: 0.00s

29
30 Barrier statistics :

31 Dense cols : 111

32 AA ’ NZ : 3.651 e+04

33 Factor NZ : 6.786 e+04 ( roughly 3 MB of memory )

34 Factor Ops : 1.966 e+06 (less than 1 second per iteration )

35 Threads : 4

36 Objective Residual

37 Iter Primal Dual Primal Dual Compl Time

38 0 6.04639457 e+06 -1.62991792 e+07 3.03e+06 0.00e+00 2.02e+04 0s

39 1 6.04639457 e+06 -1.62991792 e+07 3.03e+06 0.00e+00 2.02e+04 0s

40 2 6.04639457 e+06 -9.90031465 e+10 3.03e+06 0.00e+00 1.18e+08 0s

41 3 6.38430430 e+05 -7.16450522 e+10 3.05e+05 1.26e+02 2.82e+07 0s

42 4 3.89248311 e+04 -8.80713178 e+09 1.46e+04 2.83e+01 1.95e+06 0s

43 5 1.37511168 e+04 -7.73373531 e+09 5.62e+03 2.47e+01 1.37e+06 0s

44 6 9.09903163 e+03 -4.25000978 e+09 3.57e+03 1.41e+01 7.83e+05 0s

45 7 4.91880864 e+03 -2.37770711 e+09 1.56e+03 8.03e+00 4.22e+05 0s

46 8 2.92458704 e+03 -3.88950742 e+08 4.67e+00 6.45e -01 5.55e+04 0s

47 9 2.91752129 e+03 -3.88789173 e+05 1.35e -07 4.26e -04 5.58e+01 0s
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48 10 2.84272966 e+03 -1.15520002 e+04 4.66e -10 1.41e -05 2.05e+00 0s

49 11 1.64960068 e+03 -1.30655749 e+03 4.66e -10 5.39e -06 4.21e -01 0s

50 12 1.17778790 e+03 -1.58658191 e+02 4.66e -10 2.39e -06 1.90e -01 0s

51 13 9.90881334 e+02 4.32432151 e+02 3.49e -10 9.98e -07 7.95e -02 0s

52 14 8.83101633 e+02 6.72513479 e+02 4.66e -10 3.78e -07 3.00e -02 0s

53 15 8.58779391 e+02 8.03389322 e+02 4.66e -10 8.33e -08 7.88e -03 0s

54 16 8.49379548 e+02 8.37522757 e+02 3.49e -10 1.53e -08 1.69e -03 0s

55 17 8.46753140 e+02 8.45759747 e+02 3.49e -10 1.05e -09 1.41e -04 0s

56 18 8.46442135 e+02 8.46400868 e+02 4.07e -10 1.36e -10 5.87e -06 0s

57 19 8.46424737 e+02 8.46413380 e+02 4.66e -10 2.98e -11 1.62e -06 0s

58 20 8.46418109 e+02 8.46417212 e+02 4.66e -10 1.52e -11 1.28e -07 0s

59 21 8.46417521 e+02 8.46417380 e+02 2.10e -09 1.19e -11 2.14e -08 0s

60 22 8.46417393 e+02 8.46417393 e+02 3.49e -10 2.27e -13 1.43e -13 0s

61
62 Barrier solved model in 22 iterations and 0.33 seconds (0.25 work units )

63 Optimal objective 8.46417393 e+02

64
65 Root relaxation : objective 8.464174 e+02 , 844 iterations , 0.19 seconds (0.11 work units )

66
67 Nodes | Current Node | Objective Bounds | Work

68 Expl Unexpl | Obj Depth IntInf | Incumbent BestBd Gap | It/Node Time

69 0 0 846.41739 0 4 7580.70097 846.41739 88.8 % - 0s

70 0 0 1185.03128 0 4 7580.70097 1185.03128 84.4 % - 0s

71 0 0 1346.39212 0 6 7580.70097 1346.39212 82.2 % - 0s

72 0 0 1346.39212 0 6 7580.70097 1346.39212 82.2 % - 1s

73 0 0 1346.39214 0 6 7580.70097 1346.39214 82.2 % - 1s

74 0 2 1346.39214 0 6 7580.70097 1346.39214 82.2 % - 1s

75 * 80 46 15 5830.2340851 1434.62309 75.4 % 512 3s

76 * 97 44 15 5476.1333562 1434.62309 73.8 % 518 3s

77 * 129 54 14 4862.4150488 1458.76960 70.0 % 575 4s

78 * 131 54 7 3420.1530231 1458.76960 57.3 % 578 4s

79 * 143 53 6 3267.7106420 1604.94486 50.9 % 588 4s

80 * 152 53 17 2714.4568262 1604.94486 40.9 % 575 4s

81 * 154 50 16 2146.1808142 1605.48143 25.2 % 577 4s

82 186 17 1839.65391 15 4 2146.18081 1680.90977 21.7 % 552 5s

83
84 Cutting planes :

85 Gomory : 1

86 Cover : 1

87 MIR: 2

88 Inf proof : 2

89 Explored 224 nodes (110064 simplex iterations ) in 5.21 seconds (8.85 work units )

90 Thread count was 8 (of 8 available processors )

91 Solution count 8: 2146.18 2714.46 3267.71 ... 7580.7

92 Optimal solution found ( tolerance 1.00e -04)

93 Best objective 2.146180814199 e+03 , best bound 2.146180814199 e+03 , gap 0.0000 %
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A.5 Stabilitńı posudek optimalizované konstrukce

Určeńı imperfekćı soustavy

h = 20000 mm (výška věže)

msl = 4 (počet sloup̊u na př́ıčel)

ϕ0 = 1
200 (základńı hodnota náklonu)

αh = 2√
h

= 0, 447 ∧ 2
3 ≤ αh ≤ 1, 0

αh = 0, 667 (redukčńı součinitel výšky sloupu)

αm =

√
0, 5 ·

(
1 + 1

m

)
= 0, 791 (redukčńı součinitel počtu sloup̊u)

ϕ = ϕ0 · αh · αm = 2, 63 mm
m (celkové počátečńı nakloněńı konstrukce)

Lineárńı stabilita

αcr = 11, 08 ≥ 10 (součinitel kritického zat́ıžeńı)

⇒ Neńı nutné posuzovat II. řádem

Vnitřńı śıly I. řád

Vypsány jsou maximálńı hodnoty vnitřńıch sil na zvolených pr̊uřezech.

ID Pr̊uřez N [kN] My [kNm] Mz [kNm]
1 CS7 - SHS 100/100/4,0 -110,9 0,1 0,1
8 CS6 - SHS 100/100/3,0 -34,3 0,3 0

ID Pr̊uřez Vy [kN] Vz [kN] T [kNm]
1 CS7 - SHS 100/100/4,0 0,0 0,0 0,0
8 CS6 - SHS 100/100/3,0 0,0 0,1 0,0
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Pr̊uřezové charakteristiky

Jméno CS6 CS7
Typ 100/100/3,0 100/100/4,0

Vzpěr y-y a a
Vzpěr z-z a a
A [m2] 1,14E-03 1,49E-03
Az [m2] 5,70E-04 7,47E-04
Ay [m2] 5,70E-04 7,47E-04
Iy [m4] 1,77E-06 2,26E-06
Iz [m4] 1,77E-06 2,26E-06
iy [mm] 3,90E+01 3,90E+01
iz [mm] 3,90E+01 3,90E+01
Wel,y [m3] 3,54E-05 4,53E-05
Wel,z [m3] 3,54E-05 4,53E-05
Wpl,y [m3] 4,12E-05 5,33E-05
Wpl,z [m3] 4,12E-05 5,33E-05
It [m4] 2,79E-06 3,62E-06
Iw [m6] 2,50E-09 3,33E-09

Materiál a bezpečnostńı součinitele

Ocel S235 (materiál konstrukce)

fyk = 235MPa (charakteristická mez kluzu)

E = 210GPa (Young̊uv modul pružnosti)

G = 81GPa (modul pružnosti ve smyku)

γM 0 = 1, 0 (d́ılč́ı součinitel - únosnost pr̊uřezu)

γM 1 = 1, 0 (d́ılč́ı součinitel - únosnost pr̊uřezu - stabilita)

fyd = fyk

γ0
= 235MPa (návrhová mez kluzu)
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Posouzeńı sloupu

Posouzeńı je provedeno metodu uvedenou v kapitole 3.4.4.

Návrhové vnitřńı śıly

NEd = 110, 9 kN (normálová śıla)

My,Ed = 0, 1 kNm (ohybový moment)

Mz,Ed = 0, 1 kNm (ohybový moment)

Vy,Ed = 0, 0 kN (posouvaj́ıćı śıla)

Vz,Ed = 0, 0 kN (posouvaj́ıćı śıla)

TEd = 0, 0 kN (krout́ıćı moment)

Zatř́ıděńı pr̊uřezu

Zatř́ıděńı provedeno pomoćı softwaru SCIA Engineer.
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Vzpěrné délky a součinitele vzpěrnosti

Lcr,y = 5892 mm (vybočeńı bez posunu styčńıku)

Lcr,z = 2286 mm (vybočeńı bez posunu styčńıku)

λy = Lcr,y

iy
= 151, 08 (št́ıhlost sloupu ve směru y)

λz = Lcr,z

iz
= 58, 62 (št́ıhlost sloupu ve směru z)

ϵ =
√

235
fyk

= 1

λl = 93, 9 · ϵ

λrel,y = λy

λl
= 1, 61 (poměrná št́ıhlost sloupu ve směru y)

λrel,z = λz

λl
= 0, 62 (poměrná št́ıhlost sloupu ve směru z)

αa = 0, 21 (součinitel imperfekce)

ϕy = 0, 5 ·
(
1 + αa · (λrel,y − 0, 2) + λ2

rel,y

)
= 1, 94

ϕz = 0, 5 ·
(
1 + αa · (λrel,z − 0, 2) + λ2

rel,z

)
= 0, 74

χy = min

 1
ϕy +

√
ϕ2

y − λ2
rel,y

, 1, 0

 = 0, 33 (součinitel vzpěrnosti v tlaku - y)

χz = min

 1
ϕz +

√
ϕ2

z − λ2
rel,z

, 1, 0

 = 0, 88 (součinitel vzpěrnosti v tlaku - z)

Součinitel vzpěrnosti při klopeńı

Jedná se o obdélńıkovou trubku, která neńı náchylná na klopeńı.

⇒ χLT = 1 (součinitel vzpěrnosti)
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Posouzeńı MSÚ

Tlak s vlivem vzpěru

Nb,Rd = min(χy, χz)Afyk

γM1
= 115, 55 kN

Interakce tlaku a ohybu

ψ = 0, 73 ⇒ Cmy = 0, 90 Cmz = 0, 40 CmLT = 0, 91

NRk = Afyk = 350, 15 kN (charakteristická únosnost)

My,Rk = Wpl,yfyk = 12, 526 kNm (charakteristická únosnost)

Mz,Rk = Wpl,zfyk = 12, 526 kNm (charakteristická únosnost)

kyy = 1, 59 (interakčńı součinitel)

kyz = 0, 28 (interakčńı součinitel)

kzy = 0, 96 (interakčńı součinitel)

kzz = 0, 46 (interakčńı součinitel)

Posudek 6.61:

NEd

χyNRk

γM1

+ kyy · My,Ed

χLT
My,Rk

γM1

+ kyz · Mz,Ed

Mz,Rk

γM1

= 0, 975 ≤ 1, 0 VYHOVUJE

Posudek 6.62:

NEd

χyNRk

γM1

+ kzy · My,Ed

My,Rk

γM1

+ kzz · Mz,Ed

χLT
Mz,Rk

γM1

= 0, 371 ≤ 1, 0 VYHOVUJE
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Smyková únosnost

VEd

Avzfyk√
3γM0

= 0, 000 ≤ 1, 0 VYHOVUJE

VEd

Avyfyk√
3γM0

= 0, 000 ≤ 1, 0 VYHOVUJE

Posouzeńı diagonály

Návrhové vnitřńı śıly

NEd = 34, 3 kN (normálová śıla)

My,Ed = 0, 3 kNm (ohybový moment)

Mz,Ed = 0, 0 kNm (ohybový moment)

Vy,Ed = 0, 0 kN (posouvaj́ıćı śıla)

Vz,Ed = 0, 1 kN (posouvaj́ıćı śıla)

TEd = 0, 0 kN (krout́ıćı moment)

Zatř́ıděńı pr̊uřezu

Zatř́ıděńı provedeno pomoćı softwaru SCIA Engineer.
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Vzpěrné délky a součinitele vzpěrnosti

Lcr,y = 3475 mm (vybočeńı bez posunu styčńıku)

Lcr,z = 2939 mm (vybočeńı bez posunu styčńıku)

λy = Lcr,y

iy
= 89, 10 (št́ıhlost sloupu ve směru y)

λz = Lcr,z

iz
= 75, 36 (št́ıhlost sloupu ve směru z)

ϵ =
√

235
fyk

= 1

λl = 93, 9 · ϵ

λrel,y = λy

λl
= 0, 95 (poměrná št́ıhlost sloupu ve směru y)

λrel,z = λz

λl
= 0, 80 (poměrná št́ıhlost sloupu ve směru z)

αa = 0, 21 (součinitel imperfekce)

ϕy = 0, 5 ·
(
1 + αa · (λrel,y − 0, 2) + λ2

rel,y

)
= 1, 03

ϕz = 0, 5 ·
(
1 + αa · (λrel,z − 0, 2) + λ2

rel,z

)
= 0, 89

χy = min

 1
ϕy +

√
ϕ2

y − λ2
rel,y

, 1, 0

 = 0, 70 (součinitel vzpěrnosti v tlaku - y)

χz = min

 1
ϕz +

√
ϕ2

z − λ2
rel,z

, 1, 0

 = 0, 79 (součinitel vzpěrnosti v tlaku - z)

Součinitel vzpěrnosti při klopeńı

Jedná se o obdélńıkovou trubku, která neńı náchylná na klopeńı.

⇒ χLT = 1 (součinitel vzpěrnosti)
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Posouzeńı MSÚ

Tlak s vlivem vzpěru

Nb,Rd = min(χy, χz)Afyk

γM1
= 187, 806 kN

Interakce tlaku a ohybu

ψ = 0, 15 ⇒ Cmy = 0, 90 Cmz = 0, 65 CmLT = 0, 89

NRk = Afyk = 267, 9 kN (charakteristická únosnost)

My,Rk = Wpl,yfyk = 9, 682 kNm (charakteristická únosnost)

Mz,Rk = Wpl,zfyk = 9, 682 kNm (charakteristická únosnost)

kyy = 1, 02 (interakčńı součinitel)

kyz = 0, 43 (interakčńı součinitel)

kzy = 0, 61 (interakčńı součinitel)

kzz = 0, 72 (interakčńı součinitel)

Posudek 6.61:

NEd

χyNRk

γM1

+ kyy · My,Ed

χLT
My,Rk

γM1

+ kyz · Mz,Ed

Mz,Rk

γM1

= 0, 214 ≤ 1, 0 VYHOVUJE

Posudek 6.62:

NEd

χyNRk

γM1

+ kzy · My,Ed

My,Rk

γM1

+ kzz · Mz,Ed

χLT
Mz,Rk

γM1

= 0, 180 ≤ 1, 0 VYHOVUJE
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Smyková únosnost

VEd

Avzfyk√
3γM0

= 0, 000 ≤ 1, 0 VYHOVUJE

VEd

Avyfyk√
3γM0

= 0, 001 ≤ 1, 0 VYHOVUJE

Posouzeńı př́ıčle metodou A

Návrhové vnitřńı śıly

NEd = 33, 8 kN (normálová śıla)

My,Ed = 0, 0 kNm (ohybový moment)

Mz,Ed = 0, 0 kNm (ohybový moment)

Vy,Ed = 0, 0 kN (posouvaj́ıćı śıla)

Vz,Ed = 0, 0 kN (posouvaj́ıćı śıla)

TEd = 0, 0 kN (krout́ıćı moment)

Zatř́ıděńı pr̊uřezu

Zatř́ıděńı provedeno pomoćı softwaru SCIA Engineer.
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Vzpěrné délky a součinitele vzpěrnosti

Lcr,y = 3475 mm (vybočeńı bez posunu styčńıku)

Lcr,z = 3939 mm (vybočeńı bez posunu styčńıku)

λy = Lcr,y

iy
= 193, 85 (št́ıhlost sloupu ve směru y)

λz = Lcr,z

iz
= 44, 46 (št́ıhlost sloupu ve směru z)

ϵ =
√

235
fyk

= 1

λl = 93, 9 · ϵ

λrel,y = λy

λl
= 2, 06 (poměrná št́ıhlost sloupu ve směru y)

λrel,z = λz

λl
= 0, 47 (poměrná št́ıhlost sloupu ve směru z)

αa = 0, 21 (součinitel imperfekce)

ϕy = 0, 5 ·
(
1 + αa · (λrel,y − 0, 2) + λ2

rel,y

)
= 2, 83

ϕz = 0, 5 ·
(
1 + αa · (λrel,z − 0, 2) + λ2

rel,z

)
= 0, 64

χy = min

 1
ϕy +

√
ϕ2

y − λ2
rel,y

, 1, 0

 = 0, 21 (součinitel vzpěrnosti v tlaku - y)

χz = min

 1
ϕz +

√
ϕ2

z − λ2
rel,z

, 1, 0

 = 0, 93 (součinitel vzpěrnosti v tlaku - z)

Součinitel vzpěrnosti při klopeńı

Jedná se o obdélńıkovou trubku, která neńı náchylná na klopeńı.

⇒ χLT = 1 (součinitel vzpěrnosti)
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Posouzeńı MSÚ

Tlak s vlivem vzpěru

Nb,Rd = min(χy, χz)Afyk

γM1
= 56, 31 kN

Interakce tlaku a ohybu

ψ = 1, 00 ⇒ Cmy = 0, 90 Cmz = 1, 00 CmLT = 0, 89

NRk = Afyk = 267, 9 kN (charakteristická únosnost)

My,Rk = Wpl,yfyk = 9, 682 kNm (charakteristická únosnost)

Mz,Rk = Wpl,zfyk = 9, 682 kNm (charakteristická únosnost)

kyy = 1, 32 (interakčńı součinitel)

kyz = 0, 62 (interakčńı součinitel)

kzy = 0, 79 (interakčńı součinitel)

kzz = 1, 04 (interakčńı součinitel)

Posudek 6.61:

NEd

χyNRk

γM1

+ kyy · My,Ed

χLT
My,Rk

γM1

+ kyz · Mz,Ed

Mz,Rk

γM1

= 0, 600 ≤ 1, 0 VYHOVUJE

Posudek 6.62:

NEd

χyNRk

γM1

+ kzy · My,Ed

My,Rk

γM1

+ kzz · Mz,Ed

χLT
Mz,Rk

γM1

= 0, 135 ≤ 1, 0 VYHOVUJE



Stabilitńı posudek optimalizované konstrukce 95

Smyková únosnost

VEd

Avzfyk√
3γM0

= 0, 000 ≤ 1, 0 VYHOVUJE

VEd

Avyfyk√
3γM0

= 0, 000 ≤ 1, 0 VYHOVUJE





Bibliografie

EN-1993-1-1, 2005. Eurocode 3: Design of steel structures - Part 1-1: General rules and rules for

buildings.

ACHTZIGER, W.; BENDSØE, M.; BEN-TAL, A.; ZOWE, J., 1992. Equivalent displacement

based formulations for maximum strength truss topology design. IMPACT of Computing in
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č. 1, s. 193–228. issn 0024-3795. Dostupné z doi: https://doi.org/10.1016/S0024-
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https://doi.org/10.1007/s10107-006-0004-5
https://doi.org/10.1007/s10107-006-0004-5
https://doi.org/10.1007/s11081-013-9225-7
http://www.jstor.org/stable/1910129
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/S0024-3795(98)10032-0
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/S0024-3795(98)10032-0
https://yalmip.github.io
https://yalmip.github.io
https://books.google.cz/books?id=r6QcrgEACAAJ
https://books.google.cz/books?id=r6QcrgEACAAJ
https://doi.org/10.1007/s00158-014-1095-x
https://doi.org/10.1080/14786440409463229
https://doi.org/10.1007/s13160-010-0006-9


Bibliografie 101

NEMETSCHEK, 2019. Scia Engineer. Dostupné také z: https://www.scia.net/cs/software/
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