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Pokyny pro vypracovani

Nasobeni matice matici je jednou z nejbéznéjsi operaci v numerické linedrni algebfre.
Objevuje se rovnéz v grafovych algoritmech, napfiklad pro pocitani cyklt délky tfi ¢i
prohledavani do Sitky s vice zdroji.

1. Nastudujte si algoritmy pro paralelni platformy zabyvajici se nasobenim dvou fidkych
matic[1, 2, 3, 4, 5, 6].

2. Zamérte se na vnitfni architekturu a pouzité maticové formdaty v aktudlnich state-of-
the-art algoritmech.

3. Popiste pouzité optimalizace ve zminénych algoritmech s ohledem na specifika,
ktera pfinasi paralelizace pro CPU a GPU [1, 5, 6].

4. Zaméfte se na situaci pfi ndsobeni obecnych matic. (Novéjsi algoritmy pro
porovnavani se navzajem pouzivaji pouze jednu malou podmnoZinu maticovych operaci:
C=A*A pfipadné C=A * A"T)

5. Navrhnéte a implementujte vlastni feSeni.

6. Zmérfte vykonnost na sadé testovacich dat (vybranych po dohodé s vedoucim),
srovnejte s referencni implementaci a diskutujte vysledky.
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Abstrakt

Prace se zabyva paralelnim nasobenim fidkych matic a obsahuje analyzu a porovnani vykonu
vlastniho implementovaného algoritmu v OpenMP s existujicimi algoritmy. Byly popsany jiz
existujici algoritmy a jejich postupy a optimalizace, diky kterym dokazi dosdhnout svych cas.
Tyto myslenky byly pouzity ve vlastni implementaci. Pro porovnani byla provedena sada méreni,
pri kterych byly testovany rtizné matice ze souboru matic SuiteSparse. Namérené vysledky byly
poté analyzovany a porovnany, aby se zjistila relativni efektivita implementovaného algoritmu v
porovnani s existujicimi algoritmy.

Klicova slova algoritmus, ¥idk& matice, ndsobeni, OpenMP, paralelizace

Abstract

The work focuses on parallel sparse matrix multiplication and includes analysis and comparison of
performance between a custom implemented algorithm in OpenMP and existing algorithms. The
existing algorithms and their approaches and optimizations, which enable them to achieve their
respective times, have been described. These ideas were utilized in the custom implementation.
For comparison, a set of measurements was performed, testing various matrices from the Suite-
Sparse matrix collection. The obtained results were then analyzed and compared to determine
the relative efficiency of the implemented algorithm compared to the existing algorithms.

Keywords algorithm, sparse matrix, multiplication, OpenMP, parallelization
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Zakladni terminologie

V textu se bude pouzivat znaceni, které je silné inspirovano citovanymi pracemi, lisi se jen
v drobnych detailech. Matice budou znaceny velkymi pismeny, rozméry matice malymi.

Maticové nasobeni C = A x B, kde A mé rozméry m X n a B n X p, je definovano jako
Cij = > p_y Aik * Byj pro kazdé i = 1,2,....m —1,m; j = 1,2,3,...,p — 1,p. Pismena A, B, C
budou mit vzdy stejny vyznam, tedy C bude vyslednou matici, A a B budou levou, respektive
pravou stranou nasobeni.

Pokud se bude pracovat se ¢tvercovymi maticemi, kde m = n, bude se pro jednoduchost
pouzivat pouze n. Mocnéni se bude zapisovat jako C' = A? = A x A, v piipadé nevyhovujicich
rozméri dojde nejdiive k transpozici pravé strany, C = A AT.

1.2 Ridka matice

Termin {dké (sparse) matice je pomérné viagné definovan. Podet nenulovych prvki musi byt
dostatetné maly v porovndni s O(mn), aby se dalo vyuzit forméatia ¥{dké matice. [ﬁ] Kazdy format
ma jinou pamétovou naroc¢nost, proto zlom, kdy zac¢ind byt format relevantni, je individudlni.

Jedna ze zndmych matic, webbase-1M, znacici propojeni webti, obsahuje jen 3 105 536 nenu-
lovych prvki, hustd matice by jich méla mit 8500krat vice. [2]

Vedle idké matice se d4 zadefinovat i pojem velmi Fidké matice (hypersparse). Zde je pocet
nenulové prvki shora omezen O(n), mize tedy dojit k tomu, ze fadky jsou bez nenulovych prvki.
3

Ve vzorcich, pro zkraceni zapisu, se pocet nenulovych prvki v matici bude oznacovat anglickou
zkratkou tohoto terminu — nnz.

1.3 Kompresni pomér matice

Jednim ze zpusobu, jak jednim c¢islem popsat vlastnost ridké matice, je takzvany kompresni
pomér. Jde o metriku spojenou s pocitdnim mocniny matice. Spocita se jako podil poctu naso-
beni, co muselo byt provedeno, a poc¢tu nenulovych prvka ve vysledné matici. Spolu se znalosti
maximélni a pramérné délky nenulového fadku to poukazuje na pravidelnost matice. [4]

Tato terminologie neni jednotna napri¢ pracemi, jinde se nepracuje s pomérem ale faktorem,
a délencem se nazyva pocet operaci s plovouci ¢arkou — FLOP — coz vede k identickému pohledu
na danou problematiku. [5]
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1.4 Puvod matic

Matice, které budou v praci pouzivané, budou pochazet ze dvou zdroju:
= verejné kolekce,
m generdtor graft.

Tou nejvyznamnéjsi kolekei fidkych matic je SuiteSparse Matriz Collection. Matice, které
se zde vyskytuji, jsou pouzivané pro porovnavani vykonu mezi jednotlivymi algoritmy. Popisuji
ruzné problémy, diky ¢emuz je sada dostatecné rozmanitéd, obsahuje napriklad symetrické grafy,
kombinatorické problémy, chemické procesy. Vétsina matic je ¢tvercovych a razné velkych, proto
se ve vétsiné pripadu provadi pfi méfeni vykonu pouze mocnéni, nendsobi se rizné druhy pro-
blémil mezi sebou. Casteénou odpovédi na tento problém mize byt generator grafii. Zde je mozné
vytvorit celou fadu ¢tvercovych matic, které maji rizné vlastnosti. Generdtory pouze s danou
pravdépodobnosti rozhoduji, zda mezi vrcholy bude hrana, coz negativné ovlivni pestrost vy-
sledkt v porovnani s kolekci — hodnoty budou vzdy 1. Poslednim zptsobem, jak matice vytvorit,
je uprava jiz existujicich. Muze jit o transpozici, ¢i zizeni na nékolik sloupcu. Tato myslenka neni
nové, byla pouzita napriklad v praci z roku 2018, kdy bylo provddéno nésobeni matice stejnou
matici, ze které bylo vybréno jen nékolik mélo sloupcu [5].

1.5 Ukladani matice na disk

Pro uchovavani matic na disku se zfejmé nejcastéji pouzivd format nazyvany Matrix Market.
Nejde o jediny zpusob, na webové strance — kolekci matic — se vyskytuji jesté dalsi dva [2].

Prvni myslenky pochdzeji z roku 1996 [6]. Formét je dvojiho druhu, v jednoduché podobé je
mozné jej rozdélit na variantu pro hustou a fidkou matici. Hustd matice je zapsana jako pole
a dale bude popisovana pouze varianta pro matice ridké.

Cely format lze rozdélit do ti spolu souvisejicich ¢asti. Na prvnim fadku musi byt vzdy text
zacCinajici dvéma procenty a frazi MatrizMarket, za kterou jsou dalsi informace, ¢tyri klicova slova
dale upresnujici co za data se v souboru nachézi.

Prvni dvé slova urcuji objekt a zptisob ulozeni. Pro mé ticely jde svym zptisobem o konstanty,
vzdy se bude pracovat s maticemi, dalsimi moznostmi je graf ¢i vektor, v souradnicovém formatu.
Treti definuje datovy typ uchovavanych hodnot. Vedle celych, desetinnych, a komplexnich ¢isel
se zde muze jesté vyskytovat pattern, ktery nespecifikuje hodnotu. Lze na néj narazit u popisu
grafti kde se takto popisuje existence hrany. Posledni slovo je vyhrazeno pro popis symetri¢nosti
matice. Pokud je matice symetricka, jsou uloZzeny pouze hodnoty pod diagonilou a diagonila.
Zbyla cisla jde jednoznac¢né urcit.

Dalsi casti je jeden Tadek se tfemi celymi ¢isly. Prvni dvé udéavaji vysku a sitku matice,
tfeti pocet nenulovych hodnot. Popisem nenulovych hodnot se zabyva posledni ¢ast. Ve vétsiné
pripadu jde opét o trojici, kde prvni ¢islo urcuje radek, druhé sloupec matice. U pattern je treti
¢islo, jinak urcujici obsah bunky, vynechano.

Format podporuje komentare, pouziva se pro né symbolu procenta.

1.6 Generator grafi

Pro vytvareni matic lze pouzit generatory grafi. Jejich vystupem je matice sousednosti, kde
nenulovd hodnota (jedna) znadi existenci hrany mezi dvéma vrcholy. Matice nemusi byt nutné
symetrickd, smér hrany se u orientovanych grafii respektuje. Vysledek je jistou podmnozinou
obecné matice. Vzdy bude ¢tvercové, a mozné hodnoty jsou omezeny pouze na nulu ¢i jednicku.

Pro vytvareni grafii je pouzivano riznych modelt. Vsechny pracuji néjakym zpusobem na
pravdépodobnosti, ze hrana bude mezi dvéma vrcholy vést. Diky rtznym strategiim jak graf
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generovat, lze tvorit rozdilné vypadajici struktury. Asi tim nejjednodussim je Erdds-Rényi model,
kdy se vezme graf o N vrcholech, a pak se kazda hrana, kterych je w, s pravdépodobnosti
p do grafu bud umisti, ¢i ne. [7]

Dalsi variantou je napfiklad model R-Mat. Ten ma celkem ¢étyfi parametry, jejich soucet
mus{ byt roven jedné (a+b+c+d = 1). Generuje se rekurzivné, pro zjednoduseni bude popsana
jen matice s rozméry N = 2%. U k = 1 se kazdy z parametrii umisti do svého kvadrantu. Jde
o graf o dvou vrcholech, miZe mit proto ¢tyfi hrany (orientovany graf dovolujici smycky). Kazda
hrana ma tak jasné danou pravdépodobnost vyskytu danou parametrem. Pro vétsi graf, k = 2,
se kazda bunka zvétsi a misto jedné hrany bude reprezentovat ¢tyfi, podobné, jako je tomu v
pripadé k = 1. Pravdépodobnost nové hrany vyplyne z puavodni pravdépodobnosti a soucinu
s parametrem spadajictho do daného kvadrantu. [8]

Popularita R-Mat plynula z jeho pouziti ve zndmém benchmarku Graph 500 a primocara
paralelizace. Pro kazdou hranu ale spotfebuje ve své zédkladni varianté logaritmicky cas. Kvtli
tomu se do popredi dostavaji modely pracujici v case linedrnim, které stejné jako R-Mat jdou
velmi dobfe skédlovat. [8]
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Kapitola 2

Formaty pro ukladani ridkych
matic

Formét matice slouzi dvéma ucelim. Tim hlavnim je omezit pamétovou naroc¢nost a druhym
data umistit takovym zpusobem, aby dochézelo k nejmensimu mnozstvi cache miss.

Jiz v roce 1998 doslo k pozorovani, ze je dulezitéjsi vyhybat se cache miss nez omezit pocet
zbytecnych operaci, kterou mize byt ndsobeni nulou. K této operaci nedochdzi zas tak casto diky
zpusobu, jakym se matice reprezentuji [9].

U néasobeni matice matici se pouzivaji s forméaty matic prilis neexperimentuje, a autori zista-
vaji vérni zdkladnim tfem formatam, a to i presto, Ze vétsina algoritmi k problému pristupuje
jako k mnohondsobnému nésobeni matice vektorem [4, 10].

I pfesto, ze se na problém casto nahlizi jako na mnohonasobné nasobeni matice vektorem,
formaty zminované u algoritmi zabyvajici se ndsobenim matice vektorem se v implementacich
neobjevuji, a autori zustavaji vérni tém, které lze zaradit mezi ty zakladni.

V této kapitole budou zminény tyto bézné pouzivané, jedna z upravenych variant pro specialni

vvvvvv

2.1 COO

Z1ejmé nejjednodussim formatem pro pochopenti je takzvany souradnicovy formét, kde se pro kaz-
dou nenulovou bunku uklada jeji hodnota a pozice v matici, fadek a sloupec. Dovoluje ndhodny
pristup na jakoukoliv polozku, hodnoty lze vkladat libovolné, nezalezi na poradi.

Jeho implementace je snadné, jde o t¥i pole, kde jedno z nich uklada radkovy index, druhy
sloupcovy index, a posledni slouzi pro hodnotu polozky. VSechny tfi pole maji stejnou délku,
a tou je polet nenulovych hodnot v matici, O(nnz) = O(nnz + nnz + nnz).

V algoritmech, které budou dale zminovany, nejde o formét nejbéznéjsi, a to i presto, ze
maé vSchny vyhody zminované vyse. Nelze totiz tvrdit, ze jde o relevantni vyhodu, je to spise
o benevolenci v ukladani a jeji vyuzivani by vse komplikovalo ¢i rovnou znemoznovalo. Prevody
mezi formaty nelze brat jako velkou vyhodu, k nacteni matice dojde jednou, a algoritmus déale
pracuje jen s jednim forméatem. Libovolné usporadani prvka je primo nezadouci, algoritmy pracuji
s celymi radky ¢i sloupci a v jednotlivych mezikrocich ve vypoctech se pocita s jakousi lokalitou,
dochézi k fazeni a shlukovani. S tim lehce souvisi dalsi nepouzivanéd vyhoda v ndhodném pristupu;
cilem je pracovat s celymi radky, a ukazuje se, ze staci v konstantnim case byt schopny pristoupit
rﬁprvni polozku v fadku, respektive sloupci. To je jeden z bodi, se kterym pracuje CSR [2.2.
1)
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2.2 CSR a CSC

CSR a jeho obdobna varianta C'SC' jde brat jako ty hlavni forméty. Kazdy z algoritmi, ktery bude
v této prac zminén, s jednim z nich pracuje. Popis bude odpovidat tomu, jak by se dal zjednodusit
souradnicovy format2.1. Bude popsana pouze varianta komprimovanych radka, CSR, varianta se
sloupci se da popsat analogicky.

Pokud se sefadi hodnoty v soufadnicovém forméatu podle fadku, neni nutné u kazdé hodnoty
zminovat jeji fadkovy index. Diky tomu je mozné toto pole plné indext nahradit jinym, které
bude evidovat zacatky jednotlivych radkiu, index na prvni polozku fadku v poli hodnot. Rozdil
pocatecnich indexti mezi sousedy pole odpovidd poctu hodnot v jednotlivych fadcich. Aby se
dalo s polem indexti dobfe pracovat v algoritmech, na posledni pozici v poli se umisti pocet
vSech nenulovych prvkt v matici.

Neni poté mozné jednoduse zjistit fadkovy index jakékoliv hodnoty, ale protoze se pfi nasobeni
pracuje s celymi radky, algoritmy tuto informaci nad jednotlivymi prvky nepotiebuji. Protoze se
ocekavd, ze vyska matice je mensi nez pocet vsech nenulovych hodnot, je tento format dspornéjsi
nez souradnicovy. Navic v sobé nepfimo obsahuje informaci o délce radku a na start radku jde
pristupovat pomoci jediného indexu, ktery je jasné definovan. [12]

2.3 DCSR

Pro grafy socidlnich siti je bézné, Ze spousta fadku a sloupct jsou samé nuly. To vede k velmi
nizkému poc¢tu nenulovych prvka — nnz < n — a pro ty neni format komprimovanych radka tim
nejefektivnéjsim zptisob, jak data ulozit.

Pravé pro tento ucel vznikl format DCSR, coz je specidlni varianta jiz zminovaného CSR,
respektive CSC. Pismeno D na zac¢atku zkratky znaci double, jde tedy o dvojitou komprimaci.

Zakladni varianta ve vSech pripadech ukldda index na zacatek raddku. U matic s mnoha prazd-
nymi fadky obsahuje toto pole ve spousté pripadu irelevantni informaci. Zde se uklddaji pouze
radky, které nejsou prazdné. Tento postup zpusobuje s indexovanim, jiz neni mozné v konstant-
nim ¢ase pristupovat k prvni polozce v fadku. Aby se tento problém eliminoval, zavadi se dalsi
pole. To je dlouhé jako pocet radkt matice vydélené poctem nenulovych radki. Funguje podobné
jako ptvodni pole pro radky, rozdil mezi sousednimi polozkami udava pocet nenulovych radki,
které se v daném intervalu vyskytuji.

Diky tomu se nenulové fadky umistily do bunék, a pomoci puleni intervalu je stile mozné
pristupovat ke kazdému tadku v matici. Nejdiive se zjisti, do které bunky vyhleddvany tadek
patii, a pak se na daném intervalu hleda radek, ktery ma stejny index.

Pokud by matice prazdné radky neobsahovala, byl by tento forméat horsi, nez standardni
piistup — bylo by zde pouze pole navic. [3]

2.4 BSR

Dalsi zpusob, jak ukladat matice, je po blocich, ne po samostatnych hodnotdch. Diky tomu ma
forméat jasné definované rozméry a je mozné vylepsit pamétovou lokalitu.

Na bloky 1ze nahlizet stejnym zptisobem, jako na komprimované formaty. Jen se na daném
sloupcovém indexu nenachazi pouze jedna hodnota, ale néjaky blok pfedem definovanych roz-
meérd. Rozméry mohou byt rtzné, plati ale, ze rozméry jsou pomérné malé, délka strany nebude
vEtsi nez Sest. [13]

Pokud by velikost bloku byla jedna, jednalo by se o standardni format komprimovanych
Ffadka 2.2, Zvolit spravné rozméry neni jednoduché — hrozi, ze spousta hodnot bude nulovych,
coz degraduje efektivitu formatu a nésledné i algoritmt, které jej budou pouzivat. [14]



Diagonalni

2.5 Diagonalni

Pokud ¢tvercova matice obsahuje velké mnozstvi diagondl, které jsou plné nul, je mozné pouzit
tento specializovany format. Misto na radky ¢i sloupce, zaméfuje se na diagonaly s nenulovymi
prvky.

Registruje se velikost strany matice a pocet nenulovych diagonal. Déle se pouzivaji dvé pole.
Jedno z nich slouzi pro ukladani vzddalenosti diagonaly od hlavni diagonaly. Kladné ¢islo zna-
mena, ze ulozena diagonala je nad hlavni diagondlou a naopak. Hlavni diagonéla odpovida nulové
vzdalenosti. Pro uklddani hodnot se pouziva 2D pole, jeho vyska odpovidd vysce matice, Sitka
poctu nenulovych diagondl.

Sloupce odpovidaji jednotlivym diagonalam. Data se do pole ukladaji na zdkladé vzdalenosti
od diagonaly. Pokud je vzdalenost kladna, hodnoty se ukladaji od poc¢atku sloupce, u zapornych
Cisel se zacinat indexovat od vzdélenosti. Pocet hodnot je rozdilem mezi délkou strany matice a
vzdalenosti od hlavni diagonaly.

Jeho kvalitu nejde jednoduse shora omezit, vSe zélezi na struktufe matice, nejenom poctu
nenulovych prvku — napiiklad symetrické matice jde ulozit velmi vyhodné — staci evidovat pouze
jednu polovinu diagonal. Protoze se pouziva 2D pole, je dobré, aby vétsina diagondl byla blizko
hlavni diagonély. Cim déle od hlavni diagonaly, tim méné hodnot diagonala obsahuje a sloupec
obsahuje ¢im dal tim méné relevantnich hodnot. [15]

2.6 Skyline

Existuji i dalsi formaty, které jako svou referenci pouzivaji hlavni diagonalu. Takovym je napti-
klad Skyline. Podobné jako diagondlni format Efj), jde o pomérné specializovany formét, které
najde své uplatnéni zejména u symetrickych ¢i triangularnich matic, protoze se ukladaji pouze
hodnoty na diagondle a nad/pod diagonédlou. Pokud by se tedy uklddala obecnd ¢tvercovd ma-
tice, je nutné ulozit zvlast horni a dolni ¢ast matice, coz neni praktické, ani efektivni — hlavni
diagonéla bude ulozena dvakrat.

Ukladaji se celé fetézce hodnot od nejvzdalenéjstho prvku od hlavni diagonaly po hlavni
diagondlu vcetné. Diky tomu neni tieba uklddat zaddné informace o sloupcovém indexu. Staci
védét, které sloupec se aktualné zpracovava, a délku uchoviavaného retézce. Pracuje se se dvéma
poli — prvni z nich uklada indexy na zacatky retézctt hodnot, druhé tyto hodnoty. Pole s indexy je
dlouhé jako velikost strany matice plus jedna. Posledni polozka obsahuje pocet ulozenych hodnot.
Diky tomy jde délka fetézce jednoduse urcit, staci spocitat rozdil mezi dvéma hodnotami v tomto
poli (pro zjisténi délky Fetézce sloupce 3, odedte se pocdteéni index sloupce 4 od sloupce 3).

Format tedy trpi na podobny problém, jako diagonalni format; pokud se v matici objevuji ne-
nulové prvky dosti vzdalené od hlavni diagondly, hrozi, ze se bude ukladat prilis mnoho nulovych
prvki, které jiné formaty ignoruji, coz zhorsi pamétovou efektivitu. [16]

2.7 Formaty pro nasobeni matice vektorem

I presto, ze lze na problematiku nasobeni dvou matic nahlizet jako vicendsobné nasobeni matic
s vektorem, prichazi vektorova varianta problému s vlastnimi, nepfenositelnymi formaty. Diky
tomu, Ze jedna ze stran mé pouze jeden sloupec/fddek, je mozné matici prizptusobit na miru
tomuto vektoru, coz je néco, co se nedd v obecném nasobeni pouzit.

Navzdory jejich nepouzitelnosti pro nasobeni dvou matic zde budou zminény pro kompletni
prehled formata. Zaroven mohou byt zdrojem inspirace pro generické formaty.



Formaty pro ukladani ridkych matic

2.7.1 Ellpack

Jednim ze specializovanych formata je Ellpack. Zakladni ideou je ukladat pouze nenulové prvky
a uchovavat jejich sloupcové indexy. Vznikaji tak dvé dvourozmérnd pole, jedno pro sloupcové
indexy, druhé pro hodnoty.

Tento zpusob ukldddni mé jednu vadu, a tim je nemoznost adresovat jednotlivé radky a Cist
celou matici nerusené po sloupcich. Proto se tady kratké radky doplnuji zprava nulami na délku
nejdelsiho fadku. Kvali tomu mize byt format neefektivni, a jeho dalsi iterace se snazi tento
problém mirnit zarovnavanim jen nékolika fadka v bloku a v nékterych ptipadech navic sefazenim
fadku, pro podporu této myslenky zarovnavani v rdmeci bloku. [17]

2.7.2 AMB

Algoritmus nsparse prichdzi ve dvou variantdch — jedna slouzi pro nasobeni matice vektorem,
druhd je vyuzivana pro obecné nasobeni dvou matic.

Hlavni rozdil, ktery lze u vektorového pristupu pozorovat, je vybér formatu. Misto CSR se
pouzivd formétu AMB (Adaptive Multi-level Blocking), ktery vychézi z forméatu Ellpack ﬂ
Ten byl jesté predtim, nez autofi algoritmu tento format definovat, nékolikrat upraven tak, aby
se zmensSil pocet nenulovych prvku a s tim souvisejici vyssi pamétova naroc¢nost.

Jednou z takovych tprav je moznost zkratit radky. Misto toho, aby se zarovnavalo podle
nejdelsiho fadku, bude se zarovnavat podle nejvétsiho radku v daném bloku. Velikost bloku je
dand parametrem, ktery se predem urci. Aby bylo mozné stéle pristupovat k jakémukoliv fadku,
je nutné ukladat indexy na zacatky jednotlivych blokt. Podle indexii a po¢tu fadki v bloku jde
urcit délku radkua. Tento formét se nazyva SELL-C, kde C' je argument, pod kterym se skryva
pravé pocet fadku v jedné sekei. [17, 18]

V AMB se matice nejdiive ,rozpuli“ — vznikaji dvé matice se stejnym poctem radkt. Témto
dvéma polovindm se seradi radky podle poc¢tu nenulovych prvkia v nich. Serazeni poméha snizit
pamétovou narocnost — v dalsim kroku se hodnoty ulozi stejnym zptsobem, jako v SELL-C
— a diky sefazeni bude pocet nulovych prvkt slouzici jako pouhé zarovnani bude nizsi, nez
v neupraveném piipadé.

Diky ptleni lze sloupcové indexy ukladat v mensim datovém formatu. Zde jiz nejde o celé
indexy, ale o zbytky po déleni. Podobné tvrzeni plati o indexech fadki. Netadi se totiz cela
matice, ale jen jasné definovany blok, tudiz opét nejde o indexy, ale o permutaci radka — pro
index je nutné permutaci prenasobit ¢islem bloku.

Se znalosti délky Fadkia neni nutné ukladat vSechny sloupcové indexy, sousedici jde zkom-
primovat. Radky se proto prestavaji dopliiovat pouze zprava, zachovavé se ptivodni struktura
a lze proto tvrdit, Ze existuje sousedni hodnota. Tato tispora neni tak vyznamna, protoze se vse
nejdrive seradilo a fadky v blocich nejsou prilis dlouhé. Jde tak o dalsi referenci, podle které se
d4 rozhodnout, jak velké bloky pro uloZeni matice zvolit. [18]



Kapitola 3

Zpusoby nasobeni matice

K maticovému nasobeni jde pristupovat nékolika zptisoby. Tim nejprirozenéjsSim je nasobeni po
jednotlivych bunkéach:

Clj = ZZ:l Azk * Bkj

Dalsi variantou je vysledek sklddat po rfadcich:

Cuj = Y jey Ak * By

Tento zptisob je v algoritmech hojné vyuzivan [‘5] Je pro to hned nékolik duvodi — efektivné
ignoruje nulové prvky, pocitani radku je na sobé zcela nezavislé, a akumulace hodnot m4 velmi
dobrou lokalitu dat. [19]

Tento pristup ma mnoho kladt, neni mozné jej ale primocare pouzit. Problémem je neznalost
velikosti vysledné matice, natoz jeji struktury.

Kazdy algoritmus musi néjakym zptsobem tento problém vyfesit. Jsou tfi hlavni zptsoby,
jak se k tomuto postavit. Zadny z nich neni vérny zakladni myslence, kdy se poéita pravé jedna
konkrétni bunka. Pokazdé se jich vypocita vétsi mnozstvi, coz klade naroky na efektivni ndhodny
pristup k jednotlivym mezivysledkiim a piipadny soubéh pri vicevlaknovém zpracovavani.

3.1 ESC

Pod témito tfemi pismeny se skryvaji tfi anglickd slova vysvétlujici fungovani algoritmu:
= E — Expand
= S — Sort

m C — Compress

Ve své zakladni podobé jde o myslenku velmi tizce spojenou s formétem COO E V prvnim
kroku se provadi veskeré nasobeni. Neprovadi se zddnd akumulace nad jednou polozkou, jak je
bé&Zné u naivntho O(n?) algoritmu, ale postupné se vybiraji polozky z matice A a vynasobi se
s hodnotami na odpovidajicich indexech v matici B.

Predchozi zpisob byl primocary, avsak timto zptisobem nelze dosdhnout rekonstrukce matice.
Je proto na case prijit s druhym krokem, kterym je razeni. Mezivysledky se sefadi podle svého
radkového a sloupcového indexu. Cilem zaridit, aby polozky se stejnou dvojici indexi byly u sebe.

Diky tomu miuze dojit k poslednimu kroku, kompresi. Stejna dvojice identifikdtorti znamen4,
ze hodnoty by se mély secist, protoze patii do stejné bunky v kyzené matici.
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3.2 Merge

Myslenka fazeni, kterd se objevila u algoritmu ESC H, neni neobvykld. Podobnou cestou se
vydava i druhd zminovana metodika, ktera se inspiruje algoritmem Mergesort.

Zde je lepsi na algoritmus nahlizet jako na m nasobeni matice vektorem, kde m je pocet radka
matice A.

Na vektor a je dobré nahlizet pouze jako na véc co mé index a néjakou hodnotu. Indexem se
vybere fadek v matici B, a kazda hodnota se jim preskaluje. Vysledkem je n vektoru s rozdilnou
délkou, na zakladé délky radku v matici B, kde n je pocet nenulovych prvku ve vektoru a.

Nyni, s nékolika vektory, bude dochézet ke slévani vektorti. Polozky se stejnym indexem se
seCtou a zaroven se kazda hodnota spravné setadi. Timto zptisobem vznikl jeden fadek vysledné
matice. [4]

3.3 Akumulatory

Posledni kategorie je nejvice vérna standardni myslence nésobeni matic. V jeho pozadi se ne-
skryva zadny radici algoritmus, misto toho se pracuje s néjakou variantou akumulatoru, do
kterého se mezivysledky, které povedou k tvorbé celého vektoru, ukladaji. Podobné jako u Merge
@ zékladni jednotkou pro jeden krok vypoctu je vektor.

Existuje nékolik typt akumulatori. Tim nejrozsifenéjsim je hashovaci tabulka. Pred vloze-
nim/pii¢teni hodnoty na dany index se vypocitd jeho hash. Pokud se na dané pozici nachdzi
hodnota s jinym indexem, najde se pro ni jiné umisténi, naptiklad prostym pri¢tenim jednicky,
nebo opétovnym pouzitim hashovaci funkce. [5] Velikost tabulky zavisi na implementaci, nejjed-
nodussi je pouzit pocet nasobeni, které bude v jednom kroku provedeno — sec¢tou se nenulové
radky matice, na které ukazuji indexy ve vektoru.

Atypickou variantou této hashovaci tabulky je hashovaci vektor, HashVector, ktery vyuziva
specifickych vlastnostni architektury procesoru. Misto toho, aby se pracovalo s jednim polem
s daty, dochézi zde k rozdéleni do blokti, nad kterymi lze provadét rychle operace detekce vyskytu
prvku. Co se tyka alokované paméti, hodnota by méla zistat stejné, jako v pripadé hashovaci
tabulky. V obou piipadech [5] voli mocniny dvojky, a na jimi zvolené architektute je vektor
schopny uchovat osm polozek, tedy dvé na treti.

Pro nékteré problémy, napriklad AMG, u kterého je jedna z matic tzka, se nemusi pouzi-
vat hashovani. Lze pouzivat vektor tak dlouhy, jako je sitka mensi z matic. Tento pristup se
nazyva perfektni hashovani a diky tomu nikdy nebude dochézet k hleddni volného mista, kam
novy mezivysledek pri potencidlnim konfliktu ulozit. Problémem je jeho omezené vyuziti a s tim
souvisejici znalost domény. [20]

Posledni typ vyuziva prioritni fronty-haldy. ProtozZe se pracuje s haldou, vystupuje zde loga-
ritmicka ¢asova slozitost misto optimistické konstantni v pripadé hashovani. Jde o kompaktnéjsi
variantu hashovaci tabulky, kdy velikost haldy neni urcena poc¢tem nésobeni, které bude pro-
vedeno, ale pouze poctem nenulovych prvku ve vybraném vektoru. [21, 20, 5] Pokud by se ale
akumulace provadéla stejnym zptisobem, jako tomu bylo u hashovani, paméfova narocnost by
byla stejna. Proto se zde voli o néco slozitéjsi postup. Kazda hodnota z vektoru ukazuje na né-
ktery z fadkt matice. Pro inicializaci se vynasobi prvni hodnota z fddku matice s hodnotou na
dané pozici ve vektoru a vlozi se do haldy. Pamatujeme si hodnotu, sloupcovy index a radek, ze
kterého soucin vznikl. Poté se, dokud je to mozné, stiidaji operace odebirani z fronty a vkladani
nové polozky. Odebirani je primocaré, vkladani zalezi na odebraném prvku. Provede se dalsi
vypocet ve stejném Fadku, ktery byl zminén u pravé odebraného prvku. Pokud jiz nejde dale
nésobit odeberou se vSechny polozky z fronty. [22]

Tento zpusob podobné jako perfektni hashovani respektuje sloupcové indexy a nezméni jejich
poradi ve vysledné fidké matici. Obecné hashovani jako jediné tuto vlastnost nema.

V haldé by mohlo dochézet k akumulaci, kdy by se polozky se stejnym sloupcovym indexem



Akumulatory

secCetly. Algoritmus v praci zminény [&] tuto moznost nepopisuje, tedy ta opravdova akumulace
se provadi az po odebrani z haldy. Ta pouze zarucuje, ze se bude drzet spravna posloupnost.
Spadé proto spise do kategorie fadicich algoritmii.

11
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Kapitola 4

Zpusoby alokace paméti

Prace s paméti je jedno z vyznamnych témat, které se musi u nésobeni resit. Alokovat hustou
matici bude ve spousté piipadti nemozné pro svou velikost (citation needed), musi se proto volit
zpusoby, které provadéji alokaci skromnéji.

Jsou celkem ¢tyii hlavni proudy, jak s touto problematikou pracovat. Nékteré zpusoby lze
kombinovat. Lisi se od sebe Casovou naroc¢nosti a mnozstvim alokované paméti. Objevuji se tu
oba extrémy, vedouci k postupnym realokacim, nebo podobné jako u prikladu s hustou matici
k nerealnému pozadavku.

4.1 Presna alokace

Jak jiz nazev naznacuje, cilem je presné urcit velikost vysledné matice. Vypocet se provadi nad
zjednodusenym vstupem, misto nenulovych desetinnych ¢isel se pouzivaji priznaky (booleans)
23).

Tento postup se v literature nazyva symbolickou fazi [@ Jde o myslenku, které je k vidéni
napiiklad u MKL ¢i cuSPARSE ﬂg?ji V RMerge se spocitaji délky fadku a diky prefixovému
soutu se vypocitaji zac¢atky Ffddki pro formét komprimovanych fadka [4].

Postup je casové pomérné narocny, protoze se stejnd myslenka — nasobeni dvou matic —
provadi dvakrat.

4.2 Progresivni metoda

Tento zpusob je jedinym ze zminovanych, ktery je ve své implementaci smifeny s tim, ze bude
treba zvétsovat velikost alokované paméti.

Jsou operace, u kterych lze pocet nenul v matice jasné urcit; jde napiiklad o Choleského
dekompozici [24].

Vse zacina néjakym zakladnim odhadem velikosti. Toto zalezi na implementaci algoritmu —
lze pouzit odhadu za pouziti pravdépodobnosti ¢i pripadnych dalsich znalostech feseného pro-
blému [25, 24]. Neni nutné odhadovat velikost celé matice najednou, vétsina algoritmi pracuje po
mensich ¢astech. Alokovanym blokem bude proto jen jeden fadek/sloupec, ktery se v pripadé, ze
bude prilis maly, rozsiii. Provede se alokace nového bloku, obvykle vétsi o néjaky maly nasobek
(naptiklad 1,5 pfedchoziho bloku), a data se prekopiruji M]

Jde o myslenku, kterd pristupuje citlivé k alokovani, avsak za poméné vysokou cenu v podobé
nizstho vykonu, ktery je zptsoben realokacemi [23].

13
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4.3 Horni odhad

Tato myslenka mé velmi blizko k naivni alokaci paméti, jen se misto alokovani celé husté matice
pracuje se soucinem poc¢tu nenulovych prvka v obou maticich. Je nachylny ke stejnému ne-
duhu jako jiz zminénd naivni prace s paméti. Pokud nenastanou zadné problémy, alokace timto
optimistickym zpusobem povede k nejrychlejSimu béhu programu. Problém nastava, pokud je
odhadované mnozstvi tak velké, Ze se nevejde do hlavni paméti a negativné tak ovlivnit celkovy
¢as. Zcela se ignoruje moznost ,vynulovani prvka“, kdy soucet sou¢init nenulovych prvka skonéi
nulou, a nebude ve vysledné matici. [23]

Podobnou myslenku pouzivaji béhem svého béhu algoritmy zaloZené na myslence ESC E
[23], kdy kazdy souin mé své misto v paméti. Ne vzdy ale pracuji s timto hornim odhadem, aby
se obesel problém s alokaci pFili§ velké paméti se pracuje s bloky s jasné danou velikosti [26].

4.4 Pravdépodobnostni metoda

Prace s pravdépodobnosti se objevuje hned v nékolika oblastech okolo ndsobeni matic. Prace
z roku 1998 odhaduje strukturu matice, pocet nenulovych prvk ve sloupcich matice ¢i vyhodné
poradi operaci nédsobeni sekvence matic [25]. Nejde o prvn{ préci na toto téma od tohoto autora.

Prace ukazuje nékolik zptusobi, jak odhadnout velikost matice. Lisi se od sebe svou kompli-
kovanosti, pfedpoklady a moznostmi. Zminén tu bude podrobné ten nejjednodussi, dalsi pouze
ramcove.

Jde o naivni odhad, ktery lze vypocitat v konstantnim case. Pracuje s predpokladem, ze
nenulové prvky jsou v matici rozmistény ndhodné a nezavisle. Vysledkem je “T*b, kde a a b jsou
pocty nenulovych prvkh v levé, respektive pravé matici. V podilu se nachézi ,spolecnd“ strana
matice, tedy sitka levé strany a vyska pravé strany.

Dalsi varianta rozsifuje naivni postup a pracuje o poznani jemnéji, pocita se pravdépodobnost,
se kterou bude prvek na dané pozici nenulovy. Vzorec, ke kterému dosli, ma velkou casovou
narocnost, a tak se vypocet pravdépodobnosti pouze odhaduje podobnym zptisobem, jakym se
pocitala pravdépodobnost u naivntho odhadu ((n,7,s)min{l, =2*}). r znaci pocet nenulovych
hodnot v fddku ¢ matice A, s nenulové hodnoty ve sloupci j matice B. [25]

(n—7)(n—s)!

pij = Prob{[A];; # 0} = p(n,r,5) =1 — (n—r—s)nl



Kapitola 5

Existujici algoritmy

V této kapitole budou zminény vsechny novéjsi algoritmy, které se oznacuji jako varianty, které
jsou mnohem lepsi nez ty, které lze nazvat tim nejjednodussim, co lze nalézt. Jde o knihovni
funkce vse CUDA, Intel MKL.

Kapitoly budou serazeny chronologicky, protoze je bézné, ze jsou nékteré kroky argumento-
vany algoritmy predchozimi. Podobné tvrzeni jde uplatnit u porovnavani vykonnosti, zde rovnéz
plati, ze je lepsi radit podle data vydani, a ne podle pouzitych technologii a kategorii, do kterych
algoritmus spada.

Cilem kazdého z nich je jakymkoliv zptisobem se zhostit problematiky alokace paméti, ktera
byla zminéna diive v samostatné kapitole 4, a pokusit se co nejlépe rozlozit prace mezi jednotliva
vlakna.

5.1 RMerge

Zakladni myslenkou za timto algoritmem je technika merge @ Uprava alogitmu je provedena
tak, aby byla vyhodnd pro SIMD architektury, v nékterych oblastech volici neefektivni vypocty
na misto pouzivani datovych struktur. Pismeno R je zkratkou pro row, slévaji se k sobé vysledky
preskalovanych radka.

Algoritmus se sklada ze tii fazi. V prvni se zjisti délky radka vysledné matice. Na zakladé toho
lze dojit k druhé fazi, alokace paméti a vypocitani zacatkt jednotlivych radkt ve formatu CSR.
Poslednim krokem je samotny vypocet, ktery odpovidd prvnimu kroku, jde tedy o algoritmus
provadéjici presnou alokaci, provadéjici numerickou a symbolickou fazi.

Aby byla zatéz mezi vlakny v algoritmu dobre rozlozena, dojde k ipravé levé strany. Vzhledem
k tomu, jak funguje slévani, pocet nenulovych prvka ve vektoru ovliviuje, kolik poli se bude
nakonec slévat do vysledku, do jednoho Fadku matice C. Uprava spo&va v rozlozeni matice na
dvé, Al a A2 tak, aby A1 * A2 = A. Cilem je matice na levé strané upravovat tak, dokud délka
Ffadkl nebude nizsi nez ndmi vybrana horni hranice. Vysledkem tohoto rozkladu jsou jednoduché
matice — A2 obsahuje stejné hodnoty, ve stejnych sloupcich, jen se zvysil pocet fadkua. Za kazdy
delsi radek vznika nékolik dalsich radku. Pocet hodnot v radku se vydéli kyzenym cilovym poc¢tem
nenulovych hodnot; horni celd ¢ast z tohoto ¢isla vede k poctu radku. Matice A1 ma v této prvni
fazi dva fadky, hodnotou je bud jednicka, nebo nula. V této fazi se pouziva rekurze, matice Al
totiz muze trpét stejnym problémem jako puvodni A, a délba tak muze pokracovat.

Délka radk je silné ovlivnéna hardwarovymi omezenimi, souvisi se sub-warpy na GPU, proto
jsou v préci [4] zminény mocniny dvojky od ¢isla dva po tficet dva.

Samotné nasobeni se provadi zprava, od prvni rozlozené s nepozménénou B. Kazdé vlikno
preskaluje sviij odppovidajici fadek na pravé strané. Pak dojde k paralelnimu vybéru minima,
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aby se zjistil nejmensi sloupcovy index. Pak kazdé vldkno vrati hodnotu, kterou ma na tomto
indexu, nebo nulu. Nad témito ¢isly se provede suma a tato hodnota se ulozi do matice C. Toto
je zdroj neefektivity, kterou zminuji i autori, ale GPU je pro tyto numerické operace mnohem
lépe pripraveno, nez pro praci se strukturami.

Kazdé dalsi ndsobeni by mélo byt jednodussi, protoze jde pouze o Gpravu formatu a spravné
usporadani hodnot do vysledné matice C. Matice se postupné zmensuji, a k ndsobeni nemusi
dochézet, nasobi se jednickou. Kvuli tomu, jak se matice zménsuji, se omezuji moznosti, jak
vlakna zaméstnat.

5.2 bhSPARSE

Autori algoritmu si dali za cil celkem tii body. VSechny z nich jsou pomérné piimocaré, patii sem
snaha o spravnou alokaci paméti, tispornéjsi metoda pro vkladani prvku (v porovnani s naivni
ideou), a load balancing.

V jejich podéani jde o jednofazovy hybridni algoritmus, sklddajici se ze ¢tyr fazi. Kazda z nich
néjakym zptsobem bud mii{ k feseni problémi, na které byla priace zamérena, nebo je pfimo
adresuje.

Prvni faze vypocitavd maximalni pocet nenulovych prvka v jednotlivych Fadcich matice C.
Jde o sumu nésobeni, které se bude muset provést. Tento vypocet autori provadi pomoci GPU.

Tyto vysledky, horni odhady, se pouziji v dalsi fazi, kterd radky kategorizuje podle jejich
narocnosti. Tato ¢ast se pro zménu provadi na CPU, jde pouze o porovnani jedné hodnoty
a vlozeni indexu do pole. Cilem této kategorizace je urcit, jakym zptsobem bude ktery radek
zpracovan. Kazda bunka, bin, patii do néjaké sady a néjakym zptisobem urcuje narocnost kazdého
rfadku. Do prvni sady spadaji prazdné radky. Kvuli témto neni nutné alokovat pamét, nic pocitat.
Dalsi v poradi musi provést pravé jednu operaci. Toto je podobny piipad jako prvni sada, jen je
nutné pamatovat na alokaci paméti o velikosti jedna.

Ani u jednoho z vyse uvedenych pripadi neni nutné pocitat, nebudou proto ani kopirovany
na GPU. Dalsi skupiny jiz budou na karté zpracovavany a kategorizace plynou z hardwarovych
omezeni. Autofi pracovali s nVidia, kterd méla thread bunch velikosti tficet dva. Proto je dalsi
skupina v rozsahu dva az tficet dva. Jde tak o radky, které je nutné prondsobit, ale jsou stale
prilis trividlni na to, aby byly efektivné zpracovany pomoci thread bloku GPU.

Radky spadajici do daldi skupiny jsou jiz dostateéné velké na to, aby zatizily cely thread
blok, jsou ale stale dostatecné malé na to, aby se celé vesly do lokalni paméti. Dalsim spole¢nym
jmenovatelem je jednoduchy odhad na vyslednou pamét — neptijde o ¢islo vétsi, nez jakym je
horni odhad, a ten neni tak velky, aby zpusobil problémy pri alokaci paméti.

Posledni bunky jiz nejsou shora omezené, jde o vsechny, které byly pro predchozi piilis velké.
Pouziva se jeden cely thread blok, nelisi se proto od druhé skupiny, ale jsou tu problémy s paméti.
Pouziti predchozi strategie by mohlo vést k alokaci az prilis velkého bloku paméti.

Dalsi faze se zabyva vypoctem matice. Hodnoty z prvnich dvou skupin se jednoduse preko-
piruji, preskaluji. Pro dalsi jiz je tfeba pouzit GPU. Kazda z nich pouziva rozdilnou strategii.
Postupné, podle velikosti skupiny, se pouzivd akumuldtorovd metoda s haldou, ESC, metoda slé-
vani. V metodé s haldou kazdé vldkno zpracovava pravé jeden radek, nepracuje na kazdém z nich
cely thread blok. Posledni metoda jako jedind pracuje s progresivni metodou alokace paméti, au-
tofi zacinaji s kapacitou dvé sté padesat Sest prvka, v pripadé, Ze tato hodnota je nedostatecna,
zdvojnasobi se.

Nakonec se vSechny hodnoty prekopiruji do vysledné matice C. Hodnoty pochazejici z druhé
skupiny, s pravé jednou hodnotou, se prekopiruji pomoci jednoho vlikna. Pro ostatni netrividlni
se pouzije cely thread blok. [23]

Vysledkem snahy o vyreseni vSech neduhi, které naivni implementace ma, je program, ktery
vyuziva vSech zdkladnich druht zptisobii, jak k nasobeni ptistupovat, a tii zplsobi, jak alokovat
pamét. Jediny vynechany je pravdépodobnostni, progresivni metoda pracuje s fixni startovni
hodnotou dand velikosti pfedchozi skupiny.
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9.3 nsparse

Tento algoritmus vznikal v dobé, kdy ostatni zrychlovani dosahovali pouzitim velkého mnozstvi
paméti. Na tuto problematiku se zaméruji autori nsparse, a plyne z toho algoritmus, jehoz hlavni
vyhodou je pravé pamétova stfidmost. V praci jako protipiiklad pamétové efektivity je zminovan
pristup ESC 3.1, ktery musi alokovat misto pro vsechny mezivypocty.

Vysledkem je dvoufazovy akumulatorovy algoritmus, pouzivajici pro ukladani mezivysledkt
hashovaci tabulky.

Podobné jako bhSPARSE , i zde se pouziva kategorizace Ffadkt matice A.

Ke kategorizovani dochéazi celkem dvakrat, pred symbolickou fazi se fadky umistuji do skupin
podle poctu nasobeni. Po provedeni symbolické faze jiz neni tieba pouzivat tohoto hrubého
odhadu a lze pouzit skuteény pocet nenulovych prvka na jednotlivych fadcich vysledné matice
C.

Kategorie nerozhoduji o pouzitych algoritmech jako tomu je u bhSPARSE, pouze se omezuji
prostredky, se kterymi dand skupina muze pracovat. Bud miize byt pouzit cely thread blok, nebo
jen subwarp o ¢tyfech vldknech. Cislo étyfi je empiricky zméfend hodnota, autoii diky tomuto
poctu dochézeli k nejlepsim vysledkim. Dal$imi zminovanymi moznostmi jsou mocniny dvojky
v rozsahu jedna az Sestndct.

Algoritmus je rozdélen do dvou ¢asti, velmi silné ovlivnén dvoufdzovym pristupem k pocitani
matice. Nejdrive se zjisti, kolik nasobeni je nutné provést pro spocitani jednotlivych radkta C. Na
zékladé téchto hodnot se provede prvni kategorizace a mize se prejit k symbolické fazi.

Zde se vypocita, kolik hodnot se bude muset do vysledné matice ulozit. Do tabulky staci
ukladat sloupcové indexy, ndsobeni se neprovadi a burika je neménnéd — bud obsahuje sloupcovy
index, nebo hodnotu naptiklad minus jedna, znacici volné pole. Protoze v ramci jednoho radku
pracuje vétsi pocet vldken, je mozné, ze pti operaci vkladani dojde ke konflikttiim. Musi se proto
pouzit atomického pristupu. Pro vypocet hash se pouzije sloupcového indexu, ktery se prenasobi
konstantné zvolenou hodnotou. V hashovaci tabulce se pouzivd nejjednodussiho zpusobu, jak
konflikty fesit. Vypocitand hash se pouze zvétsi o jedna a pokus o vlozeni prvku se opakuje.

Diky témto souctiim je mozné zpresnit kategorizaci fadka A, spravné naalokovat pamét pro
vyslednou matici a diky paralelnimu prefixovému sou¢tu nastavit indexy symbolizujici zacatky
jednotlivych radku.

Cést zabyvajici se numerickou fizi ma pied sebou tfi diléi tikoly. Prvni z nich odpovida
symbolické fazi, jen je zde tieba jesté pracovat s dalsim polem, do kterého se ukladaji vysledky.
Druhym tkolem je z hashovaci tabulky ziskat nenulové hodnoty. A na konec je kazdému vlaknu
prifazena nenulova hodnota. Cilem vlakna je zjistit pozici ve vysledné matici, jde tedy o porovnani
sloupcového indexu se vSemi ostatnimi prvky.

Kategorie byly utvotfeny tak, aby odpovidaly hardwarovym omezenim. Napiiklad posledni
kategorie, ktera neni shora omezena, pouziva pro tabulku vzdy globalni pamét. Dalsi kategorie
je utvofena tak, aby $lo pracovat kompletné se sdilenou paméti. A pak se postupné pocet pouzi-
vanych thread bloku zvysuje, velikost thread bloku snizuje. ProtoZe opearce modulo je naroc¢na,
provadi se misto ni bitovy posun. Kvuli tomu jsou rozméry tabulky vzdy mocninou dvojky. [27]

5.4 AC-SpGEMM

Jde o jednofizovy algoritmus navrzeny primarné pro grafické karty. Spadd do kategorie ESC,
ale protoze naivni myslenka zcela ignoruje problémy spojené s alokaci paméti ¢i mozné paralelni
zpracovani, dochazi zde k fadé vylepseni.

Néktera programovaci rozhodnuti plynou ze znalosti feSenych problémt, naptiklad primérny
pocet nenulovych prvki v Sparse Matrix Collection [2] je dvé sté. Dohromady s mensimi Thread
bloky je mozné uchovavat celkem asi CtyTi tisice mezivypoctu se v idedlnim pripadé vejde cely
vysledny fadek do lokalni paméti.
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Vyvazovani zatéze byva v algoritmech naro¢né. Napriklad bhSPARSE (viz sekce E) radky
kategorizuje podle po¢tu nenulovych fadku, nsparse (viz sekce 5.3) analyzuje fadky podle poctu
operaci nasobeni, které se musi provést. Zde se jde jinou cestou, mnohem jednodussi, kazdému
bloku se prifadi fixni pocet hodnot z matice A. Nejndroc¢néjsi operaci je pak prifazeni radku
z B ke kazdé hodnoté, coz je v porovnani s kroky provadénymi u algoritmi vyse zanedbatelné.
Nevyhodou je nizsi kvalita rozlozeni.

Pri tvoreni této vazby se navic kontroluje délka fadku B. Pokud je prilis dlouhy, a mohl by pti
zpracovavan{ zpusobovat problémy (zbyteéné rozkouskovavani, aby se veSel do omezené lokdlni
paméti), vyjme se z vypoctu a vytvori vlastni blok, ve kterém dojde k preskalovani hodnotou
z A.

Kazdy blok provadi nad svymi hodnotami A ESC (viz sekce E) Nepracuje se zde se vsemi
hodnotami zaroven, ¢i podle Tadki; struktura je zde volnéjsi a cilem je pracovat pouze s lokalni
pameéti, ignoruji se zde ve vétsiné pripadu vazby na radky. Po té, co se dokonéi cely jeden radek
v lokalni paméti, nebo bude pamét celd zaplnéna, odesle se jako jedna velkd sada do globalni
paméti. Odsud pochézi prvni dvé pismena algoritmu, AC znaci Adaptive Chunk, a chunk je pravé
ten kus zpracovanych dat na daném radkovém indexu, ktery je odeslan dal. Operaci ESC muze
byt v ramci bloku provadéno vice, vSe zalezi na poc¢tu hodnot v matici B a rddkovych indexech
hodnot matice A. Védét, jaké mezivypocty do lokalni paméti poslat jsou tim nejdulezitéjim, ¢im
se algoritmus musi zabyvat. Toto je dani za hrubé vyvazovani zatéze na globalni trovni. Zde jde
ale o néco, ¢emu se zadny algoritmus vyhnout nemtize — hodnoty z B musi byt nactény vzdy, ted
se pouze na jejich podmnoziné urci, které to budou.

Razeni v ESC je provadéno Radix sortem, proto je vihodné pracovat s co nejkratsimi indexy.
Zde se ale kombinuji fddkové a sloupcové indexy, proto omezenovani indexu neni piimocaré.
Réadkové nezpiisobuji velky problém, ty jsou unikatni napii¢ blokem, ale u sloupcovych se musi
pracovat s neuplnou znalosti, omezi se na interval nejmensiho a nejvétsiho indexu z B.

Kusy v globalni paméti jsou sefazeny podle poradi, ve kterém vznikly. Protoze kazdy kus
nemusi reprezentovat jeden jediny radek, dojde k jejich slévani. Jsou ruzné zpusoby, jak k jejich
spojeni dojit, 1isi se od sebe zda umi pracovat s jakymkoliv po¢tem blokt, nebo zda pouze se
dvéma. Cilem je najit prunik indext a nad hodnotami v tomto intervalu provadét spojeni.
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B Obrazek 5.1 Fize algoritmu ACSpGEMM

Poté je mozné vsechna data zkopirovat do vysledné ridké matice. Béhem vytvafeni blokt
a slévani se zjistila délka vSech fadkt, pomoci paralelniho prefixového souctu se zjisti zacatky
jednotlivych radku a vldkna prekopiruji své bloky na dané misto vysledné matice C.
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Algoritmus az na detekci dlouhych Fadkt, rizné strategie pri spojovani bloku podle jejich
poctu je podobné jako RMerge vérny své kategorii. [26]

5.5 spECK

Za touto zkratkou se skryva pomérné dlouhy nazev — SpGEMM achieving Efficient Computation
for all Kinds of matrices. Adresuji neduhy, které maji algoritmy predchozi, jako naptiklad jiz
zminované AC-SpGEMM ‘5.47 nsparse ‘5.3, bhsparse ‘5.2.

Snahou je vytvorit algoritmus, ktery bude provadét pripravu na nasobeni, ale nebude tak
naro¢nd, aby se na ni stravila velkd ¢ast celkového vypoctu, a pozméni se zpusob, jakym se prace
rozdéluje mezi bloky a vlakna GPU.

Algoritmus se sklad4 z Sesti ¢asti. Cilem prvnich Ctyt je nasbirat dostatek informaci o feSeném
problému tak, aby se zatéz mezi vldkna dala dobre rozlozit. Zac¢ina se analyzou radkit. Nejde zde
pouze o zkouméni poc¢tu nédsobeni, zjiStuje se navic maximdlni délky radka, pocet nasobeni
u nejdelsich Ffadkt, rozsah sloupcovych indext u jednotlivych radkta. VSechny tyto statistiky jsou
vztazeny k jednotlivym radktm matice A.

Diky témto statistikdm jde rozhodnout, zda je treba provadét globdlni optimalizaci. Pod
touto frazi se skryva mozné rozdéleni radkt do kategorii, jako tomu bylo u nsparse p.3. Stejnym
zpusobem se tvori kategorie, zlomovym bodem je velikost sdilené paméti na grafické karté. Prace
s kategoriemi se ale provadi trosku jinak, proaktivné se shlukuji fadky tak, aby odpovidaly
velikosti sdilené paméti. Do jisté miry se proto postup otocil a thread blok si sém sobé prirazuje
radky. Jde o hladovy zpusob, kdy se snazi prirazovat sousedni fadky do limitu hashovaci tabulky.
Nedochézi k preusporadani radkia podle délky, muze tedy trpét na pripady, kdy napriklad dva
radky vedle sebe vyzaduji hashovaci tabulku jen lehce vétsi, nez je polovina celkové kapacity
paméti.

Protoze tato kategorizace neni nejlevnéjsi operaci, pro malé matice, ¢i matice s rovhomérnym
rozlozenim prvki, se preskakuje.

Dalsi tii ¢asti budou spolu velmi tzce souviset a bude fadné popsana pouze jedna z nich.
Jde o symbolicky a numericky vypocet matice a mezi témito dvéma vypocty je umisténa pri-
padnd globalni optimalizace. Ta diky predchozimu numerickému vypoctu mize pracovat s vétsim
mnozstvim informaci.

Naésobeni je do jisté miry inspirovano algoritmem bhsparse @ Podle struktury se vybere
zpusob, jakym se bude pocitat. Vybér je tu omezen na nékterou z akumulatorovych variant —
hashovaci tabulka, perfektni hashovani jako husty vektor, a prosté prekopirovani dat v pripadé,
Ze matice A ma pouze jeden nenulovy prvek.

Globélni optimalizace priradila radky thread bloktiim. Na trovni blokt se dale provadi lokalni
load balancing. Vldkna se rozdéli do skupin a tém se rovnomérné prifadi nenulové prvky A.
Protoze doba béhu pak silné zavisi na pravé strané, prirazovani dale respektuje prumérnou délkou
rfadku B. Vyjimecné dlouhé tadky tento odhad mohou Spatné vychylit, pouzije se jesté jedna
heuristika, ktera dava do souvislosti pocet zpracovavanych radku a maximalni pocet iteraci,
které by kazdé vlakno mohlo byt donuceno provadét. Pocet iteraci je podilem nejdelstho fadku
a poctu vldken ve skupiné. Pokud je pomér pocet iteraci a pocet zpracovavanych radka prilis
velky, upravi se pocet skupin. Pracuje se s tim predpokladem, ze priace na velkém mnozstvi
radku je zhruba stejné ndrocnd, jako zpracovavani dlouhého fadku a zde je pouze snaha tyto dvé
hodnoty dostat do vhodného intervalu.

Pro ridké radky vysledné matice se pouzije hashovaci tabulky s otevienym adresovanim a li-
near probing. Protoze jedna skupin muze pracovat s vét$im mnozstvim radki, vypocet indexu
do hashovaci tabulky je o néco naro¢néjsi, musi se v téchto pripadech navic zapracovat do in-
dexu fadek A. Jde o skladany kli¢, pét bitu je vyhrazeno radku, zbytek sloupcovému indexu B.
Pro velké tadky je lepsi pouzit celého pole, bez hashovani. Tato struktura mé nékolik vyhod,
napiiklad je kompaktni — neni tieba evidovat sloupcové indexy. S tim souvisi absence kolizi a ten
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fakt, Ze neni nutné polozky radit do vysledné matice. Poslednim pripadem je trivalni prenasobeni
hodnot, pokud radek v levé matici obsahuje pouze jeden nenulovy prvek.

V poslednim kroku stac¢i do matice C, vytvorené podle vysledku ze symbolické faze, seradit
hodnoty, které vznikly za pomoci hashovani. [28]

5.6 OpSparse

Dalsi popisovanym algoritmem bude OpSparse. Za jeho zrodem stoji oprava sedmi neefektivnosti,
které byly objeveny u nsparse m a spECK E Jde tedy o podobnou vizi, zpusob, jak vytvaret
novy algoritmus, kterou razil jiz zminovany spECK 5.5.

Algoritmus jde rozdélit do péti ¢asti. Autori uvadi pocet o jedna vétsi, ale protoze tou posledni
zminovanou je uklid prostredku, coz je krok, ktery musi provadét kazdy, budu jej ignorovat.

Jednotlivé kroky déle silné pripominaji predchozi algoritmy. Za prvé je nutné spocitat, kolikrat
se bude nésobit na kterém radku, diky ¢emuz jde pak v dalsi fazich provadét kategorizaci vSech
radka.

Stejné jako u algoritmt, kterymi se autori inspirovali, i zde se matice pocita dvakrat, v sym-
bolické, a numerické fazi. Pro kazdou z téchto fazi se provadi zvlast kategorizace, lisi se pouze
pouzivanou proménou, symbolickd fiaze pouziva pocet ndsobeni, numerickd pocet nenulovych
prvku. Pouziva se k tomu pouze sdilené paméti, diky ¢emuz pouzivani atomickych operaci neni
tak drahé. Evidence toho, kdo patri do své kategorie, vyuziva tii poli. Struktura pfipomina CSR,
ale protoze neni potreba sloupcovych index, je format velmi kompaktni. Dvé z nich jsou dlouhé
jako pocet kategorii, autori pracovali s osmi. Jedno z nich udava pocet radkt v jednotlivych
kategoriich, druhé offset, kde zacinaji prvky kategorii. Jde o exkluzivni prefixovy soucet pole
predchoziho. TTeti pole obsahuje indexy jednotlivych radki.

Plnéni této strukturu se provadi ve dvou krocich. Nejdrive je nutné zjistit, jak velké jsou
jednotlivé skupiny. Béhem toho se také kontroluje maximélni délka radku. Pokud by se stalo,
ze vsechno by spadlo do prvni kategorie pro nejkratsi radky, je veskera kategorizace zbytecna
a druhd faze se da zjednodusit. V pripadé vétstho rozptylu hodnot pak v druhé fazi dochazi
k umistén{ fadka na spravné mista pole. Diky poc¢tu nenulovych hodnot a vypocitanému offsetu
je tento krok primocary. Velky duraz se zde klade pravé na omezeni paméti vyuzivané na téchto
pomocnych vypoctech. Ty navic v prubéhu vypoctu ztrati vyznam, a je tak mozné je znovu
pouzit pozdéji. Pro kategorizace v numerické fazi jde pouzit stejnd pole ze symbolické faze,
a jesté predtim se alokovala paméf uchovavajici pocet nasobeni v jednotlivych fadcich, coz je
podstatné jen pro symbolickou fazi.

Pro hashovani se pouziva oteviené adresace s linedrnim fesenim konfliktti. Je zde jedna maléd
optimalizace pro omezeni pristupu do pole. Indexy a hodnoty jsou ve svych polich, a pro pristup
do pole s indexy se pouziva operace compare-and-swap. Ta spojuje tfi operace do jedné; zde
se vyuziji dvé jeji vlastnosti — ozndmi, zda jde do builky vlozit/pri¢ist, a zdroven sloupcovy
index nastavi, coz je operace, kterd se standardné provadi v pripadé, kdy je pole volné. D4 se
proto tvrdit, Ze pocet instrukei nad hashovaci tabulkou muize byt az o tietinu mensi. nsparse 5.3
misto operace modulo pouzival bitovy posun, zde pro dosazeni stejného cile pouzivaji logicky
AND. V numerické fazi se ale této myslenky nepouziva, nezaokrouhluje se na mocniny dvojky,
a modulo je tak stdle v kédu k nalezeni. Toto rozhodnuti bylo provedeno ve prospéch lepsiho
zatizeni jednotlivych thread bloki. Hashovacich tabulek na jednom bloku miize byt vice a mohou
byt rtuzné dlouhé. Tabulka by méla byt v numerické fazi alespon dvakrat vétsi, nez je pocet
nésobeni, které bude provadét. Dvojnasobek je empiricky zjisténd hodnota, experimentovalo se
i se zvétsenim o padesat a t1i sta procent. Kvili této volngjsi tvorbé hashovacich tabulek dochazi
k horsimu vyuzivani hardware. Na druhou stranu zde neni zadna fixni velikost, ke které se rozmeéry
tabulky zaokrouhluji, a je tak mozné mit pocet konflikt ¢astecné pod kontrolou.

V pétifazovém planu jsou nékteré kroky, které nejsou zavislé na globalni paméti. Diky tomu
je mozné nékteré kernely spustit, a zaroven alokovat pamt. Thned v prvni ¢asti algoritmu zde
tehoto postupu vyuzit; lze zjistit, kolik ndsobeni se bude celkem provadét, a také alokovat pamét
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pro pomocné vypocty. Pri praci s hashovaci tabulkou se kvili nékterym radkiam musi alokovat
globalni pamét. Predtim je ale mozné spustit kategorie Tesici mensi problémy, diky ¢emuz se Cas,
béhem kterého se alokuje, vyuzije k vypoctim. Ke spravnému nacasovani dochazi i pri spousténi
kernelii. Ty, které maji spocitat dlouhé radky, se spusti diive, nez ostatni. Existuji totiz matice,
kde jeden tento slozity problém trva stejné dlouho, jako vypocet vsech ostatnich rfadku, coz by
mohlo vést ke dvojnasobnému zpomaleni.

Allocate C.rpt . 4. Numeric binning,
(nprod/nnz) 1. setup Num binningl | ¢, cjusive sum,
Allocate C
Compute Allocate N binnina2
bprod metadata | NUMBININEZ - a)ocate C.ool
Create CUDA
streams Exclusive sum
l Allocate C.val
Sym binningl
Y g 2. Symbolic
binning
Sym binning2
l 5. Numeric
3. Symbolic L
Deallocate
metadata
CUDA runtime API execution 6. cleanup

Destroy CUDA
streams

Kernel launch and execution

B Obrazek 5.3 Faze algoritmu OpSparse

A7 na nékolik vyjimek je tento algoritmus totozny s jeho vzory, ale diky malym optimaliza-
cim, se kterymi prichazi, dosahuje i v téch nejhorsich pripadech desetiprocentniho zrychleni nad
ostatnimi. [29]

5.7 BRMerge

jako RMerge 5.1, pouzije techniku slévani. Hlavnim cilem bylo vyfesit neefektivni prace s pa-
méti, kterd je spojena s predchozimi variantami téchto pristuptt. U GPU je napiiklad kritizovan
pristup jednoho vlakna k vétsimu mnozstvi preskalovanych radku, k tém neni v ramci sub-warpu
piimocary pristup, vedouci k poklesu vykonu.

Nésobeni se sklada ze dvou ¢ésti, které jsou pro slévani typické. Kazdy radek z B, na ktery
poukazuje hodnota z A, se preskdluje. Tim hlavnim rozdilem zde je, Ze se jednotlivé Fadky
umistuji do jedoho pole. Zacatky radki, respektive jejich konce, hlida dalsi pole. Zptisob ulozeni
je tak totozny s ukladanim matice v CSR. Pro alokaci paméti se pouzivd horni odhad, kterym
je pocet vsech nésobeni. Toto pole se alokuje celkem dvakrat, to druhé se pouzije pozdéji.

V druhé fazi, kterou nazyvaji akumulacni, se ze vsech mezivypocti stane jeden fadek. Na-
programovana je pomoci dvou cykli. Vnéjsi pouze kontroluje pocet listl, které se stdle jesté
musi zpracovat. Pokud se eviduje pouze jedno pole, rekonstrukce radku matice C' byla tispésné
dokoncena.

Poté se postupné berou dvé pole a slévaji se dohromady, vysledky se umistuji do dalstho
pole. Myslenka je identickd s prvni fazi, eviduji se sloupcové indexy a délky radki. Tento krok se
provede pro kazdy par. Pocet poli se tak snizi o polovinu. Nejde o slévani vysledku prvnich dvou
poli s tfetim a tak podobné, postupuje se po dvojicich. Na konci jedné této iterace se prohodi
ukazatele na jednotliva pole. Tato dvé pole nazyvaji pracovné ping-pong buffer.

Poslednim pori;sovanym bude BRMerge. Jako jediny algoritmus je zaméfen na CPU. Podobné
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Byly navrzeny dvé varianty tohoto pristupu, lisici se od sebe myslenkou alokace paméti. Jak
jiz bylo zminovédno difve (kde), lze matici spocitat v dostateéné velkém poli a pak kopirovat
data do vysledné matice, nebo matici spocitat dvakrat. Prvnim vypoctem zjistit, jak matice
maé vypadat, a provést alokaci. Druhé nasobeni pak muze vypocty vklddat rovnou do vysledné
matice, a nemusi se provadét kopirovani.

Kombinace symbolické a numerické faze se ukazuje jako ta lepsi varianta, na autory vybranych
maticich dosahuje v praméru pétiprocentniho zrychleni. Nejde o jednoznacény vysledek, byly
matice, na kterych se jednofdzovy piistup s kopirovanim dat ukézal jako ten lepsi. [19]



Kapitola 6

Knihovny

Pro praci na CPU i GPU existuji knihovny, které prinasi prostiedky vyuzitelné u nasobeni
maticemi. Muze jit o naditdni matic v fidkém formatu, vlastni dynamickd alokace paméti [5,
32], ¢i néjakd jednoduchd varianta celého procesu ndsobeni, se kterym se algoritmy [38, 32]
porovnavaly.

6.1 OpenMP

Pro zjednoduseni préace s vlikny na CPU se pouzivd OpenMP. Jde o prumyslovy standard, jehoz
zacatky se datuji do roku 1997. Nejde o programovaci jazyk, pouze pomoci direktiv rozsituje ty
jiz existujici.

Se zjednodusenym pohledem na knihovnu jde brat OpenMP jen jako sadu direktiv, které se
umistuji nad bloky a teprve s pfilozenim knihovny se méni chovani programu. Direktivami se
oznacuji mista, ktera jsou vhodnd pro paralelizaci, nebo v pripadé jiz paralelniho kédu potrebuji
specidlni péci, napriklad kriticka sekce, misto, do kterého by mélo vstoupit pouze jedno vldkno
a tak podobné.

Pred kazdym paralelnim regionem se vytvori dany pocet vlaken, jinak se pouziva jedno hlavni
master vldkno. Tomuto zpisobu se ¥ké fork/join. V kazdé direktivé mize byt pocet vldken
definovan, jinak se hodnota muze nastavit funkci, nebo se pouzije hodnota proménného prostiedi.

Tim hlavnim, pro co OpenMP bude vyuzivano, je paralelizace cykli. Jsou zde dva hlavni
zpusoby, jak napldanovat délbu prace. Statické planovani jednoduse rozdéli cyklus rovnomeérné
podle poctu iteraci a poctu vldken. Druhym zptsob je dynamicky, které jednotlivé iterace nepti-
razuje ihned na zacatku, ale pracujici vlakna po dokonceni prace zadaji o dalsi cyklus. Na konci
kazdého takového paralelniho regionu je implicitni bariéra, na které vlakna bez prace cekaji na
ostatni, jesté pocitajici. [33]

6.2 Intel Math Kernel Library a oneAPI

Pro préci na vicevlaknovych procesorech prichazi spole¢nost Intel s pomérné rozsdhlou knihov-
nou, nazyvanou Math Kernel Library (MKL). Lze ji déle volné kategorizovat do sekci podle
zameéfeni na vybrané matematické problémy ¢i hardware. Je zde k nalezeni sada funkci pro rych-
lou Fourierovu transformaci, v pripadé maticovych operaci jde naptiklad o faktorizaci, singularni
rozklad. K témto algoritmum existuji jejich vicevldknové varianty, ¢i varianta pro distribuované
systémy. Pro paralelizaci se vyuzivd knihovna OpenMP. [34]

Listopadu roku 2019 vznika vize unifikovaného programovaciho modelu pro rtzné architek-
tury procesort. Sklada se z nékolika Casti, zaklad tvori knihovny, co maji pomahat s vyvojem
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vykonnych aplikaci zabyvajici se primarné zpracovavanim dat. Dalsi oblasti jsou vice specializo-
vané, jde o vizualizaci, stavbu neuronovych siti ¢i ndstroju vyuzivajici strojového uéeni. [35]

V prosinci dalsitho roku dochazi k prvnimu oficidlnimu vydani sady nastroji-knihoven nazy-
vané oneAPI. Od prvni zpravy doslo napiiklad k pridani matematické knihovny do tohoto baleni
knihoven a ze samostatného MKL se stava ¢dst oneAPI nazgvané oneMKL. [36]

Matematickd knihovna neni jedinou oblasti API, ktera je pro maticové nasobeni zajimava.
Protoze cilem je pomoci pri vyvoji vykonnych aplikaci, pfinasi s sebou také prostiredky, po-
maéahajici pfi vyvoji paralelné pracujicich programii. Thread Building Blocks, oneTBB, obsahuje
paralelni varianty béznych algoritmu ¢i programovacich konstrukei. Jde o for cykly, razeni, re-
dukce. Alokovani paméti ma rovnéz svou paralelni variantu, nazyva se scalable__allocator, a prace
s paméti se provadi v takovém stylu, aby byla skdlovatelnd s po¢tem vldken. [32] Dle méfeni pro-
vadéného v préci z roku 2018 (Asi lepsi odkaz) paralelni alokace a dealokace jsou od jisté velikosti
paméti radove lepsi v porovnéani s béznym sekvencnim pristupem. TBB je na intervalu 1 GB az 4
GB horsi nez pristup C++ s new a delete. U 8GB hranice prichazi zlom a paralelni C++ pristup
je srovnatelny se sekvenénim fesenim. Toto zhorseni nastava u druhého porovnavaného az u cisla
64 GB. [5]

6.3 CUDA, Thrust, caSPARSE, cuBLAS

V roce 2006 spole¢nost NVIDIA predstavila platformu umoznujici vyuzivat prostiedky grafickych
karet od stejné spolec¢nosti. Vyuzivat silu této technologie je mozné v jazycich C, C++ ¢ Java.
Jde o cely ekosystém, prinasi vlastni profiler a celou fadu knihoven, které budou zminéné pozdéji.
[cuda]

CUDA pouze rozsifuje standardni C' o moznost pracovat s grafickou kartou. Nenachézi se zde
zadné slozitéjsi datové struktury ¢i funkce. Pro tyto ticely je nutné pouzit dalsi knihovny.

Zminény tu budou t¥i, které se néjakym zptsobem tykaji matic, nebo nabizi funkce, které by
se daly vyuzit v algoritmech pro maticové nésobeni.

Thrust pripomind standardni C++ knihovnu. Je plné sablon, struktur a algoritmu, které ve
vétsiné pripadl lze nalézt i ve jmenném prostoru std. Struktury jsou dvojiho druhu, device pro
GPU, host pro CPU. Hosta je mozné nahradit strukturami ze standardni knihovny. Nékteré z nich
nejsou primo implementovany, je ale zaruc¢ena kompatibilita. Tyto dva druhy je mozné mezi sebou
kopirovat (operdtor =, thrust::copy), neni proto nutné pouzivat cudaMemcpy. Vektory a dalsi
struktury jde vedle kopirovani jesté transformovat, napriklad pomoci funktort; provadét s nimi
redukce, inicializovat pomoci sekvenci. Vétsina algoritmt mé svou reprezentaci i ve standardni
knihovné, Thrust pouze prinasi jeji kopii pro paralelni zpracovani na grafické karté. v této oblasti
je nejzajimavéjsi algoritmus paralelni reduke, ktery se da velmi dobfe pouzit pro vypocet indexu
pro jednotlivé starty fadkt v ridké matici. Tento algoritmus méa svou reprezentaci v C++, ale
jeho vyuziti je spojené zejména s paralelizaci, naptiklad v fadicim algoritmu radiz sort a jiz
zminéném uklddani mezivysledku matice do vysledného komprimovaného formatu. [37]

CuSPARSE je knihovna zamérena na nasobeni fidkych matic. Pfindsi proto podporu pro celou
fadu forméatu, vétsina z nich byla zminéna v kapitole o formatech fidkych matic (FZT) Algoritmus
pro nasobeni dvou fidkych matic zde implementovany je tou prvni referenci, se kterou se dalsi
implementace musi srovnavat.

Prinési velké mnozstvi svych datovych typi a konstant. Napriklad pro ¢iselné datové typy pri-
chédzi s dalsimi osmi variantami. Ze zakladnich datovych typu se tu pouziva pouze float a double,
i celociselné operace dostavaji vlastni specidlni datové typy. Vedle celych cisel se zde pouzivaji
také komplexni ¢isla a Sestnactibitové varianty celych a desetinnych ¢isel.

Kazda funkce z této knihovny vraci néjaky svij status. Datovy typ je jiny nez ten, ktery se
pouziva v CUDA, coz muze komplikovat praci.

Déle bude popsan postup, jakym se pomoci funkei nabizenych cuSPARSE provede maticové
nasobeni. Jsou zde i dalsi operace, napriklad nasobeni fidké matice hustou matici, nasobeni
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ridké matice vektorem a dalsi kombinace. Predpisy funkci si jsou velmi podobné, oproti dvéma
fidkym maticim jde o predpisy vzdy jednodussi — nékteré argumenty ztraceji v jinych operacich
na smyslu.

Nez se zacnou tidké matice nasobit, musi se vytvorit pomoci funkci, které knihovna nabizi.
Postup tak pripominad Intel MKL 6.2, i zde se fidk4 matice prevadéla do vnitini reprezentace,
které knihovna rozumi. Vsechna data musi byt v paméti grafické karty. I presto, ze knihovna
umi celou fadu formatia, u ndsobeni fidké matice fidkou matici je mozné pouzivat pouze format
komprimovanych radki. Nasobeni probiha ve dvou krocich. Nejdiive se odhadne, jak velky buffer
bude pro nasobeni potteba. Tak velkou pamét programator naalokuje a pak mize spustit samotny
vypocet. Pomoci dalsich funkci se daji zjistit rozméry matice, pocet hodnot, a nastavi se spravné
vSechny ukazatele, aby bylo mozné piekopirovat vysledek zpét na hosta. [38]

Posledni zminénou knihovnou bude cuBLAS. Ta pro tuto praci neposlouzi jako reference, ani
jako zdroj algoritmt. Je ale dobré ji zminit, protoze jde o sadu funkci pouzitelnych pro linedrni
programovéani. D& se proto o ni hovorit jako o cuSPARSE, ktery je zaméfen na husté matice.
Neékteré zakladni myslenky jsou totozné — jsou tu datové typy totozné s cuSPARSE, a pracuje
se s jinymi stavy, pro knihovnu specifické.

V dokumentaci jsou funkce rozdéleny do tii kategorii, podle druhu operaci. V prvni sadé jsou
vektorové operace — napiiklad hledani nejvétsi hodnoty, vypocet sumy, skaldrniho soucinu, L2
normy, ¢i aplikace operatoru rotace.

Dalsi v poradi je ndsobeni matice vektorem. Je zde celd fada funkci, od obecného nasobeni
po operace nad specializovanymi maticemi, u kterych je mozné feseni najit rychleji. Stejnym
tvrzenim jde popsat funkce pracujici s dvéma maticemi. U matic se navic Tesi, zda nékterd z nich
neni transponovand, a navic je zde napiiklad funkce pro LU faktorizaci. [39]
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Vlastni algoritmizace bude popsana néjakym zpusobem chronologicky. Nejdfive se popise prvni
naivni implementace, na které se popisi slaba mista a v dalsich sekcich budou jejich vylepseni a
rozsiteni. Nehledé na ruzné iterace, na zacatku implementace muselo dojit k rozhodnuti, jakou
cestou se vydat.

Jako programovaci jazyk byl vybran C. Pro paralelizaci byla pouzita knihovna OpenMPE,
ktera byla popsand v samostatné sekci. Pro nasobeni matice se pouzije akumuldtorovy zpusob,
konkrétné hashovaci tabulka. Algoritmus bude jednoprichodovy — provede se prvotni horni odhad
pameéti, ve které se provede nasobeni, nisledné se data prekopiruji do dalsi, tentokrat jiz presné
paméti.

Rozhodnuti pro jednoprichodovy algoritmus jsem provedl po pozorovani ¢asové narocnosti
novéjsich algoritmi jako spECK 5.5, OpSparse gé ¢l BRMergeﬁZﬁ?, ve kterych byl ¢asovy rozdil
mezi numerickou a symbolickou fazi minimalni. Proto hned na pocatku jsem usoudil, Zze bude
lepsi pouze lehkou analyzu vstupu a vypocitana data prekopirovat, nez matice pocitat dvakrat.
Zaroven jde o jakysi kontrast se zminénymi algoritmy z poslednich let, kazdy z nich zvolil dvou-
fazovy pristup.

7.1 Prvni varianta

Algoritmus jde rozdélit do péti fazi, pfi velmi jemném déleni do sedmi. T¥i z nich se zabyvaji
alokaci, respektive dealokaci paméti.

Nejdrive se provede alokace paméti, aby Slo provést zakladni analyzu sou¢inu. Paméti neni
tfeba mnoho, staci jedno pole pro ulozeni poctu prvki, které 1ze v kazdém radku vysledné matice
ocekavat.

Na zékladé této analyzy je mozné si pripravit pamét, kterd se pouzije pro hashovani. Odhad-
nuty pocet hodnot nabyva dalsitho vyznamu, pajde o index do pole, na kterém zac¢ind hashovaci
tabulka pro dany radek. Pred tim, nez se zac¢ne takto pouzivat, musi se provést prefixovy soucet.
Béhem hashovani se spocitaji vSechny mezivypocty. Pouziva se jednoduché linedrni hashovani
s otevienou adresaci. Poté se hodnoty v tabulce presunou na zacatek pole, aby fazeni neprobihalo
nad zbytecné velkym irelevantnich dat.

Po serazeni se data prekopiruji do vysledné matice. Protoze se béhem hashovani hlidalo
skutecné mnozstvi hodnot, neni obtizné tuto alokaci a nasledné kopirovani dat provést.
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7.2 Pouzivani vektoru

I pfesto, ze jsem zvolil hashovani jako svou metodu pro akumulaci hodnot, neni od véci se tomuto
zpusobu vyhnout. Pokud to bude mozné, bude se pouzivat vektoru. Vektor je tak velky, aby se
hashovat nemuselo, sloupcovy index jednoznacné urcuje pozici ve vektoru. Tato idea mé spousty
vyhod, nedochézi ke konflikttim, zachovava se vzestupna posloupnost sloupcovych indext, diky
¢emuz se pak vektor nemusi radit. Nemusi se pristupovat k poli s mezivysledky, které je urceno
pro sloupcové indexy, ty lze odvodit z kontextu.

Problémovym bodem je odhalovani takového momentu, kdy je dobré zacit pouzivat vektor.
Protoze chci pouzivat jednoduchou hashovaci funkci — identitu, od které se pripadné jen odecte
hodnota prvniho nenulového sloupcového indexu — musi vektor tvorit posloupnost indexii. Vek-
tor se pouzije tehdy, kdyz jsou sloupcové indexy mezi nejmensim indexem a nejvétSim menst,
nez velikost hashovaci tabulky. Tedy béhem analyzy soucinu se vedle poctu soudini pozoruji
sloupcové indexy jednotlivych fadka pravé strany nasobeni. Jednoduché s¢itani v cyklu je rdzem
zkomplikovano o celou radu podminek, avSak vyhody prevazuji nad nevyhodami. Protoze razeni

Vv

je tou nejkomplikovanéjsi operaci, jakykoliv zptisob, jak se mu vyhnout, je vylepsenim.

7.3 Razeni

Nejjednodussim zpusobem, jak seradit data pro, je pouziti knihovni funkce sort. Ta ma ale jednu
velkou nevyhodu, a tou je jeji predpis. Vstupem je jediné pole a fadici funkce. V pripadé formatu
komprimovanych fadkt je ale pole jako argument nevyhodné, protoze zde je cilem pomoci pole
sloupcovych indext sefadit nejen tyto indexy, ale zaroven hodnoty, nachazejici se v druhém poli,
které s danymi indexy souvisi. Tento problém jde vyTesit pifimocare pouzitim struktury. Protoze
se Tadi pouze mezivypocet, nejde o velkou komplikaci — predpis funkce zustava stejny, struktura
se spravné umisti do vysledné matice, kterda pouziva tri pole.

Jde viak o bezkonkuren¢né nejslabsi ¢lanek algoritmu. Cas, straveny Fazenim, tvoril vétinu
béhu programu. Hlavnim cilem bylo zbavit se struktury. Protoze se pracovalo priméarné se sloup-
covymi indexy, je vyhodné, Ze jsou u sebe v jednom poli. Tuto strukturu paméti primocara
metoda narusuje, v té byla data ulozena v paru sloucovy index-hodnota. Po implementaci vlastni
varianty quicksort bylo mozné pracovat s timto lepsim rozloZzenim dat v paméti a cas se zlepsil
o polovinu.

Mergesort tvori s quicksort pomyslnou dvojici standarnich radicich algoritmu. Algoritmus
slévani m4 ale jeden vyznamny neduh, a tim je potfeba pomocné paméti pro vypocty. Ale protoze
muj algoritmus ma jiz v této fazi naalokovanou pamét navic, nezplisobuje mi tato nevyhoda
problémy, v nékterych pripadech by se dalo s trochou nadsazky tvrdit, ze jde rovnou o vyhodu.
Mym pomocnym polem zde bude vyslednd matice, diky ¢emuz si v nékterych pt¥ipadech (pro
sefazeni bude t¥eba lichého poctu slévani) mohu usetrit kopirovani dat do findlni matice. Ma
varianta neni rekurzivni, postupuje se opacné. Misto puleni intervali na trividlni pripady a
jejich nésledné slévani si zde neefektivnim kvadratickym algoritmem sefadim osmice prvki (muj
trividln{ piipad), ze kterych slévanim vytvorim sekvence delsi. Tento pFistup by mél zarudit, Ze se
bude respektovat zarovnani dat v paméti a prace s cache bude efektivni. Podobné jako quicksort,
i zde doslo k velkému zrychleni, a to opét dvojnasobnému. Oproti prvni naivni implementaci tak
jde o ¢tyindsobné zrychleni.

7.4 Prleni pravé strany nasobeni

Velké mnozstvi prvka vstupujici do nasobeni negativnim zptisobem ovliviiuje vSechny aspekty
algoritmu. Protoze horni odhad je ptilis pesimisticky, naznacuje, ze bude potteba velkych hasho-
vacich tabulek a ty negativné ovlivni rychlost razeni.



Optimalizace

B Vypis kédu 7.1 Ukézka branchless kédu

#ifdef BRANCHLESS
t += (t > HASH_TABLE_THRESHOLD) * t;
t = (¢t > r->width) * r->width + (t <= r->width) * t;

#else
if (t > HASH_TABLE_THRESHOLD)
{
t *x= 2;
}
if (t > r->width)
{
t = r->width;
}
#endif

Prepinani na husty vektor dokaze eliminovat pouze primitivni pripady, ve kterych jsou sloup-
cové indexy zacatku a konce blizko sebe. Zaroven do prvotni analyzy prinasi nemalé mnozstvi
dalsich podminek, které tuto prvni ¢ast, kterd by méla byt jednoduchéa, abych byl vérny jedno-
fazovému pristupu, znacné komplikuje.

Proto jsem se rozhodl experimentovat s rozptlenim pravé matice na dvé mensi. Misto B,
se bude pracovat s Blp,z a Bpz. Cilem je zmensit pravou stranu tak, aby pocet ndsobeni v
jednotlivych hashovacich tabulkdch mensi. Diky tomu je mozné hashovaci tabulku zmensit, coz
vede na mensi pocet konfliktti a déle jednodussi razeni. Pred zacatkem pripravy se vypocitaji
poloviny rfadka — upravi se rozsahy, do kterych patii ktery index. Pokud by se méla pouzit
terminologie z CSR, dalo by se prenesené tvrdit, ze jde o pridavani dalsich radku.

7.5 Optimalizace

Zde budou popsany mensi optimalizace, které si bud nezaslouzi vlastni kapitolu, nebo se netykaji
vyluéné nékteré z fazi algoritmu.

Jednou z takovych tprav je nastaveni velikosti hashovaci tabulky. Podobné jako v OpSparse
5.6, i zde po hornim odhadu hashovaci tabulku prendsobim, aby méla dvojndsobné rozmeéry.
Diky tomu by mélo dochazet k mensimu mnozstvi konfliktti. Je tu zavedena horni hranice v
podobné sirky vstupni matice — neni dtivodu, aby tabulka byla vétsi, nez matice, tolik unikatnich
sloupcovych indexii zde neni. K prendsobeni dojde pouze tehdy, kdyz je hashovaci tabulka vétsi
nez ¢trnact. Tuto hodnotu jsem empiricky zvolil pfi prvotnich pokusech, kdy se ukéazalo, ze je
lepsi mit vic konfliktt, nez pomalejsi fazeni. Prilis velka tabulka negativné ovliviiuje pfipravu
pred razenim, protoze je zde teoreticky dvojnasobek prazdnych poli.

Slabym mistem je alokace paméti. Standardni malloc a free pouziva pouze jedno vlakno, coz
je v pripadé paralelniho programovani izké hrdlo implementace. Diky pouziti scalable allocator
z OneAPI ?? se ¢as béhu v ¢astech programu, které jsem bral jako neménné, velmi pozitivné
zlep§il. Méfeni nebude provadéno bez této technologie. OneAPI m4 jednu ,nevyhodu®, kterd
poukazuje na muj pripadny nevhodny vybér programovaciho jazyka. Kéd jde déle kompilovat
jen za pouziti jejich kompildtoru, ktery vse kompiluje jako C++ kod.

Dalsi ze zpiisobti, jak 1ze upravit kod, je eliminace podminek, coz je technika, kterd si zaslou-
zila samostatnou sekci v optimalizacich (viz ?7). Jednou z ukdzek muze byt napiiklad dprava
velikosti hashovaci tabulky. Zde se misto dvou podminek, které vedou k podminénému skoku,
vyuziji podminky tii, které pouze nastavi spravné piiznak 0/1, aby ndsobeni mélo kyzeny efekt
pouze tehdy, kdy je splnéna podminka, coz vede ke stejnym vysledktm.

Tato eliminace podminek byla provedena jen v prvni fazi, ve které se analyzuje vstup. Nebylo
pozorovano zrychleni.
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Implementace

V prvnich variantidch se misto paralelniho prefixového souctu pouziva sekvenc¢ni varianta s
jednim vlaknem. ProtoZe na stanici, na které se provadi méreni, nepouziva verzi OpenMP, ktera
umi tento soucet vypocitat, pouzil jsem implementaci z OneAPI. Vysledky jsou rozporuplné,
podobné jako branchless i zde je tézké pozorovat zrychleni, coz je v pripadé prevodu sekvencni
verze na paralelni velmi kontroverzni. Vysvétleni muze byt pomérné prosté — sekvenéni varianta
vSe provadéla in-place a dalsi pamét zkratka vede k horsim ¢astm.

Misto toho, aby OpenMP pridélovalo fadky matice vlaknu vlastnim zpusobem, vypocital
jsem si vlastni délici body. Nékteré z matic maji z pocatku prilis kratké radky a ke konci jde
o neumérné zatizeni, ve kterém posledni vldkno provadi vétSinu vypocti. OpenMP na tento
problém odpovéd mé, dynamické pridélovani prace. Dynamické mé ale vétsi rezii a muze narusit
prostorovou lokalizaci.



Kapitola 8

Méreni

Vsechny algoritmy diive zminované pracovaly ve vsi obecnosti. AvSak v sekcich, které se zabyvaly
meéfenim vykonu, se pozornost zamértila zejména na mocnéni matice. Jsou zde dvé vyjimky, které
budou slouzit jako inspirace pro vybér dalsich testovacich pripad.

Prace z roku 2018 pro své testovaci pripady pouzila matici grafu, z néj vybrala nékteré sloupce,
a s nimi provedla maticové nasobeni. [5]

Cilem této kapitoly je vedle standardnich ¢tvercovych matic, na kterych se algoritmy bézné
porovnavaji, pridat i dalsi pripady a rozsirit tak rozsah piipadi, na kterych se algoritmy porov-
navaji.

8.1 Testovaci prostredi

Pro testovani bude pouzit skolni cluster star. Na jednom z uzli, pojmenovany gpu-02, se nachazi
grafickd karta GeForce RTX 2080 Ti, dva procesory Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620 v2 @ 2.10
GHz, ktery ma Sest jader a dvanéct vldken, spolu s 32 GB paméti.

8.2 DMatice

Pro mocnéni ¢tvercovych matic byla vybrana podmnozina, kterd se objevovala napfi¢ vsemi
pracemi.

V kolekci matic se ve vétsiné pripadi objevuji matice Ctvercovych rozméri. DA se tu ale
narazit i na obdélnikové matice, avsak ty se nikdy neobjevily v grafech namérenych c¢asia. Aby
slo u téchto matic provadét mocninu, pravéa strana se transponovala. Validni vyraz je ale mozné
vytvorit i transponovanim levé strany, coz v tomto pripadé méni rozméry vysledné matice a klade
zcela jiné naroky na vyvazovani zatéze. [2]

U nesymetrickych ¢tvercovych matic jde pro vétsi variabilitu provadét C = A x AT a C =
AT x A.

Do kolekce matic se umistuji sady problému, které spadaji do stejné kategorie, maji stejného
autora, a dokonce i stejné rozméry. Zde je proto jednoduché provést nasobeni C' = A * B.

Pro transpozici se pouzilo jednoduchého skriptu v PHP, ktery ma celou fadu nevyhod; na-
priklad nemoznost transponovat velmi velké matice z diivodu paméfové narocnosti.
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Meéreni

M Tabulka 8.1 PouZité matice

Nézev Pocet tadkt | Pocet sloupcti NNZ | Symetrie
2cubes-sphere 101492 101492 874378 Ano
144 144649 144649 | 1074393 Ano
amazon(0312 400727 400727 | 3200440 Ne
bibd-19-9 171 92378 | 3325608 Ne
cagel?2 130228 130228 | 2032536 Ne
cagel3 445315 445315 | 7479343 Ne
landmark 71952 2704 | 1151232 Ne
stat96v2 29089 957432 | 2852184 Ne
webbase-1M 1000005 1000005 | 3105536 Ne

8.3 Meérené algoritmy

Implementovany algoritmus se bude mérit v posledni iteraci — s ptilenim pravé matice. V tabul-
kach budou obsazeny pouze vysledky béht, které pouzily dvanact vldken a vsechny optimalizace.

CPU algoritmy zde budou zastoupeny vedle implementovaného navic knihovnim Intel MKL
a BRMerge. MKL je spustén pokazdé, kdy se pocitd implementovany algoritmus jako reference.

GPU algoritmy zde budou zastoupeny spECK a ACSpGEMM. Ostatni bud vyuzivaji bud
prilis starou CUDA knihovnu, nebo byl zdrojovy kdéd tak upraven na miru grafické karty, se
kterou autori pracovali tak, zZe nebylo mozné ani po tpravach program tspésné spustit. Kazdy z
algoritmt mél predpis upraven tak, ze neprijimal jakékoliv matice, at uz jde o cestu k nim, nebo
o forméat. Zaroven zde byla zatajena rezie kopirovan{ dat z/na GPU, diky ¢emuz Casy vypadaly
skvéle, ale nebylo by mozné je porovnat s fesenim pouzivajici standardni procesor.

Pokud to bude mozné, budou porovnavany CPU a GPU programy navzijem. Prave diky
meérené tezii kopirovani je mozné pozorovat, kdy se vyplati k takto drahé operaci pristoupit.

8.4 Nameérené hodnoty

Bohuzel nebylo mozné z divodu pamétové narocnosti provadét soucit vSech transpozici. V tabul-
kach nize budou zminéné vSecny namérené hodnoty. Nazev souc¢inu odpovidd pouzitym vstuptm.
Vsechna méreni jsou pramérem minimalné padesati hodnot.



Nameérené hodnoty

B Tabulka 8.2 Namétrené hodnoty CPU

Soucin Vlastni (v ms) | BRMerge (v ms) | MKL (v ms)
2cubes-sphere? 185,381 79,554 133,263
1442 236,535 124,929 190,678
amazon0312 * amazon03127 1123,251 404,442 1361,899
amazon03127 x amazon0312 286,968 141,031 357,538
bibd-19-9 * bibd-19-9T 176,402 409,940 140,848
cagel2? 247,422 104,078 252,105
cagel2 * cagel2T 274,768 121,170 259,696
cagel2T x cagel2 241,875 118,052 252,038
cage12T * cagelQT 275,051 103,009 253,360
cagel3? 903,134 452,019 1078,064
cagel3 * cagel3T 920,239 456,641 1085,056
cagel3” x cagel3 948,127 449,464 1026,071
cagel3T x cagel3T 927,481 456,093 1059,856
landmark” * landmark 52,938 22,801 15,597
stat96v2 * stat96v2T 73,968 11,960 18,396
webbase-1M? 658,763 176,728 1029,172

B Tabulka 8.3 Naméfené hodnoty GPU

Soucin ACSpGEMM (v ms) | spECK (v ms)
2cubes-sphere? 8,268 4,784
1442 9,895 5,452
amazon0312 * amazon03127 33,618 45,2407
amazon03127 « amazon0312 10,6555 13,723
bibd-19-9 * bibd-19-9T 17,629 14,004
cagel22 10,388 8,446
cagel2 * cagel2T 10,653 8,446
cagel2T x cagel2 10,388 8,449
cagel2T x cagel2T 10,403 8,448
cagel3? 37,155 25,450
cagel3 * cagel3T 37,085 26,066
cagel3T x cagel3 37,086 26,219
cagel3T x cagel3T 37,419 24,821
landmark?” * landmark 4,101 1,906
stat96v2 * stat96v2T 3,634 3,152
webbase-1M? 19,707 37,820
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Kapitola 9

Zaver

Ukéazalo se, ze BRMerge je az na jeden pripad v prumeéru dvojnasobné rychlejsi, u nékterych
instanci dokonce ¢tyindsobné. Ve zminéném jediném pripadé je vlastni implementace vice nez
dvakrat rychlejsi.

Protoze kopirovani dat z CPU na CPU je dosti drahou operaci, trvajici v nékterych pripadéch
pres pul sekundy, je BRMerge ve spousté piipadi obstojnym souperem pro algoritmy vyuzivajici
grafické karty.

SpECK az na tfi souciny nabizi ¢tvrtinové az polovi¢ni zrychleni.
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