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CeStina

Navrhnéte, implementujte a otestujte cell-centered lagrangeovsko-eulerovsky (ALE)
hydrodynamicky kéd za pouziti stavajiciho lagrangeovského modulu vyvinutého na KFE [4].

Pokyny pro vypracovani

1. Seznamte se se zikladnimi pristupy k simulaci tekutin a fyziky plazmatu pomoci
lagrangeovskych a lagrangeovsko-eulerovskych (ALE) metod, napf. [1,3].
2. Vjedné dimenzi implementujte a otestujte jednoduchy cell-centered indirect ALE kod
pouZzivajici vybrané stavajici metody pro lagrangeovsky krok, adaptaci sité (rezone) a pienos
feSeni (remap).
3. Navrhnéte, rozpracujte a implementujte zobecnéni stavajiciho dvourozmérného cell-centered
lagrangeovského kodu pro nestrukturované sité [4] na simula¢ni kod typu indirect ALE. Pro
adaptaci siti a interpolaci feSeni mezi nimi zvolte a naprogramujte nékteré stavajici metody,
napf. z [2], strukturu celého kédu vsak navrhnéte modularni, aby bylo v budoucnu mozné
bloky pro lagrangeovsky krok, rezone a remap snadno rozsifit ¢i nahradit.




4. Vysledny kéd odlad’te a vyzkousejte na sadé¢ vhodnych testovacich uloh pro ovéfeni jeho
validity a priib&Zznou kontrolu béhem dalsiho vyvoje.
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Uvod

Hydrodynamické simulace maji za sebou bohatou historii vyvoje, ktera sahé
nékolik stoleti zpét. Studium mechaniky tekutin a snaha pochopit chovani tekutin,
jako je voda a vzduch, ma nesmirny vyznam v riznych oborech, od leteckého inze-
nyrstvi az po predpovéd pocasi. Poc¢atky hydrodynamickych simulaci 1ze vysledovat
az k pracim priukopnickych védcti a matematikt. Princip Daniela Bernoulliho, for-
mulovany v 18. stoleti, polozil zaklady pro pochopeni vztahti mezi tlakem, rychlosti
a potencialni energii v proudéni tekutin. Prace Leonharda Eulera a Clauda-Louise
Naviera v 19. stoleti vyznamné prispély k rozvoji matematického aparatu dynamiky
tekutin a vedly k vytvoreni Eulerovych a Navier-Stokesovych rovnic, kterymi se ridi
pohyb tekutin.

V poloviné 20. stoleti, s nastupem vysokorychlostnich pocitaci a vypocetni
techniky, zacali védci zkoumat numerické metody reSeni parcidlnich diferencialnich
rovnic, véetné Eulerovych a Navier-Stokesovych rovnic. Zavedeni metod konec¢nych
diferenci, kone¢nych prvkt a konecnych objemii umoznilo diskretizaci a aproximaci
téchto slozitych rovnic, a otevielo tak prostor pro simulace jevii proudéni tekutin
na pocitacich.

V 60. a 70. letech 20. stoleti doslo v oblasti hydrodynamickych simulaci k vy-
znamnému pokroku. Objevily se tehdy prvni koédy pro vypocetni dynamiku tekutin
(Computational Fluid Dynamics, CFD). Tyto prvni kody byly zaloZeny predevsim
na eulerovskych metodéch.

V této bakalarské praci se poustime do zkoumani numerickych metod pro hyd-
rodynamické simulace, s diirazem na cell-centered nepiimy lagrangeovsko-eulerovsky
(Arbitrary Lagrangian-Eulerian, ALE) ptistup. Cilem této prace je vyvinout cell-
centered neprimy ALE kod pro nestrukturované sité za pouziti stavajiciho lagran-
geovského modulu vyvinutého na nasi fakulté [1]. Toho se docili implementaci rezo-
novani a remapovani, které nabizi vétsi flexibilitu a pfesnost pti simulaci proudéni
tekutin se slozitou geometrii. Dilezitym pozadavkem na vyvijeny kdéd je zachovat
modularitu stavajictho kédu pro snadnéjsi rozsiteni nebo nahrazeni jednotlivych
bloki v budoucnu.

Samotna prace je strukturovana néasledovné: v 1. kapitole uvadime prehled za-
kladnich numerickych metod pouzivanych pii hydrodynamickych simulacich. Za-
¢neme struénym tuvodem do eulerovské metody, dale se zabyvame Lagrangeovou
metodou, a nakonec se sezndmime s metodou ALE, hybridnim pristupem, ktery
kombinuje silné stranky eulerovské i lagrangeovské metody.

V 2. kapitole predstavime popis zakladnich soucasti neprimé cell-centered ALE
metody, abychom ukézali klicové momenty tohoto pristupu, tedy zasady Lagrange-
ova kroku, faze rezonovani a faze remapovani. Popiseme zde implementované metody
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pro rezone a remap v 1D s nasledujicim rozsitenim jejich popisu do dvojdimenzional-
niho prostoru, tedy uvedeme tpravy nutné pro zvladnuti slozitosti vicedimenzionalni
geometrie.

3. kapitola je vénovana samotné implementaci ALE v simula¢nim programu,
vcetné volby programovaciho jazyka a vizualiza¢nich aspektt.

Ve 4. kapitole predstavime numerické vysledky ziskané pomoci implementova-
nych metod na klasickych hydrodynamickych problémech pouzivanych k hodnoceni
presnosti a tuc¢innosti hydrodynamickych simulac¢nich kédt. Konkrétné se jedna o
Soduv test, Vilarav test, Sedovuv test a Nohuv test.



Kapitola 1

Numerické metody pro
hydrodynamické simulace

V této kapitole se budeme zabyvat metodami pouzivanymi pro popis dynamiky
stlacitelnych tekutin. Obecné tedy rozebereme eulerovské metody, lagrangeovské
metody a tzv. ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) metody, které jsou hlavnim
predmétem zajmu této prace.

1.1 Eulerovska metoda

Rodina eulerovskych metod fesi systém zakonti zachovani pro stlacitelné teku-
tiny ve tvaru

dp
a(gf) +V, (pURU)+ V,P =0, (1.1)
O(pE
05) o, o+ ) =0,

kde p je hustota, U rychlostni pole, P tlak a E hustota celkové energie tekutiny.

Pro termodynamicky popis je tfeba dany systém rovnic doplnit jesté o stavovou
rovnici P = P(p,¢), kde ¢ je tzv. specifickd vnitini energie, ¢ = E — %UQ. Napri-
klad pro idedlni plyn se pouziva stavova rovnice ve tvaru P = pe(y — 1), kde 7 je
adiabaticka plynova konstanta, ktera je definovana jako pomér tepelnych kapacit
pri konstantnim tlaku a objemu, tedy v = 2—5

Je dulezité si uvédomit, ze pti eulerovskych simulacich je sit pevnd, a tekutina
se pres ni pohybuje. Sledujeme tedy tok tekutiny hranicemi bunék, a nikdy zde
nedojde k zapleteni sité (angl. mesh tangling). Zatimco velké deformace v FeSeni lze
zvladnout relativné snadno, samotnd TeSeni jsou diftzni a je obtizné udrzet ostra
materidlova rozhrani a rozliseni detailti proudéni.

1.2 Lagrangeovska metoda

Lagrangeovské metody tesi systém zakont zachovani pro stlacitelné tekutiny
ve tvaru
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d (1
—([Z)=-V.-U=
o (p) \ 0,

dU

pﬁ—l—VP:O, (1.2)
dr
—— 1L PV-U-=
P + PV 0,

kde %:% + U -V, je tzv. materidlova derivace a operatory gradientu a divergence

jsou v lagrangeovskych soutadnicich. Systém je opét uzavien stavovou rovnici.

Prestoze lagrangeovské metody tesi systém rovnic ekvivalentni tomu, ktery se
resi v eulerovskych metodach, jejich filozofie je dost odlisna: charakteristickym rysem
lagrangeovskych metod je to, ze se sif pohybuje s lokalni rychlosti tekutiny urcené
obyc¢ejnou diferencialni rovnici

dX
—=U, (1.3)

kde X je vektor polohy uzlu a U je vektor rychlosti prislusné danému uzlu. Tedy
kazdy jednotlivy uzel vypocetni sité sleduje pii svém pohybu odpovidajici castici
materidlu. Z pohledu numeriky to znamenad, ze musime diskretizovat nejen rovnice
zakonu zachovani (1.2), ale i pohybovou rovnici (1.3).

- )

(a) Eulerovsky Vychozi stav (b) Lagrangeovsky

Obrazek 1.1: Fragment sité: vizualizace rozdilu mezi eulerovskym a lagrangeovskym
chovanim sité.

Lagrangeovsky pristup umoznuje zachovat dobré rozliseni pro velké kompre-
se/expanze, slozité chovani tekutin a multimateridlové proudéni. Advekéni ¢leny
v ném identicky mizi. Trpi ale nedostatkem robustnosti: velké deformace sité mohou
vést ke ztraté presnosti, chybam vypoctu a selhédni simulace.

Rozdil mezi eulerovskou a lagrangeovskou metodou je znazornén na Obraz-
cich 1.1 a 1.2.
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(b) ALE metoda

0.8

06|

041

0.2

\\
AL »
ﬂi

(c) Lagrangeovska metoda

Obrazek 1.2: Fragmenty sité: stfedové symetricka exploze s pocatkem v (0,0), rozdil
mezi eulerovskou, ALE a lagrangeovskou metodou.
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1.3 ALE metoda

Vzhledem k omezenim ¢isté Lagrangeova a Cisté Eulerova popisu byla vyvinuta
tzv. Arbitrary Lagrangian-Eulerian metoda (dale jen ALE), kterd celkem tispésné
kombinuje silné stranky obou ptistuptu (Obrézek 1.2). Podstatou myslenky ALE je,
ze pohyb sité lze zvolit libovolné, coz poskytuje dodatecnou flexibilitu a presnost.
Tento pristup byl poprvé formulovan ve slavné praci Hirta a kolegu [2].

V numerickych metodéach pro hydrodynamické simulace se uziva dvou hlavnich
typu diskretizacnich schémat: tzv. staggered a cell-centered (viz Obrazek 1.3).

Staggered Cell-centered
® 4 4 L @ L 4 L 4
X X X X X X
U U
[ 4 4  J ® 4 4 4
P, p P, U p
X X X X X X
| 4 4  J ® 4 . 4 4
U U
X X X X X X
@ @ @ @ @ @ @ L

Obrazek 1.3: Fragment sité: vizualizace staggered diskretizace a cell-centered diskretizace
sité.

Staggered schémata jsou charakterizovand tim, ze skalarni fyzikalni proménné,
tedy hustota, tlak a vnitini energie, jsou umistény ve stiedech bunék sité, zatimco
vektorové, jako jsou rychlosti, jsou definovany jinde [3] (napfiklad v uzlech jako
na Obrazku 1.3). Koncept staggered schémat se objevil v 50. a 60. letech 20. stoleti
a od té doby byl dale rozvijen a zdokonalovan v ramci vyzkumu proudéni tekutin
a numerického modelovéani.

V cell-centered schématech jsou na rozdil od staggered schémat vSechny pro-
ménné (véetné rychlosti) umistény uprostied bunék sité. Nemame zde ale pFirozeny
navod jak pohybovat siti. To do jisté miry vysvétluje pro¢ vyvoj cell-centered sché-
mat byl oproti staggered schémattim pomalejsi.

To, ze nase katedra ma dobre rozvinuté staggered hydrodynamické kody v po-
rovnani s cell-centered kddy, se stalo motivaci pro zkouméani cell-centered schématu
v této praci.

Metody ALE se obvykle déli do dvou skupin: piimé (direct) a neptimé (indirect)
ALE metody.

Piimé metody ALE spocivaji v diskretizaci rovnic dynamiky kontinua pomoci
pohyblivé sité, pricemz rychlost sité se obvykle odvozuje z pohybu hranic [11]. Ad-
vekce sité je tedy primo obsazena v fesenych rovnicich.

Nepiimé metody ALE [2], které jsou predmétem zajmu této bakaldiské prace,
lze formulovat pomoci t¥1 oddélenych opakujicich se krokt: Lagrangeova faze, v niz se
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aktualizuji fyzikalni proménné a sit, faze rezonovani, v niz se za urcitych podminek
zlepsuje kvalita sité, a faze remapovani, v niz se proménné konzervativné interpoluji
z Lagrangeovy sité na novou, rezonovanou sit.



Kapitola 2

Neprima cell-centered ALE
metoda

V této kapitole popiseme tii kroky cell-centered nepiimé ALE metody pro hyd-
rodynamické simulace. Vzhledem k naplni dané prace bude popis lagrangeovského
kroku ponékud stru¢nym. Podrobnéji si ale rozebereme faze rezonovani a remapo-
vani a predstavime vypocty nezbytné pro pochopeni procesu. Popis a vysvétleni fazi
rezonu a remapu provedeme nejdiive v jednodimenzionalnim vypocetnim prostoru,
pak rozvineme popis do 2D. Poznamenejme, Ze metoda je popsana pro jednomate-
ridlovy pripad. Multimateridlovy popis lze nalézt napt. v [3, 10].

2.1 Lagrangeovsky krok

Prvni faze neptimé cell-centered ALE metody je Lagrangetuv krok. Ten sleduje
pohyb castic tekutiny pii pohybu materidlu ve vypocetni oblasti a je také zodpo-
védny za pohyb sité s tekutinou béhem vypoctu. Poloha, rychlost a dalsi dilezité
vlastnosti kazdé bunky jsou béhem Lagrangeovy faze aktualizovany na zakladé rov-
nic dynamiky tekutin.

Pro lagrangeovsky krok musime nejdiive prevést Eulerovy rovnice pro nevaz-
kou stlacitelnou tekutinu (1.1) do lagrangeovskych soutadnic. Pfevod provedeme
pomoci materidlové derivace a obdrzime soustavu rovnic (1.2) (odvozeni je mozné
najit napt. v [1]). Rovnice pro rychlost tekutiny je stejnd jako pfi popisu lagrange-
ovské metody (1.3). Tato transformace vlastné predstavuje prechod od eulerovského
pristupu k lagrangeovskému.

Déle je potieba diskretizovat systém rovnic (1.2) a pohybovou rovnici (1.3).
K tomu se vyuzivaji specidlni diskretiza¢ni schémata. V nasem 2D kédu pro lagran-
geovsky krok [1] bylo implementovano EUCCLHYD (Explicit Unstructured Cell-
Centered Lagrangian HYDrodynamics) schéma navrzené P.-H. Mairem v [8, 12]
a FLW (Fridrich, Liska, Wendroff) schéma typu prediktor-korektor predstavené v [9].

Dilezitou soucasti uspésného lagrangeovského kroku je kompatibilita diskreti-
zace s deformaci bunky. Jinak fe¢eno pozadujeme, aby objem bunky spocteny primo
ze souradnic poloh jejich uzli odpovidal objemu spoc¢tenému pres tzv. geometricky
zékon zachovani (Geometric Conservation Law, GCL), ktery vypada nasledovné:
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d
f/ V- [ U-nds=o (2.1)
dt Jv) AV ()

kde V(t), resp. OV (t) je referencni objem (v nasem pripadé burika), resp. hranice
bunky, a n je vnéjsi normalovy vektor prislusejici hranici bunky.

Musime také podotknout, ze dulezitou podminkou pro tspésnou Lagrangeovou
fazi je spravné urceni délky casového kroku. Volba jeho délky neni viibec univer-
zalni. V nasem koédu je mozné délku casového kroku urcovat pomoci nasledujicich
podminek:

o Klasickd CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) podminka stability, kterd v da-
ném pripadé mé termodynamicky smysl [10]:

Ateg = C'min <)\C> , (2.2)

n
O-C

kde A? je nejmensi vzdalenost dvou uzlii dané bunky a o' je rychlost zvuku
v buiice ¢ v case t". C je zde tzv. CFL koeficient, C' € (0,1).

e Omezeni na zménu objemu bunék pri jednom casovém kroku, kde vzorec
pro ¢asovy krok vypada jako

Atv = CV chin (c‘l\//c”) y (23)

dt

kde Cy je uzivatelem zadany koeficient a nabyva hodnot z intervalu (0, 1).

e Dodateéné omezeni na prodlouzeni ¢asového kroku mezi dvéma lagrangeov-
skymi kroky. Tedy pro predchozi ¢asovy krok ¢" a zavedené cislo C,, které
predstavuje dovolené zvétseni casového kroku, bereme

Aty = CrAL™, (2.4)

V zavislosti na pouzitém lagrangeové (diskretiza¢nim) schématu se zvoli urcitéd
kombinace podminek a vyhodnoti se kone¢na hodnota délky ¢asového kroku At.

Podrobnéjsi informace a dalsi dilezité soucasti lagrangeovského kroku lze nalézt
v [1].

Pti dalsim vysvétleni, pokud neni oznaceno jinak, se budou pouzivat hodnoty
proménnych v ¢asové roviné t"*1, tedy hodnoty po lagrangeovském kroku, proto
index ¢asové roviny pii popisu uvadét nebudeme.
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i+%
@ @ @

i -1 ] I+ 1

Obrazek 2.1: Fragment 1D sité: znaceni pro bunky a uzly.

2.2 Rezone a remap: jednodimenzionalni popis

2.2.1 Rezone

Dalsim krokem neprimych cell-centered ALE metod je rezonovani, coz jinymi
slovy je proces vyhlazovani (¢i obecné zlepSovani kvality) sité. Spravna strategie
rezonovani by méla zachovat rozumnou geometrickou kvalitu sité. Dilezitym poza-
davkem je udrzet rezonovanou sit co nejblize Lagrangeové siti. Toto omezeni je treba
vzit v ivahu, aby byla zachovana presnost vypoctu, kterou prinasi Lagrangeova faze.
Pozadavkem, aby se rezonovana sit co nejvice blizila siti po lagrangeovském kroku,
ve skutecnosti snizujeme chybu faze remapovani a také umoznujeme pouziti tzv.
lokdlniho remapovdni, pti némz se hmotnost, hybnost a energie jednoduse vymeénuji
pouze mezi sousednimi bunkami.

Ptirozenou otazkou v tuto chvili je, jak ¢asto musime rezonovani provadét.
V jednodimenzionalnim pripadé jsme se rozhodli krok rezonovani provadét po pre-
dem urceném poctu c¢asovych krokti. Ve vicedimenzionalnich pripadech se ale vyhla-
zovani sité vétsinou provadi po detekci urcité miry deformace sité.

Pro dalsi popis v jednodimenzionalnim prostoru zavedeme néasledujici znaceni:
pro kazdy uzel ¢+ oznacime bunku vlevo, resp. vpravo jako 7 — %, resp. 7 + %, viz Ob-
razek 2.1.

Ptejdeme k popisu pouzitych druhti rezonu. Pro 1D schéma byly implemento-
vany nasledujici typy:

e Laplaceovské vyhlazovani, pti némz je nova poloha uzlu zvolena na zakladé
poloh sousednich vrcholi. Pro vnitini uzly zde pocitame primeér z poloh tii
uzli:

N Ti1+2x; + 71
Ty = 4 )

(2.5)

kde Z; je poloha uzlu nové rezonované site.

Nejsou-li aplikovany periodické okrajové podminky, nechavame polohy okrajo-
vych uzli beze zmény.

e Eulerovsky "pohyb" sité, pii némz se vSechny uzly sité po lagrangeovském
casovém kroku n + 1 vraceji do poloh uzla pred nim, t.j.
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1 1 dVi<o0 1
1 1 |
1 1

~

Xi.1 Xi Xi Xivl

Obrazek 2.2: Fragment 1D sité: objem pruniku §V; a remapovaci tok Ff’.

tim paddem pfi provadéni rezonovani v kazdém kroku béhem simulace sit
vlastné zustava "'nehybnd" (z hlediska celého cyklu ALE). Tento typ simulace
je ¢asto oznacovan jako 'Lagrange + remap". Vizualizace ve dvoudimenzional-
nim prostoru je na Obrazku 2.4.

2.2.2 Remap

Poslednim krokem nepiimé ALE metody je faze remapovani, kterou lze inter-
pretovat jako konzervativni interpolaci fyzikalnich proménnych mezi siti vzniklou
po lagrangeovském kroku a rezonovanou siti. Interpolace se provadi pomoci tzv.
tokd. Toky v kontextu remapovani oznacuji vlastné prechod urcitého mnozstvi fyzi-
kalni veli¢iny z jedné bunky do druhé v pozastaveném case.

Zadefinujeme tedy tok pres urcity uzel. Tok pres i-ty uzel oznac¢ime jako Ff
(z anglického Flux), kde ¢ bude hustota fyzikalni proménné, pro kterou tok podi-
tame.

Pro vypocet téchto tokt je potieba najit priniky bunék a spocitat objemy
praniki, které oznacime 0V, (Obrazek 2.2). Dilezité je zde ddvat pozor na zna-
ménko objemu, abychom se spravné rozhodli v jakém sméru by mél hledany tok
plisobit. V jednodimenzionalnim prostoru je objem priniku jednoduchou tseckou,
a tedy se pocita primocare:

OVi =z — Ty, (2.7)

kde x; je stard poloha uzlu po lagrangeovském kroku a Z; je poloha uzlu po provedeni
faze rezonovani. Tedy je-li 0V; zaporné, tok miri z bunky i + %, ktera je od uzlu
¢ napravo, do bunky ¢ — % nalevo od uzlu. Je-li §V; naopak kladné, urcité mnozstvi
materidlu pretece z bunky nalevo do bunky napravo od uzlu (viz Obrézek 2.2).

Proces remapovani obvykle zac¢ina hustotou, na jejimz prikladé dalsi proces
remapovani ukazeme.

Obecné se samotny tok pres uzel pocita jako integral hustoty pres prislusny
objem pruniku, t.j. pro tok hmoty pres i-ty uzel je
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= [ pe) d (2.8)

kde p;(z) pfedstavuje funkci rozlozeni hustoty v builce j, ze které hmota pretece,
tedy

;1 .
j:{ i — 5 pro oV; >0, (2.9)

i+%pr05Vi<O.

AVAVAVA

~

Xir Xig X X Xivr Xigg

L~ A
~

-
xi+]

~

Xier Xig X X Xiv1
(b) Po ¢astech linedrni rekonstrukce

Obrazek 2.3: Fragment sité: vizualizace po ¢astech konstantni a po ¢astech linedrni
rekonstrukce.

Pro urceni tohoto toku bychom pottebovali znat ptislusnou funkci rozlozeni hus-
toty v objemu bunky, kterou ale presné nevime. Musime proto tuto funkci néjakym
zpusobem rekonstruovat z diskrétnich hodnot. V této bakalarské praci pouzivame
dva nejjednodussi zpusoby jak toto rozloZeni aproximovat (Obrazek 2.3):

e po Castech konstantni rekonstrukce (tato metoda je obcéas oznacovand
jako "donor"), kde se predpokldda, ze rozlozeni veli¢iny je v celém objemu
bunky konstantni. Hustota v urcitém misté bunky je pak primo

Pitl () = Pitl- (2.10)
Tok hmoty pro dany typ rekonstrukce v 1D pocitame jako

|5V 5V
po_ VitV Vi Vi

i T Ty Pl T T Pk (2.11)
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e po castech linearni rekonstrukce, kde se predpoklada, ze se rozlozeni veli-
¢iny muze v ramci bunky ménit. Rozlozeni hustoty v bunce v jednodimenzio-
nalnim prostoru pak vypada jako

dp
g =g+ (5) ) 212)

kde z., 1 je poloha stfedu buiky i + 1 a
+3 2

ap) <ap> unlim
oy g (2P . (2.13)
H——
<8x it3 0 ) ;41
kde ¥” | je tzv. limiter.
i+3
unlim
Derivaci (%), . (tedy smérnici rekonstrukéni funkce v dané bunce) v 1D po-
X Z+§

¢itdme pomoci tzv. metody nejmensich ctverci (Least-squares minimization process,
LSQ), o které podrobnéji rekneme v dalsi kapitole. Pfi remapovéni ale ob¢as do-
chazi k oscilacim. Abychom tomu zabranili, aplikujeme limiter na ziskané hodnoty
derivaci. V této praci pouzivame Barth-Jespersentv limiter [7]:

i 1 —pH—l pl+2 unlim
min | L gemaeyp, g | PO Pid”(80) > Py
U = . Piel Pit} . 2.14
i+3. min <1> W) pro Pfj:lm(m]) <Piri ] (2.14)
T2
nlim _
1 pro PZ_ () = Piyl
P (P p
\IJH% = mln(\pi—i—%,i’qji—&—%,i—i—l)’ (2.15)
kde pff{‘, p“f} jsou maximéalni a minimélni hodnoty hustoty v okoli bunky a punhm ()

pfedstavuje nelimitovanou rekonstrukci hustoty v uzlu s polohou z;.

Vysledny tvar vzorce pro tok hmoty pfi po ¢astech linedrni rekonstrukei je pak

oV + |0V 0
) = _’_2|‘ (Pz’—é + (65) ) (z; — xz—;)) +

kde x} je stfed priniku:

r = Tt (2.17)

N
[\]
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Tedy, jak bylo naznaceno drive, je-li znaménko objemu priuniku 6V; kladné, pak
se hmota opravdu bere z bunky nalevo od uzlu, zatimco je-li znaménko zaporné,
bere se z builky napravo.

Vzorec pro remapovanou hodnotu hmotnosti pak ma tvar

7

Analogicky, t.j. rovnéz ve tvaru toku, se provede remapovani ostatnich zacho-
vavajicich se veli¢in z rovnic (1.1), tedy hybnosti a celkové energie.

V jednodimenzionalnim prostoru vektor rychlosti mé jednu slozku, t.j. U = w.
Remapovana rychlost je pak definovana jako podil remapované hybnosti a remapo-
vané hmotnosti:

m v+ (B — FY
tz s ( +), (2.19)

Myl

Pro remapovani energie existuji dva zpusoby jeji konzervativni rekonstrukce:
rekonstrukce samotné energie s ohledem na hmotny stred, anebo standardni pristup,
pii némz se rekonstruuje soucin energie s hustotou. Jak uz bylo fec¢eno, v této praci
pouzivame posledni z uvedenych. Tim padem remapovana specificka celkova energie
ma tvar

N m 1 B+ (FPY — FPE
B, , = mirsFiey T +), (2.20)

i+
i+

3

Dale musime aktualizovat hodnoty hustoty a specifické vnitini energie pro kaz-
dou bunku:

m;y

[N

Pl = =2 2.21
kde ‘71 1 je novy objem bunky, neboli objem po rezonu, a
. ~ I 4
5i+% :EH_%—?UH_%, (222)

kde &, 1 pfedstavuje vySe zminénou specifickou vnitini energii.
2

Nakonec pomoci stavové rovnice aktualizujeme hodnoty tlaku P a rychlosti
zvuku o.
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LT

Obrazek 2.4: Fragment sité: vizualizace "Lagrange + remap" simulace. Cerna ¢ara pred-
stavuje sit pred lagrangeovskym krokem a po rezonovéani, éervenéd carkovand predstavuje
sit po lagrangeovském kroku.

2.3 Rezone a remap: rozsireni do dvoudimenzio-
nalniho prostoru

Na zakladé vsech informaci uvedenych v predchozi kapitole nyni mtzeme roz-
sitit popis do dvoudimenzionalniho prostoru. Vektor rychlosti zde oznacime jako

U = (u,v).

2.3.1 Rezone

V dané praci se omezime na rezonovani pomoci zmény poloh uzli, aniz bychom
meénili konektivitu sité. Pro zajimavost uvedeme, 7Ze existuje originalni strategie re-
zonovani, kde je umoznéno meénit konektivitu sité. Tento novy pristup poskytuje
strategie ReALE (Reconnection-based Arbitrary Lagrangian-Eulerian) a je popsan
v [6].

Ve 2D pripadé princip pohybu sité pro "Lagrange + remap" (Obréazek 2.4)
popsany diive zlstava stejny, pouze se provadi pro obé dvé, tedy z-ové a y-ové,
slozky poloh uzlu.

Druhy typ rezonovani, ktery ve 2D kédu pouzivame, je rezonovani zalozené
na optimalizaci miry hladkosti (angl. condition number smoothing, CN).

V kontextu fixni topologie sité si lze rezonovani snadno predstavit jako opti-
malizacni problém, kdy se minimalizuje urc¢ity funkcional kvality sité. Funkcional
typicky obsahuje informace o hladkosti sité, jeji ortogonalité atd.
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Obrazek 2.5: Fragment sité: znaceni pro CN rezonovani.

CN rezonovani se sklada ze dvou hlavnich kroku: vyhlazovani sité a jeji na-
sledné relaxace, cilem které je udrzet rezonovanou sif co nejblize k Lagrangeové siti.
Vzhledem k charakteru této prace uvedeme pouze hlavni myslenku, detailnéjsi popis
je k dispozici v [11].

Pro kazdy vnitini uzel p sité s vektorem polohy X, a kazdy thel ("roh") u da-
ného uzlu se urdi nésledujici p* a predchézejici p~ uzly vzhledem k p v seznamu
vrcholi butiky ¢ proti sméru hodinovych rucicek (Obrazek 2.5). Oznacime-li seznam
bunék, které maji spoleény uzel p, jako C(p), a seznam vrcholu ("roht") ¢ bunky c,
které jsou pripojeny k p (vfetné samotného p), jako Q.(p), dostaneme funkcional
prislusny danému uzlu p:

F(Xp) = Z Z K (Jepa)s (2.23)

ceC(p) ¢€Qc(p)

kde Jopq je Jakobidn prislusejici vrcholu ¢ u uzlu p bunky c a

H(J ) _ Hchq+ B XCPqH2 + HXCPCI— — XCPCIH2' (2'24)
P ’(chm - XCPq) X (XCPq— - X0pq)|

Hodnota funkciondlu F,(X,) tedy slouzi jako indikétor hladkosti v okoli uzlu
p. Minimalizaci tohoto funkciondlu (pfesnéji feceno snizenim jeho hodnoty pomoci
jednoho kroku Newtonova algoritmu) se pak vypocita rezonovana poloha vrcholu.

Pro okrajové uzly se funkcional vypocita pomoci parametrizace tak, aby hledany
bod lezel na Bézierové kiivce dané jeho sousedy, které jsou rovnéz hrani¢nimi uzly
(Obrézek 2.6). Kontrolni bod i je zde volen tak, aby puvodni uzel p také lezel na této
Bézierové krivce.
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Obrazek 2.6: Fragment sité: znaceni pro rezonovani okrajového uzlu pomoci Bézierovy
krivky, ¢ je kontrolni bod.

Relaxacni koeficient pro kazdy rezonovany uzel se urci pomoci vlastnich hodnot
tzv. pravého Cauchy-Greenova deformacniho tenzoru a vypada nasledovné:

wy=1-— Of’__i;m“ (2.25)

Mg . . . /
kde o, = Says Cmin = Min, @y A1p & Agp jsou vlastni hodnoty tenzoru s konvenci

’

)\1 < )\2, Wy € [0, 1]

Konecna nova poloha uzlu je pak spoc¢tena jako kombinace mezi jeho rezonova-
nou polohou ziskanou z vyse popsané metody a jeho polohou na konci Lagrangeovy
taze:

X = X, + w,(Xp — Xp), (2.26)

kde X, je poloha vrcholu p na konci Lagrangeovy faze a Xp je jeho rezonovana
poloha odpovidajici CN vyhlazeni. Timto postupem je zajisténo, ze se vyhlazovani
soustfedi pouze na oblasti, kde béhem Lagrangeovy faze dochézelo k velkym defor-
macim.

Popsany algoritmus pouziva jednu Newtonovu iteraci a Cauchy-Greentiv tenzor,
fazi rezonovani pri daném pristupu provadime kazdy krok.

2.3.2 Remap

Ptejdeme k rozsiteni metod pouzitych pri popisu remapovani v jednodimen-
zionalnim prostoru do dvoudimenzionalniho. Filozofie rozlozeni skalarnich veli¢in
v bunkéch pri po ¢astech konstantni rekonstrukci zde zlistava stejna, t.j.
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¢c($7y) = Qe (227)

P1i po ¢astech linearni rekonstrukei ve 2D pripadé pribyva zavislost rozlozeni
veli¢iny v ramci bunky na druhém, tedy na y-ovém, sméru. Rekonstrukce veliciny ¢
pro bunku ¢ v urc¢itém bodé dvoudimenzionalniho prostoru pak vypada nasledovné:

ortag) =0+ (52) =+ (32) - (225)

kde z. a y. jsou soutadnice stiedu bunky c.

Derivace veli¢in zde pocitame dvéma zptisoby. Prvni zptsob, ktery, jak bylo
predeslano v minulé sekci, zde popiseme, je metoda nejmensich ¢tverciti, neboli
metoda zalozend na minimalizaci urc¢itého funkcionalu, ktery sleduje miru rozdilu
danych hodnot veli¢in v okolnich bunikach od nelimitovanych rekonstruovanych hod-
not extrapolovanych do stredu téchto bunék:

a¢ unlim a¢ unlim - 9
F ((&L‘) 7<ay> ) = Z (¢c’ _gbc : (xc’ayc’)> = (229)

c c c'ec(c)

o unlim P unlim 2
= Z) (ch/ - gbc - (ai> (xc’ - xc) - (8?) (yc’ - yc)) ’

cdec(e c c

kde ¢(c) je mnozina sousedi buriky ¢ pres vSechny hrany a uzly.

Chceme najit minimum daného funkcionélu, tedy aby rekonstruovand funkce
li nlim
rozlozeni byla co nejbliz realné funkci. Hledame tedy (%)un " a (%ﬁ)u takové,
C C
aby platilo

oF ((gﬁ)znlim;ng/s)znlim) _o (2.30)
05

ox ).

()™ (&)™) -
(%)

/¢

Vyfesenim danych rovnic dostaneme néasledujici linearni systém:

P unlim
aw an) ((5), ) _ (b)
<a:cy ayz) (%) unlim | — by ) (232)
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kde

ba: = Z (750’ - xc)(qbc/ - ¢c)a (233)
ceC(c)

by= > (Y = ye) (P — ¢0), (2.34)
c'eC(c)

Ay = Z (e — o) (Te — ), (2.35)
eClc)

Azy = Z (e — ) (Yo — Ye), (2.36)
ceC(c)

Ayy = Z (yc’ - yc)(yc/ - yc)- (237)
c'eC(c)

Pozadované hodnoty derivaci uréime reSenim rovnic

a¢ unlim 1
(3.7:) = B(bxayy — byagy), (2.38)

a¢ unlim 1
<6y> = E(byam — bxaxy), (239)
D = aza, — aiy. (2.40)

Pripad kdy se D blizi nule je v nasem koédu osetifen tak, Ze je-li hodnota D
mensi, nez akceptovana hodnota €p, polozime D = sgn(D)ep, ¢imz se vyhneme nule
a zachovame znaménko pro spravnost vypoctu.

Obrazek 2.7: Fragment sité: znaceni pro vypocet primérné derivace v okoli.
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Druhym zptsobem vypoctu derivaci, ktery byl implementovan do kodu, je pri-
meérna derivace v okoli. Zde, jak prirozené vyplyva z ndzvu metody, se derivace
priméruje pres objem okoli V&l ktery je definovan spojenim stfedd okolnich bu-
nék jako na Obrazku 2.7. Nelimitované derivace pro sméry x a y pak maji tvar

3gz5 unlim f(SVC“Cigh Qb dy
% == W, (241)
unlim
neigh dl’
9¢ - M’ (2.42)
8y . |‘/Cne1g |

kde 6VP¢8% je hranice objemu V1 eieh,
Podrobnéjsi popis této metody pro vypocet derivace veli¢iny lze nalézt v [5].

Derivace velic¢in se limituje po slozkach analogicky tomu jak bylo uvedeno v mi-
nulé sekci, tedy pomoci skalarniho Barth-Jespersenova limiteru (2.14).

Jelikoz objemy pruniki uz nejsou pouze tsecky jak tomu bylo v 1D pripadé, ale
opravdové plochy dané hranami bunék, vysvétlime podrobnéji jak se dané objemy
vypocitaji.

Pro vypocet objemu pruniki se obecné pouzivaji dvé metody (znazornéné na Ob-
razku 2.8):

4 il
P

7.,
7,7

Obrazek 2.8: Intersection based metoda (nalevo) a swept based metoda (napravo).

e exaktni numericka integrace, neboli anglicky tzv. intersection based me-
thod, pri nizZ se pro danou rezonovanou bunku presné vypocitaji jeji pruniky
s bunkami Lagrangeovy sité. Tato metoda je dost nakladnd, protoze vyza-
duje presny vypocet vsech prusecikti mezi hranami vsech bunék. Dokéaze se ale
vyporadat se sitémi, které maji zcela odlisSnou konektivitu,

o swept based method, ktera je zalozena na vypoc¢tu objemu tvoreného sta-
rou a novou polohou hrany bunky. Tato metoda je pomérné levnd, protoze
nevyzaduje presné hledani prinikid mezi starymi a novymi bunkami a nebere
v uvahu sousedy pres vrcholy. Jeji pouziti je vSak omezeno na sité se stejnou
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konektivitou. Vzhledem k tomu, ze v bakalarské praci vyuzivame typy rezo-
novani zachovavajici konektivitu sité, pro vypocet pruniki byla zvolena tato
konkrétni metoda, jiz si podrobnéji popiseme nize.

Pro dalsi popis je potieba zavést dodatecné znaceni v ramci bunék (viz Obra-
zek 2.9). Pro bunku ¢ ozna¢me ji odpovidajici rezonovanou bunku jako ¢. Zavadime
zde pojem hrany, kterou znacime jako e (angl. edge) a pojem souseda ¢’ pres hranu e.
Objem priniku (angl. swept area) butiky ¢ se sousedem ¢’ pfes hranu e oznacime jako
0Ve. Mnozinu vSech hran bunky ¢ oznacime E(c). Okoli bunky ¢, neboli mnozinu
jejich sousedu ¢ ptes vSechny hrany, oznacime C/(c).

(X;,Y4)

(x,y;)

X
S
X

Z
C C
%
(X%,Y; )?
\V{//b
(%,Y3)

Obrazek 2.9: Fragment sité: znaceni pro objem pruniku (swept area) ve 2D.

Logika prifazeni znaménka objemu pruniku ztstava stejna jako pri popisu jed-
nodimenzionalniho ptipadu, tedy jestlize byla hrana posunuta 'ven' z prislusné
bunky, pak ma objem priuniku kladné znaménko vzhledem k dané buice a remapo-
vany material se bere ze sousedni butiky (pfes hranu e), jestlize naopak byla posunuta
"dovniti"', pak ma zaporné znaménko a material "utece" z dané bunky do sousedni.

Tok F j’ pres hranu e bunky ¢ se analogicky 1D pripadu vypocita jako integral
z rozlozeni po celém objemu pruniku:

%

kde ¢* znaci bunku, ze které se material bere, tedy



2.3. Rezone a remap: rozsiteni do dvoudimenzionalniho prostoru 22

/ c
. {cprO(SVe > 0, (2.44)

“e pro 0V < 0.

Pro po ¢astech konstantni rekonstrukei (2.27) je postup dostatecné primocary.
Jelikoz rozlozeni veli¢iny v prostoru bunky je konstantni, hodnota toku v konkrétni
bunce se vypocte jako

F? = 6V e (2.45)

Objem pruniku 6 V¢ (swept regionu) je tvoren "starou" a "novou' polohou hrany e.
Oznacime ey = [(21,v1), (72, y2)] pomoci soufadnic okrajovych bodu uréujicich "sta-
rou" polohu hrany, respektive es = [(z4,v4), (£3,y3)] pomoci soufadnic okrajovych
bodu "nové" polohy (viz Obréazek 2.9). Vzorec pro vypocet velikosti objemu pruseciku
pak vypada jako

1

oV = /Wc Ldz dy = 5 (1 + 42) (22 — 21) + (42 + ys) (23 — 22)+

(s + ya) (1 — w3) + (Ya +y1) (21 — 7). (2.46)

V piipadé po ¢astech linedrni rekonstrukece (2.28) je vypocet o trochu slozitéjsi.
Vzorec pro vypocet toku F, C¢ pres hranu e bunky ¢ vypada nasledujicim zpusobem:

F? =/ be= (,y) dz dy =
5Ve

9 %)
= e <¢c* + <£> ) (x — zex) + <8§>C* (y — yc*)> dz dy, (2.47)

coz muzeme prepsat jako

06 06
4 = * — —_— * T *
F‘c8 <¢c <8Q3>C* Le <ay>c* Ye > /6VC 1 dx dy+

e

/ x dx dy + <(‘3¢> y dz dy, (2.48)
Oy ). Js

Ve

e

kde integrél z jednicky je pfimo objem pruniku 6V, (2.46). Integraly z x a y pres JV.°
s vyse predpokladanymi polohami okrajovych bodt hran maji nasledujici vzorce:

1

/5vc z dr dy =5 ((y2 —y) (@] + 2122 + 23) + (y3 — yo) (25 + Tow3 + 23)
+ (ya — y3) (23 + w324 + 27) + (Y1 — ya) (2] + 2124 + xf)), (2.49)
1

/Wc ydedy =¢ ((or = 22) (U7 + g1y + 93) + (w2 — @) (43 + y2ys + v3)

(w5 — ) (U + ysya +¥3) + (w1 — 21) (W] + y1ya +97)). (2.50)



2.3. Rezone a remap: rozsiteni do dvoudimenzionalniho prostoru 23

Nyni mame tok veli¢iny ¢ pres hranu e a konecné prejdeme k samotnému re-
mapovani veli¢in. Jelikoz jsme ve dvoudimenzionalnim prostoru, musime uvazovat,
ze rychlost zde je vektorova veli¢ina a ma dvé slozky. Pro zjednoduseni bylo rozhod-
nuto provadét jeji remapovani po slozkach, coz vlastné znamena, ze pro jednotlivé
slozky pouzivame stejny pristup jako pro ostatni skalarni veli¢iny.

Proces remapovani opét zacneme hustotou, pak vypocteme nové slozky rychlosti
U = (u,v) a novou energii. To provedeme tplné analogicky jednodimenziondlnimu
pripadu. Dostaneme

T c me + e C Fcp
o= 2e 2ecre) e (2.51)
Ve Ve
Mele + D ecme) L2
i, = Z B Tee (2.52)
me
MeVe + D ecrm(e) FE°
. = E B “ce (2.53)
me
. MeE, + X eepe) PP
B, = Z S2(0 el (2.54)
me

Pri vypoctu nové specifické vnitini energie nesmime ale opét zapomenout na vek-
torovou podstatu rychlosti, tedy pro remapovanou hodnotu rychlosti U, = (4., 0..)
dostavame

E.=FE.— gl — 50 (2.55)

Priklady dalsich technik pro remapovani (i pro multimateridlové pripady) jsou
k nahlédnuti napt. v [3, 10].



Kapitola 3

Implementace

Dalsi text je vénovan vlastnimu simula¢nimu programu. Popiseme zde hlavni
divody pro vybér jazyka a jeho vyhody pro danou praci, uvedeme nékteré aspekty,
které se vztahuji primo k implementaci fazi rezonovani a remapovani a popiseme
celkovy béh simula¢niho programu.

3.1 Volba jazyka

Pti vybéru programovaciho jazyka pro psani kédu v bakaldrské praci bylo
peclivée zvazovano nékolik moznosti a nakonec byl za jazyk programovani zvolen
Fortran. Fortran (zkratka pro "Formula Translation'), je vysokoturoviiovy pro-
gramovaci jazyk s dlouholetou historii vyvoje a pouziti ve védeckych a technickych
aplikacich.

Pro psani kodu byla zvolena verze jazyka Fortran 90, kterd oproti starsim
verzim, jako naptiklad Fortran 77, ma nékolik zjevnych vyhod. Jednim z dulezitych
prinost pro danou préci bylo zavedeni odvozenych datovych typi, které umoznuji
predavat pole s hodnotami vsech proménnych jednotlivym ¢astem kodu bez nutnosti
vypisu proménnych.

Fortran je také vyznamny kompatibilitou s predchozimi verzemi, tedy umoz-
nuje bezproblémovou integraci se stavajicim starsim kédem. Dovoluje také volani
funkci z knihoven napsanych v jinych jazycich, napriklad v jazycich C nebo C++,
coz umoznuje opétovné vyuziti cennych zdroji kédu a podporuje spolupraci v ramci
riznych, ¢asto i internacionalnich, projekti.

Pro samotnou implementaci (jak v 1D, tak i ve 2D) jsme si vystacili pouze s ve-
stavénymi funkcemi Fortranu, tedy nebyla zadna potteba vyuziti externich knihoven.

Jelikoz jednim z kol prace bylo rozdélit kod do modulti, pro potieby rezono-
vani a remapovani byly prislusné moduly vytvoreny.

24
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3.2 Simulac¢ni program
Samotny program lze rozdélit na tii faze:

e Inicializace, neboli definovani tdlohy, kterou budeme pocitat. Tedy z ptislus-
ného vstupniho souboru se na¢tou proménné nezbytné pro pripravu domény
(jako napr. rozméry), pocatecni a okrajové podminky, a zaroven parametry,
které se tykaji konkrétné vypoctu (volba schématu, rezimu a fadu presnosti
vypoctu, délka ¢asového kroku, CFL koeficient, typy rezonu a remapu).

Vzhledem k tomu, zZe metody rezonu a remapu byly implementovany s ohledem
na moznost jejich pouziti pro vypocty na nestrukturovanych sitich, existuje
v nasem kédu moznost volby simulace na riznych sitich: na kartézské ¢i polarni
siti, ktera je generovana na zacatku simulace, nebo na trojtihelnikovych a jinych
obecné polygonalnich sitich, které jsou nacteny ze souboru.

Jakmile se tloha nacte a nastavi se parametrické proménné, program je pri-
praven k nasledujicimu kroku.

e Vypocet, jehoz hlavni soucésti je cyklus, ktery postupné aplikuje lagrangeov-
sky krok, fazi rezonovani a fazi remapovani dle potieby. V prubéhu této faze
se oSetTuje spravnost vypoctu a jeho pripadné selhani. Cyklus bézi, dokud
program nedojde do predepsaného konec¢ného casu.

e Ukladani vysledkti a jejich vizualizace. Pro zaznamenani vysledku je na
zacatku simulace ulozena konektivita a ve finalnim case jsou generovany pfi-
slusné soubory, obsahujici polohy uzli a hodnoty proménnych v kazdé bunce.
Pro vizualizaci vysledki 2D simulace v rdmci této prace se pouziva MATLAB.
Z ulozenych soubort se nactou pozadovana data (tedy hodnoty odpovidajici
urcité fyzikdlni velic¢ing) a vykresli se samotna sit pomoci barevného grafu. Osy
reprezentuji prostorové souradnice a hodnoty vybrané veli¢iny jsou zobrazeny
v kazdé bunce barevnym gradientem.

Druhou moznosti vizualizace jsou tzv. scatterploty, které jsou casto pouzivany
pro zobrazeni vysledkt sféricky nebo cylindricky symetrickych testti. Skript
pro scatterploty byl napsdn v jazyce Python.



Kapitola 4

Numerické vysledky

Funkcnost simula¢niho programu jsme ovérovali pomoci série klasickych nume-
rickych testil na ruznych typech siti (strukturovanych a nestrukturovanych) se vsemi
moznymi kombinacemi metod rezonovani a remapovani. V nasledujicim textu uve-
deme vybrané vysledky numerickych problémt: Sodova, Vilarova, Sedovova a No-
hova. VSechny ¢iselné hodnoty jsou uvedeny v jednotkové soustavé CGS.

4.1 Soduv problém

Prvni hydrodynamické testovaci tloha je tzv. Sodav problém, nebo Sodova
trubice. Jde v podstaté o 1D Riemanntv problém, ktery popisuje dva konstantni
stavy plynu oddélené prepazkou uprostied trubice, viz Obréazek 4.1. Ve 2D se tento
test provadi podél jednoho ze souradnych smért, tedy ve druhém sméru je stav
konstantni. Poc¢atecni podminky jsou:

‘ left ‘ right
po | 1,0 | 0,125
Py | 10| 01
Ug 0 0
Vypocetni doménu volime (x;; x,.) = (0; 1) (nékdy se pouziva (z;; x,) = (—0,5;0,5)).
z. je stifed domény, tedy x. = % Adiabaticka konstanta je zde pro oba dva stavy

v = 1,4. Koneény ¢as pro dany test je ti" = 0,2.

w B P u P P

Obrazek 4.1: Pocateéni podminky pro Soduv test.

Sodtv test byl proveden na sitich riznych rozmért, zde ale uvaddime vysledky
pro srovnani diive popsanych metod rezonovani a remapovani na siti slozené ze 100
bunék pro 1D simulaci (Obrazek 4.2) a na kartézské siti 100 x 2 pro 2D simulaci
(Obrazek 4.3).

Jak je vidét z obrazki, "donor' remapovani je vice diftzni, zatimco linearni
remapovani poskytuje ostiejsi rozliSeni nespojitosti, i kdyz se obcas objevuji malé
oscilace nebo prestrely.
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Density

Obrazek 4.2: Soduv test, vysledky pro 1D kéd.
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Obrazek 4.3: Soduv test, vysledky pro 2D kéd (1D fez).

4.2 Vilartv problém

0.8 1.0

Vilartuv test [13] je hladky 1D testovaci problém s konstantni hustotou naru-
senou sinusovym signdlem po(z) = 1 + 0,1sin(27z), s poc¢ateénim tlakem danym
izentropickym vztahem Py(x) = pj, s adiabatickou konstantou v = 3 a nulovou po-
¢atecni rychlosti ug(z) = 0. Pocdtecni vypocetni doména pro dany problém je (0; 1)
a kone¢ny ¢as je ti = 0,8. Na tento test aplikujeme periodické okrajové podminky.
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Na Vilarove testu zde ukédzeme vliv implementovanych metod remapovani na pres-
nost vypoctu a rychlost konvergence pro postupné zjemnované sité za pouziti simu-
lace "Lagrange + remap". Poznamenejme, ze hladkost problému umoznuje zkoumani
konvergence bez pouziti limitert.

Konvergence hustoty pro simulaci za pouziti lagrangeovského schematu 2. fadu
pri cisté lagrangeovském vypoctu, pti "donor" remapu, resp. linedrnim remapu je
vidét v Tabulkach 4.1, 4.2, resp. 4.3. L, Ly, L je zde absolutni chyba ve stej-
nojmennych normach, ¢, g2 a g jsou pak prislusné numerické rady konvergence.
Ukazuje se zde, ze "donor" remapovani snizi fad vypoctu na prvni, zatimco linearni
remapovani druhy fad presnosti dany lagrangeovskym krokem zachova. Ilustrace
konvergence pro hustotu je na Obrazcich 4.4 a 4.5.

mesh Ly i Lo 72 Lo oo
40 | 2.76e-03 | N/A | 4.51e-03 | N/A | 1.52e-02 | N/A
80 8.88e-04 | 1.64 | 1.97e-03 | 1.19 | 9.26e-02 | 0.71
160 | 2.72e-04 | 1.71 | 7.29¢-03 | 1.43 | 4.34e-03 | 1.09
320 | 7.35e-05 | 1.89 | 2.31e-04 | 1.66 | 1.70e-03 | 1.35
640 | 1.84e-05 | 2.00 | 6.32¢-05 | 1.87 | 5.40e-04 | 1.65

1280 | 4.51e-06 | 2.03 | 1.60e-05 | 1.98 | 1.45e-04 | 1.90

2560 | 1.12e-06 | 2.01 | 4.00e-06 | 2.00 | 3.67e-05 | 1.98

5120 | 2.79e-07 | 2.00 | 9.97e-07 | 2.00 | 9.18e-06 | 2.00

Tabulka 4.1: Konvergence hustoty pro hladky Vilariv test za pouziti lagrangeovského
vypoc¢tu pomoci schématu 2. radu.

mesh Ly a1 Lo G2 Lo (oo
40 | 3.64e-03 | N/A | 5.77e-03 | N/A | 1.76e-02 | N/A
80 1.46e-03 | 1.32 | 2.80e-03 | 1.04 | 1.06e-02 | 0.73
160 | 6.66e-04 | 1.13 | 1.23e-03 | 1.19 | 5.62e-03 | 0.92
320 | 3.09e-04 | 1.11 | 5.24e-04 | 1.23 | 2.67e-03 | 1.07
640 | 1.49¢-04 | 1.05 | 2.31e-04 | 1.18 | 1.07e-03 | 1.32
1280 | 7.27e-05 | 1.04 | 1.08e-04 | 1.10 | 4.30e-04 | 1.32

2560 | 3.60e-05 | 1.01 | 5.30e-05 | 1.02 | 1.95¢-04 | 1.14

5120 | 1.80e-05 | 1.00 | 2.64e-05 | 1.01 | 9.55e-05 | 1.03

Tabulka 4.2: Konvergence hustoty pro hladky Vilariv test za pouziti metody
"Lagrange + Remap" s lagrangeovskym schématem 2. fadu a "donor" remapovanim.

mesh Ly q1 Lo q2 Lo Goo
40 2.94e-03 | N/A | 4.76e-03 | N/A | 1.56e-02 | N/A
80 9.51e-04 | 1.62 | 2.14e-03 | 1.15 | 9.88e-03 | 0.66
160 | 3.05e-04 | 1.64 | 8.06e-04 | 1.41 | 4.75e-03 | 1.06
320 | 8.34e-05 | 1.87 | 2.60e-04 | 1.63 | 1.91e-03 | 1.32
640 | 2.08e-05 | 2.00 | 7.17e-05 | 1.86 | 6.13e-04 | 1.64
1280 | 5.06e-06 | 2.04 | 1.82e-05 | 1.98 | 1.67e-04 | 1.89
2560 | 1.25e-06 | 2.02 | 4.52¢-06 | 2.01 | 4.32e-05 | 1.98
5120 | 3.12e-07 | 2.01 | 1.12e-06 | 2.01 | 1.08e-06 | 2.00

Tabulka 4.3: Konvergence hustoty pro hladky Vilarav test za pouziti metody
"Lagrange + Remap" s lagrangeovskym schématem 2. fddu a linedrnim remapovanim.
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Obrazek 4.4: Znazornéni konvergence hustoty pro hladky Vilartv test za pouziti metody
"Lagrange + Remap" s lagrangeovskym schématem 2. fadu a "donor' remapovanim.
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Obrazek 4.5: Znazornéni konvergence hustoty pro hladky Vilartv test za pouziti metody
"Lagrange + Remap" s lagrangeovskym schématem 2. fadu a linedrnim remapovanim.
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4.3 Sedoviv problém

Dalsim testem je tzv. Sedovuv test ve 2D. Sedovuv test predstavuje explozi zpu-
sobenou soustfedénim velkého mnozstvi energie v poc¢atku souradnic. Jako nasledek
vznikne razova vlna sirici se z poc¢atku. Oznac¢ime okoli poc¢éatku (epicentrum exploze)
jako O(0), objemy bunék v epicentru jako V.. Adiabaticka konstanta pro dany test
je v = 1,4. Pocatecni podminky jsou:

| z. € 0(0) | z. ¢ 0(0)
Lo 1,0 1,0
P, 1076 | po(1 — ) g~tet—
ce0(0) "¢
U, 0 0

Vypocetni doménu pro Sedoviiv test v pripadé vypoctu ve ctyfech kvadrantech
volime (—1,2;1,2) x (—1,2;1,2). Pocatecni celkova energie pro ¢tyti kvadranty je
Fiot = 4 x 0,244816. Kone¢ny ¢as je i = 1.

Sedoviv problém byl feSen na rfadé nestrukturovanych siti s riznou konekti-
vitou. Predkladdame vysledky testu na trojihelnikové siti s 2546 bunkami (Obréa-
zek 4.6) a na kartézské siti 51 x 51 (Obrazek 4.8) za pouziti CN rezonovani a line-
arnitho remapovani, ¢imz ilustrujeme vliv sité na vypocet, a dale jejich scatterploty
na Obrazcich 4.7 a 4.9. Srovnani "donor" a linearnitho remapu za pouziti metody
"Lagrange + remap" na polygonalni siti s 2465 bunkami lze nalézt na Obréazku 4.10.

4.4 Nohtv problém

Posledni test, ktery zde predvedeme, je tzv. Nohova imploze. V poc¢atku sourad-
né¢ho systému dochazi k implozi, kterda pak vytvari silnou razovou vinu pohybujici
se smérem od pocatku. Nohuv test vlastné ovéruje schopnost simula¢niho kédu pre-
vadét kinetickou energii na vnitini energii. V daném testu konstanta v nabyva hod-
noty g Vypocetni doména pro ¢tyti kvadranty je (—1,0;1,0) x (—1,0;1,0). Kone¢ny
¢as je t" = 0,6.

Nohuv test byl proveden na kartézskych a polarnich sitich riznych rozmeéru.
Uvedeme zde vysledky simulaci spusténych na polarni siti 12 x 50 (jeden kvadrant
jednotkového kruhu) za pouziti ¢isté lagrangeovského vypoétu (Obrazek 4.11(a)),
a pak za pouziti CN rezonovani (Obrazek 4.11(b)) a metody "Lagrange + remap"
(Obrazek 4.11(c)) v kombinaci s "donor" remapem. Ilustrujeme tim padem rozdil
mezi tfemi hlavnimi metodami hydrodynamickych simulaci: Lagrangeovou, ALE
a "Eulerovou" (presnéji feceno "Lagrange + remap').
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Obrazek 4.6: Sedovuv test za pouziti CN rezonovani a linedrntho remapovani na troja-
helnikové siti s 2546 bunkami, pole hustoty.

Density
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Obrazek 4.7: Sedovuv test za pouziti CN rezonovani a linearniho remapovani na troju-
helnikové siti s 2546 bunkami, scatterplot.
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Obrazek 4.8: Sedoviv test za pouziti CN rezonovani a linedrniho remapovani na kartézské

siti 51 x 51, pole hustoty.
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Obrazek 4.9: Sedoviv test za pouziti CN rezonovani a linedrniho remapovani na kartézské

siti 51 x 51, scatterplot.
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(b) Linedrni remapovani.

Obrazek 4.10: Sedovuv test za pouziti metody "Lagrange 4+ remap", "donor" a linedrniho
remapovani na polygondlni siti s 2465 bunikami, pole hustoty.
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Obrazek 4.11: Nohiv test za pouziti "donor" remapovani a metody "Lagrange + re-
map" (¢) a CN rezonovani (b) a pri ¢isté lagrangeovském vypoctu (a) na polarni siti
12 x 50, pole hustoty, zoom na (0;0,4) x (0;0,4).



Z.aver

Udelem této price bylo prozkoumani neprimého cell-centered lagrangeovsko-
eulerovského pristupu v numerickych metodach pro hydrodynamické simulace a na-
sledné rozsiteni stavajiciho lagrangeovského modulu na cell-centered indirect ALE
koéd pro nestrukturované sité.

Teoreticka c¢ast prace poskytuje nahled do numerickych metod pouzivanych
v hydrodynamickych simulacich, predevsim se ale vénuje popisu dvou nezbytnych
krokt nepiimé cell-centered ALE metody: rezonovani a remapovani, a to v jedno-
a dvoudimenzionalnich prostorech. V ramci této casti jsou také podrobné popsany
implementované metody pro faze rezonu, jmenovité laplaceovské vyhlazovani v 1D,
eulerovsky pohyb sité v 1D a 2D a tzv. condition number vyhlazovani ve 2D, a me-
tody remapu: tzv. "donor" a linearni v jedno- a dvoudimenzionalnich pripadech.

Ke splnéni pozadavku na modularitu vyvijeného kodu byly vytvoreny prislusné
moduly pro rezonovani a remapovani, obsahujici zminéné implementované metody.

Samotné metody byly implementovany v obecném formatu, coz umoznuje pro-
vadéni vypoctu jak na vygenerovanych strukturovanych (kartézskych, polarnich),
tak i na nestrukturovanych (trojihelnikovych, Sestitthelnikovych ¢ obecné polygo-
nalnich) sitich nacitanych z externich soubort.

Testovani implementovanych metod pro rezonovani a remapovani bylo realizo-
vano na standardnich numerickych testech, tedy Sodove, Vilarové (kde se mimo jiné
zkoumala konvergence), Sedovové a Nohové, za pouziti riznych kombinaci metod
rezonu a remapu na ruznych typech siti, a to véetné kartézskych, trojihelnikovych,
Sestitthelnikovych a polarnich siti.

Implementaci zde popsanych metod pro rezone a remap a jejich spojenim s lagran-
geovskym modulem byl vytvoren cell-centered indirect ALE kod, ¢imz byly splnény
vSechny cile této prace.

V rdmci dalsiho rozvoje vyvinutého kédu by bylo mozné zvazit pridani funkei
a metod, zejména pro simulace v cylindrickych nebo kfivocarych soutradnicich, a rov-
néz rozsiteni o dalsi metody rezonovani a remapovani. V budoucnu lze tento kod
také rozsitit o simulace jinych problémi, jako jsou napriklad simulace laserového
plazmatu.
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