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Uvod

Préce predstavuje tivod do rovnic dynamiky kfivek a jejich feseni. Tato oblast diferencialni
geometrie nachdzi vyuziti v riznych tdlohdch — modelovani fazovych prechodt s volnou hra-
nici, modelovani materidlovych dislokaci, ddle napiiklad pfi zpracovani obrazu nebo modelovani
nanovlaken. Jako souvisejici tilohu s dobfe prozkoumanymi vlastnostmi nejprve feSime rovnici
difuze, kterda ma nékteré vlastnosti podobné pohybu kiivek podle kiivosti. V dalsi ¢asti zavadime
pouzivané definice z geometrie kiivek. Jsou predstaveny teoretické vysledky tykajici se zejména
pohybu podle kfivosti ve sméru normély v roviné. Cést textu je vénovéna vyétu raznych druhi
dynamiky kfivek, napiiklad geodetickému toku podle kiivosti.

Problémy z riznych oblasti lze reprezentovat pohybem kiivek. V této praci zminujeme prace
[27], [36], [37] tykajici se pohybu nanovldken pii jejich vyrobé. Dale v [25], [26] je popsdn vznik
tubularnich nitrobunéénych struktur nebo v [4], [23] jsou kiivky pouzity pfi zpracovani obrazu.
Dalsi aplikace se tykaji napfiklad materidlovych dislokaci [22], [16]. Pozornost byla vénovana
numerickému feseni pohybu podle kiivosti ve sméru normaly ve tvaru

O = (k+ F)n + ot. (1)

Konkrétné byl pouzit parametricky pfistup s vyuzitim lokalni nebo uniformni tangencidlni redis-
tribuce. V posledni kapitole jsou schémata pfedstavena na piikladech rovinnych a prostorovych
krivek s pouzitim raznych typu redistribuce a silového ¢lenu. Vysledky jsou také porovnavany
s analytickymi feSenimi pomoci fadu konvergence.



Kapitola 1

Rovnice difuze a pojmy diferencialni
geometrie krivek

V této kapitole prozkoumame vlastnosti rovnice difuze. Jedna se o ulohu podobného typu,
jako jsou rovnice popisujici vyvoj kiivek, takze slouzi jako ivod k tkolum této prace. V dalsich
castech se budeme zabyvat pojmy z diferencidlni geometrie kiivek v roviné a prostoru.

1.1 Rovnice difuze

Rovnice difuze je parabolickd diferencidlni rovnice popisujici makroskopické chovani ¢astic
vykazujicich Brownuv pohyb. Stejna rovnice popisuje také Sifeni tepla, nékdy proto pouzivame
nézev rovnice vedeni tepla. Podrobné odvozeni vysledného tvaru rovnice lze nalézt v [34]. V jed-
norozmérném piipadé v homogennim prostied{ mé tato rovnice tvar

u = u(x,t) predstavuje koncentraci ¢astic v prostoru a case a D je difuzni koeficient, ktery je
v homogennim prostiedi konstantni.
1.1.1 Analytické feSeni v 1D

Reseni rovnice difuze najdeme pro jednorozmérny ptipad s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.
Piislusna smiSend tloha bude ve tvaru

(9tu = Déﬁx,

u(z,0) = p(x), (1.2)
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0,

kde 0 < x <la0<t<T.Podrobny popis metody feseni lze nalézt v [34]. Budeme postupovat
metodou separace proménnych. Navrhujeme formalné feSeni ve tvaru

ulir, ) = X ()T (1),
kde X (z) a T'(t) jsou funkce jedné proménné nékde ruzné od nuly. Dosazenim do (1.2) dostaneme

X (2)T(t) = DX"(x)T(t).
9
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Vydélenim rovnice vyrazem DX (z)T'(t) # 0 dostaneme

17T X" \

pr X 7
Obé strany rovnice tedy budou rovny néjaké konstanté \. Ziskavame tak dvé obyc¢ejné linearni
diferencidlni rovnice

X"+ X =0,
T+ DXT =0

s okrajovymi podminkami

Resen{ X (z) bude v obecném tvaru
X(z) = CreV = 4 Coe™ V22,
7Z tvaru okrajovych podminek uréime, jakych hodnot muze nabyvat A.

e Pro A < 0 dostaneme pouze trivialni feSeni. Sta¢i dosadit do okrajovych podminek, pak
totiz dostaneme

Ci+Cy =0,
Cle*\/j‘l (eZ\/j‘l — 1) =0,
kde ale v/—Al > 0, tedy druhd rovnost neplati pro netrividlni feSeni.

e Pro A = 0 dostavame feSeni ve tvaru linedrni funkce, kterd nemuze splnit obé okrajové
podminky najednou.

e Zbyva piipad A > 0. Pak dostaneme feseni ve tvaru komplexnich exponencidlnich funkei,
které muzeme pievést na vhodny soucet sina a cosinu

X(x) = Asin (l‘\/X) + B cos (l’\/X)
Dosazenim do okrajovych podminek dostaneme

X(0)=B=0,
X(l) = Asin (le)\) =0,

kde netrivialitu feSeni splnime pouze pro A # 0. Hodnoty A pak maji tvar

An:<?)2’ n=1,2, ...

Abychom nalezli tvar kompletniho feSeni, zbyvé urcit tvar T'(¢). Vyfesenim druhé rovnice
T(t) = Ce P,
Dosazenim za \ z postupu vySe dostaneme feSeni

To(t) = Cpe PVl p =12 ...
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Homogenni feseni spliiujici okrajové podminky pro u(x, t) ziskdme zpétnym dosazenim (oznac¢ime

Cp = A,C)
2
un(2,1) = Xp(2)To(t) = Cp exp —DCT>tsm<7%>. (1.3)

Linearni kombinaci téchto vyrazu ziskdme také homogenni feSeni, proto formdlné navrhneme
celkové TeSeni ve tvaru fady. Tato fada je feSenim, pokud konverguje a lze ji derivovat dvakrat

podle z a jednou podle ¢.
00 2
= ZCn exp | —D (T) t | sin (77137)
n=1

Rozvinutim ¢(x) v sinovou fadu na [0, [] bychom dostali

= ™m / ™
= Z Ay, sin <Zx>, A, = /go({) sin <l§> d¢. (1.4)
n=1

0

~| D

Pokud ¢(x) spliiuje podminky
©(0) = ¢(l) =0,
a ¢ je spojita s po ¢astech spojitou derivaci na [0, 1], pak fada (1.4) stejnomérné konverguje na
[0,1] k ¢(x) podle Jordanovy véty.
Dale vidime, ze C,, = A, tedy C,, budou koeficienty Fourierovy fady ¢(z) na intervalu [0, [].
Takto predepsand fada skuteéné konverguje a md i prislusné derivace, jak se lze docist v [34].
Dostavame celkové feseni pro (1.2)

—+oo 2 /
t) = ;exp —D(”f) t | sin (Tw) 2 / p(€) sin (Tf) 13 (15)

0

Zaménou sumy a integrélu (pii dikazu stejnomérné konvergence byla nalezena i integrabilni
majoranta [34]) ziskdme tvar

Oznacme

2
G(x,&,t) Zexp — (m) t | sin (T:p) sin <7Tln§>,

kde G(z,&,t) se nazyva Greenova funkce. S upravenym znacenim pro u(z,t) dostaneme

l
ZGxg ) de.
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Dale se zabyvejme obecnéjsim piipadem rovnice (1.2), kdy na pravé strané budeme uvazovat
zdrojovy clen.
du = DO*x + f(x, 1),

u(z,0) = p(x), (1.6)
u(0,t) =0, wu(l,t)=0,

Vyuzijeme postupu pro feSeni homogenni dlohy. Najdeme funkci spliujici rovnici s pravou stra-
nou a nulovou po¢atecni podminkou. Celkovy vysledek pak bude superpozici téchto feseni. Uloha
s nulovou pocatecni podminkou ma tvar

du = DO*x + f(x,t),
u(z,0) =0, (1.7)
u(0,t) =0, w(l,t)=0.

Resen{ budeme hledat ve tvaru rozvoje podle sin (”l—"x) (podrobnosti v [34])

u(x,t) = Z U (t) sin (Tﬂ:) :

n=1

Hledame tak koeficienty u,(t). Rozvineme pravou stranu, tedy funkei f(z,t)

flx,t) = an(t) sin (T:ﬁ) ,
n=1

kde koeficienty f,(t) jsou ve tvaru

fn(t) =

~| Do

l
/f(g,t) sin <7Tl”> ¢de.
0

Dosadime do (1.7)
o0 o o0 2
7;u‘n(t) sin <7Tlnx> = ; fn(t)sin (Tw) - D Z (T) U (t) sin <7Tlnm>
Vytknutim ziskame tvar
oo o0 2
Zun(t) sin [ g | = Z fn(t) =D U un(t) | sin ™y ,
n=1 ! n=1 l l

ze kterého porovnanim koeficientu u jednotlivych ¢lenu fad dostaneme obycejné diferencidlni
rovnice pro uy,(t)
™

2
Un(t) = — (z) Duy(t) + fn(2)

s pocateénimi podminkami u, (0) = 0 pron = 1,2, .. ., které bychom zjistili dosazenim. Vyfesenim
téchto rovnic dostaneme

t
up(t) = /e_(T)QD(t_T)fn(T)dT, pron=1,2....
0
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Dosazenim dojdeme k tvaru

Z: / ()’ Dt=7) ¢ (r)dr | sin (Tl‘) ,

ktery dale upravime dosazenim za f,(t), zdménou sumy a integrélu a poté vyuzitim znaceni
Greenovy funkce

u(z,t) = Z /e(ﬂz") D(tr)?/f(g,t) sin <7Tln§> dédr | sin (T:ﬂ)
0

/G’(az, &t—1)f(§ t)dEdr.
0

Celkové feseni rovnice (1.6) je pak superpozici homogenniho feseni s netrivialni po¢ateéni podminkou
a feSeni s pravou stranou s nulovou pocatecni podminkou

t 1
://G:cgt—T &t d§d7’+/Gx§, H(€) dE. (1.8)
00

1.1.2 Princip maxima

V této sekci dokdzeme princip maxima pro rovnici difuze na omezeném intervalu, ktery lze
dal vyuzit pro vySetfovani vlastnosti rovnice. Uvazujeme tilohu bez pravé strany s Dirichle-
tovymi okrajovymi a pocateé¢nimi podminkami, tedy uvazujeme spojitou funkci u definovanou
pro0 < z < [0 < t < T asplaujici

dpu(z,t) = DO?u(x,t) na (0,1) x (0,77,
u(z,0) = p(z) pro z € (0,1), (1.9)
U(O,t) = gl( ) u(l7t) = QQ(t)7 t e [O,T}.

Véta 1 (Princip maxima). Pro funkci u spliujici rovnici (1.9) plati nasledujici tvrzeni:
u(z,t) < max{uo(x),gl(t),gg(t)\x € (0,1, € [o,T]}, na (0,1) x (0,T].
Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Oznac¢me
M = max{uo(), 91(£), 92(8) | € [0,1],¢ € [0, |,
m = max{u(t,x)‘(a:,t) € (0,1) x (O,T]}.

Predpokladejme, ze m > M, tedy existuje bod (z9,t9) € (0,1) x (0,T] tak, ze m = u(xg,to).
Definujme pomocnou funkci v

v(x,t) = u(z,t) +e(x — x0)?,
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pricemz € je pozitivni ¢islo, které volime tak, ze
M = max{v(m,t)‘x =0Vz=I[Vt= 0} <my = max{v(a:,t)‘(a:,t) € (0,1) x (O,T]}.
Vsimneme si, ze
myp > m,
M, < M +el?.
Tedy podminka M; < m; plati, pokud M + €l?> < m. Vyjadienim ¢ dostaneme

m—M
0<€<T.

Pro hodnotu funkce v v bodé (zg, ty) dostavame
v(xo,to) = m+e(xo — z9) = m.

Hodnoty v piipadech, ze = 0, z = [ nebo ¢t = 0, muzeme shora odhadnout

m— M
v(x,t) < M +e(x —x9)> < M + B 2 =m.

Maximum funkce v je tedy vétsi nebo rovno nez m a je nabyvano mimo krajni body a pocateéni
okamzik. Necht se maximalni hodnota nabyvéa v bodé (z1,t1), kde 0 < 1 <1, 0 <t < T.
7 vlastnosti maxima dostatecné diferencovatelné funkce vyplyva

Opv(z1,t1) =0, O(w1,t1) >0, 02v(w1,t1) <0,

kdy v piipadé t; < T bude du(x1,t1) = 0, v piipadé, ze t; = T, muze byt dyu(x1,t1) > 0.
Posledni ze t#{ nerovnosti vyplyva z negativni semidefinitnosti Hessovy matice a Sylvestrova
kritéria. V obou piipadech hodnoty ¢; dostavame

m— M
2 7

0 < 9w — DO?v = dyu — DO?u — 2De = —2De < —2D

to by ale znamenalo M > m, coz je spor s predpokladem M < m. O

1.2 Popis krivek v roviné a prostoru

Cilem této cCasti je predstavit pojmy pouzivané pro popis kiivek a jejich vyvoje v roviné
a prostoru.

Definice 1. Necht I C R je interval a v spojité zobrazeni, v: I — R", n € N. Pak 7 nazyvdme
parametricky zadanou k#ivkou. Obraz I' := «(I) nazyvame stopa kiivky ~.

Definice 2. Kiivku v € C'(I) nazveme regularni, pokud |/ (u)| # 0, pro viechna u € I.
Definice 3. Kiivka « je prosta, pokud ~ je prosté zobrazeni.
Definice 4. Kfivka v definovand na uzavieném intervalu [a, b] je uzaviend, pokud v(a) = v(b).

Definice 5. Kiivka v se nazyva Jordanova, pokud je uzaviend a prostd az na pocateéni
a koncovy bod.
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Kfivku se stejnou stopou lze popsat ruznymi parametrizacemi, jedna ma vSak mezi nimi specialni
postaveni.

Definice 6. Necht v € C'(I) kiivka. Rekneme, 7e 7 je pfirozené parametrizovand, pokud
pro vSechna s € I plati |y(s)| = 1, kde | .| znaci eukleidovskou normu v R™.

Piirozené parametrizovana kfivka je tedy regularni. V nasledujicim tvrzeni mizeme pozoro-
vat, ze prirozend parametrizace kazdému bodu na kfivce prifazuje délku oblouku.

Véta 2. Kazdou regularni kiivku lze prirozené reparametrizovat.

Diikaz. Méjme libovolné parametrizovanou C! kiivku v definovanou na intervalu I. Necht bez
ijmy na obecnosti I C Rg a I obsahuje nulu. Ozna¢me s funkci definovanou jako délku oblouku
od v(0) do vy(u) pro libovolné u € I. Tedy

u
s(u) = / |v(@)] di, pro vsechna u € I.
0
Derivaci s podle v dostavame
ds ,
— = > 0.
= =)

Funkce s(u) je tedy na I ostte rostouct, a proto i prosta. Existuje tedy inverzni funkce u : s(I) — I.
Uvazujme tedy kiivku v parametrizovanou u funkci od s. Pak pro derivaci v podle s dostavame
s vyuzitim véty o derivaci inverzni funkce v R

(Y(u(s) =7 @) S =7 (w) g =7 (w)

. |

Pro velikost pak plati

P =1, pro vSechna s € s(I).

dy (u(s)) ‘ _ )

'y(u(s)) je tedy prirozené parametrizovana. O

7 dukazu vyplyva uziteény vztah mezi derivaci podle obecné a podle pfirozené parametrizace.
Pokud misto v budeme derivovat libovolnou funkeci g(u(s)) podle s, dostaneme

dg _ (dg) 1
ds — \du ) |[¥(u)]’

Odtud plyne
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1.2.1 Geometrie k¥ivek v roviné

V roviné muzeme u uzavienych kiivek rozligit vnéjSek a vnitiek, jak popisuje nésledujici
veéta.

Véta 3 (Jordan). Necht v: I — R? Jordanova kiivka. Pak R? \ T' m4 pravé dvé souvislé kom-
ponenty, jedna je omezend a druhd neomezena.

Neomezenou komponentu nazyvame vnéjsek krivky a znacime ext(I'), omezenou kompo-
nentu nazyvame vnitiek kiivky a znacime int(I).
Déle muzeme zkoumat konvexni kfivky.

Definice 7. Kiivka v: I — R? se nazyvéa konvexni, pokud pro véechna ui,us € I a o € (0,1)
plati
ay(ur) + (1 — a)y(ug) € int(I') UT.

Pro dalsi postup zavedeme teény a normalovy vektor v bodé.

Definice 8. Méjme ~ regularni kiivku. Jednotkovy teény vektor definujeme jako derivaci

krivky podle prirozeného parametru, tedy T = ?TZ' Déle definujeme jednotkovy normalovy

vektor tak, ze je kolmy na T a spliiuje podminku det(7T', N) = 1.

Pozndmka (Orientace normdly). Pokud je teény vektor ve tvaru T = (a,b) a odpovida kiivce
s kladnou orientaci, pak normélovy vektor N ma slozky (—b,a) a odpovidd vnitini norméle.
Pokud bychom naopak zvolili vektor kolmy na T tak, ze spliuje podminku det(T, N) = —1,
pak by byl ve tvaru N = (b, —a) a dostali bychom vnéjsi normalu.

Dale odvodime vztahy pro derivace teéného a normalového vektoru. Pro velikost te¢ného
vektoru mame
IT?=T -T =1.

Zderivujeme tuto identitu podle pifirozeného parametru

d d
():—(T'T) —oT. =T
ds ds™’
tedy pro libovolny bod parametrizace s existuje konstanta k € R tak, ze %T =kN.
Podobné budeme postupovat pro normélovy vektor, kdy navic vyuzijeme, Ze te¢ny a normalovy
vektor jsou na sebe kolmé
N-N=1, T-N=0.

Derivujme prvni rovnici podle s

d
2N - —N =0
ds ’

Pro libovolné s tak existuje ¢islo m tak, ze %N = mT'. Derivaci druhé rovnice podle s mame

d d
T - —N+N-—T=0.
ds + ds

Dosazenim odvozenych identit pro derivaci N a T

mIT - T+kEN-N=m+k=0, tedy m = —k.
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Dostavame tak vztahy

dp kN,

gs (1.10)
SN = kT

ds ’

které nazyvame Frenetovy vzorce v roviné.

Definice 9. Funkci k(s), kterd pro libovolné s € I splauje vztah %T = k(s)IN, nazyvame
kiivost kiivky v bodé s.

Véta 4. Pro obecné parametrizovanou regularni kiivku plati, ze

det <,_y/’ ,y//)
k= “WE pro vsechna u € 1. (1.11)
Y
Dukaz. 7 Frenetovych vzorcu vime, Ze
d d?

7 identity det (T, N ) =1 vyplyva

d d2

Pomoci vztahu derivace podle obecné a prirozené parametrizace dostaneme

1 d d2
k= ——=det| —~, —
‘17‘3 ¢ (duﬂy7 du27>’
du

¢imz je dukaz kompletni. O
Definice 10. Pro kiivku 7 definujeme teény thel v(s) jako argument T', kde T' = (COS(V), sin(l/)).
Veéta 5. Pro kiivost pfirozené parametrizované kiivky ~ plati

d
k(s) = &u(s) pro vsechna s € 1.

Dukaz.
d

. T d . T
&T k (—sin(v), cos(v))” = P (—sin(v),cos(v)) .
O

Pozndmka. Pro Jordanovu kfivku jde teény tdhel v od 0 do 2w. Potom pokud je tato kiivka
definovand napiiklad na [0, 1], dostavéame z véty 5

1 1
2r =v(1) —v(0) = /8uu /8 vy |du = /kds.
0 0



KAPITOLA 1. DIFERENCIALNI GEOMETRIE KRIVEK 18

1.2.2 Geometrie ktivek v prostoru

Pro prostorové kiivky lze rovnéz pouzit popis pomoci Frenetova rdamce, kde kromé te¢ného
a normalového vektoru zavadime také vektor binormaly, ktery je jejich vektorovym soucinem.
Déle muzeme rozsitit Frenetovy vzorce tim, ze k popisu piiddme torzi kiivky, ktera predstavuje
zakiiveni ve vertikdlnim sméru.

Definice 11. Definujeme teény, normélovy a binormalovy vektor pro prostorovou prirozené
parametrizovanou kiivku v: I — R3 v € C?(I) nasledujicimi vztahy

7
T:=+, N:= |L,,| B:=Tx N. (1.12)
Y
Vektory budou jednoznaéné definovény vsude, kde || # 0. Soubor vektoru (T, N, B) nazyvame

Frenetuv ramec kiivky v prostoru.

Dalsim cilem bude odvodit Frenetovy vzorce v prostoru, tedy najit vztahy mezi vektory
Frenetova rdmce a jejich derivacemi. Pro derivaci te¢ného vektoru podle pfirozeného parametru
dostavame

d
—T =+"=|y'|N :=kN.
ds
Vztahem k = |7”| definujeme kiivost prostorové kiivky. Z derivace rovnosti B - B = 1
d
—B-B=0
ds

vidime, ze vektor (%B je kolmy na B, tedy jej lze vyjadfit pomoci linedrni kombinace T a N
jako

iB:aT—H)N.

ds
Dal vynasobenim rovnice skaldrné vektorem T zjistime, ze
d d d
=—B-T=—(B-T)-B-—T=0-kB-N=0.
¢ ds ds( ) ds
Maéme tedy %B = bIN. Derivujme identitu IN - N = 1 podle s. Dostaneme
d
—N-N =0.
ds

Vyjadiime derivaci N jako linedrni kombinaci T' a B

iN:(:T—i—clB.

ds
Vynésobime rovnici skalarné tetnym vektorem, ¢imz ziskdme tvar
d d d
—N - T=—(N-T)—-N-—T=0—-k=c.
ds ds ( ) ds
Vynéasobenim binormalovym vektorem dostaneme
d d
d=—N -B=—-N-—B=—b.
ds ds
Definujeme novou veli¢inu nazyvanou torze krivky ~ predpisem
7(s) :=d = —b.

Vysledné vztahy shrneme v nésledujici definici.
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Definice 12. Necht v € C3(I) je piirozené parametrizovand kiivka. Pak tam, kde kiivost nenf
nulova plati vztahy

1 (T 0 k 0\ /T
w(N)=(-* 0o 7](N]. (1.13)
S\ B 0o —-r 0/ \B

které nazyvame Frenetovy vzorce kiivky ~ v prostoru.



Kapitola 2

Rovnice dynamiky krivek

V této kapitole predstavime ruzné druhy zdkonu vyvoje kiivek. Zvlastni pozornost budeme
vénovat pohybu podle stiedni kiivosti (v anglictiné mean curvature flow) a jeho numerickému
feSeni. V zavéru zminime nékteré z aplikaci pohybu kiivek v redlnych situacich.

2.1 Pohyb podle krivosti v roviné

Pfedmétem dalsiho postupu bude kiivka ménici se v ¢ase. Budeme tedy uvazovat v = ~y(u, t).
Oznac¢ime ¢asovy vyvoj pozice obecného bodu na kiivce z(t) = vy(u,t), kde u € I v této casti
uvazujeme libovolné pevné a t € [0, 7], pficemz 0 < T < +o0 je doba pohybu kiivky. Pro rychlost
bodu kiivky potom dostavame

v(t) = &(t) = Oy(u,t).

Rychlost zapiSeme ve tvaru linedrni kombinace te¢né a normalové slozky
v(t) =av(t) - T+ po(t) - N.
Pohyb podle ktivosti predepisuje rychlost pohybu bodu ve sméru normadly, tedy

v(it) N=F=v=k+ f, (2.1)

~ v

castech.
V piipadé f = 0 mame
v=k.

Tento druh pohybu se anglicky nazyva Curve Shortening Flow (déle zkrdcené CSF) neboli
pohyb zkracujici kiivku. Kfivka pii tomto pfedpisu zmensuje sviij obsah a zkracuje se.
2.1.1 Existence a vlastnosti reSeni

Déle pfedstavime teoretické vysledky tykajici se CSF. Lokalni existenci feSeni pro hladké
pocatecni kiivky se zabyvali M. Gage a R. Hamilton v [12]. V tomto ¢ldnku také dokézali,
ze pro reguldrni Jordanovy kfivky feSeni existuje, pokud je kfivost omezend, a kiivky zustanou
reguldrni a Jordanovy. V ¢lanku [10] Gage ukézal nasledujici tvrzeni.

20
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Véta 6 (Gage, 1983). Pro konvexni uzaviené C? rovinné kiivky spliujici CSF plati izoperime-

trickd nerovnost
L(t)

—_ 2 S.
" < [0

r

Dosazenim této nerovnosti do vzorce (2.4) dostaneme, Ze izoperimetricky pomér pro dané
kiivky vyvijejici se podle kiivosti klesa.
Vsechny uzaviené kiivky spliuji izoperimetrickou nerovnost
L2
— >4,
1=

kdy rovnost je nabyvana pravé tehdy, kdyz uvazovana kiivka je kruznice. V dalsim c¢lanku
[11] Gage dokazal, ze izoperimetricky pomér klesd v limité pravé k 4m, tedy ze z konvexnich
uzavienych kiivek se stavaji kruznice.

Véta 7 (Gage, 1984). Necht (-, %) jsou rovinné konvexni uzaviené C? kiivky splitujici pro
0 <t < T rovnice

oy(u,t) =kN v Ix(0,7T),
’7(70) =7 v I

Déle necht lim A(¢) = 0. Potom pro izoperimetricky pomeér plati

lim

t—T A(t)

Navic normalizované kiivky n(-,t) = | /%7(‘, t) uzaviraji konvexni oblast, ktera v Hausdorffove
metrice konverguje k jednotkovému kruhu.

M. Grayson déle v [13] ukédzal, Ze nekonvexni poc¢atecni Jordanovy kiivky se pti CSF meéni
na konvexni a nasledné se stahuji do bodu podle predchoziho vysledku.

Véta 8 (Grayson, 1987). Necht 7 je reguldrni Jordanova kiivka. Pak existuje v(-,¢) na [0,T)
tak, ze spliuje

Oy =kN na I x [0,7),
7(,0) =0 na [.

~(+,t) je hladkd kiivka pro vSechna t, v limité ¢ — T konverguje do bodu a jeji limitni tvar je
kruznice s konvergenci v.C'* normé.

Vyvojem nejednoduchych kiivek se zabyvali napiiklad S. Altschuler a Grayson v [1]. U
takovych kiivek po uréitém case vznikaji ,,hroty”, kdy se mensi z oblouku stdhne. V tomto
¢lanku autofi vyuzili prevedeni na vyvoj jednoduchych prostorovych kiivek a ukézali, Ze vyvoj
probihd i skrze tyto singularity.

Definice 13. Rampa je prostorova kiivka, kterd stale roste ve vertikdlnim sméru, tedy jeji
teény vektor ma kladnou vertikalni slozku.
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Definice 14. Necht T'y(t) je reguldrni rovinnd ktivka vyvijejici se podle CSF bez singularit
v ¢ase t € [0,tp]. T'A(0), A € (0,1] libovolnd mnozina periodickych ramp, které maji svislou
projekci na 'y a maji vertikdlni periodu A. Pak se I'\(¢) vyviji podle kiivosti pro prostorové
kiivky.

Véta 9 (Altschuler-Grayson, 1992). Pro I' jako vyse plati

1. Pro vSechna A > 0 I'y existuje a je hladka pro vSechny casy.

2. Limita I'y(t) pro A — 0 je hladka kiivka az na diskrétni okamziky ¢; € [to, t,]. Pro t > t,
je limitou bod.

3. Limita se shoduje s vyvojem v roviné az na singularity.

4. Limitn{ rovinna kiivka nezéavisi na volbé I'y(0), a je tedy jednozna¢n.

2.1.2 Globalni veliciny

Chovani kiivky lze kromé lokédlnich zmén popsat také pomoci veli¢in, které berou v ivahu
celou kiivku. V této sekci nékteré takové veli¢iny predstavime.

Délka  L(T) := f 1ds,  Celkovd kiivost ~ C(T) := [ kds
r

Obsah A(T ff dz, Elastickd energie FE(T):= [k*ds
int(T") T

Pro dalsi zapis budeme predpokladat pohyb kiivky ~ ve tvaru
Oy = BN +oT. (2.2)
Pro CSF bude 8 = k, pro pohyb podle kiivosti s vnéjsi silou 8 = k + f.

Lemma 1. Pro obsah regularni Jordanovy kiivky -~ definované na intervalu I plati

A= ;/det(’y,au’y)du.
1

Diikaz. Pouzijeme Greenovu vétu pro integral obsahu kiivky. Nejprve jej pfepiseme do tvaru

181’1 18%2
ldx = ———dx1d
// T = //an1+282m1m2
1nt

int(T")

Definujeme funkce
P = _%7 Q = 5

potom

/ ale 8m2p)d$1d$2

mt

Nyni pouzijeme Greenovu vétu a dostaneme

N | =
N

1
A= /Pda)l—‘er:CQ = B / —xodx14x1das = / (—’)/2 Ouy1+71 au")/g)du = /det (’y,au’y)du.
I T I I

O]
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Lemma 2. Pro regularni Jordanovu kfivku plati
/det (’y,&ﬁt’y)du = /det (8t’y,8u’y)du.
I I
Diikaz. Vyuzijeme, Ze integral derivace veli¢iny pfes uzavienou kiivku da 0.
0= /Z?u det (’y, E?t’y)du = /det (&/y, 8t’y) + det (’y, 8u8t’y)du.
I I

Déle pro determinant plati det (aw, 8157) = —det (8157, ﬁuv). Ptevedenim prvniho s¢itance na le-
vou stranu dostaneme

/det (Gt'y,au’y)du = /det (’y,aué?{y),
I I

¢imz je dukaz dokoncen. O
Véta 10. Pro obsah Jordanovy kiivky v € C?(I) vyvijejici se podle (2.2) plati
iA(t) + / pds =0
dt -
r(t)

Dukaz. Derivujme identitu z lemmatu 1 podle ¢asu, pficemz pouzijeme zaménu derivace a integrdlu
(to 1ze, pokud je det (7, &ﬂ) omezeny, jelikoz integrujeme na omezeném intervalu).

d

EA = ;/&t det (’y, 8u’y)du = ;/det (E)t'y, 8u'y) + det (’y, &gf)u’y)du.
I I

VyuZzijeme symetrii druhych derivaci pro C? funkci, vysledek lemmatu 2 a dostaneme

d

aA = /det (8{y,6u'y)du.
I

Dosadime za rychlost bodu na kfivce 0y = oI + SN a tecny vektor 0,y = |0y,7|0sy = |0uy|T -

%A = /det (T + BN, |0,y|T)du.
1

Dal vyuzijeme vlastnosti determinantu
det (aT + BN, [0,7|T) = det (aT, |0,7|T) + det (BN, [0,7|T) =0 — B|0u7|-

Celkem dostaneme

d
aA = —/ﬂ|8u'y|du =— / Bds.
T T'(t)
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Pozndmka. Pro kiivku vyvijejici se podle CSF, tedy 8 = k, dostavame podle poznamky 1.2.1

d
S A= _on
at m

Obsah ktivky se tedy zmensuje. Integraci dostaneme tvar
A(t) = Ag — 2mt.

Kfivka tak muze existovat jen po omezenou dobu, kterou zjistime vyjadienim z vyrazu

kde Ag je obsah vnitiku kiivky na za¢atku pohybu.
Lemma 3. Pro kiivku 7 vyvijejici se podle (2.2)

F|0uy| = 0] (95 — KB)
Dikaz. Derivujme |0,7y| podle ¢asu

Ouy - 040y
00| =0/ (07 0u) = =5 (2.3)

Vyrazy v citateli dal upravime
010y = 0y0ry = Oy (aT + BN) = |0u7| (8saT + ad,T + 0sBN + BasN).
Pouzitim Frenetovych vzorcu dostaneme
010,y = |0u1| (050 = WA)T + (0, + k) N
Pro cely citatel pak bude
0wy - DDy = 10,11 T 10,1 (90 = KB)T + (0,8 + ka) N ) = 0,1 (9cx — ).
Dosazenim do (2.3) bychom ziskali pozadovanou rovnost. O

Véta 11. Pro regularni uzavienou kiivku vyvijejici se podle (2.2) plati

A = - / kAds. (2.4)

I(t)

Dukaz. Méjme tedy kiivku v definovanou na omezeném intervalu I C R. Pro jeji délku plati
L) = [ 1.sldu
I

Derivaci podle ¢t a pouzitim véty o zdméné dostaneme

d
—L = .
1
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Pouzitim lemmatu 3 ziskdme tvar

d

S10) = [ oalaiae— [ploian
I

1

Vyuzijeme vztahu pro derivaci podle pfirozeného parametru a pro prvni integral uplatnime
uzavienost kiivky

d
L0 =~ / kBds.
r'(1)
O

Vyuzijeme dokéazand tvrzeni pro diukaz vzorce pro Casovou derivaci izoperimetrického poméru
kiivky.

Veéta 12. Pro uzavienou kiivku vyvijejici se podle CSF, tedy 8 = k, plati

d((Lm)’\ L L(t)
dt( A >_2M</k2dswm>,

r(t)

- 2 P . —_ .
kde veli¢ina % se nazyva izoperimetricky pomér.

Dikaz. 7 derivace podilu dostavame

dt\ A A2 T TAdt A2 ar

d <L2> _2GA-IPG  LdL IPdA
) = L

Vyuzijeme piedchozich tvrzeni pro 5 =k

d (1 L[, I?
r

Podle poznamky 1.2.1 potom celkové ziskame

d(r? L ) L
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2.2 Dalsi druhy evoluce krivek v roviné

Kfivka muze byt pouzita jako model v ruznych situacich, které mohou vést k dalsim typum
pohybu jako napiiklad pohyb na zakiivené plose. Nékteré druhy vyvoje v této ¢asti predstavime.

2.2.1 Willmoruv tok

V obecném piipadé se jednéd o pohyb nadplochy I' v R™, ktery minimalizuje elastickou energii

1
ET) = Q/kde”—l,
T

kde kj; znaéf stiedni kiivost I', kterd je pro kiivky v R? shodné s jiz definovanou kiivosti.
Normalova rychlost pak ma tvar

1
Opy- N =B =—Arky — §/€%4 + kgkr,

kde kg je Gaussova kiivost a Ar zna¢i Laplacuv-Bertramiho operator. Willmoruv tok je po-
drobnéji popsan napiiklad v [20].

2.2.2 Hyperbolicky pohyb podle ktivosti

Hyperbolicky pohyb pro rovinné kiivky pfedepisuje zrychleni ve sméru normaly

O}y = kN,
atV(ua 0) = ’Uo(U)N(U, 0)7
7('7 0) = 70-

Podrobnéjsi popis tohoto pohybu lze nalézt v [29].

2.2.3 Geodeticky tok podle kfrivosti

Jedna se o pohyb kiivky po plose v R3. Uvazujeme kiivky G, C R3, které se v ¢ase vyviji
na 2D plose M, jez je dana jako graf spojitého zobrazeni ¢: R> — R definovaného na oblasti
Q CR2

M={XeR’|Xx = (z, ()T, z € Q}.

Pro tento typ vyvoje piredepisujeme rychlost ve sméru normaly kiivky k plose znacené N

Vg =Kg+ F,

2.5
g‘t:(] = gO; ( )

kde Gy znaci pocdtecni kiivku na plose M, Kg geodetickou kfivost kiivky G; a F vnéjsi silu
pisobici ve sméru N.

Tento typ pohybu je v praci [16] feSeny parametrickou metodou. Kiivka je na plose uvazovéna
jako vertikalni projekce rovinné vyvijejici se kiivky, parametrizaci v(u,t) je tedy ddna mnozina

Iy ={X = (yl(u,t),vg(u,t))T,u el}C R?.
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Kfivka G; na plose M muize byt jednoznaéné urcena jeji svislou projekei do roviny Q C R2, tedy
G ={(X,9(X))| X eIy c Q}.

Dalsim krokem je zkoumat pohyb kiivky G, vyvijejici se podle zdkona (2.5) na plose M pomoci
toku jeji svislé projekce I'; v roviné. Cilem je tedy najit soustavu fidicich rovnic pro parame-
trizaci y(u,t) za predpokladu, ze Gy se vyviji podle geodetické kiivosti. Vysledny predpis pro
normélovou rychlost I'y, ktery je odvozen v [16], je

Oy N = B(u, k) = ak + b+ ¢F,

kde
R 1
a4 = ———=——",
14+ (Ve -T)?
- TTV2oT (Ve - N)

1+ (Ve -T)?*)(1+[Ve?)

1

(0 (we-T2)?
S\ 1+ Ve ’

pficemz T, N znadi teény a normélovy vektor I'; definovany diive, k znaéci kiivost I'; a Vo
gradient plochy M.

2.3 Dynamika ktivek v prostoru

V této casti pfedstavime dva druhy pohybu pro kiivky v prostoru. Budeme tedy uvazovat
vyvoj v: I — R3 ~v € C(I). Vice informaci tykajicich se téchto druhti pohybu lze nalézt v [19].
Do rozkladu rychlosti kfivky priddme binormélovou slozku, pohyb potom bude mit obecné tvar

Oyy =vnN +vgB + vpT. (2.6)

Pro pohyb v prostoru lze také odvodit vztahy pro ¢asové derivace délky a obsahu [2], kde obsah
ohrani¢eny kfivkou je zobecnén do tvaru

1

AT) = 2/1“ (v x 057) - 6 Bds. (2.7)

Véta 13. Piedpokladejme kiivku T' vyvijejici se podle (2.6). Potom pro délku a zobecnény
obsah ohranic¢eny I' plati

dLr
Ty =~ | kuyd
dt() /FUNS,

%(F) =— / vyds — 1 /(’y X O0py) - 0sBds + 1/(7 X 0s7y) - Oy Bds.

Specidlné pokud se kiivka vyviji v roving, pak obsah mé tvar ffint(f‘) dx a %(F) = — [ronds.
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2.3.1 Pohyb podle binormaly

Tento druh pohybu lze naptiklad vyuzit k modelovani pohybu virovych smyé¢ek. Dalsi infor-
mace lze kromé [19] najit také v [2], kde je také popisovan pohyb interagujicich kiivek. Zakladn{
rovnice ma tvar

Oy =kB = (TX k:N) = Og7y X 8?7
7("0) =

2.3.2 Pohyb podle normaly v prostoru
Analogii pro Curve Shortening Flow je v prostoru pohyb ve tvaru
Oy =kN na I x (0,7T)
v(-,0) =70 na I.

Ve vypocetni ¢asti ukdzeme nékolik pirikladu tohoto pohybu. Bude mozné pozorovat podobné
efekty jako pro CSF v roviné. Préce zabyvajici se timto typem pohybu je naptiklad [19].

2.4 Metody reseni dynamiky krivek

Na situaci pohybu podle kfivosti predstavime dva piistupy k feSeni dynamiky krivek. Pa-
rametrickd neboli pfima metoda feSi rovnici s parametrizaci kiivky. Pfi pouziti vrstevnicové
metody je pohybujici se kfivka hledand jako vrstevnice néjakého zobrazeni. Dalsim ptistupem
k feseni je napiiklad metoda fazového pole. Vice informaci 1ze nalézt napiiklad v [7].

2.4.1 Parametricka metoda

Vyjdeme z piedpisu pro pohyb podle stfedni kiivosti a pfevedeme jej na parcialni dife-
rencialni rovnici pro parametrizaci kiivky. K feSeni této rovnice lze dal pouzit numerické metody.

B=k+F=0x-N,
Owr = BN +aoT = kN + FN + oT.

V této ¢asti budeme uvazovat pohyb pouze ve sméru normély, tj. « = 0. Vyraz kN lze
z Frenetova ramce nahradit derivaci tetného vektoru, t;j.

kN = 0,T = 0%x.

PrepiSeme posledni vyraz, aby odpovidal pouziti obecné parametrizace

1 Ou
N=_—8, .
N 9’ (remr)

Normaélovy vektor pfi silovém ¢lenu bude ve tvaru

P 1
) T

N = .
('f%”f‘)
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Vysledny tvar rovnic pohybu je

1
1 Oy Oy
atx_|3u:£|au<|8uz>+F<|3u$|> , prote (0,7],uel0,1)

z(1,t) = x(0,1), pro t € [0,77,
x(u,0) = zo(u), pro u € [0, 1].

(2.8)

Parametrickou metodou se zabyvali napiiklad [8], [6].

2.4.2 Vrstevnicova metoda

Dalsf informace o této metodé lze nalézt napitklad v [21], [15], [32]. Reseni hled4 zobrazeni
g:[0,T] xw — R, kde © C R? je oblast. Toto zobrazeni bude uréeno tak, ze vyvijend kiivka
bude v kazdém case urcena jako vrstevnice g, tedy I'; bude zaddna implicitné zptsobem

Iy ={xecQ|g(t,x) =0}, kde t € [0,7].

Dale budeme predpokladat spojitou diferencovatelnost g podle ¢asu a dvakrat spojitou diferen-
covatelnost podle prostorovych souradnic. Spojitost g zajistuje, ze uvniti mnozin int(T') a ext(T")
se neméni znaménko g. Také budeme predpoklddat, ze na int(I") a ext(I') mé g ruzné znaménko
tak, aby Vg # 0 na T.

V dalsim postupu odvodime rovnice svazujici g pomoci vrstevnic, tedy bodu, kde plati

g(t, :B(t)) =¢, kde c € R je konstanta.
Derivaci rovnice vrstevnice podle ¢asu a aplikaci fetézového pravidla dostaneme
2
09+ O0n,g0h1; = 09 + Vag - & = 0. (2.9)
i=1

Pro body odpovidajici vyvijejici se kiivce I'y, tedy v ptipadé ¢ = 0, pozadujeme pohyb podle
kfivosti pouze ve sméru normaly, coz znamend

&(t) = (k+ F)N.

Abychom ziskali rovnici pro g, je tfeba vhodné vyjadiit kiivost k a normalovy vektor N. Necht
~(s,t) je prirozend parametrizace I'y, potom

9(t,7(s,1)) = 0.
Derivaci podle s a z definice tecného vektoru dostaneme
Vaeg-0sy=Veg-T =0. (2.10)

Z toho dal plyne, ze
Vz9=wN, kde w € R.

Normalovy vektor tak lze vyjadrit pomoci g jako

Vg
V9|

N =+
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Volba znaménka zavisi na konvenci. Pokud chceme zachovat orientaci s vnitini normalou, pak
pro funkci g, kterd bude mensi nez nula na int(I") a vétsi nez nula na ext(I"), budeme volit
_ Vg
Vgl

Derivaci (2.10) podle s dostaneme
(057) " V3905 + Vagdiy = 0.
Uzitim Frenetovych vzorcu a definice tetného vektoru ziskdme
kV.g N +TTV2¢T =0,

po dosazeni vyjadieni normalového vektoru bude

1
V2]

k=7 T'V2gT.

Lze ukédzat identitu ([32])

V29|

. [ Vag
k = Fdiv .
(!Va,-g!>

Jednou z uzivanych vrstevnicovych funkci je napiiklad funkce vzdalenosti od pocatecni kiivky
se znaménkem

Vgl div< Vag ) =T'V24T.

Potom pro kiivost mame

9(0,x) = dist (x,FO),
kde funkce dist (:E, 1"0) je definovand jako
dist(x, I‘O) = p(z,To) pro z € ext(Ty),

dist(:z:, I‘o) = —p(z,Ty) pro x € int(Ty),
dist(z:, I‘o) =0prozxz €Tly.

Vg
Vgl

Vg . Vg
Org = Vg - div +f].
7 Vayl Vag]
Upravenim skalarniho sou¢inu na normu dostaneme vyslednou rovnici pro g, kterou bychom déle
mohli feSit numerickymi metodami

Pro takovy tvar g tedy volime N = —

. Dosazenim novych tvartu do (2.9) dostaneme

019 = Vgl div | ) + Va0l
Vgl
Vypocet pomoci level-set metody dobte reaguje na topologické zmeény kiivky (protnuti) bez
dalgich uprav. U parametrické metody muze bez upraveni algoritmu pii topologickych zménéch
dojit k nespravnému vyvoji. Ukdzku selhani vypoctu (obrat normédly) lze nalézt napiiklad
v préaci [30].
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2.5 Dynamika krivek v aplikacich

2.5.1 Zpracovani obrazu

Dynamika kfivek se uplatni v mnoha oblastech zpracovani obrazu. Jde napiiklad o od-
stranéni Sumu nebo detekci kontur predmeétu (napiiklad v [32] je vysvétlena detekce predmétu
v pohybu). Pii segmentaci objektu lze vyuzit model aktivnich kontur s pomoci level-set metod,
jak je popsdno v [4], [5], [14]. Tento zpusob dobie reaguje na topologické zmeény kiivek.

Segmentaci 1ze feSit i pomoci parametrického piistupu, ktery v této praci vyuzivame pii
vypoctech v posledni kapitole. Na rozdil od level-set metody nereaguje na topologické zmény
a muzeme tak dostat nespravné reSeni, pokud ke zménam dojde. Tento nedostatek lze odstra-
nit upravou algoritmu, ktera je popsand v [23]. Podrobnéji popiSeme parametrickou metodu
segmentace obrazu vychazejici z ¢lanku [3] a [23].

Hranice objektu bude reprezentovana kiivkou, ktera bude mit na pocatku tvar

I(-,0)=Tg (2.11)

a je volena tak, aby byla blizko odhadovanému vysledku. Kfivka se bude pohybovat ve sméru
normaly rychlosti danou rovnici
Ox-n=k+F, (2.12)

kde silovy ¢len je ve tvaru

I(x)

F(QS) = Fhax — (Fmax - Fmin)ﬁ-

(2.13)
Clen I(x) znacici intenzitu jednotlivich pixelti obrazku je ve zlomku s 255 z piedpokladu
8-bitového formatu. Konstanty Fiax > 0a Fiuin < 0 (v [23] je nastaveni Fipax = 1.2 a Fipyn = —1.2)
ovliviuji ostrost findlni hranice. Tvar sily je volen takto, aby pro vétsi intenzitu (bila ¢ést
obrazku, tedy objekt, jehoz hranici hleddme) byla F' mensi a kiivka se tak v téchto mistech
roztahovala a naopak aby v tmavém pozadi byla F' blize Fj,.x a dochéazelo k vétsimu stahovani.
V [23] je vyuzita vzdélenost barev k transformaci obrazu a ohraniceni ¢asti stejné barvy.

Na zavér poznamename, ze moderni metody segmentace s modely aktivnich kontur vyuzivaji
vyvoj vrstevnice pomoci Sobolevovych gradientu [31].

2.5.2 Polymerova nanovldkna

Rovnice dynamiky kfivek lze uplatnit pfi modelovani formovéani nanovlaken. Podrobny popis
modelt nanovldken a zpusobu jejich vyroby je popsan v textu [37]. Dale zminime model tvofen{
nanovldken pomoci metody solution blowing z ¢lanku [27].

V tomto ¢lanku jsou pro tenké ¢dsti kapalinové trysky, kde dochézi k vychylenim, vyuzivany
rovnice pro rychlost

1 1 Qtotal, T
8UT:vn(—8svn—|—/~w) + —0,P+g, + :
' A T pfA ot
1 Pk Gtotal,n
Ovy, = —v7<—8svn+k:v> +—+4+g,+ : 2.14
t X IR of 214)
1 Pk Gtotal,b
avb:—vb<—ﬁsvn—|—kv)+—+g+ =.
' A U pf T pf

Vysvétlime tlohu jednotlivych ¢lent
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® U, Up, Uy 0znacuji rychlosti v teéném, normélovém a binormalovém sméru,

k je lokdlni kiivost trysky v ose,

e f = ma? je obsah priifezu vldkna (piedpoklddany je kruhovy tvar i ve vychylenych ¢astech),

a(s,t) predstavuje polomér prufezu vlakna,

A odpovida podélné elasticite,

e p znaci hustotu kapalinového roztoku,

P(s,t) je velikost vnitinich sil. Ty jsou viskoelastického puvodu a pusobi v prufezu ve sméru
osy trysky,

e g znaci gravitacni zrychleni,
® (iotal je souhrn aerodynamickych sil okolniho vzduchu na jednotku délky.

Podobné rovnice se vyskytuji i v modelech vychyleni trysky pri elektrostatickém zvlaknovani
(anglicky electrospinning) [36].

2.5.3 Nitrobunécné struktury

Uvniti bunék existuji tubuldrni itvary, jejichz formovani muze odpovidat dynamice navzajem
se ovliviiujicich pohybujicich se kiivek. V ¢élanku [25] je popsdn vztah mezi tvarem cylindrické
membriny a na ni vazanych filamentt a je ddl demonstrovan na dynamice tzv. FtsZ krouzku,
které jsou predpokladem pro déleni u mnoha druhu bakterii. V [26] je podobny model rozsifen
a vyuzit pro mechanismus membranové zprostifedkované interakce mezi dynaminovymi oligo-
mery. Tyto oligomery dal souvis{ se §tépenim membréany, které ma dlohu pii latkovych pfenosech
uvniti bunky. Energie membrany je v téchto ¢lancich reprezentovana Helfrichovou energii, ktera

maé zakladni tvar
1

kde k je modul ohybu, H stfedni kfivost membrany a o predstavuje efektivni pruznost membrany.
V modelu je pfedpokladem vélcova symetrie membrany a koncentrace FtsZ nebo dynami-
novych oligomeri. Polomér membréany lze potom zapsat ve tvaru

R(z) = Ry, + h(2),

kde R, znaci polomér membrany v rovnovazném stavu a h(z) vychylku. V [25] je ddle odvozena
fidici rovnice pro vychylku h(z) a n(z), coz predstavuje koncetraci FtsZ filamenttu nebo dyna-
minu, z podminek minimalizace volné energie a pomoci transformace proménnych. Vysledny
tvar rovnic je

Oih(z) = —(A* + (2 — 0)A% + (1 4+ 7)) h(2) + (1 + A)n(2),

2.15
Om(z) = wp(A%n(z) — aA(nAh)). (2.15)

V kontextu dynamiky kiivek h(z) odpovidé soufadnici kiivky — kruznice — v normélovém sméru.
Koncentraci n(z) pak lze interpretovat jako soufadnici v binormalovém sméru, pokud kfivku
budeme chépat jako oblast s lokdlné vysokou hodnotou n(z). Tento pohled je mozny, jak ukazuje
vyvoj koncentrace v ¢ase. K formovani struktur dochazi tak, ze na poc¢atku vlivem nestabilit
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roste n(z) lokdlné exponencidlné, poté se dal méni, az se ustéli u gaussovského rozdéleni s izkym
rozptylem. Pii zkoumani interakce struktur byla pouzita situace dvou krouzku reprezentovanych
pomoci dvou delta rozdéleni, kterd predstavuji dvé interagujici kiivky.

Popis téinku dynaminovych oligomert na $tépeni membrény z pohledu pfirodnich véd lze
nalézt v [24].



Kapitola 3

Numerické reseni tiloh dynamiky
krivek

V této kapitole odvodime numerické schéma pro aproximaci feSeni vyvoje kiivky podle
kfivosti pomoci pfimé metody. Vysledné rovnice budou explicitni a ziskdme je ndhradou vyrazu
konecnymi diferencemi. Zminime roli silového ¢lenu a jak jej volit tak, aby se ptfi pohybu kfivky
zachovaval obsah nebo délka. Déle se budeme zabyvat vylepSenim vlastnosti schématu pomoci
tangencialni redistribuce bodu na kfivce. Vysledné schéma s asymptoticky uniformni redistribuci
pouzivd metodu kone¢nych objemu a jeho odvozeni lze nalézt v [16].

3.1 Metoda konec¢nych diferenci

Provedeme diskretizaci rovnice (2.8) ndhradou diferencidlnich vyrazu koneénymi diferencemi.
Necht z = x(u, t),, kde u € [a, b], pfedstavuje parametrizaci pohybujici se kiivky. Diskretizujeme
interval [a, b] nésledovné

uy =a,us =a+th,...,uy =a+ Nh=>0.

Oznatme
w(u;) = 4, kdei=1,2,...,N.
Potom parcidlni derivaci nahradime zpétnou diferenci ve tvaru
Tj — Tj—1
Oy % —————.
h

Celkem aproximujeme prvni vyraz na pravé strané nasledovné

( 8uz ) _ ( Bu:p > Ti41—T4 _ Ti—T5—1
1 o <8u3: >N h Ouzl )11 Ouzl )i ) h <|xz‘+1xz‘| |Iix¢1>

’8u$| v |8u.1“ Ty — .CEZ'_1’ h - ‘:BZ — xi_1| h

Pouzijeme oznaceni

o ‘I‘z — Zi-1 ‘
gi —n
Vysledna rovnice s diskretizovanou pravou stranou bude ve tvaru
Tit1—X; _ Tiy—Tj—1 1
1 ; ; T — Tj—
Opr = — | 2L 5 g —i—Fi( . i-1) . (3.1)
gi h hgi

34
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Ziskavame tak soustavu obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu, kterou mtizeme déle
fesit napiiklad Runge-Kuttovymi metodami. V této praci jsme pouzili Eulerovu metodu, kterou
lze snadnéji implementovat, ovSem za cenu nizsi presnosti feseni. Metoda spociva v ndhradé
casové derivace dopiednou diferenci.

Casovy interval feseni [0, 7] rozdélime na diskrétni éasové hladiny, tedy

0=ty ty =7ty =27...tx, =T,
kde 7 = %, Ny znaci pocet ¢asovych hladin. Podobné jako pro prostorovou diskretizaci ozna¢me
z(u,t;) = 2 (u), kde j =1,2,..., N;.
Kombinace znaceni pro prostorovou a ¢asovou dikretizaci budeme pouzivat zpusobem
J

x(u;, tj) = x).

Vyslednd rovnice s diskretizovanym prostorovym i ¢asovym krokem bude mit tvar

Jj+1 J Jo_ . J_ J_ 0 L1
Ty T 1 (xiJrl T T xi1>+F(%‘ Ti_q)

)

T - h2g; Git1 i hgi

odkud vyndsobenim 7 a prictenim x; dostdvdme

J J J J J Jo\L
. ) 1 [z, -2 22l (@] —a!_y)
.'If'g+ :mz 4T ( i+ T 7 +7F¥

h2gi \  git1 gi hgi

MuZeme nahlédnout, Zze dalsi ¢asovou hladinu feSeni ziskdme pouze na zikladé predchozi, schéma
je tedy explicitni.

Pozndmka. Pro vypocty pohybu v prostoru neni tieba zvlastnich uprav, pouze feSime rovnice
pro tii soufadnice misto dvou. Dal dostavame dal$i moznosti pro pocatecni kiivky, naptiklad
muzeme rovinnou kiivku zvlnit nebo zobrazit na sféru.

3.2 Role vnéjsi sily

Vlastnosti pohybu podle (3.4) muzeme ovlivnit vnéjsi silou tak, aby vyvoj odpovidal fy-
zikdlnim jevum (napiiklad modelovéni dislokaci [16], [22]) nebo aby kifivka zachovévala ob-
sah, ptipadné délku. Pfedstavu o ucinku silového ¢lenu ziskdme dosazenim konstanty. Pokud
zvolime F' > 0, projevi se ptsobeni zpomalenim zkracovani kiivky, pro dostate¢né velkou hod-
notu se kiivka bude roztahovat. Kladnéd volba F' také zpusobi, ze vyvoj neskonéi zkracenim
do bodu, ale kruznici s kladnym polomérem. Naopak volbou F' < 0 dochazi k urychleni pohybu.

3.2.1 Pohyb zachovavajici obsah

v/

byl konstantni. Vyuzijeme pfedchozich vysledkl pro globalni velic¢iny vyvijejicich se kiivek. Dalsi
informace tykajici se pohybu zachovavajiciho obsah kiivku na dané plose 1ze nalézt v ¢lanku [17].
Predpokladejme, ze kiivka se vyviji podle kfivosti s normalovou rychlosti ve tvaru

v=k+ F,
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kde F' m4 takovy tvar, ze plati %A(t) = 0. Navrhneme pro silu tvar
F—l/m (3.2)
) s. .
I'(t)
Oveérime, ze tato volba funguje dosazenim do véty 10:
d fr(t) kds
—Alt)=— [ kd ——d
aA / 8+/ L)
I'(¢) Iy
kde integrand v druhém scéitanci je konstantni podél kiivky, takze po dalsi ipravé dostaneme
Jr kds L(t)
— | kds+——— [ ds=— | kds+ —= [ kds=0
[ s+ T [as=- [ s g [ras=o
I'(t) Iy I'(t) I(t)

coz jsme chtéli ukazat.
Spocteme jesté vysledek pro derivaci délky. Opét dosadime do véty 11

—L(t) = — [ k*ds + — k kds | ds.
dt ®) L(t) ( (1)

Iy I'(t)
Upravou druhého scitance ziskame

2
d 1
EL(t) = —/k2d3+L(t)</F(t) kds) .

Iy

d 9 472
<L —/k ds+ 27

Vyuzitim poznamky 1.2.1

It
Pouzitim izoperimetrické nerovnosti dostaneme
d L(t
—L(t) < TFL - / k2ds.

dt A(t)
I

3.2.2 Pohyb zachovavajici délku

Budeme postupovat obdobné jako pti hledéni sily zachovéavajici obsah. Tedy uvazujeme Jor-

v/

silovy ¢len ve tvaru
fr(t) kds

F=_2Y
Jrqey kds

(3.3)

a ovérime dosazenim do véty 11.

d fr(t) kds
—L(t)=— [ k3 Eel—ds.
ar“ / 5+/ Jro ks

() (1)
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Vyraz dale upravime vytknutim nezavislych ¢lenu z druhého integralu

k2ds k2ds
—/k2d5+ kfr(t) dsz—/kz2ds+fr(t)/kds:0.

Jrw *ds Jrg Fds

(1) r'(t) (1)

Ukédzali jsme tedy, ze volba sily ve tvaru (3.3) skutecné zachovava délku.
Zabyvejme se také zménou obsahu kiivky. Dosadime do véty 10

d jf@)des ffu)deS

—A(t) = — / kds + / e ds = — / kds + L(t)————.

dt fF(t) kds fr(t) kds
L(t) L(t) I(t)

Opét vyuzijeme poznamku 1.2.1 a dostaneme

d _ L(?) 2

Timto typem pohybu pro kiivky na dané plose se zabyvé ¢lanek [18].

3.3 Volba tangencialni rychlosti

Podrobné informace o tématu lze hledat v préaci [16] a ¢lancich [32], [33]. Pro pohybujici
se kiivku muzeme rychlost jejich bodu rozdélit do teéné a normalové slozky

8t’y:aT+ﬁN.

Tvar kiivky ovSem ovliviiuje pouze rychlost ve sméru normaély. Teéna rychlost nema na tvar vliv,
muze ale zlepsit dlouhodobou stabilitu vypoc¢tu pii pouziti parametrické metody. Pfi numerickém
feSeni napiiklad metodou konecnych diferenci odhadujeme kifivku po ¢astech linedrni funkci
pomoci bodu prostorové diskretizace. Tyto body maji tendenci se zhusfovat v ¢dstech kiivky
s vétsi kiivosti, coz muze vést k nedostatetné piresnosti v jinych mistech. Pfiddnim vhodného
tecného clenu, ktery bude pozici bodi upravovat, mizeme tomuto efektu predchézet.

Déle se budeme zabyvat pohybem podle kiivosti, tedy rychlost bodu vyvijejici se kiivky v
je ve tvaru

Oy=aoT +EkEN + FN.

Tvar vhodny pro feseni pfimou metodou pak ma podobny tvar jako (2.8)

1
Oy =« + Oy + F . 3.4
=01 o0l <\8w!> (\M) 34

3.3.1 Lokalni redistribuce

Pro volbu tangencidlniho ¢lenu muzeme bréat v tivahu lokalni vlastnosti kiivky. Jednou tako-
vou volbou pro pohyb podle kfivosti muze byt pfirozend redistribuce (nékdy také DeTurck
trick). Rovnice (3.4) mé pfi pouziti této redistribuce tvar

1
el Dy
M= oart F(I&ﬂl) 39
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a odpovidé volbé tangencialni rychlosti v podobé

_ Oy - 657
0wy

Ukéazeme, ze dosazenim za a do (3.4) dostaneme (3.5). Derivace te¢ného vektoru podle u bude
tvaru

(3.6)

9 Ouy _ 057|6u'7| - 8u'78u,8u7|‘
“ 10w |3u'y|2

Dosazenim za derivaci normy
Ouy - Oy
OulOuy| = W
u

dostaneme

9 81/}/ _ ’au’7|2a12f7 — (au’)/ ’ 8737)8117
“ |0u] |8U’Y‘3

Potom pro druhy séitanec v (3.4) ziskdme

0.1\ 10 ) 102 10l [0l

1 ( 8u7 ) 83’7 (au'y ) 837) 81/}’

tedy volbou « ve tvaru (3.6) dojdeme k Fidici rovnici (3.5) s lokdlné definovanou tangencilni
rychlosti. Takto definovany systém zlepSuje redistribuci bodu pro pohyb podle kiivosti, ale pro
ulohy s vyraznym silovym ¢lenem nebo s dlouhym ¢asovym vyvojem stile muze k akumulaci
bodu dochézet.

3.3.2 Uniformni redistribuce

Dalsi metody volby teéné rychlosti berou v ivahu informace o kiivce jako celku a mohou tak
vést napiiklad k asymptoticky rovhomérnému rozdéleni nebo mezi body zachovat vzdalenosti
z pocatecni kiivky. Pro usnadnéni zédpisu oznac¢ime

g(u, t) = |8u7(u7 t) ‘ :

Definujeme novou veli¢inu 6 jako logaritmus relativni délky

O(u,t) = In (i) (3.7)

Vyznam 6 lze vysvétlit na nasledujicim ptikladu:
Méjme kiivku 7(u, t) parametrizovanou na intervalu [0, 1] se stopou I'(t), ktera je diskretizovana
N body, tedy .

i

T i=01,... . N.

~vi = y(ui,t), kde u; =

Délku oblouku I'(t) definujeme

u

s(u,t) = ] 10uy|du = / g(u, t)du.
0

0
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Vzdalenost po kiivce mezi jednotlivymi body pak spocteme

Uy

s(ug, t) — s(uj—1,t) = / g(u,t)du = L(t) / gélé;;f)du, proi=1,...,N.

Uj—1 Uj—1

Miuzeme si vimnout, ze pokud ¥ = 1, pak s(u;,t) — s(u;—1,t) = % proi=1,...,N, tedy
body budou na kfivce rovnomérné rozdélené. Pokud lim £ = 1, pro u € [0, 1] a néjaky konecny
cas T, pak rozdéleni bodu bude pro ¢t — T asymptoticky rovnomérné.

Déle odvodime fidici rovnici pro 8. Upravime vysledek lemmatu 3 pomoci vztahu pro derivaci

podle pfirozeného parametru
8t|au')/| =0y = g(asa - kﬁ) = Oya — gkp3.
Derivace 6 podle ¢asu bude mit tvar

_LLog—gL 0y L

O(u,t) = ———5—"— —
at (u’ ) g 12 g I’
ktery dal upravime s vyuzitim véty 11
1
0f(u,t) = 000 — kB + T / kBds. (3.8)

I(t)

Volbou « na pravé strané muzeme upravit chovani 6 a tim fidit distribuci bodu podél kiivky.

Redistribuce zachovavajici vzdalenosti

Pokud budeme pozadovat 6 v ¢ase konstantni, pak 96 = 0, coz znamena

t
ggz;t)) - gﬁ’o()))’ pro libovolné u € [0, 1],

tedy rozdéleni bodi bude po celou dobu vyvoje stejné jako na pocateéni kiivce.
Pro 0sa pak dostaneme predpis

Osa=kp — % / kBds,

()
ze kterého pii volbé okrajové podminky «(0,¢) = 0 muzeme jednoznacné ziskat .
Asymptoticky uniformni redistribuce
Pro tento typ redistribuce je tieba volit o tak, aby

lim < =1,

tedy pro 6

02111(2) —0, prot—T. (3.9)
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Rovnici pro a budeme fesit ve tvaru
1 L
8sa:k6—z kBds + w 5—1 . (3.10)
r(t)

w € L}, ([0,T)) predstavuje relaxaéni funkci, kterd spliuje podminku

/Tw(T)dT = +o00.
0

Pro 0 tak pozadujeme, aby splnilo rovnici
00 = (879 — Dw(t),

jejiz Feseni 6 spliuje podminku (3.9). Pro « tak plati (3.10) s normaliza¢ni podminkou «(0,t) = 0
a rozdéleni bodu na vyvijejici se kiivce I'(t) bude asymptoticky uniformni pro ¢ jdouci k T'.

Volba w muze byt naptiklad
1
W—51+K2(L(t)/kﬁ>,

Iy

kde k1, ko jsou konstanty, které lze volit podle vlastnosti kiivky. Pokud vyvoj kfivky probiha
nekonecné dlouho, tedy T' = 400, pak lze volit k1 > 0 a k3 = 0, protoze

+o00o +oo
/ wdr = / K1 = +o00.
0 0

Pokud se kiivka v kone¢ném case stahuje do bodu, a tedy pro jeji délku plati im L(¢) = 0, pak
lze volit k1 = 0 a k2 > 0 a pro pozadovany integral dostaneme s pouzitim véty 11

O]wdToj (17)( / k:ﬁ)dTO/tL(lT) deiT)dr.

I(r)

=~

Prepsanim integrandu na derivaci logaritmu délky dostaneme

t t
1 dL(7) dInL(7)
— dr=— | ——2d7 =InL(0) —InL(t) = oo, prot — T.
/ L(r) dr / dr 0) ®) P
0 0
V préci [16] je odvozeno numerické schéma pomoci metody koneénych objemu s obecnéjsi redis-
tribuc{ upravovanou podle kiivosti. Je tak umoznéno pomoci parametru upravit miru zhustovani
bodu v mistech s vétsi kiivosti.



Kapitola 4

Vypocetni studie

4.1 Analytické reseni pohybu podle krivosti
Navrzené numerické schéma lze ovérit porovnanim s analytickym FeSenim. Pokud se vysledky
shoduji dostate¢né presné, mame dobry predpoklad k tomu, ze spravné napocitame i feSeni

pro kiivky, kde analyticky predpis najit neumime. Jeden ptiklad, kde analytické feSeni umime
nalézt, si zde ukdzeme (v [7] je tloha feSena i pro vyssi dimenze).

Uvazme pocateéni kiivku ve tvaru kruznice, tj.

FO = F’t:ﬂ = {(:U7y) € R2‘J"2 +y2 = RQ} ’

1.0 (5) = (Fems)) - welol

Predpokladejme déle, ze pohyb kruznice bude probihat takovym zpusobem, ze se bude ménit
pouze polomér, tj.
B _ (r(t) cos(u)
v=wt) = <r(t) sin(u) )

Ptedpis r(t) ziskdme z pozadavku na pohyb podle kiivosti, tedy fesenim rovnice

s parametrizaci

8,57 =kN.

Cleny upravime, abychom ziskali rovnici pro r(t). Pravou stranu muzeme vyjadiit pomoci Fre-
netovych vzorcu

1 1 1
EN = —0,T = —0, | ——0u7 |,
ERY 0] (\am ”)

9yl = \/r2(t) sin?(w) + r2(¢) cos?(u) = r(2),

71 %) =T = (—sin(u), cos(u
71 o0, T = 71 —cos(u), —sin(u
|6u 7‘ “ T(t)( ( )7 ( )) .

41
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Dosazenim za ~ do levé strany dostaneme rovnici

0 (Gt ) = =7 (i)
r(t)r(t) = -1,

s pocateéni podminkou
r(0) = o,

jejiz feSeni ziskame integraci a bude tvaru

4.1.1 RAd konvergence

Pri diskretizaci problému jsme provedli odhady, které se zpfesnuji se zjemnovanim kroku
rychlosti urc¢itého fadu. Moznosti, jak ovérit, ze schéma, které jsme odvodili, funguje spravné, je
vypocet Ffadu konvergence (tzv. EOC, zaveden v [9], piiklady analyz napiiklad v [28], [20]) k ana-
lytickému feseni (pokud neni k dispozici, muzeme za analytické feSeni povazovat feseni s velmi
jemnou siti). V této praci jsme k vypoctu EOC pro vyvijejici se kruznice pouzili nésledujici
postup:

e Uvazujme celkem N, (neuvazujeme nutné vsechny hladiny vypoctu) dvojic polygonu s N vr-
choly.

V piislusnych ¢asovych hladinach spoéitame odchylky odpovidajicich si vrcholu od sebe.
R; = |z; — yil
e Aproximujeme Lo a maximovou normu odchylek pfes cely polygon, tedy napoc¢itame

E? .= Z R;h, EpX = mZaX(R,-)

Totéz provedeme postupné ve vSech ¢asovych hladindch a odhadneme Lo a maximovou
normu v ¢asovém kroku

e Pro vypocet fadu konvergence uvazujme dvé feSeni s N7 a Ny body, N1 < Ns.

n ((Ei In ( EC
2 _ U\ E oo _ \EF
EOC* = ——=& EOC*® = ——~
ne) ")
Uvedeny postup postaci pro porovnani s kruznici, pro obecné kiivky je tifeba obména. Ve 3. bodu

pak pocitame odchylku jako Hausdorffovu vzdalenost polygont na ptislusnych hladinach. 2. bod
muze byt vynechéan.
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Piiklad 1: Pohyb kruznice podle kfivosti feseny pifmou metodou bez redistribuce.
Pocatecni kiivka:

I'(0) = {(cos(2mu),sin(2ru)) " |u € [0,1]}

Tvar pohybu:
81533 =kN

Tvar analytického Feseni: /1 — 2¢ (cos(2mu), sin(27ru))T, u € [0,1]
Nastaveni: Resime postupné pro N = 100,200, 400,800 a 1600 bodu, pocet casovych
kroku NV; je volen tak, aby byla splnéna podminka

N2
— =0.45
N
Casovy interval feSeni: ¢t € [0, 0.48]
Rad konvergence: Kontrola konvergence feSeni je provedena v tabulce 4.1
Obrazek: obréizek 4.1

Tabulka 4.1: R4d konvergence pro kruznici vyvijejici se podle CSF.

N E2 EOC2 E>® EOC™
100 2.943-107° 1.780 - 1074

200 7.355-1076 f‘g% 4.501-107° 1‘323
400 1.875-106 1‘886 1.180-10° 1‘784
800 5.075- 107 1‘124 3.427-10°6 1'418
1600 2.328 1077 : 1.283-10°6 :

Piiklad 2: Vyvoj s pfirozenou redistribuci a silou zavislou na case.
Pocatecni kiivka:

['(0) = {(cos(2mu), sin(27ru))T |ue0,1]}

Tvar pohybu: 0,y = (k+ F)N, kde F je tvaru
Casovy interval feseni: ¢ € [0,1.0]

Nastaveni: N = 600, N; = 24z = 800000

Rad kovergence: Tabulka 4.2

Obrazek: obrizek 4.2

1
TT06smzy T 1-2m cos(2mt).

Tabulka 4.2: Réd konvergence pro pulzujici kruznici s pfirozenou redistribuci.

N E2 EOC2 E>® EOC™
100 7.969 - 1074 1.992-103
2.001 2.000
200 1.991-10~4 4.980-107*
1.995 1.992
105 10—4
400 4.994 10_5 L 087 1.252 10_5 L 979
800 1.260 - 10 3.175 - 10

1.808

1600 3.598 - 107° 9.037-1076 1.813
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i 4

-1 =05 0 0.5 1

(a) N = 100
1 T T
0 _
—0.5 F /

-1 -05 0 0.5 1

(c) N =400

44

1 .
0.5 .
0
—0.5 K /
_1 I I
-1 =05 0 0.5 1
(b) N = 200
1 . .
0.5 / \
0 i |
—05 } J
_1 1 1
-1 =05 0 0.5 1
(d) N = 1600

Obrézek 4.1: Porovnani analytického fesSeni s numerickym s ruznou hustotou sité. V tomto ptipadé se
vysledky vizudlné v podstaté nelisi. Ve vSech ptipadech je t € [0, 0, 48].
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t =0.00 t=0.10 t=0.30
15 p—T— T |5p T T 7 |5 —
1t 1 1t 1 1 -
0.5 | {1 05t {105
0} 1 ot 1 o0
0.5 | 1-05 | 1-05
~1 ¢t 1 -1t 1 -1 -
15k 0 oy o415k T 415k , .
~15-1-050 05 1 1.5 —15-1-050 05 1 1.5 —15-1-050 05 1 1.5
t=0.50 t=0.80 t=1.00
5P T—T—T—T—7j |5p T T T T —T—4§ |jp T T T T T
1t 1 1t 1 1} -
05 | {1 05t {1 05} -
0} 1 ot (:::) 1 o} -
0.5 | 1-05 | 1-05 } -
~1 ¢t 1 -1t {1 -1} -
N N e I 1 S C N: 1) "
-15-1-050 05 1 1.5 —15-1-050 05 1 1.5 —15-1-050 05 1 1.5

Obrazek 4.2: Piiklad 2: Pohyb pulzujici kruznice se silou zavislou na case.
N =200, N; = 88888, ¢ = [0, 1.0].
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4.2 Priklady vyvoje krivek ve 2D

Priklad 3: Vyvoj se silou zachovavajici obsah bez redistribuce.
Pocatecni kiivka:

ro)={(1+06 cos(7u)(cos(u),sin(u))T |u € [0,27]}
Tvar pohybu:
Oy =(k+F)N,

kde F' je tvaru (3.2).

Casovy interval feseni: t € [0,0.3]
Nastaveni: N = 600, N; = &= = 800000
Obrazek: obrazek 4.3

1-8 T T T

—-1.8 -1 0 1 1.8

Obrazek 4.3: Piiklad 3: pohyb zachovavajici obsah bez redistribuce
N = 600, N; = 800000, ¢ = [0, 0.3].
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Piiklad 4: Vyvoj kiivky ve tvaru vazky bez redistribuce.
Pocateéni kiivka: [35]
Tvar pohybu:

Oy = kN,

Casovy interval fedeni: t € [0,12.0]
Nastaveni: N = 400, N; = & = 4266666
Obrazek: obrazek 4.4

Pocatecéni kiivka obsahuje mnoho tseku s velkou kfivosti, kolem kterych se body diskretizace
zahustuji, coz se projevuje i na findlni (na obrdzku tmavé modré) kruznici. V piipadé vyuziti
redistribuce se tomuto efektu vyhneme, coz umoziuje pocitat i s méné hustou siti.

t =0.00 t=1.01
8 T T T 8 T T T
6 | ] 6 | - -
41 1 4 F g ]
i e
2+ . 2+ o .
0r . 0t e
* L4
- | y ;]
4| x 1 4} A T i
—6r 1 6 i -
sl | — -
—10 |£"; I I —-10 I I I
—10 -5 0 ) 10 —10 -5 0 ) 10
t=05.01 t =12.00
8 T T T 8 T T T
6 | ] 6 | 1
4 | *i{xxx« - 4 + 4
N - -
s . P
0} x . ] 0} TG l
ol . } 1 ol 1
—4 ] —4 + 4
—6 } ] —6 F 4
—8 } ] —8 } 4
—10 L L L _10 I I I
—10 -5 0 ) 10 —10 -5 0 ) 10

Obrézek 4.4: Piiklad 3: pohyb kiivky ve tvaru vazky bez redistribuce
N =400, N; = 4266666, ¢t = [0, 12.0].
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4.2.1 Pouziti redistribuce

48

Piiklad 5: Vyvoj se silou zachovavajici obsah s prirozenou redistribuci.

Pocatecni kiivka:

Tvar pohybu:

ro)={(1+06 cos(?u)(cos(u),sin(u))T |u € [0,27]}

kde F' je tvaru (3.2).
Casovy interval feseni: t € [0,0.3]
Nastaveni: N = 600, N; = 2= = 800000
Obrazek: obrazek 4.5

1.8

1.8

Obrazek 4.5: Priklad 3: pohyb zachovéavajici obsah s pfirozenou redistribuce
N = 600, N; = 800000, ¢ = [0, 0.3].

Tabulka 4.3: R4d konvergence pro listecéek vyvijejici se podle kiivosti se silou zachovavajici obsah
s piirozenou redistribuci. ¢ € [0.0.3].

N E? EOC2 E® EOC™>
.10-3 3

00 121100 2,011 e 1,900

400 2.918 - 10~ 2.093 5475 . 10-3 2.083

800 6.808 - 10~ 2.080 8168 . 10-4 2.089

1600 1.447 - 1075 2.254 1635 - 104 2.321
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Piiklad 6: Vyvoj kiivky ve tvaru vazky s ptirozenou redistribuci.
Pocateéni kiivka: [35]
Tvar pohybu:

Oy = kN,

Casovy interval fedeni: t € [0,12.0]
Nastaveni: N = 400, N; = & = 4266666
Obrazek: obrazek 4.6

Po vyuziti pfirozené redistribuce muzeme pozorovat zlepSeni v rozmisténi bodu, ale v mistech
s vetsi kiivosti stale dochazi k akumulaci.

t =0.00 t=1.01

8 : : : 8 : : :

6 | 1 6 | .

4t - 4t / ]

5 | | 5 | \ |

0t - 0L T

b’

—4 } x - -4t T
st 1 -8t -
~10 L ' ~10 ' ' '

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

t=5.01 t =12.00

8 : : : 8 : : :

6 | 1 6 | 1

4} e— i 4 L i
_9 L “xxxx X i _9 |l J
4| X 4 4| 4
-6 | 4 —6 | 4
-8 | 4 8 | 4
—10 . . L —10 ! . .

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Obrazek 4.6: Priklad 3: pohyb kiivky ve tvaru vazky s pfirozenou redistribuci.
N =400, N; = 4266666, ¢t = [0, 12.0].
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Piiklad 7: Vyvoj kiivky ve tvaru vazky s asymproticky uniformni redistribuci.
Pocateéni kiivka: [35]
Tvar pohybu:

Oy = kN,

Casovy interval fedeni: t € [0,12.0]
Nastaveni: N = 400, N; = T = 4266666
Obrazek: obréazek 4.7

Na ukéazce s asymptoticky uniformni redistribuci rovnomérné rozdéleni bodu podél kiivky nezavisle
na kfivosti. Tim se vyhneme pripadu, kdy by v mistech s malou kiivosti byl pouze maly pocet
bodu diskretizace.

t=0.00 t=1.01

8 : , , 3 | | |

6r - 6t . 1

4r . s e 1

il 1 2t \\, e 1

ol | o - -
—4r £ 1 -4+ XXXXXXXXXXXXXX 2 4
—6 ¢ 1 -6} {f 1
8 1 -8t 1
~10 L ' ~10 ' ' '

-10 -5 0 5 10 10 -5 0 5 10

t=5.01 t = 12.00

8 : , , 3 | | |

6r - 6t 1

4 L e i 4L |

2t C T . . 2t 1

Or ™ - 0t Q 1
=2 r R - -2t |
Y 1 |
—6 1 -6 | |
-8 r 1 -8 |
-10 . . L —10 ! . .

-10 -5 0 5 10 10 -5 0 5 10

Obrazek 4.7: Piiklad 4: pohyb kiivky ve tvaru vazky s uniformni redistribuci.
N =400, N; = 4266666, ¢t = [0,12.0].
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4.3 Priklady pohybu v prostoru

Piiklad 8: Vyvoj sférické kiivky s prirozenou redistribuci.
Pocatecni kiivka:

I'(0) = r(u)( cos(u), sin(u), 4cos(5u))T,

r(u) = ! u € [0, 27]

/1 +16cos?(5u)’

Tvar pohybu:
875’7 = kNa

Casovy interval feseni: t € [0,0.49]

Nastaveni: N = 400, N; = T = 174222
Obrazek: obrazek 4.8

Vyvoj kiivek, které se dotykaji sféry, nikdy neptedbéhne stahovani sféry, pro vice informaci
viz [19].
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t=0.00 t=0.1

t=0.2 t=04

Obrazek 4.8: Piiklad 3: pohyb kfivky ve tvaru vazky bez redistribuce
N =400, N, = 174222, ¢ = [0, 0.49].

52
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Piiklad 9: Vyvoj rovinné kiivky v prostoru s pfirozenou redistribuci.
Pocateéni kiivka (s upravenymi parametry pfevzata z [19]):

I(0) = (‘f cos(u), sin (), ‘f cos(u))’, wu € [0,2n]

Tvar pohybu:
815’)/ = kNa
Casovy interval feseni: t € [0,0.49]

Nastaveni: N = 400, N; = T = 174222
Obrazek: obrazek 4.9

V této ukdzce muzeme vidét, ze rovinna kiivka v prostoru béhem pohybu podle normaly zistava
v této roviné.

Obrazek 4.9: Piiklad 8: pohyb naklonéné kruznice s pfirozenou redistribuci
N =400, N; = 174222, ¢ = [0,0.49].



Zaver

V préaci jsme predstavili ilohy dynamiky kfivek a seznamili se s nékterymi jejich teoretickymi
a numerickymi vlastnostmi. Prvni kapitola byla vénovana rovnici difuze a pojmum z diferencidlni
geometrie. Ve druhé kapitole jsme se seznamili s ruznymi druhy pohybu kiivek v roviné a pro-
storu. Zminili jsme také aplikace v oblasti zpracovani obrazu, dynamiky nitrobunéénych struktur
a modelovani nanovlaken.

Ve treti kapitole jsme pomoci metody konecnych diferenci odvodili numerické schéma pro feseni
pohybu podle kiivosti ve sméru normaly. Vysledkem bylo explicitni schéma pouzivajici para-
metricky pristup. Zminili jsme lokalni typ redistribuce a jako globalni typy redistribuce jsme
zminili uniformni a redistribuci zachovavajici lokdlni délku.

Predstavena schémata jsme v posledni kapitole ovérovali pomoci fadu konvergence chyby oproti
analytickému feseni nebo feSeni s hustou siti, také jsme mohli pozorovat efekty riznych metod
prrerozdélovani bod.
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