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Autor: Petr Filip
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Úvod

Práce představuje úvod do rovnic dynamiky křivek a jejich řešeńı. Tato oblast diferenciálńı
geometrie nacháźı využit́ı v r̊uzných úlohách – modelováńı fázových přechod̊u s volnou hra-
nićı, modelováńı materiálových dislokaćı, dále např́ıklad při zpracováńı obrazu nebo modelováńı
nanovláken. Jako souvisej́ıćı úlohu s dobře prozkoumanými vlastnostmi nejprve řeš́ıme rovnici
difuze, která má některé vlastnosti podobné pohybu křivek podle křivosti. V daľśı části zavád́ıme
použ́ıvané definice z geometrie křivek. Jsou představeny teoretické výsledky týkaj́ıćı se zejména
pohybu podle křivosti ve směru normály v rovině. Část textu je věnována výčtu r̊uzných druh̊u
dynamiky křivek, např́ıklad geodetickému toku podle křivosti.

Problémy z r̊uzných oblast́ı lze reprezentovat pohybem křivek. V této práci zmiňujeme práce
[27], [36], [37] týkaj́ıćı se pohybu nanovláken při jejich výrobě. Dále v [25], [26] je popsán vznik
tubulárńıch nitrobuněčných struktur nebo v [4], [23] jsou křivky použity při zpracováńı obrazu.
Daľśı aplikace se týkaj́ı např́ıklad materiálových dislokaćı [22], [16]. Pozornost byla věnována
numerickému řešeńı pohybu podle křivosti ve směru normály ve tvaru

∂tx = (k + F )n+ αt. (1)

Konkrétně byl použit parametrický př́ıstup s využit́ım lokálńı nebo uniformńı tangenciálńı redis-
tribuce. V posledńı kapitole jsou schémata představena na př́ıkladech rovinných a prostorových
křivek s použit́ım r̊uzných typ̊u redistribuce a silového členu. Výsledky jsou také porovnávány
s analytickými řešeńımi pomoćı řádu konvergence.
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Kapitola 1

Rovnice difuze a pojmy diferenciálńı
geometrie křivek

V této kapitole prozkoumáme vlastnosti rovnice difuze. Jedná se o úlohu podobného typu,
jako jsou rovnice popisuj́ıćı vývoj křivek, takže slouž́ı jako úvod k úkol̊um této práce. V daľśıch
částech se budeme zabývat pojmy z diferenciálńı geometrie křivek v rovině a prostoru.

1.1 Rovnice difuze

Rovnice difuze je parabolická diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı makroskopické chováńı částic
vykazuj́ıćıch Brown̊uv pohyb. Stejná rovnice popisuje také š́ı̌reńı tepla, někdy proto použ́ıváme
název rovnice vedeńı tepla. Podrobné odvozeńı výsledného tvaru rovnice lze nalézt v [34]. V jed-
norozměrném př́ıpadě v homogenńım prostřed́ı má tato rovnice tvar

∂tu = D∆u. (1.1)

u = u(x, t) představuje koncentraci částic v prostoru a čase a D je difuzńı koeficient, který je
v homogenńım prostřed́ı konstantńı.

1.1.1 Analytické řešeńı v 1D

Řešeńı rovnice difuze najdeme pro jednorozměrný př́ıpad s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami.
Př́ıslušná smı́̌sená úloha bude ve tvaru

∂tu = D∂2
xx,

u(x, 0) = φ(x),

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0,

(1.2)

kde 0 ≤ x ≤ l a 0 ≤ t ≤ T . Podrobný popis metody řešeńı lze nalézt v [34]. Budeme postupovat
metodou separace proměnných. Navrhujeme formálně řešeńı ve tvaru

u(x, t) = X(x)T (t),

kde X(x) a T (t) jsou funkce jedné proměnné někde r̊uzné od nuly. Dosazeńım do (1.2) dostaneme

X(x)Ṫ (t) = DX ′′(x)T (t).

9
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Vyděleńım rovnice výrazem DX(x)T (t) ̸= 0 dostaneme

1

D

Ṫ

T
=

X ′′

X
= −λ.

Obě strany rovnice tedy budou rovny nějaké konstantě λ. Źıskáváme tak dvě obyčejné lineárńı
diferenciálńı rovnice

X ′′ + λX = 0,

Ṫ +DλT = 0

s okrajovými podmı́nkami
X(0) = 0, X(l) = 0.

Řešeńı X(x) bude v obecném tvaru

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx.

Z tvaru okrajových podmı́nek urč́ıme, jakých hodnot může nabývat λ.

� Pro λ < 0 dostaneme pouze triviálńı řešeńı. Stač́ı dosadit do okrajových podmı́nek, pak
totiž dostaneme

C1 + C2 = 0,

C1e
−
√
−λl
(
e2

√
−λl − 1

)
= 0,

kde ale
√
−λl > 0, tedy druhá rovnost neplat́ı pro netriviálńı řešeńı.

� Pro λ = 0 dostáváme řešeńı ve tvaru lineárńı funkce, která nemůže splnit obě okrajové
podmı́nky najednou.

� Zbývá př́ıpad λ > 0. Pak dostaneme řešeńı ve tvaru komplexńıch exponenciálńıch funkćı,
které můžeme převést na vhodný součet sin̊u a cosin̊u

X(x) = A sin
(
x
√
λ
)
+B cos

(
x
√
λ
)
.

Dosazeńım do okrajových podmı́nek dostaneme

X(0) = B = 0,

X(l) = A sin
(
l
√
λ
)
= 0,

kde netrivialitu řešeńı splńıme pouze pro A ̸= 0. Hodnoty λ pak maj́ı tvar

λn =
(πn

l

)2
, n = 1, 2, . . .

Abychom nalezli tvar kompletńıho řešeńı, zbývá určit tvar T (t). Vyřešeńım druhé rovnice

T (t) = Ce−Dλt.

Dosazeńım za λ z postupu výše dostaneme řešeńı

Tn(t) = Ĉne
−D

√
λnt, n = 1, 2, . . .
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Homogenńı řešeńı splňuj́ıćı okrajové podmı́nky pro u(x, t) źıskáme zpětným dosazeńım (označ́ıme
Cn = AnĈn)

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Cn exp

−D

(
πn

l

)2

t

 sin

(
πn

l
x

)
. (1.3)

Lineárńı kombinaćı těchto výraz̊u źıskáme také homogenńı řešeńı, proto formálně navrhneme
celkové řešeńı ve tvaru řady. Tato řada je řešeńım, pokud konverguje a lze ji derivovat dvakrát
podle x a jednou podle t.

u(x, t) =

+∞∑
n=1

Cn exp

−D

(
πn

l

)2

t

 sin

(
πn

l
x

)
.

Koeficienty Cn hledáme tak, abychom splnili počátečńı podmı́nku, tj.

φ(x) = u(x, 0) =

+∞∑
n=1

Cn sin

(
πn

l
x

)
.

Rozvinut́ım φ(x) v sinovou řadu na [0, l] bychom dostali

φ(x) =
+∞∑
n=1

An sin

(
πn

l
x

)
, An =

2

l

l∫
0

φ(ξ) sin

(
πn

l
ξ

)
dξ. (1.4)

Pokud φ(x) splňuje podmı́nky
φ(0) = φ(l) = 0,

a φ je spojitá s po částech spojitou derivaćı na [0, l], pak řada (1.4) stejnoměrně konverguje na
[0, l] k φ(x) podle Jordanovy věty.

Dále vid́ıme, že Cn = An, tedy Cn budou koeficienty Fourierovy řady φ(x) na intervalu [0, l].
Takto předepsaná řada skutečně konverguje a má i př́ıslušné derivace, jak se lze doč́ıst v [34].
Dostáváme celkové řešeńı pro (1.2)

u(x, t) =
+∞∑
n=1

exp

−D

(
πn

l

)2

t

 sin

(
πn

l
x

)
2

l

l∫
0

φ(ξ) sin

(
πn

l
ξ

)
dξ. (1.5)

Záměnou sumy a integrálu (při d̊ukazu stejnoměrné konvergence byla nalezena i integrabilńı
majoranta [34]) źıskáme tvar

u(x, t) =

l∫
0

2

l

+∞∑
n=1

exp

−D

(
πn

l

)2

t

 sin

(
πn

l
x

)
sin

(
πn

l
ξ

)
φ(ξ) dξ.

Označme

G(x, ξ, t) =
2

l

+∞∑
n=1

exp

−D

(
πn

l

)2

t

 sin

(
πn

l
x

)
sin

(
πn

l
ξ

)
,

kde G(x, ξ, t) se nazývá Greenova funkce. S upraveným značeńım pro u(x, t) dostaneme

u(x, t) =

l∫
0

G(x, ξ, t)φ(ξ) dξ.
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Dále se zabývejme obecněǰśım př́ıpadem rovnice (1.2), kdy na pravé straně budeme uvažovat
zdrojový člen.

∂tu = D∂2
xx+ f(x, t),

u(x, 0) = φ(x),

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0,

(1.6)

Využijeme postupu pro řešeńı homogenńı úlohy. Najdeme funkci splňuj́ıćı rovnici s pravou stra-
nou a nulovou počátečńı podmı́nkou. Celkový výsledek pak bude superpozićı těchto řešeńı. Úloha
s nulovou počátečńı podmı́nkou má tvar

∂tu = D∂2
xx+ f(x, t),

u(x, 0) = 0,

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0.

(1.7)

Řešeńı budeme hledat ve tvaru rozvoje podle sin
(
πn
l x
)
(podrobnosti v [34])

u(x, t) =

∞∑
n=1

un(t) sin

(
πn

l
x

)
.

Hledáme tak koeficienty un(t). Rozvineme pravou stranu, tedy funkci f(x, t)

f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t) sin

(
πn

l
x

)
,

kde koeficienty fn(t) jsou ve tvaru

fn(t) =
2

l

l∫
0

f(ξ, t) sin

(
πn

l

)
ξ dξ.

Dosad́ıme do (1.7)

∞∑
n=1

u̇n(t) sin

(
πn

l
x

)
=

∞∑
n=1

fn(t) sin

(
πn

l
x

)
−D

∞∑
n=1

(
πn

l

)2

un(t) sin

(
πn

l
x

)
.

Vytknut́ım źıskáme tvar

∞∑
n=1

u̇n(t) sin

(
πn

l
x

)
=

∞∑
n=1

fn(t)−D

(
πn

l

)2

un(t)

 sin

(
πn

l
x

)
,

ze kterého porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých člen̊u řad dostaneme obyčejné diferenciálńı
rovnice pro un(t)

u̇n(t) = −

(
πn

l

)2

Dun(t) + fn(t)

s počátečńımi podmı́nkami un(0) = 0 pro n = 1, 2, . . ., které bychom zjistili dosazeńım. Vyřešeńım
těchto rovnic dostaneme

un(t) =

t∫
0

e−(
πn
l )

2
D(t−τ)fn(τ)dτ, pro n = 1, 2, . . . .
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Dosazeńım dojdeme k tvaru

u(x, t) =

∞∑
n=1

 t∫
0

e−(
πn
l )

2
D(t−τ)fn(τ) dτ

 sin

(
πn

l
x

)
,

který dále uprav́ıme dosazeńım za fn(t), záměnou sumy a integrálu a poté využit́ım značeńı
Greenovy funkce

u(x, t) =

∞∑
n=1

 t∫
0

e−(
πn
l )

2
D(t−τ) 2

l

l∫
0

f(ξ, t) sin

(
πn

l
ξ

)
dξ dτ

 sin

(
πn

l
x

)

=

t∫
0

l∫
0

(
2

l

∞∑
n=1

e−(
πn
l )

2
D(t−τ) sin

(
πn

l
x

)
sin

(
πn

l
ξ

))
f(ξ, t)dξdτ

=

t∫
0

l∫
0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, t)dξdτ.

Celkové řešeńı rovnice (1.6) je pak superpozićı homogenńıho řešeńı s netriviálńı počátečńı podmı́nkou
a řešeńı s pravou stranou s nulovou počátečńı podmı́nkou

u(x, t) =

t∫
0

l∫
0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, t) dξ dτ +

l∫
0

G(x, ξ, t)φ(ξ) dξ. (1.8)

1.1.2 Princip maxima

V této sekci dokážeme princip maxima pro rovnici difuze na omezeném intervalu, který lze
dál využ́ıt pro vyšetřováńı vlastnost́ı rovnice. Uvažujeme úlohu bez pravé strany s Dirichle-
tovými okrajovými a počátečńımi podmı́nkami, tedy uvažujeme spojitou funkci u definovanou
pro 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T a splňuj́ıćı

∂tu(x, t) = D∂2
xu(x, t) na (0, l)× (0, T ],

u(x, 0) = φ(x) pro x ∈ (0, l),

u(0, t) = g1(t), u(l, t) = g2(t), t ∈ [0, T ].

(1.9)

Věta 1 (Princip maxima). Pro funkci u splňuj́ıćı rovnici (1.9) plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

u(x, t) ≤ max
{
u0(x), g1(t), g2(t)

∣∣x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ]
}
, na (0, l)× (0, T ].

D̊ukaz. Důkaz provedeme sporem. Označme

M := max
{
u0(x), g1(t), g2(t)

∣∣x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ]
}
,

m := max
{
u(t, x)

∣∣(x, t) ∈ (0, l)× (0, T ]
}
.

Předpokládejme, že m > M , tedy existuje bod (x0, t0) ∈ (0, l) × (0, T ] tak, že m = u(x0, t0).
Definujme pomocnou funkci v

v(x, t) = u(x, t) + ε(x− x0)
2,
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přičemž ε je pozitivńı č́ıslo, které voĺıme tak, že

M1 := max
{
v(x, t)

∣∣x = 0 ∨ x = l ∨ t = 0
}
< m1 := max

{
v(x, t)

∣∣(x, t) ∈ (0, l)× (0, T ]
}
.

Všimneme si, že

m1 ≥ m,

M1 ≤ M + εl2.

Tedy podmı́nka M1 < m1 plat́ı, pokud M + εl2 < m. Vyjádřeńım ε dostaneme

0 < ε <
m−M

l2
.

Pro hodnotu funkce v v bodě (x0, t0) dostáváme

v(x0, t0) = m+ ε(x0 − x0) = m.

Hodnoty v př́ıpadech, že x = 0, x = l nebo t = 0, můžeme shora odhadnout

v(x, t) ≤ M + ε(x− x0)
2 < M +

m−M

l2
l2 = m.

Maximum funkce v je tedy větš́ı nebo rovno než m a je nabýváno mimo krajńı body a počátečńı
okamžik. Necht’ se maximálńı hodnota nabývá v bodě (x1, t1), kde 0 < x1 < l, 0 < t ≤ T .

Z vlastnost́ı maxima dostatečně diferencovatelné funkce vyplývá

∂xv(x1, t1) = 0, ∂tv(x1, t1) ≥ 0, ∂2
xv(x1, t1) ≤ 0,

kdy v př́ıpadě t1 < T bude ∂tu(x1, t1) = 0, v př́ıpadě, že t1 = T , může být ∂tu(x1, t1) ≥ 0.
Posledńı ze tř́ı nerovnost́ı vyplývá z negativńı semidefinitnosti Hessovy matice a Sylvestrova
kritéria. V obou př́ıpadech hodnoty t1 dostáváme

0 ≤ ∂tv −D∂2
xv = ∂tu−D∂2

xu− 2Dε = −2Dε < −2D
m−M

l2
,

to by ale znamenalo M > m, což je spor s předpokladem M < m.

1.2 Popis křivek v rovině a prostoru

Ćılem této části je představit pojmy použ́ıvané pro popis křivek a jejich vývoje v rovině
a prostoru.

Definice 1. Necht’ I ⊂ R je interval a γ spojité zobrazeńı, γ : I → Rn, n ∈ N. Pak γ nazýváme
parametricky zadanou křivkou. Obraz Γ := γ(I) nazýváme stopa křivky γ.

Definice 2. Křivku γ ∈ C1(I) nazveme regulárńı, pokud |γ′(u)| ≠ 0, pro všechna u ∈ I.

Definice 3. Křivka γ je prostá, pokud γ je prosté zobrazeńı.

Definice 4. Křivka γ definovaná na uzavřeném intervalu [a, b] je uzavřená, pokud γ(a) = γ(b).

Definice 5. Křivka γ se nazývá Jordanova, pokud je uzavřená a prostá až na počátečńı
a koncový bod.
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Křivku se stejnou stopou lze popsat r̊uznými parametrizacemi, jedna má však mezi nimi speciálńı
postaveńı.

Definice 6. Necht’ γ ∈ C1(I) křivka. Řekneme, že γ je přirozeně parametrizovaná, pokud
pro všechna s ∈ I plat́ı |γ(s)| = 1, kde | . | znač́ı eukleidovskou normu v Rn.

Přirozeně parametrizovaná křivka je tedy regulárńı. V následuj́ıćım tvrzeńı můžeme pozoro-
vat, že přirozená parametrizace každému bodu na křivce přǐrazuje délku oblouku.

Věta 2. Každou regulárńı křivku lze přirozeně reparametrizovat.

D̊ukaz. Mějme libovolně parametrizovanou C1 křivku γ definovanou na intervalu I. Necht’ bez
újmy na obecnosti I ⊂ R+

0 a I obsahuje nulu. Označme s funkci definovanou jako délku oblouku
od γ(0) do γ(u) pro libovolné u ∈ I. Tedy

s(u) =

u∫
0

|γ′(û)|dû, pro všechna u ∈ I.

Derivaćı s podle u dostáváme
ds

du
= |γ′(u)| > 0.

Funkce s(u) je tedy na I ostře rostoućı, a proto i prostá. Existuje tedy inverzńı funkce u : s(I) → I.
Uvažujme tedy křivku γ parametrizovanou u funkćı od s. Pak pro derivaci γ podle s dostáváme
s využit́ım věty o derivaci inverzńı funkce v R(

γ
(
u(s)

))′
= γ′(u)

du

ds
= γ′(u)

1
ds
du

= γ′(u)
1

|γ′(u)|
.

Pro velikost pak plat́ı ∣∣∣∣∣dγ
(
u(s)

)
ds

∣∣∣∣∣ = |γ′(u)|
|γ′(u)|

= 1, pro všechna s ∈ s(I).

γ
(
u(s)

)
je tedy přirozeně parametrizovaná.

Z d̊ukazu vyplývá užitečný vztah mezi derivaćı podle obecné a podle přirozené parametrizace.
Pokud mı́sto γ budeme derivovat libovolnou funkci g

(
u(s)

)
podle s, dostaneme

dg

ds
=

(
dg

du

)
1

|γ′(u)|
.

Odtud plyne
d

ds
=

1

|γ′(u)|
d

du
.
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1.2.1 Geometrie křivek v rovině

V rovině můžeme u uzavřených křivek rozlǐsit vněǰsek a vnitřek, jak popisuje následuj́ıćı
věta.

Věta 3 (Jordan). Necht’ γ : I → R2 Jordanova křivka. Pak R2 \ Γ má právě dvě souvislé kom-
ponenty, jedna je omezená a druhá neomezená.

Neomezenou komponentu nazýváme vněǰsek křivky a znač́ıme ext(Γ), omezenou kompo-
nentu nazýváme vnitřek křivky a znač́ıme int(Γ).

Dále můžeme zkoumat konvexńı křivky.

Definice 7. Křivka γ : I → R2 se nazývá konvexńı, pokud pro všechna u1, u2 ∈ I a α ∈ (0, 1)
plat́ı

αγ(u1) + (1− α) γ(u2) ∈ int(Γ) ∪ Γ.

Pro daľśı postup zavedeme tečný a normálový vektor v bodě.

Definice 8. Mějme γ regulárńı křivku. Jednotkový tečný vektor definujeme jako derivaci
křivky podle přirozeného parametru, tedy T = dγ

ds . Dále definujeme jednotkový normálový
vektor tak, že je kolmý na T a splňuje podmı́nku det(T ,N) = 1.

Poznámka (Orientace normály). Pokud je tečný vektor ve tvaru T = (a, b) a odpov́ıdá křivce
s kladnou orientaćı, pak normálový vektor N má složky (−b, a) a odpov́ıdá vnitřńı normále.
Pokud bychom naopak zvolili vektor kolmý na T tak, že splňuje podmı́nku det(T ,N) = −1,
pak by byl ve tvaru Ñ = (b,−a) a dostali bychom vněǰśı normálu.

Dále odvod́ıme vztahy pro derivace tečného a normálového vektoru. Pro velikost tečného
vektoru máme

|T |2 = T · T = 1.

Zderivujeme tuto identitu podle přirozeného parametru

0 =
d

ds

(
T · T

)
= 2T · d

ds
T ,

tedy pro libovolný bod parametrizace s existuje konstanta k ∈ R tak, že d
dsT = kN .

Podobně budeme postupovat pro normálový vektor, kdy nav́ıc využijeme, že tečný a normálový
vektor jsou na sebe kolmé

N ·N = 1, T ·N = 0.

Derivujme prvńı rovnici podle s

2N · d

ds
N = 0,

Pro libovolné s tak existuje č́ıslo m tak, že d
dsN = mT . Derivaćı druhé rovnice podle s máme

T · d

ds
N +N · d

ds
T = 0.

Dosazeńım odvozených identit pro derivaci N a T

mT · T + kN ·N = m+ k = 0, tedy m = −k.
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Dostáváme tak vztahy

d

ds
T = kN ,

d

ds
N = −kT ,

(1.10)

které nazýváme Frenetovy vzorce v rovině.

Definice 9. Funkci k(s), která pro libovolné s ∈ I splňuje vztah d
dsT = k(s)N , nazýváme

křivost křivky v bodě s.

Věta 4. Pro obecně parametrizovanou regulárńı křivku plat́ı, že

k =
det
(
γ′, γ′′

)
|γ′|3

, pro všechna u ∈ I. (1.11)

D̊ukaz. Z Frenetových vzorc̊u v́ıme, že

d

ds
T =

d2

ds2
γ = kN .

Z identity det
(
T ,N

)
= 1 vyplývá

k = det

(
d

ds
γ,

d2

ds2
γ

)
.

Pomoćı vztahu derivace podle obecné a přirozené parametrizace dostaneme

k =
1∣∣ d

duγ
∣∣3 det

(
d

du
γ,

d2

du2
γ

)
,

č́ımž je d̊ukaz kompletńı.

Definice 10. Pro křivku γ definujeme tečný úhel ν(s) jako argument T , kde T =
(
cos(ν), sin(ν)

)
.

Věta 5. Pro křivost přirozeně parametrizované křivky γ plat́ı

k(s) =
d

ds
ν(s) pro všechna s ∈ I.

D̊ukaz.
d

ds
T = k

(
−sin(ν), cos(ν)

)T
=

d

ds
ν
(
−sin(ν), cos(ν)

)T
.

Poznámka. Pro Jordanovu křivku jde tečný úhel ν od 0 do 2π. Potom pokud je tato křivka
definovaná např́ıklad na [0, 1], dostáváme z věty 5

2π = ν(1)− ν(0) =

1∫
0

∂uν =

1∫
0

∂sν|γ′|du =

∫
Γ

kds.
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1.2.2 Geometrie křivek v prostoru

Pro prostorové křivky lze rovněž použ́ıt popis pomoćı Frenetova rámce, kde kromě tečného
a normálového vektoru zavád́ıme také vektor binormály, který je jejich vektorovým součinem.
Dále můžeme rozš́ı̌rit Frenetovy vzorce t́ım, že k popisu přidáme torzi křivky, která představuje
zakřiveńı ve vertikálńım směru.

Definice 11. Definujeme tečný, normálový a binormálový vektor pro prostorovou přirozeně
parametrizovanou křivku γ : I → R3, γ ∈ C2(I) následuj́ıćımi vztahy

T := γ′, N :=
γ′′

|γ′′|
, B := T ×N . (1.12)

Vektory budou jednoznačně definovány všude, kde |γ′| ≠ 0. Soubor vektor̊u
(
T ,N ,B

)
nazýváme

Frenet̊uv rámec křivky v prostoru.

Daľśım ćılem bude odvodit Frenetovy vzorce v prostoru, tedy naj́ıt vztahy mezi vektory
Frenetova rámce a jejich derivacemi. Pro derivaci tečného vektoru podle přirozeného parametru
dostáváme

d

ds
T = γ′′ = |γ′′|N := kN .

Vztahem k = |γ′′| definujeme křivost prostorové křivky. Z derivace rovnosti B ·B = 1

d

ds
B ·B = 0

vid́ıme, že vektor d
dsB je kolmý na B, tedy jej lze vyjádřit pomoćı lineárńı kombinace T a N

jako
d

ds
B = aT + bN .

Dál vynásobeńım rovnice skalárně vektorem T zjist́ıme, že

a =
d

ds
B · T =

d

ds

(
B · T

)
−B · d

ds
T = 0− kB ·N = 0.

Máme tedy d
dsB = bN . Derivujme identitu N ·N = 1 podle s. Dostaneme

d

ds
N ·N = 0.

Vyjádř́ıme derivaci N jako lineárńı kombinaci T a B

d

ds
N = cT + dB.

Vynásob́ıme rovnici skalárně tečným vektorem, č́ımž źıskáme tvar

d

ds
N · T =

d

ds

(
N · T

)
−N · d

ds
T = 0− k = c.

Vynásobeńım binormálovým vektorem dostaneme

d =
d

ds
N ·B = −N · d

ds
B = −b.

Definujeme novou veličinu nazývanou torze křivky γ předpisem

τ(s) := d = −b.

Výsledné vztahy shrneme v následuj́ıćı definici.
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Definice 12. Necht’ γ ∈ C3(I) je přirozeně parametrizovaná křivka. Pak tam, kde křivost neńı
nulová plat́ı vztahy

d

ds

T
N
B

 =

 0 k 0
−k 0 τ
0 −τ 0

T
N
B

 , (1.13)

které nazýváme Frenetovy vzorce křivky γ v prostoru.



Kapitola 2

Rovnice dynamiky křivek

V této kapitole představ́ıme r̊uzné druhy zákon̊u vývoje křivek. Zvláštńı pozornost budeme
věnovat pohybu podle středńı křivosti (v angličtině mean curvature flow) a jeho numerickému
řešeńı. V závěru zmı́ńıme některé z aplikaćı pohybu křivek v reálných situaćıch.

2.1 Pohyb podle křivosti v rovině

Předmětem daľśıho postupu bude křivka měńıćı se v čase. Budeme tedy uvažovat γ = γ(u, t).
Označ́ıme časový vývoj pozice obecného bodu na křivce x(t) = γ(u, t), kde u ∈ I v této části
uvažujeme libovolné pevné a t ∈ [0, T ], přičemž 0 < T ≤ +∞ je doba pohybu křivky. Pro rychlost
bodu křivky potom dostáváme

v(t) = ẋ(t) = ∂tγ(u, t).

Rychlost zaṕı̌seme ve tvaru lineárńı kombinace tečné a normálové složky

v(t) = αv(t) · T + βv(t) ·N .

Pohyb podle křivosti předepisuje rychlost pohybu bodu ve směru normály, tedy

v(t) ·N = β ≡ v = k + f, (2.1)

kde k je křivost γ v daném bodě a f představuje p̊usobeńı vněǰśı śıly. Roli f rozvedeme v daľśıch
částech.

V př́ıpadě f = 0 máme
v = k.

Tento druh pohybu se anglicky nazývá Curve Shortening Flow (dále zkráceně CSF) neboli
pohyb zkracuj́ıćı křivku. Křivka při tomto předpisu zmenšuje sv̊uj obsah a zkracuje se.

2.1.1 Existence a vlastnosti řešeńı

Dále představ́ıme teoretické výsledky týkaj́ıćı se CSF. Lokálńı existenćı řešeńı pro hladké
počátečńı křivky se zabývali M. Gage a R. Hamilton v [12]. V tomto článku také dokázali,
že pro regulárńı Jordanovy křivky řešeńı existuje, pokud je křivost omezená, a křivky z̊ustanou
regulárńı a Jordanovy. V článku [10] Gage ukázal následuj́ıćı tvrzeńı.

20
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Věta 6 (Gage, 1983). Pro konvexńı uzavřené C2 rovinné křivky splňuj́ıćı CSF plat́ı izoperime-
trická nerovnost

π
L(t)

A(t)
≤
∫
Γ

(k(t)2)ds.

Dosazeńım této nerovnosti do vzorce (2.4) dostaneme, že izoperimetrický poměr pro dané
křivky vyv́ıjej́ıćı se podle křivosti klesá.

Všechny uzavřené křivky splňuj́ı izoperimetrickou nerovnost

L2

A
≥ 4π,

kdy rovnost je nabývána právě tehdy, když uvažovaná křivka je kružnice. V daľśım článku
[11] Gage dokázal, že izoperimetrický poměr klesá v limitě právě k 4π, tedy že z konvexńıch
uzavřených křivek se stávaj́ı kružnice.

Věta 7 (Gage, 1984). Necht’ γ(·, t) jsou rovinné konvexńı uzavřené C2 křivky splňuj́ıćı pro
0 < t < T rovnice

∂tγ(u, t) = kN v I × (0, T ),

γ(·, 0) = γ0 v I.

Dále necht’ lim
t→T

A(t) = 0. Potom pro izoperimetrický poměr plat́ı

lim
t→T

L2(t)

A(t)
= 4π.

Nav́ıc normalizované křivky η(·, t) =
√

π
A(t)γ(·, t) uzav́ıraj́ı konvexńı oblast, která v Hausdorffově

metrice konverguje k jednotkovému kruhu.

M. Grayson dále v [13] ukázal, že nekonvexńı počátečńı Jordanovy křivky se při CSF měńı
na konvexńı a následně se stahuj́ı do bodu podle předchoźıho výsledku.

Věta 8 (Grayson, 1987). Necht’ γ0 je regulárńı Jordanova křivka. Pak existuje γ(·, t) na [0, T )
tak, že splňuje

∂tγ = kN na I × [0, T ),

γ(·, 0) = γ0 na I.

γ(·, t) je hladká křivka pro všechna t, v limitě t → T konverguje do bodu a jej́ı limitńı tvar je
kružnice s konvergenćı v C∞ normě.

Vývojem nejednoduchých křivek se zabývali např́ıklad S. Altschuler a Grayson v [1]. U
takových křivek po určitém čase vznikaj́ı ,,hroty”, kdy se menš́ı z oblouk̊u stáhne. V tomto
článku autoři využili převedeńı na vývoj jednoduchých prostorových křivek a ukázali, že vývoj
prob́ıhá i skrze tyto singularity.

Definice 13. Rampa je prostorová křivka, která stále roste ve vertikálńım směru, tedy jej́ı
tečný vektor má kladnou vertikálńı složku.
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Definice 14. Necht’ Γ0(t) je regulárńı rovinná křivka vyv́ıjej́ıćı se podle CSF bez singularit
v čase t ∈ [0, t0]. Γλ(0), λ ∈ (0, 1] libovolná množina periodických ramp, které maj́ı svislou
projekci na Γ0 a maj́ı vertikálńı periodu λ. Pak se Γλ(t) vyv́ıj́ı podle křivosti pro prostorové
křivky.

Věta 9 (Altschuler-Grayson, 1992). Pro Γ jako výše plat́ı

1. Pro všechna λ > 0 Γλ existuje a je hladká pro všechny časy.

2. Limita Γλ(t) pro λ → 0 je hladká křivka až na diskrétńı okamžiky ti ∈ [t0, tn]. Pro t ≥ tn
je limitou bod.

3. Limita se shoduje s vývojem v rovině až na singularity.

4. Limitńı rovinná křivka nezáviśı na volbě Γλ(0), a je tedy jednoznačná.

2.1.2 Globálńı veličiny

Chováńı křivky lze kromě lokálńıch změn popsat také pomoćı veličin, které berou v úvahu
celou křivku. V této sekci některé takové veličiny představ́ıme.

Délka L(Γ) :=
∫
Γ

1ds , Celková křivost C(Γ) :=
∫
Γ

kds

Obsah A(Γ) :=
∫∫

int(Γ)

dx , Elastická energie E(Γ) :=
∫
Γ

k2ds

Pro daľśı zápis budeme předpokládat pohyb křivky γ ve tvaru

∂tγ = βN + αT . (2.2)

Pro CSF bude β = k, pro pohyb podle křivosti s vněǰśı silou β = k + f .

Lemma 1. Pro obsah regulárńı Jordanovy křivky γ definované na intervalu I plat́ı

A =
1

2

∫
I

det(γ, ∂uγ)du.

D̊ukaz. Použijeme Greenovu větu pro integrál obsahu křivky. Nejprve jej přeṕı̌seme do tvaru

A =

∫∫
int(Γ)

1dx =

∫∫
int(Γ)

1

2

∂x1
∂x1

+
1

2

∂x2
∂x2

dx1dx2.

Definujeme funkce

P = −x2
2
, Q =

x1
2
,

potom

A =

∫∫
int(Γ)

(
∂x1Q− ∂x2P

)
dx1dx2.

Nyńı použijeme Greenovu větu a dostaneme

A =

∫
Γ

Pdx1+Qdx2 =
1

2

∫
Γ

−x2dx1+x1dx2 =
1

2

∫
I

(
−γ2 ∂uγ1+γ1 ∂uγ2

)
du =

1

2

∫
I

det
(
γ, ∂uγ

)
du.
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Lemma 2. Pro regulárńı Jordanovu křivku plat́ı∫
I

det
(
γ, ∂u∂tγ

)
du =

∫
I

det
(
∂tγ, ∂uγ

)
du.

D̊ukaz. Využijeme, že integrál derivace veličiny přes uzavřenou křivku dá 0.

0 =

∫
I

∂u det
(
γ, ∂tγ

)
du =

∫
I

det
(
∂uγ, ∂tγ

)
+ det

(
γ, ∂u∂tγ

)
du.

Dále pro determinant plat́ı det
(
∂uγ, ∂tγ

)
= −det

(
∂tγ, ∂uγ

)
. Převedeńım prvńıho sč́ıtance na le-

vou stranu dostaneme ∫
I

det
(
∂tγ, ∂uγ

)
du =

∫
I

det
(
γ, ∂u∂tγ

)
,

č́ımž je d̊ukaz dokončen.

Věta 10. Pro obsah Jordanovy křivky γ ∈ C2(I) vyv́ıjej́ıćı se podle (2.2) plat́ı

d

dt
A(t) +

∫
Γ(t)

βds = 0.

D̊ukaz. Derivujme identitu z lemmatu 1 podle času, přičemž použijeme záměnu derivace a integrálu
(to lze, pokud je det

(
γ, ∂uγ

)
omezený, jelikož integrujeme na omezeném intervalu).

d

dt
A =

1

2

∫
I

∂t det
(
γ, ∂uγ

)
du =

1

2

∫
I

det
(
∂tγ, ∂uγ

)
+ det

(
γ, ∂t∂uγ

)
du.

Využijeme symetrii druhých derivaćı pro C2 funkci, výsledek lemmatu 2 a dostaneme

d

dt
A =

∫
I

det
(
∂tγ, ∂uγ

)
du.

Dosad́ıme za rychlost bodu na křivce ∂tγ = αT + βN a tečný vektor ∂uγ = |∂uγ|∂sγ = |∂uγ|T .

d

dt
A =

∫
I

det
(
αT + βN , |∂uγ|T

)
du.

Dál využijeme vlastnosti determinantu

det
(
αT + βN , |∂uγ|T

)
= det

(
αT , |∂uγ|T

)
+ det

(
βN , |∂uγ|T

)
= 0− β|∂uγ|.

Celkem dostaneme
d

dt
A = −

∫
I

β|∂uγ|du = −
∫

Γ(t)

βds.
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Poznámka. Pro křivku vyv́ıjej́ıćı se podle CSF, tedy β = k, dostáváme podle poznámky 1.2.1

d

dt
A = −2π.

Obsah křivky se tedy zmenšuje. Integraćı dostaneme tvar

A(t) = A0 − 2πt.

Křivka tak může existovat jen po omezenou dobu, kterou zjist́ıme vyjádřeńım z výrazu

T =
2π

A0
,

kde A0 je obsah vnitřku křivky na začátku pohybu.

Lemma 3. Pro křivku γ vyv́ıjej́ıćı se podle (2.2)

∂t|∂uγ| = |∂uγ|
(
∂sα− kβ

)
D̊ukaz. Derivujme |∂uγ| podle času

∂t|∂uγ| = ∂t
√
(∂uγ · ∂uγ) =

∂uγ · ∂t∂uγ
|∂uγ|

. (2.3)

Výrazy v č́ıtateli dál uprav́ıme

∂t∂uγ = ∂u∂tγ = ∂u
(
αT + βN

)
= |∂uγ|

(
∂sαT + α∂sT + ∂sβN + β∂sN

)
.

Použit́ım Frenetových vzorc̊u dostaneme

∂t∂uγ = |∂uγ|
((

∂sα− kβ
)
T +

(
∂sβ + kα

)
N
)

Pro celý čitatel pak bude

∂uγ · ∂t∂uγ = |∂uγ|T · |∂uγ|
((

∂sα− kβ
)
T +

(
∂sβ + kα

)
N
)
= |∂uγ|2

(
∂sα− kβ

)
.

Dosazeńım do (2.3) bychom źıskali požadovanou rovnost.

Věta 11. Pro regulárńı uzavřenou křivku vyv́ıjej́ıćı se podle (2.2) plat́ı

d

dt
L(t) = −

∫
Γ(t)

kβds. (2.4)

D̊ukaz. Mějme tedy křivku γ definovanou na omezeném intervalu I ⊂ R. Pro jej́ı délku plat́ı

L(t) =

∫
I

|∂uγ|du.

Derivaćı podle t a použit́ım věty o záměně dostaneme

d

dt
L(t) =

∫
I

∂t|∂uγ|du.
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Použit́ım lemmatu 3 źıskáme tvar

d

dt
L(t) =

∫
I

∂sα|∂uγ|du−
∫
I

kβ|∂uγ|du.

Využijeme vztahu pro derivaci podle přirozeného parametru a pro prvńı integrál uplatńıme
uzavřenost křivky

d

dt
L(t) = −

∫
Γ(t)

kβds.

Využijeme dokázaná tvrzeńı pro d̊ukaz vzorce pro časovou derivaci izoperimetrického poměru
křivky.

Věta 12. Pro uzavřenou křivku vyv́ıjej́ıćı se podle CSF, tedy β = k, plat́ı

d

dt

((
L(t)

)2
A(t)

)
= −2

L(t)

A(t)

( ∫
Γ(t)

k2ds− π
L(t)

A(t)

)
,

kde veličina L2

A se nazývá izoperimetrický poměr.

D̊ukaz. Z derivace pod́ılu dostáváme

d

dt

(
L2

A

)
=

2LdL
dt A− L2 dA

dt

A2
= 2

L

A

dL

dt
− L2

A2

dA

dt
.

Využijeme předchoźıch tvrzeńı pro β = k

d

dt

(
L2

A

)
= −2

L

A

∫
Γ(t)

k2ds+
L2

A2

∫
Γ(t)

kds.

Podle poznámky 1.2.1 potom celkově źıskáme

d

dt

(
L2

A

)
= −2

L

A

( ∫
Γ(t)

k2ds− π
L

A

)
.
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2.2 Daľśı druhy evoluce křivek v rovině

Křivka může být použita jako model v r̊uzných situaćıch, které mohou vést k daľśım typ̊um
pohybu jako např́ıklad pohyb na zakřivené ploše. Některé druhy vývoje v této části představ́ıme.

2.2.1 Willmor̊uv tok

V obecném př́ıpadě se jedná o pohyb nadplochy Γ v Rn, který minimalizuje elastickou energii

E(Γ) =
1

2

∫
Γ

kMdxn−1,

kde kM znač́ı středńı křivost Γ, která je pro křivky v R2 shodná s již definovanou křivost́ı.
Normálová rychlost pak má tvar

∂tγ ·N = β = −∆ΓkM − 1

2
k3M + kGkM ,

kde kG je Gaussova křivost a ∆Γ znač́ı Laplac̊uv-Bertramiho operátor. Willmor̊uv tok je po-
drobněji popsán např́ıklad v [20].

2.2.2 Hyperbolický pohyb podle křivosti

Hyperbolický pohyb pro rovinné křivky předepisuje zrychleńı ve směru normály

∂2
t γ = kN ,

∂tγ(u, 0) = v0(u)N(u, 0),

γ(·, 0) = γ0.

Podrobněǰśı popis tohoto pohybu lze nalézt v [29].

2.2.3 Geodetický tok podle křivosti

Jedná se o pohyb křivky po ploše v R3. Uvažujeme křivky Gt ⊂ R3, které se v čase vyv́ıj́ı
na 2D ploše M, jež je dána jako graf spojitého zobrazeńı φ : R2 → R definovaného na oblasti
Ω ⊂ R2.

M =
{
X ∈ R3

∣∣X = (x, φ(x))T, x ∈ Ω
}
.

Pro tento typ vývoje předepisujeme rychlost ve směru normály křivky k ploše značené N

VG = KG + F ,

G
∣∣
t=0

= G0,
(2.5)

kde G0 znač́ı počátečńı křivku na ploše M, KG geodetickou křivost křivky Gt a F vněǰśı śılu
p̊usob́ıćı ve směru N .

Tento typ pohybu je v práci [16] řešený parametrickou metodou. Křivka je na ploše uvažována
jako vertikálńı projekce rovinné vyv́ıjej́ıćı se křivky, parametrizaćı γ(u, t) je tedy dána množina

Γt =
{
X =

(
γ1(u, t), γ2(u, t)

)T
, u ∈ I

}
⊂ R2.
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Křivka Gt na ploše M může být jednoznačně určena jej́ı svislou projekćı do roviny Ω ⊂ R2, tedy

Gt =
{(

X, φ(X)
) ∣∣X ∈ Γt ⊂ Ω

}
.

Daľśım krokem je zkoumat pohyb křivky Gt vyv́ıjej́ıćı se podle zákona (2.5) na ploše M pomoćı
toku jej́ı svislé projekce Γt v rovině. Ćılem je tedy naj́ıt soustavu ř́ıd́ıćıch rovnic pro parame-
trizaci γ(u, t) za předpokladu, že Gt se vyv́ıj́ı podle geodetické křivosti. Výsledný předpis pro
normálovou rychlost Γt, který je odvozen v [16], je

∂tγ ·N = β(u, k) = âk + b̂+ ĉF ,

kde

â =
1

1 + (∇φ · T )2
,

b̂ =
TT∇2φT (∇φ ·N)

(1 + (∇φ · T )2)(1 + | ∇φ |2)
,

ĉ =

(
(1 + (∇φ · T )2

1 + | ∇φ |2

) 1
2

,

přičemž T , N znač́ı tečný a normálový vektor Γt definovaný dř́ıve, k znač́ı křivost Γt a ∇φ
gradient plochy M.

2.3 Dynamika křivek v prostoru

V této části představ́ıme dva druhy pohybu pro křivky v prostoru. Budeme tedy uvažovat
vývoj γ : I → R3, γ ∈ C(I). Vı́ce informaćı týkaj́ıćıch se těchto druh̊u pohybu lze nalézt v [19].
Do rozkladu rychlosti křivky přidáme binormálovou složku, pohyb potom bude mı́t obecně tvar

∂tγ = vNN + vBB + vTT . (2.6)

Pro pohyb v prostoru lze také odvodit vztahy pro časové derivace délky a obsahu [2], kde obsah
ohraničený křivkou je zobecněn do tvaru

A(Γ) =
1

2

∫
Γ

(
γ × ∂sγ

)
· ∂tBds. (2.7)

Věta 13. Předpokládejme křivku Γ vyv́ıjej́ıćı se podle (2.6). Potom pro délku a zobecněný
obsah ohraničený Γ plat́ı

dLΓ

dt
(Γ) =−

∫
Γ
kvNds,

dAΓ

dt
(Γ) =−

∫
Γ
vNds− 1

2

∫
Γ
(γ × ∂tγ) · ∂sBds+

1

2

∫
Γ
(γ × ∂sγ) · ∂tBds.

Speciálně pokud se křivka vyv́ıj́ı v rovině, pak obsah má tvar
∫∫

int(Γ) dx a dAΓ
dt (Γ) = −

∫
Γ vNds.
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2.3.1 Pohyb podle binormály

Tento druh pohybu lze např́ıklad využ́ıt k modelováńı pohybu v́ırových smyček. Daľśı infor-
mace lze kromě [19] naj́ıt také v [2], kde je také popisován pohyb interaguj́ıćıch křivek. Základńı
rovnice má tvar

∂tγ = kB =
(
T × kN

)
= ∂sγ × ∂2

sγ

γ(·, 0) = γ0

2.3.2 Pohyb podle normály v prostoru

Analogíı pro Curve Shortening Flow je v prostoru pohyb ve tvaru

∂tγ = kN na I × (0, T )

γ(·, 0) = γ0 na I.

Ve výpočetńı části ukážeme několik př́ıklad̊u tohoto pohybu. Bude možné pozorovat podobné
efekty jako pro CSF v rovině. Práce zabývaj́ıćı se t́ımto typem pohybu je např́ıklad [19].

2.4 Metody řešeńı dynamiky křivek

Na situaci pohybu podle křivosti představ́ıme dva př́ıstupy k řešeńı dynamiky křivek. Pa-
rametrická neboli př́ımá metoda řeš́ı rovnici s parametrizaćı křivky. Při použit́ı vrstevnicové
metody je pohybuj́ıćı se křivka hledaná jako vrstevnice nějakého zobrazeńı. Daľśım př́ıstupem
k řešeńı je např́ıklad metoda fázového pole. Vı́ce informaćı lze nalézt např́ıklad v [7].

2.4.1 Parametrická metoda

Vyjdeme z předpisu pro pohyb podle středńı křivosti a převedeme jej na parciálńı dife-
renciálńı rovnici pro parametrizaci křivky. K řešeńı této rovnice lze dál použ́ıt numerické metody.

β = k + F = ∂tx ·N ,

∂tx = βN + αT = kN + FN + αT .

V této části budeme uvažovat pohyb pouze ve směru normály, tj. α = 0. Výraz kN lze
z Frenetova rámce nahradit derivaćı tečného vektoru, tj.

kN = ∂sT = ∂2
sx.

Přeṕı̌seme posledńı výraz, aby odpov́ıdal použit́ı obecné parametrizace

kN =
1

|∂ux|
∂u

(
∂ux

|∂ux|

)
.

Normálový vektor při silovém členu bude ve tvaru

N =

(
∂ux

|∂ux|

)⊥

.
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Výsledný tvar rovnic pohybu je

∂tx =
1

|∂ux|
∂u

(
∂ux

|∂ux|

)
+ F

(
∂ux

|∂ux|

)⊥

, pro t ∈ (0, T ], u ∈ [0, 1)

x(1, t) = x(0, t), pro t ∈ [0, T ],

x(u, 0) = x0(u), pro u ∈ [0, 1].

(2.8)

Parametrickou metodou se zabývali např́ıklad [8], [6].

2.4.2 Vrstevnicová metoda

Daľśı informace o této metodě lze nalézt např́ıklad v [21], [15], [32]. Řešeńı hledá zobrazeńı
g : [0, T ]× ω → R, kde Ω ⊂ R2 je oblast. Toto zobrazeńı bude určeno tak, že vyv́ıjená křivka
bude v každém čase určena jako vrstevnice g, tedy Γt bude zadána implicitně zp̊usobem

Γt =
{
x ∈ Ω

∣∣ g(t,x) = 0
}
, kde t ∈ [0, T ].

Dále budeme předpokládat spojitou diferencovatelnost g podle času a dvakrát spojitou diferen-
covatelnost podle prostorových souřadnic. Spojitost g zajǐst’uje, že uvnitř množin int(Γ) a ext(Γ)
se neměńı znaménko g. Také budeme předpokládat, že na int(Γ) a ext(Γ) má g r̊uzné znaménko
tak, aby ∇g ̸= 0 na Γ.

V daľśım postupu odvod́ıme rovnice svazuj́ıćı g pomoćı vrstevnic, tedy bod̊u, kde plat́ı

g
(
t,x(t)

)
= c, kde c ∈ R je konstanta.

Derivaćı rovnice vrstevnice podle času a aplikaćı řetězového pravidla dostaneme

∂tg +
2∑

i=1

∂xig∂txi = ∂tg +∇xg · ẋ = 0. (2.9)

Pro body odpov́ıdaj́ıćı vyv́ıjej́ıćı se křivce Γt, tedy v př́ıpadě c = 0, požadujeme pohyb podle
křivosti pouze ve směru normály, což znamená

ẋ(t) = (k + F )N .

Abychom źıskali rovnici pro g, je třeba vhodně vyjádřit křivost k a normálový vektor N . Necht’

γ(s, t) je přirozená parametrizace Γt, potom

g(t, γ(s, t)) = 0.

Derivaćı podle s a z definice tečného vektoru dostaneme

∇xg · ∂sγ = ∇xg · T = 0. (2.10)

Z toho dál plyne, že
∇xg = wN , kde w ∈ R.

Normálový vektor tak lze vyjádřit pomoćı g jako

N = ± ∇xg

|∇xg|
.
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Volba znaménka záviśı na konvenci. Pokud chceme zachovat orientaci s vnitřńı normálou, pak
pro funkci g, která bude menš́ı než nula na int(Γ) a větš́ı než nula na ext(Γ), budeme volit

N = − ∇xg

|∇xg|
.

Derivaćı (2.10) podle s dostaneme

(∂sγ)
T∇2

xg∂sγ +∇xg∂
2
sγ = 0.

Užit́ım Frenetových vzorc̊u a definice tečného vektoru źıskáme

k∇xg ·N + TT∇2
xgT = 0,

po dosazeńı vyjádřeńı normálového vektoru bude

k = ∓ 1

|∇xg|
TT∇2

xgT .

Lze ukázat identitu ([32])

|∇xg| div

(
∇xg

|∇xg|

)
= TT∇2

xgT .

Potom pro křivost máme

k = ∓div

(
∇xg

|∇xg|

)
.

Jednou z už́ıvaných vrstevnicových funkćı je např́ıklad funkce vzdálenosti od počátečńı křivky
se znaménkem

g(0, x) = dist
(
x,Γ0

)
,

kde funkce dist
(
x,Γ0

)
je definovaná jako

dist
(
x,Γ0

)
= ρ(x,Γ0) pro x ∈ ext(Γ0),

dist
(
x,Γ0

)
= −ρ(x,Γ0) pro x ∈ int(Γ0),

dist
(
x,Γ0

)
= 0 pro x ∈ Γ0.

Pro takový tvar g tedy voĺıme N = − ∇xg
|∇xg| . Dosazeńım nových tvar̊u do (2.9) dostaneme

∂tg = ∇xg ·
∇xg

|∇xg|

(
div

(
∇xg

|∇xg|

)
+ f

)
.

Upraveńım skalárńıho součinu na normu dostaneme výslednou rovnici pro g, kterou bychom dále
mohli řešit numerickými metodami

∂tg = |∇xg|div

(
∇xg

|∇xg|

)
+ |∇xg|f .

Výpočet pomoćı level-set metody dobře reaguje na topologické změny křivky (protnut́ı) bez
daľśıch úprav. U parametrické metody může bez upraveńı algoritmu při topologických změnách
doj́ıt k nesprávnému vývoji. Ukázku selháńı výpočtu (obrat normály) lze nalézt např́ıklad
v práci [30].
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2.5 Dynamika křivek v aplikaćıch

2.5.1 Zpracováńı obrazu

Dynamika křivek se uplatńı v mnoha oblastech zpracováńı obrazu. Jde např́ıklad o od-
straněńı šumu nebo detekci kontur předmětu (např́ıklad v [32] je vysvětlena detekce předmětu
v pohybu). Při segmentaci objektu lze využ́ıt model aktivńıch kontur s pomoćı level-set metod,
jak je popsáno v [4], [5], [14]. Tento zp̊usob dobře reaguje na topologické změny křivek.

Segmentaci lze řešit i pomoćı parametrického př́ıstupu, který v této práci využ́ıváme při
výpočtech v posledńı kapitole. Na rozd́ıl od level-set metody nereaguje na topologické změny
a můžeme tak dostat nesprávné řešeńı, pokud ke změnám dojde. Tento nedostatek lze odstra-
nit úpravou algoritmu, která je popsaná v [23]. Podrobněji poṕı̌seme parametrickou metodu
segmentace obrazu vycházej́ıćı z článk̊u [3] a [23].

Hranice objektu bude reprezentována křivkou, která bude mı́t na počátku tvar

Γ(·, 0) = Γ0 (2.11)

a je volena tak, aby byla bĺızko odhadovanému výsledku. Křivka se bude pohybovat ve směru
normály rychlost́ı danou rovnićı

∂tx · n = k + F, (2.12)

kde silový člen je ve tvaru

F (x) = Fmax − (Fmax − Fmin)
I(x)

255
. (2.13)

Člen I(x) znač́ıćı intenzitu jednotlivých pixel̊u obrázku je ve zlomku s 255 z předpokladu
8-bitového formátu. Konstanty Fmax > 0 a Fmin < 0 (v [23] je nastaveńı Fmax = 1.2 a Fmin = −1.2)
ovlivňuj́ı ostrost finálńı hranice. Tvar śıly je volen takto, aby pro větš́ı intenzitu (b́ılá část
obrázku, tedy objekt, jehož hranici hledáme) byla F menš́ı a křivka se tak v těchto mı́stech
roztahovala a naopak aby v tmavém pozad́ı byla F bĺıže Fmax a docházelo k větš́ımu stahováńı.
V [23] je využita vzdálenost barev k transformaci obrazu a ohraničeńı část́ı stejné barvy.

Na závěr poznamenáme, že moderńı metody segmentace s modely aktivńıch kontur využ́ıvaj́ı
vývoj vrstevnice pomoćı Sobolevových gradient̊u [31].

2.5.2 Polymerová nanovlákna

Rovnice dynamiky křivek lze uplatnit při modelováńı formováńı nanovláken. Podrobný popis
model̊u nanovláken a zp̊usob̊u jejich výroby je popsán v textu [37]. Dále zmı́ńıme model tvořeńı
nanovláken pomoćı metody solution blowing z článku [27].

V tomto článku jsou pro tenké části kapalinové trysky, kde docháźı k vychýleńım, využ́ıvány
rovnice pro rychlost

∂tvτ = vn

( 1
λ
∂svn + kvt

)
+

1

ρfλ
∂sP + gτ +

qtotal,τ
ρf

∂tvn = −vτ

( 1
λ
∂svn + kvt

)
+

Pk

ρf
+ gn +

qtotal,n
ρf

∂tvb = −vb

( 1
λ
∂svn + kvt

)
+

Pk

ρf
+ gb +

qtotal,b
ρf

.

(2.14)

Vysvětĺıme úlohu jednotlivých člen̊u
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� vτ , vn, vb označuj́ı rychlosti v tečném, normálovém a binormálovém směru,

� k je lokálńı křivost trysky v ose,

� f = πa2 je obsah pr̊uřezu vlákna (předpokládaný je kruhový tvar i ve vychýlených částech),

� a(s, t) představuje poloměr pr̊uřezu vlákna,

� λ odpov́ıdá podélné elasticitě,

� ρ znač́ı hustotu kapalinového roztoku,

� P (s, t) je velikost vnitřńıch sil. Ty jsou viskoelastického p̊uvodu a p̊usob́ı v pr̊uřezu ve směru
osy trysky,

� g znač́ı gravitačńı zrychleńı,

� qtotal je souhrn aerodynamických sil okolńıho vzduchu na jednotku délky.

Podobné rovnice se vyskytuj́ı i v modelech vychýleńı trysky při elektrostatickém zvlákňováńı
(anglicky electrospinning) [36].

2.5.3 Nitrobuněčné struktury

Uvnitř buněk existuj́ı tubulárńı útvary, jejichž formováńı může odpov́ıdat dynamice navzájem
se ovlivňuj́ıćıch pohybuj́ıćıch se křivek. V článku [25] je popsán vztah mezi tvarem cylindrické
membrány a na ni vázaných filament̊u a je dál demonstrován na dynamice tzv. FtsZ kroužk̊u,
které jsou předpokladem pro děleńı u mnoha druh̊u bakteríı. V [26] je podobný model rozš́ı̌ren
a využit pro mechanismus membránově zprostředkované interakce mezi dynaminovými oligo-
mery. Tyto oligomery dál souviśı se štěpeńım membrány, které má úlohu při látkových přenosech
uvnitř buňky. Energie membrány je v těchto článćıch reprezentována Helfrichovou energíı, která
má základńı tvar

ϵm =

∫ (
1

2
κH2 + σ

)
dA,

kde κ je modul ohybu,H středńı křivost membrány a σ představuje efektivńı pružnost membrány.
V modelu je předpokladem válcová symetrie membrány a koncentrace FtsZ nebo dynami-

nových oligomer̊u. Poloměr membrány lze potom zapsat ve tvaru

R(z) = Rm + h(z),

kde Rm znač́ı poloměr membrány v rovnovážném stavu a h(z) výchylku. V [25] je dále odvozena
ř́ıd́ıćı rovnice pro výchylku h(z) a n(z), což představuje koncetraci FtsZ filament̊u nebo dyna-
minu, z podmı́nek minimalizace volné energie a pomoćı transformace proměnných. Výsledný
tvar rovnic je

∂th(z) = −
(
∆4 + (2− σ)∆2 + (1 + γ)

)
h(z) + (1 +A)n(z),

∂tn(z) = ωD

(
∆2n(z)− a∆(n∆h)

)
.

(2.15)

V kontextu dynamiky křivek h(z) odpov́ıdá souřadnici křivky – kružnice – v normálovém směru.
Koncentraci n(z) pak lze interpretovat jako souřadnici v binormálovém směru, pokud křivku
budeme chápat jako oblast s lokálně vysokou hodnotou n(z). Tento pohled je možný, jak ukazuje
vývoj koncentrace v čase. K formováńı struktur docháźı tak, že na počátku vlivem nestabilit
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roste n(z) lokálně exponenciálně, poté se dál měńı, až se ustáĺı u gaussovského rozděleńı s úzkým
rozptylem. Při zkoumáńı interakce struktur byla použita situace dvou kroužku reprezentovaných
pomoćı dvou delta rozděleńı, která představuj́ı dvě interaguj́ıćı křivky.

Popis účinku dynaminových oligomer̊u na štěpeńı membrány z pohledu př́ırodńıch věd lze
nalézt v [24].



Kapitola 3

Numerické řešeńı úloh dynamiky
křivek

V této kapitole odvod́ıme numerické schéma pro aproximaci řešeńı vývoje křivky podle
křivosti pomoćı př́ımé metody. Výsledné rovnice budou explicitńı a źıskáme je náhradou výraz̊u
konečnými diferencemi. Zmı́ńıme roli silového členu a jak jej volit tak, aby se při pohybu křivky
zachovával obsah nebo délka. Dále se budeme zabývat vylepšeńım vlastnost́ı schématu pomoćı
tangenciálńı redistribuce bod̊u na křivce. Výsledné schéma s asymptoticky uniformńı redistribućı
použ́ıvá metodu konečných objemů a jeho odvozeńı lze nalézt v [16].

3.1 Metoda konečných diferenćı

Provedeme diskretizaci rovnice (2.8) náhradou diferenciálńıch výraz̊u konečnými diferencemi.
Necht’ x = x(u, t),, kde u ∈ [a, b], představuje parametrizaci pohybuj́ıćı se křivky. Diskretizujeme
interval [a, b] následovně

u1 = a, u2 = a+ ih, . . . , uN = a+Nh = b.

Označme
x(ui) = xi , kde i = 1, 2, . . . , N.

Potom parciálńı derivaci nahrad́ıme zpětnou diferenćı ve tvaru

∂uxi ≈
xi − xi−1

h
.

Celkem aproximujeme prvńı výraz na pravé straně následovně

1

|∂ux|
∂u

(
∂ux

|∂ux|

)
≈ h

|xi − xi−1|


(

∂ux
|∂ux|

)
i+1

−
(

∂ux
|∂ux|

)
i

h

≈ h

|xi − xi−1|

( xi+1−xi

|xi+1−xi| −
xi−xi−1

|xi−xi−1|

h

)
.

Použijeme označeńı

gi =
∣∣∣xi − xi−1

h

∣∣∣.
Výsledná rovnice s diskretizovanou pravou stranou bude ve tvaru

∂tx =
1

gi

( xi+1−xi

gi+1
− xi−xi−1

gi

h2

)
+ F

(xi − xi−1)
⊥

hgi
. (3.1)

34
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Źıskáváme tak soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu, kterou můžeme dále
řešit např́ıklad Runge-Kuttovými metodami. V této práci jsme použili Eulerovu metodu, kterou
lze snadněji implementovat, ovšem za cenu nižš́ı přesnosti řešeńı. Metoda spoč́ıvá v náhradě
časové derivace dopřednou diferenćı.

Časový interval řešeńı [0, T ] rozděĺıme na diskrétńı časové hladiny, tedy

0 = t0, t1 = τ, t2 = 2τ . . . tNt = T,

kde τ = T
Nt

, Nt znač́ı počet časových hladin. Podobně jako pro prostorovou diskretizaci označme

x(u, tj) = xj(u) , kde j = 1, 2, . . . , Nt.

Kombinace značeńı pro prostorovou a časovou dikretizaci budeme použ́ıvat zp̊usobem

x(ui, tj) = xji .

Výsledná rovnice s diskretizovaným prostorovým i časovým krokem bude mı́t tvar

xj+1
i − xji

τ
=

1

h2gi

(
xji+1 − xji

gi+1
−

xji − xji−1

gi

)
+ F

(xji − xji−1)
⊥

hgi
,

odkud vynásobeńım τ a přičteńım xji dostáváme

xj+1
i = xji + τ

1

h2gi

(
xji+1 − xji

gi+1
−

xji − xji−1

gi

)
+ τ F

(xji − xji−1)
⊥

hgi
.

Můžeme nahlédnout, že daľśı časovou hladinu řešeńı źıskáme pouze na základě předchoźı, schéma
je tedy explicitńı.

Poznámka. Pro výpočty pohybu v prostoru neńı třeba zvláštńıch úprav, pouze řeš́ıme rovnice
pro tři souřadnice mı́sto dvou. Dál dostáváme daľśı možnosti pro počátečńı křivky, např́ıklad
můžeme rovinnou křivku zvlnit nebo zobrazit na sféru.

3.2 Role vněǰśı śıly

Vlastnosti pohybu podle (3.4) můžeme ovlivnit vněǰśı silou tak, aby vývoj odpov́ıdal fy-
zikálńım jev̊um (např́ıklad modelováńı dislokaćı [16], [22]) nebo aby křivka zachovávala ob-
sah, př́ıpadně délku. Představu o účinku silového členu źıskáme dosazeńım konstanty. Pokud
zvoĺıme F > 0, projev́ı se p̊usobeńı zpomaleńım zkracováńı křivky, pro dostatečně velkou hod-
notu se křivka bude roztahovat. Kladná volba F také zp̊usob́ı, že vývoj neskonč́ı zkráceńım
do bodu, ale kružnićı s kladným poloměrem. Naopak volbou F < 0 docháźı k urychleńı pohybu.

3.2.1 Pohyb zachovávaj́ıćı obsah

V této části odvod́ıme tvar vněǰśı śıly tak, aby obsah uzavřený Jordanovou křivkou γ ∈ C2(I)
byl konstantńı. Využijeme předchoźıch výsledk̊u pro globálńı veličiny vyv́ıjej́ıćıch se křivek. Daľśı
informace týkaj́ıćı se pohybu zachovávaj́ıćıho obsah křivku na dané ploše lze nalézt v článku [17].

Předpokládejme, že křivka se vyv́ıj́ı podle křivosti s normálovou rychlost́ı ve tvaru

v = k + F,
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kde F má takový tvar, že plat́ı d
dtA(t) = 0. Navrhneme pro śılu tvar

F = − 1

L(t)

∫
Γ(t)

kds. (3.2)

Ověř́ıme, že tato volba funguje dosazeńım do věty 10:

d

dt
A(t) = −

∫
Γ(t)

kds+

∫
Γt

∫
Γ(t) kds

L(t)
ds,

kde integrand v druhém sč́ıtanci je konstantńı podél křivky, takže po daľśı úpravě dostaneme

−
∫

Γ(t)

kds+

∫
Γ(t) kds

L(t)

∫
Γt

ds = −
∫

Γ(t)

kds+
L(t)

L(t)

∫
Γ(t)

kds = 0,

což jsme chtěli ukázat.
Spočteme ještě výsledek pro derivaci délky. Opět dosad́ıme do věty 11

d

dt
L(t) = −

∫
Γt

k2ds+
1

L(t)

∫
Γ(t)

k

(∫
Γ(t)

kds

)
ds.

Úpravou druhého sč́ıtance źıskáme

d

dt
L(t) = −

∫
Γt

k2ds+
1

L(t)

(∫
Γ(t)

kds

)2

.

Využit́ım poznámky 1.2.1
d

dt
L(t) = −

∫
Γt

k2ds+
4π2

L(t)
.

Použit́ım izoperimetrické nerovnosti dostaneme

d

dt
L(t) ≤ π

L(t)

A(t)
−
∫

Γ(t)

k2ds.

3.2.2 Pohyb zachovávaj́ıćı délku

Budeme postupovat obdobně jako při hledáńı śıly zachovávaj́ıćı obsah. Tedy uvažujeme Jor-
danovu křivku γ ∈ C2(I), která se vyv́ıj́ı podle křivosti s p̊usobeńım vněǰśı śıly F . Navrhneme
silový člen ve tvaru

F = −

∫
Γ(t) k

2ds∫
Γ(t) kds

(3.3)

a ověř́ıme dosazeńım do věty 11.

d

dt
L(t) = −

∫
Γ(t)

k2ds+

∫
Γ(t)

k

∫
Γ(t) k

2ds∫
Γ(t) kds

ds.
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Výraz dále uprav́ıme vytknut́ım nezávislých člen̊u z druhého integrálu

−
∫

Γ(t)

k2ds+

∫
Γ(t)

k

∫
Γ(t) k

2ds∫
Γ(t) kds

ds = −
∫

Γ(t)

k2ds+

∫
Γ(t) k

2ds∫
Γ(t) kds

∫
Γ(t)

kds = 0.

Ukázali jsme tedy, že volba śıly ve tvaru (3.3) skutečně zachovává délku.
Zabývejme se také změnou obsahu křivky. Dosad́ıme do věty 10

d

dt
A(t) = −

∫
Γ(t)

kds+

∫
Γ(t)

∫
Γ(t) k

2ds∫
Γ(t) kds

ds = −
∫

Γ(t)

kds+ L(t)

∫
Γ(t) k

2ds∫
Γ(t) kds

.

Opět využijeme poznámku 1.2.1 a dostaneme

d

dt
A(t) = −2π +

L(t)

2π

∫
Γt

k2ds.

T́ımto typem pohybu pro křivky na dané ploše se zabývá článek [18].

3.3 Volba tangenciálńı rychlosti

Podrobné informace o tématu lze hledat v práci [16] a článćıch [32], [33]. Pro pohybuj́ıćı
se křivku můžeme rychlost jej́ıch bod̊u rozdělit do tečné a normálové složky

∂tγ = αT + βN .

Tvar křivky ovšem ovlivňuje pouze rychlost ve směru normály. Tečná rychlost nemá na tvar vliv,
může ale zlepšit dlouhodobou stabilitu výpočtu při použit́ı parametrické metody. Při numerickém
řešeńı např́ıklad metodou konečných diferenćı odhadujeme křivku po částech lineárńı funkćı
pomoćı bod̊u prostorové diskretizace. Tyto body maj́ı tendenci se zhušt’ovat v částech křivky
s větš́ı křivost́ı, což může vést k nedostatečné přesnosti v jiných mı́stech. Přidáńım vhodného
tečného členu, který bude pozici bod̊u upravovat, můžeme tomuto efektu předcházet.

Dále se budeme zabývat pohybem podle křivosti, tedy rychlost bod̊u vyv́ıjej́ıćı se křivky γ
je ve tvaru

∂tγ = αT + kN + FN .

Tvar vhodný pro řešeńı př́ımou metodou pak má podobný tvar jako (2.8)

∂tγ = α
∂uγ

|∂uγ|
+

1

|∂uγ|
∂u

(
∂uγ

|∂uγ|

)
+ F

(
∂uγ

|∂uγ|

)⊥

. (3.4)

3.3.1 Lokálńı redistribuce

Pro volbu tangenciálńıho členu můžeme brát v úvahu lokálńı vlastnosti křivky. Jednou tako-
vou volbou pro pohyb podle křivosti může být přirozená redistribuce (někdy také DeTurck
trick). Rovnice (3.4) má při použit́ı této redistribuce tvar

∂tγ =
∂2
uγ

|∂uγ|2
+ F

(
∂uγ

|∂uγ|

)⊥

(3.5)
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a odpov́ıdá volbě tangenciálńı rychlosti v podobě

α =
∂uγ · ∂2

uγ

|∂uγ|3
. (3.6)

Ukážeme, že dosazeńım za α do (3.4) dostaneme (3.5). Derivace tečného vektoru podle u bude
tvaru

∂u

(
∂uγ

|∂uγ|

)
=

∂2
uγ|∂uγ| − ∂uγ∂u|∂uγ|

|∂uγ|2
.

Dosazeńım za derivaci normy

∂u|∂uγ| =
∂uγ · ∂2

uγ

|∂uγ|
dostaneme

∂u

(
∂uγ

|∂uγ|

)
=

|∂uγ|2∂2
uγ − (∂uγ · ∂2

uγ)∂uγ

|∂uγ|3
.

Potom pro druhý sč́ıtanec v (3.4) źıskáme

1

|∂uγ|
∂u

(
∂uγ

|∂uγ|

)
=

∂2
uγ

|∂uγ|2
− (∂uγ · ∂2

uγ)

|∂uγ|3
∂uγ

|∂uγ|
,

tedy volbou α ve tvaru (3.6) dojdeme k ř́ıd́ıćı rovnici (3.5) s lokálně definovanou tangenciálńı
rychlost́ı. Takto definovaný systém zlepšuje redistribuci bod̊u pro pohyb podle křivosti, ale pro
úlohy s výrazným silovým členem nebo s dlouhým časovým vývojem stále může k akumulaci
bod̊u docházet.

3.3.2 Uniformńı redistribuce

Daľśı metody volby tečné rychlosti berou v úvahu informace o křivce jako celku a mohou tak
vést např́ıklad k asymptoticky rovnoměrnému rozděleńı nebo mezi body zachovat vzdálenosti
z počátečńı křivky. Pro usnadněńı zápisu označ́ıme

g(u, t) = |∂uγ(u, t)|.

Definujeme novou veličinu θ jako logaritmus relativńı délky

θ(u, t) = ln

(
g

L

)
. (3.7)

Význam θ lze vysvětlit na následuj́ıćım př́ıkladu:
Mějme křivku γ(u, t) parametrizovanou na intervalu [0, 1] se stopou Γ(t), která je diskretizována
N body, tedy

γi = γ(ui, t), kde ui =
i

N
, i = 0, 1, . . . , N.

Délku oblouku Γ(t) definujeme

s(u, t) =

u∫
0

|∂uγ|du =

u∫
0

g(u, t)du.
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Vzdálenost po křivce mezi jednotlivými body pak spočteme

s(ui, t)− s(ui−1, t) =

ui∫
ui−1

g(u, t)du = L(t)

ui∫
ui−1

g(u, t)

L(t)
du, pro i = 1, . . . , N.

Můžeme si všimnout, že pokud g
L = 1, pak s(ui, t) − s(ui−1, t) = L(t)

N pro i = 1, . . . , N , tedy
body budou na křivce rovnoměrně rozdělené. Pokud lim

t→T

g
L = 1, pro u ∈ [0, 1] a nějaký konečný

čas T , pak rozděleńı bod̊u bude pro t → T asymptoticky rovnoměrné.
Dále odvod́ıme ř́ıd́ıćı rovnici pro θ. Uprav́ıme výsledek lemmatu 3 pomoćı vztahu pro derivaci
podle přirozeného parametru

∂t|∂uγ| = ∂tg = g
(
∂sα− kβ

)
= ∂uα− gkβ.

Derivace θ podle času bude mı́t tvar

∂tθ(u, t) =
L

g

L∂tg − gL̇

L2
=

∂tg

g
− L̇

L
,

který dál uprav́ıme s využit́ım věty 11

∂tθ(u, t) = ∂sα− kβ +
1

L

∫
Γ(t)

kβds. (3.8)

Volbou α na pravé straně můžeme upravit chováńı θ a t́ım ř́ıdit distribuci bod̊u podél křivky.

Redistribuce zachovávaj́ıćı vzdálenosti

Pokud budeme požadovat θ v čase konstantńı, pak ∂tθ = 0, což znamená

g(u, t)

L(t)
=

g(u, 0)

L(0)
, pro libovolné u ∈ [0, 1],

tedy rozděleńı bod̊u bude po celou dobu vývoje stejné jako na počátečńı křivce.
Pro ∂sα pak dostaneme předpis

∂sα = kβ − 1

L

∫
Γ(t)

kβds,

ze kterého při volbě okrajové podmı́nky α(0, t) = 0 můžeme jednoznačně źıskat α.

Asymptoticky uniformńı redistribuce

Pro tento typ redistribuce je třeba volit α tak, aby

lim
t→T

g

L
= 1,

tedy pro θ

θ = ln

(
g

L

)
→ 0, pro t → T. (3.9)
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Rovnici pro α budeme řešit ve tvaru

∂sα = kβ − 1

L

∫
Γ(t)

kβds+ ω

(
L

g
− 1

)
. (3.10)

ω ∈ L1
loc([0, T )) představuje relaxačńı funkci, která splňuje podmı́nku

T∫
0

ω(τ)dτ = +∞.

Pro θ tak požadujeme, aby splnilo rovnici

∂tθ =
(
e−θ − 1

)
ω(t),

jej́ıž řešeńı θ splňuje podmı́nku (3.9). Pro α tak plat́ı (3.10) s normalizačńı podmı́nkou α(0, t) = 0
a rozděleńı bod̊u na vyv́ıjej́ıćı se křivce Γ(t) bude asymptoticky uniformńı pro t jdoućı k T .
Volba ω může být např́ıklad

ω = κ1 + κ2

(
1

L(t)

∫
Γt

kβ

)
,

kde κ1, κ2 jsou konstanty, které lze volit podle vlastnost́ı křivky. Pokud vývoj křivky prob́ıhá
nekonečně dlouho, tedy T = +∞, pak lze volit κ1 > 0 a κ2 = 0, protože

+∞∫
0

ωdτ =

+∞∫
0

κ1 = +∞.

Pokud se křivka v konečném čase stahuje do bodu, a tedy pro jej́ı délku plat́ı lim
t→T

L(t) = 0, pak
lze volit κ1 = 0 a κ2 > 0 a pro požadovaný integrál dostaneme s použit́ım věty 11

t∫
0

ωdτ =

t∫
0

1

L(τ)

( ∫
Γ(τ)

kβ
)
dτ = −

t∫
0

1

L(τ)

dL(τ)

dt
dτ.

Přepsáńım integrandu na derivaci logaritmu délky dostaneme

−
t∫

0

1

L(τ)

dL(τ)

dτ
dτ = −

t∫
0

d lnL(τ)

dτ
dτ = lnL(0)− lnL(t) → ∞, pro t → T.

V práci [16] je odvozeno numerické schéma pomoćı metody konečných objemů s obecněǰśı redis-
tribućı upravovanou podle křivosti. Je tak umožněno pomoćı parametru upravit mı́ru zhušt’ováńı
bod̊u v mı́stech s větš́ı křivost́ı.



Kapitola 4

Výpočetńı studie

4.1 Analytické řešeńı pohybu podle křivosti

Navržené numerické schéma lze ověřit porovnáńım s analytickým řešeńım. Pokud se výsledky
shoduj́ı dostatečně přesně, máme dobrý předpoklad k tomu, že správně napoč́ıtáme i řešeńı
pro křivky, kde analytický předpis naj́ıt neumı́me. Jeden př́ıklad, kde analytické řešeńı umı́me
nalézt, si zde ukážeme (v [7] je úloha řešena i pro vyšš́ı dimenze).

Uvažme počátečńı křivku ve tvaru kružnice, tj.

Γ0 ≡ Γ
∣∣
t=0

=
{
(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = R2

}
,

s parametrizaćı

γ(u, 0) :

(
x
y

)
=

(
R cos(u)
R sin(u)

)
, u ∈ [0, 2π].

Předpokládejme dále, že pohyb kružnice bude prob́ıhat takovým zp̊usobem, že se bude měnit
pouze poloměr, tj.

γ = γ(u, t) =

(
r(t) cos(u)
r(t) sin(u)

)
.

Předpis r(t) źıskáme z požadavku na pohyb podle křivosti, tedy řešeńım rovnice

∂tγ = kN .

Členy uprav́ıme, abychom źıskali rovnici pro r(t). Pravou stranu můžeme vyjádřit pomoćı Fre-
netových vzorc̊u

kN =
1

|∂uγ|
∂uT =

1

|∂uγ|
∂u

(
1

|∂uγ|
∂uγ

)
,

|∂uγ| =
√

r2(t) sin2(u) + r2(t) cos2(u) = r(t),

1

|∂uγ|
∂uγ = T = (− sin(u), cos(u))T,

1

|∂uγ|
∂uT =

1

r(t)
(− cos(u),− sin(u))T.

41
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Dosazeńım za γ do levé strany dostaneme rovnici

ṙ(t)

(
cos(u)
sin(u)

)
= − 1

r(t)

(
cos(u)
sin(u)

)
,

r(t)ṙ(t) = −1,

s počátečńı podmı́nkou
r(0) = r0,

jej́ıž řešeńı źıskáme integraćı a bude tvaru

r(t) =
√

r20 − 2t,

které bude existovat na intervalu t ∈
[
0,

r20
2

]
.

4.1.1 Řád konvergence

Při diskretizaci problému jsme provedli odhady, které se zpřesňuj́ı se zjemňováńım kroku
rychlost́ı určitého řádu. Možnost́ı, jak ověřit, že schéma, které jsme odvodili, funguje správně, je
výpočet řádu konvergence (tzv. EOC, zaveden v [9], př́ıklady analýz např́ıklad v [28], [20]) k ana-
lytickému řešeńı (pokud neńı k dispozici, můžeme za analytické řešeńı považovat řešeńı s velmi
jemnou śıt́ı). V této práci jsme k výpočtu EOC pro vyv́ıjej́ıćı se kružnice použili následuj́ıćı
postup:

� Uvažujme celkem N̂t (neuvažujeme nutně všechny hladiny výpočtu) dvojic polygon̊u sN vr-
choly.

� V př́ıslušných časových hladinách spoč́ıtáme odchylky odpov́ıdaj́ıćıch si vrchol̊u od sebe.

Ri = |xi − yi|

� Aproximujeme L2 a maximovou normu odchylek přes celý polygon, tedy napoč́ıtáme

E2
t :=

∑
i

Rih, E∞
t := max

i
(Ri)

� Totéž provedeme postupně ve všech časových hladinách a odhadneme L2 a maximovou
normu v časovém kroku

E2 =

√√√√ Nt∑
j=1

τ̂
(
E2

t

)2
, E∞ = max

j∈N̂t

(
E∞

t

)
� Pro výpočet řádu konvergence uvažujme dvě řešeńı s N1 a N2 body, N1 < N2.

EOC2 =
ln
(
E2

1

E2
2

)
ln
(
h1
h2

) EOC∞ =
ln
(
E∞

1
E∞

2

)
ln
(
h1
h2

)
Uvedený postup postač́ı pro porovnáńı s kružnićı, pro obecné křivky je třeba obměna. Ve 3. bodu
pak poč́ıtáme odchylku jako Hausdorffovu vzdálenost polygon̊u na př́ıslušných hladinách. 2. bod
může být vynechán.
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Př́ıklad 1: Pohyb kružnice podle křivosti řešený př́ımou metodou bez redistribuce.
Počátečńı křivka:

Γ(0) =
{(

cos(2πu), sin(2πu)
)T ∣∣u ∈ [0, 1]

}
Tvar pohybu:

∂tx = kN

Tvar analytického řešeńı:
√
1− 2t

(
cos(2πu), sin(2πu)

)T
, u ∈ [0, 1]

Nastaveńı: Řeš́ıme postupně pro N = 100, 200, 400, 800 a 1600 bod̊u, počet časových
krok̊u Nt je volen tak, aby byla splněna podmı́nka

N2

Nt
= 0.45

Časový interval řešeńı: t ∈
[
0, 0.48

]
Řád konvergence: Kontrola konvergence řešeńı je provedena v tabulce 4.1
Obrázek: obrázek 4.1

Tabulka 4.1: Řád konvergence pro kružnici vyv́ıjej́ıćı se podle CSF.

N E2 EOC2 E∞ EOC∞

100 2.943 · 10−5 1.780 · 10−4

200 7.355 · 10−6 2.001
4.501 · 10−5 1.984

400 1.875 · 10−6 1.972
1.180 · 10−5 1.932

800 5.075 · 10−7 1.886
3.427 · 10−6 1.784

1600 2.328 · 10−7 1.124
1.283 · 10−6 1.418

Př́ıklad 2: Vývoj s přirozenou redistribućı a silou závislou na čase.
Počátečńı křivka:

Γ(0) =
{(

cos(2πu), sin(2πu)
)T ∣∣u ∈ [0, 1]

}
Tvar pohybu: ∂tγ = (k + F )N , kde F je tvaru 1

1+0.6 sin(2πt) + 1.2π cos(2πt).

Časový interval řešeńı: t ∈ [0, 1.0]

Nastaveńı: N = 600, Nt =
N2

0.45 = 800000
Řád kovergence: Tabulka 4.2
Obrázek: obrázek 4.2

Tabulka 4.2: Řád konvergence pro pulzuj́ıćı kružnici s přirozenou redistribućı.

N E2 EOC2 E∞ EOC∞

100 7.969 · 10−4 1.992 · 10−3

200 1.991 · 10−4 2.001
4.980 · 10−4 2.000

400 4.994 · 10−5 1.995
1.252 · 10−4 1.992

800 1.260 · 10−5 1.987
3.175 · 10−5 1.979

1600 3.598 · 10−6 1.808
9.037 · 10−6 1.813
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Obrázek 4.1: Porovnáńı analytického řešeńı s numerickým s r̊uznou hustotou śıtě. V tomto př́ıpadě se
výsledky vizuálně v podstatě nelǐśı. Ve všech př́ıpadech je t ∈

[
0, 0, 48

]
.
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Obrázek 4.2: Př́ıklad 2: Pohyb pulzuj́ıćı kružnice se silou závislou na čase.
N = 200, Nt = 88888, t = [0, 1.0].
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4.2 Př́ıklady vývoje křivek ve 2D

Př́ıklad 3: Vývoj se silou zachovávaj́ıćı obsah bez redistribuce.
Počátečńı křivka:

Γ(0) =
{
(1 + 0.6 cos(7u)

(
cos(u), sin(u)

)T ∣∣u ∈ [0, 2π]
}

Tvar pohybu:
∂tγ = (k + F )N ,

kde F je tvaru (3.2).
Časový interval řešeńı: t ∈ [0, 0.3]

Nastaveńı: N = 600, Nt =
N2

0.45 = 800000
Obrázek: obrázek 4.3
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Obrázek 4.3: Př́ıklad 3: pohyb zachovávaj́ıćı obsah bez redistribuce
N = 600, Nt = 800000, t = [0, 0.3].
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Př́ıklad 4: Vývoj křivky ve tvaru vážky bez redistribuce.
Počátečńı křivka: [35]
Tvar pohybu:

∂tγ = kN ,

Časový interval řešeńı: t ∈ [0, 12.0]

Nastaveńı: N = 400, Nt =
N2

0.45 = 4266666
Obrázek: obrázek 4.4

Počátečńı křivka obsahuje mnoho úsek̊u s velkou křivost́ı, kolem kterých se body diskretizace
zahuštuj́ı, což se projevuje i na finálńı (na obrázku tmavě modré) kružnici. V př́ıpadě využit́ı
redistribuce se tomuto efektu vyhneme, což umožňuje poč́ıtat i s méně hustou śıt́ı.
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Obrázek 4.4: Př́ıklad 3: pohyb křivky ve tvaru vážky bez redistribuce
N = 400, Nt = 4266666, t = [0, 12.0].
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4.2.1 Použit́ı redistribuce

Př́ıklad 5: Vývoj se silou zachovávaj́ıćı obsah s přirozenou redistribućı.
Počátečńı křivka:

Γ(0) =
{
(1 + 0.6 cos(7u)

(
cos(u), sin(u)

)T ∣∣u ∈ [0, 2π]
}

Tvar pohybu:
∂tγ = (k + F )N ,

kde F je tvaru (3.2).
Časový interval řešeńı: t ∈ [0, 0.3]

Nastaveńı: N = 600, Nt =
N2

0.45 = 800000
Obrázek: obrázek 4.5
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Obrázek 4.5: Př́ıklad 3: pohyb zachovávaj́ıćı obsah s přirozenou redistribuce
N = 600, Nt = 800000, t = [0, 0.3].

Tabulka 4.3: Řád konvergence pro ĺısteček vyv́ıjej́ıćı se podle křivosti se silou zachovávaj́ıćı obsah
s přirozenou redistribućı. t ∈ [0.0.3].

N E2 EOC2 E∞ EOC∞

100 5.014 · 10−3 5.495 · 10−2

200 1.244 · 10−3 2.011
1.473 · 10−2 1.900

400 2.918 · 10−4 2.093
3.475 · 10−3 2.083

800 6.898 · 10−5 2.080
8.168 · 10−4 2.089

1600 1.447 · 10−5 2.254
1.635 · 10−4 2.321
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Př́ıklad 6: Vývoj křivky ve tvaru vážky s přirozenou redistribućı.
Počátečńı křivka: [35]
Tvar pohybu:

∂tγ = kN ,

Časový interval řešeńı: t ∈ [0, 12.0]

Nastaveńı: N = 400, Nt =
N2

0.45 = 4266666
Obrázek: obrázek 4.6

Po využit́ı přirozené redistribuce můžeme pozorovat zlepšeńı v rozmı́stěńı bod̊u, ale v mı́stech
s větš́ı křivost́ı stále docháźı k akumulaci.
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Obrázek 4.6: Př́ıklad 3: pohyb křivky ve tvaru vážky s přirozenou redistribućı.
N = 400, Nt = 4266666, t = [0, 12.0].
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Př́ıklad 7: Vývoj křivky ve tvaru vážky s asymproticky uniformńı redistribućı.
Počátečńı křivka: [35]
Tvar pohybu:

∂tγ = kN ,

Časový interval řešeńı: t ∈ [0, 12.0]

Nastaveńı: N = 400, Nt = T N2

0.45 = 4266666
Obrázek: obrázek 4.7

Na ukázce s asymptoticky uniformńı redistribućı rovnoměrné rozděleńı bod̊u podél křivky nezávisle
na křivosti. T́ım se vyhneme př́ıpadu, kdy by v mı́stech s malou křivost́ı byl pouze malý počet
bod̊u diskretizace.
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Obrázek 4.7: Př́ıklad 4: pohyb křivky ve tvaru vážky s uniformńı redistribućı.
N = 400, Nt = 4266666, t = [0, 12.0].
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4.3 Př́ıklady pohybu v prostoru

Př́ıklad 8: Vývoj sférické křivky s přirozenou redistribućı.
Počátečńı křivka:

Γ(0) = r(u)
(
cos(u), sin(u), 4 cos(5u)

)T
,

r(u) =
1√

1 + 16 cos2(5u)
, u ∈ [0, 2π]

Tvar pohybu:
∂tγ = kN ,

Časový interval řešeńı: t ∈ [0, 0.49]

Nastaveńı: N = 400, Nt = T N2

0.45 = 174222
Obrázek: obrázek 4.8

Vývoj křivek, které se dotýkaj́ı sféry, nikdy nepředběhne stahováńı sféry, pro v́ıce informaćı
viz [19].
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Obrázek 4.8: Př́ıklad 3: pohyb křivky ve tvaru vážky bez redistribuce
N = 400, Nt = 174222, t = [0, 0.49].
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Př́ıklad 9: Vývoj rovinné křivky v prostoru s přirozenou redistribućı.
Počátečńı křivka (s upravenými parametry převzatá z [19]):

Γ(0) =
(√2

2
cos(u), sin(u),

√
2

2
cos(u)

)T
, u ∈ [0, 2π]

Tvar pohybu:
∂tγ = kN ,

Časový interval řešeńı: t ∈ [0, 0.49]

Nastaveńı: N = 400, Nt = T N2

0.45 = 174222
Obrázek: obrázek 4.9

V této ukázce můžeme vidět, že rovinná křivka v prostoru během pohybu podle normály z̊ustává
v této rovině.
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Obrázek 4.9: Př́ıklad 8: pohyb nakloněné kružnice s přirozenou redistribućı
N = 400, Nt = 174222, t = [0, 0.49].



Závěr

V práci jsme představili úlohy dynamiky křivek a seznámili se s některými jejich teoretickými
a numerickými vlastnostmi. Prvńı kapitola byla věnována rovnici difuze a pojmům z diferenciálńı
geometrie. Ve druhé kapitole jsme se seznámili s r̊uznými druhy pohybu křivek v rovině a pro-
storu. Zmı́nili jsme také aplikace v oblasti zpracováńı obrazu, dynamiky nitrobuněčných struktur
a modelováńı nanovláken.
Ve třet́ı kapitole jsme pomoćı metody konečných diferenćı odvodili numerické schéma pro řešeńı
pohybu podle křivosti ve směru normály. Výsledkem bylo explicitńı schéma použ́ıvaj́ıćı para-
metrický př́ıstup. Zmı́nili jsme lokálńı typ redistribuce a jako globálńı typy redistribuce jsme
zmı́nili uniformńı a redistribuci zachovávaj́ıćı lokálńı délku.
Představená schémata jsme v posledńı kapitole ověřovali pomoćı řádu konvergence chyby oproti
analytickému řešeńı nebo řešeńı s hustou śıt́ı, také jsme mohli pozorovat efekty r̊uzných metod
přerozdělováńı bod̊u.
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s. 325–343.

[6] K. Deckelnick a G. Dziuk. “Mean Curvature Flow and Related Topics”. In: (2003), s. 63–
108.

[7] K. Deckelnick, G. Dziuk a Ch. M. Elliott. “Computation of geometric partial differential
equations and mean curvature flow”. In: Acta Numerica 14 (2005), s. 139–232.

[8] K. Decklenick. “Weak solutions of the curve shortening flow”. In: Calc. Var. 5.6 (1997),
s. 489–510.

[9] G. Dziuk. “Convergence of a semi-discrete scheme for the curve shortening flow”. In:
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences 4 (1994), s. 589–606.

[10] M. E. Gage. “An isoperimetric inequality with applications to curve shortening”. In: Duke
Mathematical Journal 50.4 (1983), s. 1225–1229.

[11] M. E. Gage. “Curve shortening makes convex curves circular”. In: Inventiones mathema-
ticae 76 (1984), s. 357–364.

[12] M. E. Gage a R. S. Hamilton. “The heat equation shrinking convex plane curves”. In:
Journal of Differential Geometry 23.1 (1986), s. 69–96.

[13] M. A. Grayson. “The heat equation shrinks embedded plane curves to round points”. In:
Journal of Differential Geometry 26.2 (1987), s. 285–314.
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[25] R. Shlomovitz a N. S. Gov. “Membrane-mediated interactions drive the condensation and
coalescence of FtsZ rings”. In: Physical Biology 6.4 (lis. 2009), s. 046017.

[26] R. Shlomovitz, N. S. Gov a A. Roux. “Membrane-mediated interactions and the dynamics
of dynamin oligomers on membrane tubes”. In: New Journal of Physics 13.6 (čvn. 2011),
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