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Předložená disertačńı práce je věnována vývoji efektivńıch postup̊u pro numerické
řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic na moderńıch paralelńıch poč́ıtač́ıch a apli-
kaci těchto metod na simulaci některých úloh mechaniky tekutin. Jedná se o aktuálńı
problematiku d̊uležitou pro řadu aplikaćı.

V úvodńı kapitole je čtenář stručně uveden do rozsáhlé problematiky náročných
vědeckotechnických výpočt̊u na moderńıch paralelńıch poč́ıtač́ıch a seznámen s hlavńı-
mi softwarovými knihovnami, které jsou v současnosti k dispozici. Jsou zde rovněž
formulovány ćıle a výsledky disertace a představeny směry daľśıho výzkumu.

Prvńı kapitola seznamuje čtenáře s postupy programováńı na moderńıch paralelńıch
architekturách. Jedná se o přehledovou kapitolu názorně srovnávaj́ıćı r̊uzné př́ıstupy
na př́ıkladu operace axpy . Je zde pojednáno též o numerické knihovně TNL (Template
Numerical Library), jej́ımž hlavńım vývojářem je autor disertace. Kromě pojednáńı o
hlavńıch komponentách, myšlenkách a funkćıch, je zde i cvičeńı pro čtenáře a popis
plánované práce na knihovně v budoucnu.

Druhá kapitola popisuje vlastńı výsledky autora týkaj́ıćı se vývoje datových struk-
tur pro reprezentaci dat pomoćı v́ıcerozměrných poĺı a nestrukturovaných polygonál-
ńıch a polyhedrálńıch śıt́ı. Obě datové struktury jsou implementovány v knihovně TNL
a maj́ı př́ımou podporu pro výpočty na grafických akcelerátorech a pro distrubuované
výpočty s MPI. Zat́ımco př́ıpad v́ıcerozměrných poĺı je pojednán relativně stručně,
datové struktury pro reprezentaci zmı́něných nestrukturovaných śıt́ı jsou představeny
velice podrobně a ilustrovány řadou výpočt̊u pro benchmarky. Tyto výpočty ukazuj́ı,
že autorem navržený a implementovaný př́ıstup vede k výrazně vyšš́ı efektivitě než při
použit́ı knihovny MOAB.

Krátká třet́ı kapitola je přehledová a poskytuje informaci o iteračńıch metodách
pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic a softwarových baĺıćıch, v nichž jsou
tyto metody implementovány.

Čtvrtá kapitola obsahuje p̊uvodńı výsledky autora a je věnována formulaci diskre-
tizace hybridńı smı́̌senou metodou konečných prvk̊u pro (obecně nelineárńı) systém
parciálńıch diferenciálńıch rovnic obsahuj́ıćıch časové derivace prvńıho řádu a pro-
storové derivace do druhého řádu včetně. Systém je doplněn r̊uznými typy okra-
jových podmı́nek na jednotlivých částech hranice výpočetńı oblasti. K diskretizaci jsou
použity Raviartovy–Thomasovy–Nédélecovy konečné prvky nejnižš́ıho řádu a diskre-
tizace typu upwind pro prvńı prostorové derivace. Navržená diskretizace je aplikována
na soustavu dvou parciálńıch diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćıch dvoufázové prouděńı
v porézńım prostřed́ı. Numerické výsledky ilustruj́ı konvergenci diskrétńıch řešeńı a
efektivitu výpočt̊u na paralelńıch poč́ıtač́ıch.
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Následuj́ıćı tři kapitoly rovněž obsahuj́ı p̊uvodńı výsledky a využ́ıvaj́ı k výpočt̊um
mř́ıžkovou Boltzmannovu metodu. Implementace této metody je popsána v páté ka-
pitole a autor se zde věnuje i souvisej́ıćı optimalizaci výkonu paralelńıch poč́ıtač̊u.
Navržená metoda je opět ilustrována výsledky źıskanými pomoćı vhodných benchmar-
k̊u.

Krátká šestá kapitola je věnována numerickému řešeńı nestlačitelných Naviero-
vých–Stokesových rovnic spřažených s rovnićı konvekce–difúze. Je zde zformulován al-
goritmus kombinuj́ıćı metody z předchoźıch dvou kapitol: Navierovy–Stokesovy rovnice
jsou řešeny pomoćı mř́ıžkové Boltzmannovy metody, zat́ımco rovnice konvekce–difúze
je řešena pomoćı hybridńı smı́̌sené metody konečných prvk̊u popsané ve čtvrté kapitole.
Numerické výsledky srovnávaj́ı přibližná řešeńı v závisloti na typu upwindu (explicitńı
nebo implicitńı) a zp̊usobu interpolace rychlostńıho pole (lineárńı nebo kubická) a jsou
prezentovány též chyby přibližných řešeńı.

V závěrečné sedmé kapitole je algoritmus z předchoźı kapitoly aplikován na simulaci
transportu páry v turbulentńı mezńı vrstvě vzduchu nad nerovným povrchem. Źıskané
numerické výsledky jsou srovnány s experimentálńımi daty, přičemž v některých př́ıpa-
dech (v závislosti na náročnosti výpočtu) je pozorována dobrá shoda.

Práce obsahuje podrobný závěr, několik dodatk̊u obsahuj́ıćıch r̊uzné detaily, které
by zatěžovaly text, i bohatou bibliografii.

Předložená disertačńı práce má obdivuhodně široký záběr zahrnuj́ıćı využit́ı r̊uz-
ných typ̊u diskretizaćı i komplikované otázky efektivńı implementace na moderńıch
paralelńıch poč́ıtač́ıch. Práce popisuje řadu nových př́ıstup̊u v oblasti implementace i
diskretizace a numerické experimenty demonstruj́ı, že navržené metody jsou výpočetně
efektivńı a vhodné pro simulaci komplikovaných úloh. Disertačńı práce je tak př́ınosná
pro daľśı rozvoj vědeckotechnických výpočt̊u na moderńıch paralelńıch poč́ıtač́ıch i dis-
kretizačńıch technik pro uvažované tř́ıdy problémů. To dokládá i to, že řada výsledk̊u
autora je obsažena v celkem osmi článćıch uveřejněných v kvalitńıch mezinárodńıch
časopisech.

Disertačńı práce ukazuje, že autor má ve všech oblastech, jimž je práce věnována,
velmi hluboké znalosti a je schopen samostatné tvořivé práce. Je rovněž patrné, že
autor musel věnovat velké úsiĺı implementaci navržených algoritmů a jejich testováńı.
Vyzdvihnout je potřeba i autor̊uv př́ınos pro vývoj knihovny TNL. Oceňuji rovněž, že
autor má dobrou představu o možných směrech budoućıho výzkumu.

Práce je dobře strukturovaná, přehledná a srozumitelná a formálńı úprava práce
je na velmi vysoké úrovni. Je napsána velmi pěknou angličtinou a velice dobře se čte.
Práce je velmi pečlivě zpracována a i přes jej́ı velký rozsah se mi v ńı podařilo nalézt
jen několik tiskových chyb.

K práci mám následuj́ıćı otázky a připomı́nky:

• Metody navržené autorem neuvažuj́ı př́ıpad śıt́ı obsahuj́ıćıch tzv. hanging nodes.
Jak obt́ıžné by bylo rozš́ı̌rit uvažované postupy i na tento př́ıpad? Jaké by to
mělo d̊usledky pro paralelizaci výpočt̊u?
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• Definice 2 na str. 32 neńı dle mého názoru vhodná, nebot’ podle ńı je každá śıt’ ne-
strukturovaná (vrcholy na hranici pro strukturované śıtě nálež́ı méně element̊um
śıtě než vrcholy uvnitř).

• V kapitole 3 věnované numerickému řešeńı soustav lineárńıch algebraických rov-
nic se autor soustřed́ı na iteračńı metody, zat́ımco př́ımé metody jsou zmı́něny
pouze velmi okrajově. U úloh, které nejsou př́ılǐs velké, mezi něž spadaj́ı dvou-
rozměrné úlohy uvažované v práci, jsou př́ımé metody čato efektivněǰśı, ne-
bot’ konvergence iteračńıch metod může být pomalá v d̊usledku vlastnost́ı ma-
tice soustavy. U autorem vyv́ıjené knihovny TNL je zmı́něna pouze možnost
použit́ı př́ımého řešiče UMFPACK, který ovšem nebyl navržen jako paralelńı
řešič. Přitom existuje řada paralelńıch př́ımých řešič̊u (např. PARDISO nebo
MUMPS). Bylo by možné tyto řešiče efektivně použ́ıt v rámci knihovny TNL?
Jaké jsou autorovy zkušenosti a plány s využit́ım paralelńıch př́ımých řešič̊u?

• Jaká je hlavńı motivace použit́ı smı́̌sené metody konečných prvk̊u ve čtvrté ka-
pitole? Proč jsou použity pouze prostory nejnižš́ıho řádu, u nichž nelze očekávat
př́ılǐs velkou přesnost řešeńı? Proč jsou data aproximována vztahy (4.8) a (4.13)
a nejsou mı́sto toho př́ıslušné integrály vyhodnoceny pomoćı numerické inte-
grace s využit́ım přesných dat? Podle tabulek na straně 75 časový krok klesá
rychleji než prostorový krok. Na čem je založena volba časového kroku v těchto
výpočtech? Diskretizaćı úlohy v části 4.3 se źıská aproximace tlak̊u pw a pn,
z nichž se vypoč́ıtá aproximace Sn,h saturace Sn pomoćı komplikovaného ne-
lineárńıho vztahu. Jaký řád konvergence lze teoreticky pro Sn,h očekávat?

• V šesté kapitole jsou prezentovány v tabulce 6.2 chyby aproximace ϕh funkce
ϕ. Pro nekonzervativńı tvar rovnice konvekce–difúze je źıskáno přesné řešeńı,
zat́ımco pro konzervativńı tvar je přibližné řešeńı zat́ıženo nezanedbatelnou chy-
bou. Autor z toho vyvozuje, že nekonzervativńı tvar je vhodněǰśı než konzerva-
tivńı. Pozorované rozd́ıly mezi konzervativńım a nekonzervativńım tvarem jsou
však významně ovlivněny skutečnost́ı, že přesné řešeńı ϕ je konstanta a pro ne-
konzervativńı tvar tak dostaneme ϕh = ϕ pro v́ıceméně libovolně špatnou apro-
ximaci rychlostńıho pole. Autor by tedy měl oba tvary srovnat pro př́ıpad, kdy
řešeńı ϕ rovnice konvekce-difúze nelež́ı v použitém prostoru konečných prvk̊u.

Práce je celkově velice kvalitńı, bohatě splnila sv̊uj ćıl a prokazuje předpoklady
autora k samostatné tvořivé práci. Proto předloženou disertačńı práci doporučuji k ob-
hajobě.

V Praze dne 1. 6. 2023 doc. Mgr. Petr Knobloch, Dr., DSc.
Univerzita Karlova

Matematicko–fyzikálńı fakulta
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