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Úvod

Studium vlastností jaderných sil a silné interakce je d·leºitou sou£ástí dne²ní ex-
perimentální i teoretické fyziky. Znalost makroskopických projev· takové interakce
pro horkou a hustou hmotu by zna£n¥ pomohla v pochopení nejen exotických vy-
sokoenergetických proces·, ale také by prohloubila na²e znalosti o vývoji raného
vesmíru. Práv¥ studium t¥chto extrémních stav· hmoty je cílem experiment· se
sráºkami t¥ºkých iont·, jako je nap°. velký hadronový urychlova£ (LHC) v CERNu
nebo urychlova£ relativistických t¥ºkých iont· (RHIC) v Brookhavenské národní la-
borato°i ve Spojených státech amerických. Popis vlastností hmoty vzniklé p°i sráº-
kách t¥ºkých iont· je ov²em sloºitý a je t°eba pe£liv¥ vybírat, které pozorovatelné
lze vyuºít. Pro popis kolektivních vlastností tohoto stavu hmoty slouºí jako výborné
sondy práv¥ �uktuace po£tu £ástic. Na t¥ch lze pozorovat r·zné kritické jevy, ale
vypovídají imnohé o stavové rovnici horké jaderné hmoty.

Tato práce se zam¥°uje na odvození �uktuací po£tu £ástic v husté a horké hmot¥
vzniklé sráºkami jader Au + Au v rámci statického modelu. V první kapitole zave-
deme základní veli£iny relativistické kinematiky, jejichº znalost je nutná pro odvození
dal²ích pozorování.

V druhé kapitole uvedeme základní poznatky o sráºkách t¥ºkých iont·. Vysv¥tlíme
pojem kvark-gluonového plazmatu a popí²eme základní veli£iny vyuºívané k popisu
vývoje takovýchto sráºek.

Ve t°etí kapitole p°ejdeme k termálnímu popisu sráºek t¥ºkých iont·. Popí²eme for-
malismus, který bude vyuºit k dal²ím výpo£t·m. Dále budeme diskutovat moºné
kritické vlastnosti hmoty a vztah k �uktuacím. Zavedeme model hadronového re-
zonan£ního plynu spole£n¥ s £áste£nou chemickou rovnováhou a budeme diskutovat
vliv omezených pokrytí v hybnosti na výsledné �uktuace. Na konci kapitoly prove-
deme krátký úvod do dal²ích moºností vyuºití �uktuací jednotlivých £ástic jakoºto
náhrad za �uktuace kvantových £ísel.

Ve £tvrté kapitole budeme diskutovat p°ísp¥vky rezonan£ních rozpad· k produkci
£ástic. Vybudujeme formalismus schopný popsat tyto p°ísp¥vky a odvodíme p°edpis
pro jejich výpo£et.

V poslední kapitole bude p°edveden model £áste£né chemické rovnováhy, �uktuace
jednotlivých £ástic pro r·zné t¥ºi²´ové sráºkové energie v rámci statistického mo-
delu a jejich závislost na teplot¥. Dále budou modelovány pozorovatelné p°ibliºující
chování �uktuací kvantových £ísel.
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Kapitola 1

Relativistická kinematika

Relevantní procesy, tj. pr·b¥h sráºek t¥ºkých iont· jsou velice komplexní a pro jejich
pochopení a popis jejich vývoje je t°eba zavést formalismus relativistické kinematiky.
Díky veli£inám zavedeným v této kapitole budeme schopni popsat p°í£iny a pr·b¥h
takovýchto sráºek, jejich d·sledky a popsat moºné zp·soby detekce.

1.1 Lorentzovy transformace

V klasické mechanice jsou transformace mezi dv¥ma vztaºnými soustavami pohy-
bující se v·£i sob¥ konstantní rychlostí dány tzv. Galileovskými transformacemi.
Pro takové transformace ve sm¥ru osy x platí

x′ = x− vt,

y′ = y,

z′ = z,

t′ = t.

(1.1)

Sráºky t¥ºkých iont· jsou ov²em relativistické a transformace mezi dv¥ma vztaºnými
soustavami bude tedy dána transformacemi Lorentzovskými

x′ = γ (x− βct) ,

y′ = y,

z′ = z,

ct′ = γ (ct− βx) .

(1.2)
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1.2 Minkowského prostoro£as

Spojením polohového vektoru r⃗ = (x,y,z) a £asové sou°adnice t transformujících se
podle Lorentzových transformací (1.2) p°echázíme od t°írozm¥rného prostoru roz²í-
°eného o £asovou sou°adnici k neeuklidovskému £ty°rozm¥rnému prostoru nazýva-
ného Minkovského prostoro£as. Relevantní invariant ur£ující interval v takovémto
prostoru bude dán vztahem

s2 = gµνx
µxν = (ct)2 − x2 − y2 − z2. (1.3)

Metrický tenzor gµν je tedy dán jako

(gµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (1.4)

Vektory rovnice (1.3) s indexy naho°e budou nazývány kontravariantní. Oproti tomu
vektory s dolním indexem budou nazývány kovariantní. P°evody mezi nimi prová-
díme pomocí metrického tenzoru gµν

gµνx
ν = xµ. (1.5)

Metrický tenzor (1.4) má vlastnost

gµν = gµν . (1.6)

Lorentzovu transformaci v Minkowského prostoro£ase lze kompaktn¥ zapsat ve tvaru

x′
µ = Λν

µxν , (1.7)

kde matice
(
Λν

µ

)
je dána jako

(Λν
µ) =


γ 0 0 −βγ
0 1 0 0
0 0 1 0

−βγ 0 0 γ

 . (1.8)

V takovémto prostoru má smysl hledat veli£iny, které jsou invariantní v·£i Lorent-
zovým transformacím. Nap°íklad po zavedení £ty°rychlosti

uµ =
dxµ

dτ
(1.9)

dostáváme veli£inu invariantní v·£i libovolným transformacím

uµu
µ = c2. (1.10)

Stejn¥ p°i zavedení £ty°hybnosti P = (E, p⃗c) bude platit vztah

P 2 = gµνP
µP ν = m0c

2. (1.11)

Klidová energie m0c
2 je tedy invariantem £ty°hybnosti.
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1.3 P°í£ná hybnost a hmotnost, rapidita

Jak lze vid¥t z transforma£ních vztah· (1.7) sloºky polohových veli£in jako je £ty-
°vektor polohy nebo hybnosti se transformují pouze ve sloºkách korespondujících
s aplikovaným boostem. Má tedy smysl volit soustavu sou°adnic tak, ºe se transfor-
mují pouze sloºky rovnob¥ºné s jednou z os (zvolme nap°. osu z.) V takovém p°ípad¥
je rozumné zavést veli£iny jako je p°í£ná hybnost, hmotnost, rapidita a pseudorapi-
dita. Nejprve je ov²em t°eba objasnit pojem p°í£ná rovina. Nech´ se svazek £ástic
pohybuje ve sm¥ru osy z. �ekneme, ºe p°í£ná rovina je rovina daná osami x a y. V ta-
kovéto rovin¥ lze zavést p°í£nou hybnost, která je Lorentzovsky invariantní veli£inou
v·£i boost·m v ose z. Ta je daná vztahem

p⊥ =
√
p2x + p2y. (1.12)

Podobným zp·sobem lze zavést i veli£inu p°í£né hmotnosti, která má podobné vlast-
nosti v·£i boost·m jako p°í£ná hybnost

m⊥ =
√

m2 + p2⊥/c
2. (1.13)

Nakonec je t°eba popsat vlastnosti pohybu v podélném sm¥ru. Nej£ast¥ji pouºívaná
veli£ina k takovému popisu se nazývá rapidita a je daná vztahem

y =
1

2
ln

(
E/c+ pz
E/c− pz

)
. (1.14)

Dal²ím d·vodem zavedení takovéto veli£iny je tvar její transformace p°i podélném
boostu. Pro tu platí

y′ =
1

2
ln

(
E ′/c+ p′z
E ′/c− p′z

)
= y +

1

2
ln

(
1− β

1 + β

)
. (1.15)

V neposlední °ad¥ je výhodné zavést veli£inu zvanou pseudorapidita η. Protoºe pro
vysoké energie jako v procesech sráºek t¥ºkých iont· platí E ≈ pc je moºné zjedno-
du²it vztah (1.14) do tvaru

y ≈ 1

2
ln

(
p+ p · cosθ
p− p · cosθ

)
= −ln tan

θ

2
≡ η. (1.16)

1.4 Rozd¥lení podle hybnosti

Nakonec je t°eba uvést jakým zp·sobem jsou ur£eny rozd¥lení £ástic v hybnostech.
Klasické rozd¥lení d3N

d3p
je kv·li závislosti hybností na volb¥ vztaºné soustavy pro-

m¥nné p°i Lorentzovských transformacích. Tento problém lze vy°e²it vynásobením
celého vztahu energií, tím dostaneme invariantní rozd¥lení po£tu £ástic podle hyb-
nosti. Dal²ími úpravami získáme vztahy, které jsou nem¥nné p°i boostech.

E
d3N

d3p
=

d3N

mtdmtdΦdy
= c · d3N

ptdptdΦdy
(1.17)
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Kapitola 2

Sráºky t¥ºkých iont·

Samotné sráºky relativistických t¥ºkých iont· m·ºou slouºit k výzkumu dvou d·le-
ºitých otázek v rámci aktuální fyziky. Za prvé je polem intenzivního studia fázový
p°echod mezi uv¥zn¥nou a asymptoticky volnou kvarkovou hmotou, tj. hadronovou
hmotou a kvark-gluonovým plazmatem. Za druhé mohou slouºit k výzkumu raného
stavu vesmíru p°ibliºn¥ 10−6 s po velkém t°esku, kde se p°edpokládá, ºe v tomto
£ase byly podmínky t¥chto dvou systému velmi podobné [1]. Ve sráºkách p°i vyso-
kých energiích dochází ke vzniku horké vysoce koncentrované hmoty a v závislosti
na její vlastnostech mluvíme o tzv. kvark-gluonovém plazmatu nebo o hadronové
hmot¥. Tyto dva stavy hmoty se li²í uv¥zn¥ním kvark·. Silná interakce poutající
kvarky dohromady je popsaná teorií kvantové chromodynamiky (QCD) a má vlast-
nost asymptotické volnosti. Popis sráºek pomocí QCD je ov²em obtíºný a v mnohých
situacích nepraktický.

Experimenty produkující takovéto sráºky probíhají nap°íklad na projektech RHIC
(Relativistic Heavy-Ion Collider) v Brookhaven National Laboratory (BNL) v Up-
tonu ve Spojených státech amerických p°i energiích aº

√
sNN = 200 GeV pro

Au+Au. Dal²í urychlova£ stojící za zmínku je Large Hadron Collider (LHC) ná-
leºící Evropské organizaci pro jaderný výzkum (CERN) na ²výcarsko-francouzské
hranici, který operuje p°i energiích aº

√
sNN = 6,8 TeV. Alternativou ke zlatým

jádr·m v takových kolizích jsou nap°. jádra olova, která se urychlují na urychlova£i
LHC p°i energiích aº

√
sNN = 5,5 TeV.

P°i sráºkách t¥chto vysokoenergetických jader tedy dochází ke vzniku velkého po£tu
dal²ích £ástic a p°i dostate£n¥ vysokých energiích p°estávají být kvarky v takto
vzniklé hmot¥ uv¥zn¥né a vzniká kvark-gluonové plazma. Tento stav je v²ak vysoce
nestabilní. Celý systém rychle chladne a expanduje a po dostate£ném £ase dojde
k rekombinaci a kvarky se vrátí do svého uv¥zn¥ného stavu. Tento proces se nazývá
hadronizace hmoty.
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2.1 Kvark-gluonové plazma

Jiº v roce 1965 poukázal Rolf Hagedorn na maximální moºnou teplotu hadronové
hmoty. V jeho £lánku byla tato teplota ur£ena na Tc ∼ 150 MeV [2]. Sám Hagedorn
tuto teplotu interpretoval tak, ºe po dodání dal²í energie dochází v siln¥ interagujícím
plynu pouze k produkci nových t¥º²ích £ástic, samotná teplota celého systému v²ak
z·stává konstantní. V roce 1975 byla tato teplota reinterpretována práv¥ jako teplota
fázového p°echodu mezi hadronovou hmotou a jistou novou fází [3]. Ve stejném roce
bylo ukázáno, ºe v podmínkách s vysokou teplotou nebo baryonovou hustotou jako
nap°íklad v jádrech neutronových hv¥zd nebo v raném stádiu vesmíru tj. aº 5 ·10−6 s
po velkém t°esku se hmota nebude vyskytovat v jejím p°irozeném stavu, ale kvarky
samotné se budou chovat jako volné £ástice [4]. V tomto £lánku auto°i J. C. Collins
a M. J. Perry pozorovali d·sledky kvarkového modelu pro exotická prost°edí jako
jsou nap°íklad jádra neutronových hv¥zd, explodující £erné díry nebo rané stádium
vesmíru. Jejich argumenty vycházely p°edev²ím ze ztráty individuality hadron· p°i
vysokých hustotách. Dále navrhli vyuºití asymptoticky volné kvantové teorie pole
pro provedení dal²ích výpo£t·. Ty byly provedeny v následujících letech [5, 6, 7].
Pouze t°i roky poté byl S.A. Chinem publikován £lánek diskutující moºnost vy-
tvo°ení práv¥ takovýchto podmínek v laboratorních sráºkách ultra-relativistických
t¥ºkých iont· s energiemi °ádov¥ GeV na nukleon [8]. Tato hypotéza byla potvr-
zena v roce 2000, kdy bylo laborato°í CERN oznámeno pozorování nové fáze siln¥
interagující hmoty [9]. Kondenzace velkého mnoºství hmoty do malého prostoru,
kde vzdálenost jednotlivých £ástic je R ≪ 1 fm a dodání vysoké energie jsou tedy
podmínky dávající vznik nehadronové fázi hmoty. Hmotu s takovými kolektivními
vlastnostmi nazýváme kvark-gluonové plazma.

2.2 Pr·b¥h ultra-relativistických sráºek

D·leºitou otázkou je tedy zp·sob vzniku kvark-gluonového plazmatu ve sráºkách
t¥ºkých iont·, chování tohoto systému, jeho vývoj a po£áte£ní podmínky. Tento
problém zaujal amerického teoretického fyzika J.D.Bjorkena, který v roce 1982 vy-
dal slavný £lánek zkoumající práv¥ takové procesy v regionu st°ední rapidity [1].
Pr·b¥h takovýchto sráºek vypadá následovn¥. Dv¥ nabitá relativistická jádra blíºící
se k sob¥ relativistickými rychlostmi jsou Lorentzovsky kontrahovaná podle trans-
formací (1.7). Jádra tedy nabývají tvaru dvou na sebe nalétávajících pala£inek. Ta-
kováto situace bývá £asto popisována nap°. pomocí modelu barevného sklen¥ného
kondenzátu (CGC) [9, 10]. P°i sráºce t¥chto plochých disk· dochází k interakcím
jejich konstituent· (nukleon·) a vzniká tzv. �reball. Za kone£ný £asový úsek dochází
ke vzniku nových parton· tj. kvark·, anti-kvark· a gluon· a vzniká vysoce hustý a
energetický systém t¥chto £ástic. Interakce mezi jednotlivými partony mají za d·-
sledek lokální termalizaci systému a vzniká kvark-gluonové plazma [10]. Díky vysoké
teplot¥ a hustot¥ za£íná expanze, kterou je moºné popsat pomocí hydrodynamických
veli£in. Po dostate£ném roztáhnutí a ochlazení dochází k rekombinaci kvark· a jejich
následnému uv¥zn¥ní do hadron· - procesu zvaný hadronizace. Takto vzniká z hor-
kého kvark-gluonového plazmatu hadronový plyn, který v²ak stále siln¥ interaguje.
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P°i ur£ité teplot¥ systému nastane moment zvaný chemické vymrznutí. V této chvíli
p°estávají neelastické kolize mezi jednotlivými hadrony v plynu [9]. Dal²í uºite£-
nou vlastností tohoto bodu je, ºe po takovém momentu je za�xovaný st°ední po£et
£ástic v celém systému. Po dal²í expanzi dochází ke kinetickému vymrznutí. V tuto
chvíli jiº ustávají tém¥° ve²keré interakce mezi £ásticemi a ze siln¥ vázaného systému
vzniká soubor tém¥° volných £ástic, které se pohybují do detektor·.

2.3 P°echod mezi fázemi

Hlavním d·vodem projekt· jako RHIC je práv¥ studium fázového p°echodu mezi
kvark-gluonovým plazmatem a hadronovou hmotou. Tento proces se nazývá hadro-
nizace. Samotné hodnoty teploty Tcrit, p°i které k takovémuto fázovému p°echodu
dojde je moºné teoreticky ur£it za pouºití kvantové chromodynamiky na m°íºce.
Takto ur£ená teplota má hodnotu Tcrit = (151 ± 3) MeV [11]. V dne²ní dob¥ je jiº
známo, ºe jde o plynulý, ale rychlý p°echod mezi fázemi [12]. Problémem tohoto po-
stupu je fakt, ºe je funk£ní pouze pro mizející chemické potenciály. Jinými slovy pro
funk£nost tohoto postupu je t°eba, aby v systému byl na po£átku stejný po£et £ástic
a anti£ástic. Takovýto scéná° je ov²em pro sráºky t¥ºkých iont· nap°. Au+Au ne-
vhodný, proto je t°eba se obrátit k jiným fenomenologickým nebo experimentálním
metodám.

Obrázek 2.1: Fázový diagram kvark-gluonového plazmatu, hadronové hmoty a ba-
revného supravodi£e závisející na teplot¥ a baryonovým chemickém potenciálu se
znázorn¥ným kritickým bodem a typy p°echod·. P°evzato z [10].
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2.4 Tok

Vzhledem ke vzniku mnohých £ástic ve sráºkách t¥ºkých iont· a k vlastnostem �-

reballu vznikajícím v takových procesech je p°edm¥tem zájmu studium kolektivních
jev·. Jednou z nejd·leºit¥j²ích vlastností takového systému je ²í°ení £ástic v r·z-
ných sm¥rech a zkoumání Lorentzovsky invariantních distribucí daných rovnicemi
(1.17). Takové ²í°ení £ástic prostorem lze popsat práv¥ pomocí veli£in tok·. Zajíma-
vou otázkou je závislost rozd¥lení £ástic na azimutálním úhlu Φ. Rozloºme sm¥ry
²í°ení £ástic do sm¥ru rovnob¥ºného a kolmého ke sm¥ru ²í°ení svazku. Pro ²í°ení
v podélném sm¥ru, je zd·vodn¥ní následující. Vzhledem k tomu, ºe nep°edpoklá-
dáme kompletní zastavení jader p°i sráºce, tak si n¥které vzniklé £ástice odná²ejí
ur£itou podélnou hybnost, se kterou se dále ²í°í prostorem. Druhým faktorem, který
hraje roli p°i podélné expanzi je práv¥ Lorentzovská kontrakce, která má po sráºce za
d·sledek vy²²í tlakový gradient v podélném sm¥ru neº ve sm¥ru kolmém na svazek.
Kolmé ²í°ení je poté d·sledkem interakce konstituent· sráºených jader. Samotná
problematika takovéto expanze nám umoº¬uje skrze m¥°ení výsledných tok· studo-
vat stavovou rovnici hmoty, vyskytující se v takovýchto sráºkách. Ke statistickému
popisu �reballu je vyuºíváno Boseho nebo Fermiho statistiky. V dal²ím postupn¥
odvozujeme tvar hybnostního spektra expandujícího �reballu. Postupujeme p°itom
podle [13].

2.4.1 Statický �reball

Nejprve provedeme nejhrub²í odhad, který povede na explicitní p°edpis tvaru spek-
tra. Uvaºme tedy, ºe �reball nebude expandovat a pozorujme tvar spektra z rovnice
(1.17).

E
d3N

d3p
=

d3N

mtdmtdΦdy
. (2.1)

P°i zápisu £ty°hybnosti pµ ve tvaru

pµ = (mtcoshy,ptcosΦ,ptsinΦ,mtsinhy), (2.2)

pro kterou platí vztah (1.11) a p°ijetí Boltzmanovy aproximace, jsme schopni zapsat
spektrum termáln¥ produkovaných £ástic (2.1) ve tvaru

E
d3N

d3p
∝ Eexp

(
−E

T

)
= Eexp

(
−mtcoshy

T

)
. (2.3)

Na²im zájmem je ov²em získat takové spektrum pro ur£itou �xní rapiditu [13]. Tu si
m·ºeme zvolit za nap° y = 0. Dosazením do rovnice (2.3) a porovnáním s obecnou
metodou pro odvození takové distribuce, tj. integrací s rozloºením hmoty p°es celý
objem, získáme

E
d3N

d3p
=

d3N

mtdmtdΦdy

∣∣∣∣
y=0

=
V

(2π)3
mtexp

(
−mt

T

)
. (2.4)

Spektra £ástic s r·znými hmotnostmi tedy budou stejná, pokud je vykreslíme jako
funkci p°í£né hmotnosti mt.
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2.4.2 Podélná expanze

Jak jiº bylo zmín¥no realistický �reball expanduje. Podobn¥ s Bjorkenovým £lánkem
vydaným roku 1982 uvaºujeme takovou longitudální expanzi, která je invariantní
v·£i boost·m v podélném sm¥ru [1]. Pro £ástice pohybující se uvnit° �reballu tedy
není moºné vzhledem k �reballu samotnému ur£it s jakou rychlostí se pohybují.
Tento p°edpoklad má v²ak za d·sledek, ºe je t°eba uvaºovat �reball nekone£ných
rozm¥r· v podélném sm¥ru. Dal²í výpo£ty jsou tedy aproximací uplatnitelnou na
£ástice vznikající v centrální oblasti rapidity. Podélná rychlost bude dána vztahem

vz =
z

t
. (2.5)

Díky relativistické dilataci £asu je moºno pozorovat, ºe dojde k vymrznutí celého
�reballu ve vlastním £ase τ = τfo. Je tedy rozumné místo £asu v t¥ºi²´ové sou-
stav¥ vyuºít práv¥ této veli£iny vlastního podélného £asu, který ur£í v rovin¥ £asu
a podélné sou°adnice hyperbolu ukazující hyperpovrch vymrznutí

τ =
√
t2 − z2. (2.6)

Dále vzhledem k p°edpokladu podéln¥ Lorentzovsky invariantní expanze je uºite£né
zavést veli£inu prostoro-£asové rapidity, která je analogií k de�nici rapidity (1.14).
Prostoro£asovou rapiditu yst zavedeme vztahem

yst =
1

2
ln

(
t+ z

t− z

)
=

1

2
ln

(
1 + vz
1− vz

)
. (2.7)

P°i t¥chto de�nicích poté v²echny £ásti �reballu mají svou konstantní prostoro-
£asovou rapiditu yst a vyvíjí se ve svých vlastních £asech τ stejným zp·sobem [13].
Tento fakt je zobrazen na Obrázku 2.2. Pro popis kolmé roviny ke svazku vyuºijeme
polárních sou°adnic. Tímto zp·sobem zkonstruujeme parametrizaci sou°adnic

xµ = (τcoshyst,rcosθ,rsinθ,τsinhyst). (2.8)
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Obrázek 2.2: Prostoro-£asový vývoj podéln¥ Lorentzovsky invariantní expanze �re-
ballu. Obrázek znázor¬uje stejný vývoj systému ve svých vlastních podélných £asech
a vyzna£uje vymrznutí. Levá £ást ukazuje na vývoj takové hmoty bez existence QGP
a prvá £ást s existencí QGP. P°evzato z [13].

Pro získání spektra p°í£né hmotnosti v oblasti st°ední rapidity je t°eba zintegrovat
p°es v²echny takové £ástice s y = 0. Problémem ov²em z·stává r·zná rychlost ex-
panze r·zných £ástí �reballu, proto není moºné jako v p°edchozím p°ípad¥ mluvit
o termálním rozd¥lení, ale pouze o lokáln¥ termálním rozd¥lení tj. hybnostní rozd¥-
lení bude Boltzmanovské pro kaºdou £ást �reballu pouze v lokální klidové soustav¥
této £ásti. V kaºdém takovém lokálním systému bude tedy ekvivalentn¥ se statickým
�reballem platit

d3N

dp3
∝ exp

(
−E∗

T

)
. (2.9)

Veli£ina E∗ udává energii £ástice v lokální klidové soustav¥ a je pro podéln¥ Loren-
tzovsky invariantní �raball daná vztahem

E∗ = gµνp
νuµ = mt cosh(y − yst), (2.10)

kde £ty°rychlost uµ je dána vztahem

uµ = (cosh yst,0,0, sinh yst). (2.11)

Odsud je moºné ekvivalentním postupem jako u statického �reballu vyjád°it spek-
trum p°í£ných hmotností (2.1). To nabude tvaru

d3N

mtdmtdΦdy

∣∣∣∣
y=0

=

∫
V

τfordrdθdyst
(2π)3

mt cosh(yst − y)ρ(r)exp

(
−mt cosh(yst − y)

T

)
.

(2.12)
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Zde funkce ρ(r) odpovídá azimutáln¥ symetrickému rozd¥lení £ástic a provádíme
integraci p°es objem daný hyperpovrchem vymrznutí. Vztah (2.13) lze £áste£n¥ zin-
tegrovat a dojdeme ke vztahu

d3N

mtdmtdΦdy

∣∣∣∣
y=0

=
2πτfo

∫
rρ(r)dr

(2π)2
mtK1

(mt

T

)
. (2.13)

Op¥t tedy dostáváme výsledek nezávislý na hmotnostech £ástic a spektra tak tedy
op¥t budou vypadat stejn¥ jako funkce p°í£né hmotnostimt. Za poznámku také stojí,
ºe opravdu do²lo pouze k úprav¥ p°edchozího vztahu jelikoº modi�kovaná Besselova
funkce K1 se extremáln¥ chová práv¥ jako exponenciála. Faktory p°ed touto funkcí
op¥t souvisí pouze s objemem zdroje p·vodních £ástic.

2.4.3 P°í£ná expanze

Zbývá tedy do systému p°idat expanzi p°í£nou. Pro dal²í postup budeme uvaºo-
vat azimutální symetrii v ²í°ení £ástic. Sloºky transverzální rychlosti vt zavedeme
v polárních sou°adnicích a parametrizujeme pomocí p°í£né rapidity yt(r). Pro vektor
£tyrrychlosti tedy máme

uµ = (cosh yst cosh yt, sinh yt cos θ, sinh yt sin θ, sinh yst cosh yt). (2.14)

Energii E∗ v lokální klidové soustav¥ op¥t obdrºíme aplikací vztahu (2.11) a dostá-
váme

E∗ = gµνp
νuµ = mt cosh(yst − y) cosh yt − pt sinh(yt) cos(ϕ− θ). (2.15)

Stejn¥ jako v p°edchozích p°ípadech uvaºujeme v kaºdé lokální klidové soustav¥
Boltzmanovo rozd¥lení, proto je i dal²í výpo£et proveden ve stejném duchu [13]

d3N

mtdmtdΦdy
=

τfo
(2π)3

∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dθ

∫ +∞

−∞
dystmt cosh(yst − y)ρ(r) exp

(
−E∗

T

)
.

(2.16)

Samotné integrály je znova moºno z£ásti vypo£ítat a s vyuºitím Besselových funkcí
pro spektrum v centrální rapidit¥ dostáváme

d3N

mtdmtdΦdy

∣∣∣∣
y=0

=
τfomt

(2π)2

∫ ∞

0

rρ(r)I0

(
pt sinh yt

T

)
K1

(
mt cosh yt

T

)
. (2.17)

Je t°eba poznamenat, ºe Besselovy funkce nelze vytknout z integrálu vzhledem
k závislosti rapidity yt na radiální sou°adnici. Dále si lze pov²imnout závislosti spek-
tra jak na p°í£né hybnosti, tak na p°í£né hmotnosti coº znamená, ºe spektrum nyní
bude explicitn¥ záviset na hmotnosti £ástic.

2.4.4 Fourierova analýza

Dosud jsme uvaºovali situaci s azimutální symetrií. V takovém p°ípad¥ se £ástice
produkují symetricky v azimutálních úhlech. Expanze je rovn¥º v t¥chto úhlech sy-
metrická. Mluvíme o takzvaném izotropním toku, který je idealistickým p°ípadem
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a bylo by zapot°ebí uvaºovat pouze kolize s nulovým parametrem sráºky a zane-
dbávat ve²keré kvantové �uktuace. V opa£ném p°ípad¥ je t°eba mluvit o toku ani-
zotropním tj. nesymetrickém v azimutálních úhlech. Pro popis spektra v takovéto
situaci se vyuºívají veli£iny sm¥rového a eliptického toku odpovídající Fourierovým
koe�cient·m rozvoje spektra. Pro pochopení tohoto konceptu je nejprve t°eba zavést
reak£ní rovinu. Nech´ vektor sráºky je vektor spojující projekce center sráºejících se
£ástic do roviny tj. parametr sráºky by poté byl jeho velikost a nech´ vektor z⃗ je jed-
notkový vektor ve sm¥ru svazku. Rovina dána t¥mito dv¥ma vektory se poté nazývá
reak£ní rovina [9]. Pokud nyní p°epí²eme azimutální £ást spektra pomocí Fourierova
rozvoje dostáváme

E
d3N

d3p
=

1

2π

d2N

ptdptdy

[
1 +

∞∑
k=1

2vk cos(k(ϕp −Ψrp))

]
, (2.18)

kde ϕp je úhel vylétávající £ástice v laboratorní soustav¥ a Ψrp je úhel de�nující
reak£ní rovinu [9]. Práv¥ tyto koe�cienty vk jsou funkcemi, které pomáhají popsat
anizotropie v rozd¥lení hybností, tj. pro izotropní systém by kaºdý z t¥chto koe�ci-
ent· byl nulový. Nejpouºívan¥j²ími z t¥chto koe�cient· jsou práv¥ v1 a v2 nazývané
sm¥rový a eliptický tok. Ob¥ tyto veli£iny jsou velmi citlivé na po£áte£ní podmínky
sráºky. Sm¥rový tok lze vyuºít k popisu tlakových gradient· v momentu sráºky
nebo stla£itelnosti vytvo°ené jaderné hmoty. Eliptický tok lze pouºít k charakteri-
zaci azimutální asymetrie v hybnostním rozd¥lení. Práv¥ souhlas m¥°ených hodnot
eliptického toku na urychlova£i RHIC s p°edpov¥¤mi ideální hydrodynamiky vedl
na tvrzení, ºe se horká jaderná hmota chová jako ideální tekutina [9, 10].
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Kapitola 3

Statistický p°ístup

Horkou jadernou hmotu je moºné popsat pomocí aparátu statistické fyziky. P°i
pouºití t¥chto metod je moºné odvodit veli£iny jako jsou st°ední hodnoty po£t·
£ástic jejich korelace nebo �uktuace. Je ov²em taky moºné nalézt stavovou rovnici
siln¥ interagujících systém· a tak lze p°ejít k hydrodynamickému popisu expanze
�reballu tak, jak bylo p°edvedeno v kapitole o sráºkách t¥ºkých iont·. Námi kýºené
veli£iny jsou práv¥ �uktuace a korelace r·zných typ· £ástic. Ty budou slouºit jako
ur£itá sonda pro zji²t¥ní vlastností horké hmoty a jejich stav·.

3.1 Grand-kanonický formalismus

Budeme pracovat se systémem, ve kterém je moºná nejen vým¥na energie s rezervoá-
rem, ale dále taky v n¥mº �uktuuje jeho celkový po£et £ástic. Vhodným souborem
kpopisu takové situace je práv¥ grand-kanonický soubor. V²echny relevantní veli-
£iny takového souboru jsou ur£eny jeho parti£ní funkcí Z(T,V,µ), kde T je teplota
systému V jeho objem a µ relevantní chemické potenciály. Pro relativistické systémy
navíc platí, ºe v nich mohou vznikat nové £ástice, proto p°echázíme od jejich po£tu
k zachovávajícímu se náboji. Nejprve ov²em vybudujeme formalismus v nerelativis-
tickém tvaru. Pro parti£ní sumu bude platit vztah

Z(T,V,µ) =
+∞∑
N=0

∑
n

ϱ(En, N) exp

(
− En

kBT
+

µ ·N
kBT

)
=

+∞∑
N=0

exp

(
µ ·N
kBT

)
ZN(T,V ),

(3.1)

kde poslední krok byl proveden pomocí vytknutí výrazu nezávislém na energii z vnit°ní
sumy, ZN(T,V ) ozna£uje kanonickou parti£ní sumu pro N £ástic a ϱ(En, N) je dege-
nerace energetické hladiny s N £ásticemi. Z de�nice parti£ní funkce (3.1) je z°ejmé,
ºe v samotném rozd¥lení vystupuje práv¥ jako jeho normalizace.

Vzhledem k obecné závislosti energie na hybnosti p a poloze q potom lze zespojit¥ním
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p°evést rovnici (3.1) do tvaru

Z(T,V,µ) =
+∞∑
N=0

∫
V

d3q

∫
R
d3pϱ (E(p, q),N) exp

(
−E(p,q)

kBT
+

µ ·N
kBT

)
. (3.2)

Dále je moºné zavedením parametr· α = µ
kBT

a β = 1
kBT

pomocí parti£ní funkce
(3.1) vyjád°it st°ední hodnoty po£t· £ástic a energie v systému pomocí vztah·

⟨E⟩ =
∑
γ

Eγwγ =
1

Z
∑
γ

Eγ exp (−βEγ + αNγ) =

=
1

Z
∑
γ

− ∂

∂β
exp (−βEγ + αNγ) = − 1

Z
∂Z
∂β

= −∂(lnZ)

∂β
.

(3.3)

A podobným zp·sobem pro st°ední po£et £ástic v systému

⟨N⟩ =
∑
γ

Nγwγ =
1

Z
∑
γ

Nγ exp (−βEγ + αNγ) =

=
1

Z
∑
γ

∂

∂α
exp (−βEγ + αNγ) =

1

Z
∂Z
∂α

=
∂(lnZ)

∂α
.

(3.4)

Podobn¥ jsme schopni vyjád°it i druhé momenty rozd¥lení jako druhé derivace podle
chemického potenciálu tj.

〈
(E − ⟨E⟩)2

〉
=

∂2(lnZ)

∂β2
. (3.5)

A pro varianci v po£tu £ástic poté máme

〈
(N − ⟨N⟩)2

〉
=

∂2(lnZ)

∂α2
. (3.6)

Samotnou pravd¥podobnost nalezení N £ástic v systému pro energii obecné závislou
na poloze q a hybnosti p nalezneme integrací p°es tyto sou°adnice

P (N) =
1

Z

∫
V

d3q

∫
R
d3pϱ (E(p, q),N) exp

(
−E(p,q)

kBT
+

µ ·N
kBT

)
. (3.7)

Pokud navíc uváºíme energii nezávislou na poloze v systému získáme výraz pro
pravd¥podobnost výskytu po£tu £ástic

Pind(N) =
V

Z(2πℏ)3

∫
R
d3pϱ (E(p),N) exp

(
−E(p)

kBT
+

µ ·N
kBT

)
. (3.8)
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3.2 Stavová rovnice

Pro popis hydrodynamické expanze horké jaderné hmoty ve smyslu velmi energetic-
kých a nahu²t¥ných hadron· je t°eba odvodit její stavovou rovnici. Proces vytvá°ení
takové hmoty byl diskutován v kapitole o sráºkách t¥ºkých iont· a v této sekci se
tedy zam¥°ujeme na odvození samotné stavové rovnice. Výpo£ty budou provedeny
v rámci relativistického ideálního plynu. Kýºenými pozorovatelnými jsou veli£iny
nezávislé na velikosti systému jako hustota energie a hustota entropie.

Výjdeme z vlastnosti grand-kanonického potenciálu Ω, která spojuje grand-kanonickou
parti£ní funkci spolu s tlakem soustavy, pro který platí

Ω = −pV = −kBT lnZ. (3.9)

Samotnou hustotu energie ϵ získáme pouhým vyd¥lením vztahu pro st°ední energii
(3.3) celkovým objemem systému a dostáváme tedy

ϵ = − 1

V

∂(lnZ)

∂β
(3.10)

Pro vyjád°ení hustoty entropie s vyuºijeme Maxwellových vztah· první série a do-
stáváme

s =
1

V

(
∂Ω

∂T

)
V,µ

= −kB
V

∂

∂T
T lnZ. (3.11)

Samotné parti£ní funkce, kterými popisujeme takové systémy je jiº t°eba odvodit
zvlá²´. Do dal²ích výpo£t· je nyní ov²em pot°eba zapo£ítat kvantové jevy. P°i tako-
vém p°ístupu je nutné nahlíºet na tvar vlnových funkcí popisující samotné fermiony
nebo bosony. Takové £ástice mají dv¥ hlavní vlastnosti a to sice, ºe jsou nerozli²itelné
a pro £ástice s polo£íselným spinem je t°eba uvaºovat Pauliho vylu£ovací princip.
Parti£ní suma pro fermiony poté nabude tvaru

lnZFD = −βΩ = βT
∑
k

log [1 + exp β (µ− εk)] (3.12)

a pro bosony

lnZBE = −βΩ = −βT
∑
k

log [1− exp β (µ− εk)] , (3.13)

kde sumace prochází p°es v²echny kvantové stavy a εk jsou energie k-tého kvantového
stavu [14].

V relativistických systémech je dále t°eba uvaºovat produkci pár· £ástic a anti£ástic.
P°i ur£ování celkových kvantových £ísel jako je t°eba baryonové £íslo je tedy t°eba
uvaºovat ob¥ moºnosti. Pro jejich zápo£et vycházíme ze superpozi£ní vlastnosti par-
ti£ní funkce, kterou vys£ítáme p°es v²echny druhy £ástic i

lnZ =
∑
i

lnZi. (3.14)
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Potom lze zapsat parti£ní sumu pro bosony a fermiony jako sumu p°es parti£ní
funkce £ástic a jejich anti£ástic. Dostaneme funkce tvaru[15]

lnZFD = gfV

∫
R
d3p

1

(2πℏ)3
[
ln(1 + e

µ
kBT e−βE(p)) + ln(1 + e

− µ
kBT e−βE(p))

]
, (3.15)

lnZBE = gbV

∫
R
d3p

1

(2πℏ)3
[
ln(1− e

µ
kBT e−βE(p)) + ln(1− e

− µ
kBT e−βE(p))

]
. (3.16)

V rovnicích (3.15) a (3.16) se vyskytují £leny gf a gb, které ozna£ují degeneraci
energetických hladin kv·li dal²ím kvantovým £ísl·m.

3.2.1 Parti£ní funkce

�e²íme statistický problém �uktuujícího po£tu £ástic p°i teplot¥ T budeme tedy vy-
uºívat grand-kanonického potenciálu. V dal²ím budeme uvaºovat soustavu jednotek
kde kB = ℏ = 1. Pro systém v grand kanonickém souboru platí

Z(V,T,µ⃗) =
∞∑
i=0

e−
E−

∑
j µjNj,i
T =

∑
Ni

λNiZ(T,V,Ni), (3.17)

kde λ je fugacita a Z je kanonická parti£ní suma. V dal²ím postupujeme podle [16,
str. 48-52]. Nyní tedy p°istupme k výpo£tu kanonické parti£ní sumy Z(T,V ). Pro
takový systém platí

Z(T,V ) =
∑
i

e
−Ei
T =

∫ ∞

0

ϱ(E,V )e
−E
T dE, (3.18)

kde ϱ(E,V ) degenerace energetických stav·. Zave¤me energii hadronu a s hybností
pa a máme tedy

E2
a,b = p2a +m2

b . (3.19)

Pro obsazovací £ísla fermion· platí z Pauliho vylu£ovacího principu

ra,b = 0, 1. (3.20)

Pro obsazovací £ísla boson·, pro které Pauliho vylu£ovací princip neplatí pak naopak

ra,b = 0,1,..,+∞. (3.21)

V tomto formalismu je stav systému pln¥ ur£en sadou obsazovacích £ísel ra,b a ener-
giemi t¥chto £ástic Ea,b. Energie i-tého stavu bude dána jako

Ei =
∞∑
a,b

ra,bEa,b. (3.22)
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Parti£ní funkci poté lze získat jako sumu p°es v²echny moºné mikrostavy, tj. sumu
p°es v²echny moºné sady obsazovacích £ísel ra,b

∑
{ra,b}

exp

[
− 1

T

∞∑
a,b

ra,bEa,b

]
. (3.23)

Roztrºením ra,b na ra,F a ra,B, kde index F ozna£uje, ºe se jedná o fermion a index
B, ºe se jedná o boson lze dojít ke vztahu

lnZ(T,V ) = −
∑
a,B

ln
(
1− e−

Ea,B
T

)
+
∑
a,F

ln
(
1 + e−

Ea,F
T

)
. (3.24)

Zespojit¥ním sum v (3.24) poté získáváme vztah

lnZ(T,V ) =
V

2π2

∫ ∞

0

p2dp

[∫ ∞

0

dmρF (m) ln
(
1 + e−

E(p,m)
T

)
− ρB(m) ln

(
1− e−

E(p,m)
T

)]
.

(3.25)

Pokud rozvineme logaritmy v (3.25) pomocí Taylorova rozvoje a zade�nujeme funkci

ρ(m,n) = ρB(m)− (−1)nρF (m), (3.26)

pak lze výraz pro kanonickou parti£ní sumu (3.25) upravit do tvaru

lnZ(T,V ) =
V

2π2

∞∑
n=1

1

n

∫ ∞

0

dmdpp2ρ(m,n) exp
(
−n

T
E(p,m)

)
(3.27)

3.3 HRG model

Pro na²e ú£ely budeme pro modelování situace pouºívat model plynu hadron· a rezo-
nancí nebo tzv. hadron resonance gas model (dále jen HRG). Ten spo£ívá v nahrazení
komplexní situace, kde je zapot°ebí uvaºovat v²echny £ástice, které siln¥ interagují
za systém volných neinteragujících rezonancí.

Výpo£et samotné parti£ní sumy pro termální systém fermion· a boson· byl jiº pro-
veden v rovnici (3.27). V takovémto plynu odpovídá celkový hamiltonián sum¥ kine-
tických energií jednotlivých rezonancí tj. relativistickým kinetických energií boson·
a fermion· s hmotnostmi mi. Odsud tedy dostáváme, ºe celkovou parti£ní funkci lze
spo£ítat jako sumu p°es jednotlivé parti£ní funkce pro kaºdý jedine£ný typ rezonancí
tj.

lnZ(T, V ) =
∑
i

lnZi(T,V ), (3.28)

kde Zi(T,V ) je parti£ní suma pro i-tou £ástici. Takovou parti£ní funkci lze upravit
do tvaru (3.27). My nyní p°ejd¥me k parti£ní sum¥ tvaru

Z = Z(T,V,µ⃗), (3.29)
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kde µ⃗ je vektor chemických potenciál·. Parti£ní suma takového systému poté bude
dána jako

lnZ(T, V, µ⃗Q) = Tr
[
e−β(E−

∑
i µQi

Qi)
]
, (3.30)

kde Qi jsou náboje p°íslu²ející daným chemickým potenciál·m [17]. Znova pro par-
ti£ní sumu (3.30) platí vlastnost (3.28). Pomocí vztahu (3.12) a (3.13) jsme tedy
schopni spo£ítat explicitn¥ parti£ní sumu pro i-tou rezonanci

lnZi(T, V,µ⃗) =
V Tgi
2π2

∞∑
k=1

(±1)k+1

k
λk
im

2
iK2

(
kmi

T

)
, (3.31)

kde gi je degenera£ní faktor, K2 modi�kovaná Besselova funkce a λ je fugacita

λi = e

∑
i µQi

Qi

T . (3.32)

Odsud lze jiº z (3.4) lze získat st°ední hodnotu po£tu i-té £ástice v termálním
systému. Ke st°ednímu po£tu £ástic v²ak dále je²t¥ p°ispívají rozpady rezonancí.
O jejich p°ísp¥vcích budeme hovo°it více v dal²í kapitole.

3.4 Landauova teorie fázového p°echodu

Na otázku vztahu �uktuací a kritického bodu fázového diagramu odpovídá Landau-
ova teorie fázového p°echodu. Samotná formulace této teorie vychází z pozorování,
ºe v kritickém bod¥ nabývá stla£itelnost

(
∂V
∂P

)
T
a tepelná kapacita Cp nekone£ných

hodnot. Stejn¥ tak divergují �uktuace objemu a entropie. Oproti tomu �uktuace
teploty a tlaku z·stavají kone£né [14]. Prvním krokem nutným k pochopení Landau-
ovy teorie fázových p°echod· je zavedení parametru uspo°ádání Ψ. Tento parametr
slouºí k odli²ení r·zných fází a m·ºe být reprezentován libovolnou veli£inou schop-
nou tohoto rozli²ení. Nejprve zavedeme redukovanou teplotu τ pro kritickou teplotu
TC

τ =
T − TC

T
. (3.33)

Nech´ dáleΨ(T ) p°edstavuje práv¥ parametr uspo°ádání. Landa·v argument spo£ívá
v analyti£nosti volné energie F v prom¥nných T a Ψ v okolí kritického bodu. Je tedy
moºné ji rozvinout do Taylorovy °ady do tvaru[18]

F (P, T ) = F0(T ) + V
[
a(T )Ψ2 + b(T )Ψ4 + ...

]
, (3.34)

kde pro koe�cienty a(T ) a b(T ) platí

a(T ) = a0τ + .. > 0, (3.35)

b(T ) = b0 + .. > 0. (3.36)
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Podle druhého zákona termodynamiky lze nalézt rovnováºný stav práv¥ minimali-
zací volné energie. Pokud uváºíme pouze první dva £leny rozvoje pak rovnováºná
podmínka dává(3.34)

∂F

∂Ψ
= 0 ∝ 2a(T )Ψ + 4b(T )Ψ3. (3.37)

Odsud lze nalézt tvar volné energie a podmínku na skok v tepelné kapacit¥ Cp

v kritickém bod¥ p°i teplot¥ Tc. Zavedením pole, svázaného s lineárním parametrem,
lze stejným postupem a následnou derivací parametru uspo°ádání dojít k výrazu pro
susceptibilitu. Práv¥ tato veli£ina charakterizuje jak systém reaguje na odchylky. Ta
ov²em v kritickém bod¥ Tc diverguje [18]. Z divergence susceptibility je rozumné
uvaºovat vysoké �uktuace v okolí kritického bodu.

3.5 �áste£ná chemická rovnováha

Samotný model HRG je nedosta£ující práv¥ z d·vodu rozpadu rezonancí a souvis-
lostí s pr·m¥rným po£tem £ástic po chemickém vymrznutí. Jak jiº bylo vysv¥tleno
v kapitole o sráºkách t¥ºkých iont· tento moment ozna£uje konec v²ech neelastických
interakcí mezi £ásticemi v systému. V²echny interakce ov²em ustávají aº v moment¥
termálního vymrznutí, které nastává p°i teplotách mnohem niº²ích neº p°edchozí
zmín¥ný [19]. Jinými slovy po chemickém vymrznutí dochází ke ztrát¥ chemické
rovnováhy systému. Tento problém lze vy°e²it zavedením £áste£né chemické rov-
nováhy. Ta je zaloºena na pozorování, ºe po chemickém vymrznutí jsou pr·m¥rné
multiplicity stabilních £ástic za�xovány [20]. V takovémto stavu platí, ºe v²echny
po£ty rezonancí, tak jak jsou popsány v sekci o hadronovém rezonan£ním plynu z·-
stávají v rovnováºném stavu s jejich produkty. Z toho plyne i zachování chemických
potenciál· v tom smyslu, ºe pokud zavedeme chemický potenciál pro kaºdý typ rezo-
nancí, ty poté budou sumou chemických potenciál· násobených pr·m¥rným po£tem
p°íslu²ných dce°iných £ástic t¥chto rezonancí. [21]. Pokud budeme uvaºovat expanzi
�reballu se zachováním konstantní entropie, je moºné vyjád°it chemický potenciál
dané stabilní £ástice práv¥ z t¥chto dvou podmínek, které lze zkombinovat v rovnost
tvaru

⟨N(T )⟩
S(T )

=
⟨N(T )⟩
S(T )

∣∣∣∣
T=Tfo

, (3.38)

kde Tfo ozna£uje teplotu p°i které dochází k chemickému vymrznutí. Entropie S
bude p°itom dána vztahem

S =
∑
R

V PR + ER − ⟨NR⟩µR

T
. (3.39)

Samotná energie ER, tlak PR a pr·m¥rný po£et £ástic ⟨NR⟩ byly jiº vyjád°eny
v pojednání o stavové rovnici siln¥ interagujícího plynu.
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3.6 Omezené pokrytí v hybnostech a energiích

Spojení teoretických výpo£t· vycházejících z grand-kanonického potenciálu s expe-
rimentálními m¥°eními je netriviální otázkou. V celém procesu sráºek t¥ºkých iont·
jsou v²echna globální kvantová £ísla zachována, proto nelze mluvit o �uktuacích.
Naproti tomu formalismus grand-kanonického souboru poskytuje moºnost vým¥ny
£ástic s rezervoárem. Samotný interval m¥°ených energií a hybností ov²em nepokrývá
celý fázový prostor. Studium celého intervalu by v²ak z vý²e zmín¥ných d·vod· ne-
m¥lo ºádný význam. Je tedy zapot°ebí vybrat správné pokrytí v rapiditách, které
v experimentech charakterizují m¥°ené energie a hybnosti. Hlavním cílem je najít
ur£itou rovnováhu mezi zachováním podstatných fyzikálních vlastností a potla£ením
globálních zákon· zachování. Takovýto výb¥r lze vid¥t na Obrázku 3.1. V dal²ím
uvaºujeme susceptibility zavedené vztahem

χi,j =
T

V

∂2

∂µi∂µj

lnZ. (3.40)

Ty lze svázat s variancemi a kovariancemi pomocí vztahu

⟨∆Qi∆Qj⟩ = T 2 ∂2

∂µi∂µj

lnZ = V Tχi,j. (3.41)

Lze vid¥t, ºe susceptibility budou tvo°it matice, jejichº diagonální prvky budou
popisovat práv¥ �uktuace a nediagonální prvky kovariance [22]. Takto jsme ov²em

Obrázek 3.1: Demonstrace omezeného pokrytí spektra v rapiditách. ∆Ytotal ozna£uje
celkové spektrum. ∆Yaccept jsou £ástice p°ijaté detektorem. ∆Ycorr ozna£uje délku
intervalu, který udává d·leºité fyzikální vlastnosti spojené s �uktuacemi. ∆Ykick

popisuje £ást spektra spojenou s posuny v rapidit¥ v d·sledku hadronizace. P°evzato
z [22].

zade�novali pouze susceptibility druhého °ádu. Lze je ov²em formulovat pro °ád
obecný. V tomto pojetí nebudou nic jiného, neº derivace tlaku podle p°íslu²ného
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chemického potenciálu (Tyto zápisy jsou podle (3.9) ekvivalentní.)

χB
n =

∂n(p/T 4)

∂(µB/T )n
=

κn

V T 3
, (3.42)

kde κn je kumulant n-tého °ádu a index B ozna£uje, ºe jde o susceptibilitu baryo-
nového £ísla [23]. Uºite£nou vlastností t¥chto kumulant· je, ºe aº do t°etího °ádu se
shodují se st°edními momenty distribuce [24]. Pro susceptibility aº do t°etího °ádu
tedy dostáváme

χB
1 =

1

V T 3
⟨NB⟩ , (3.43)

χB
2 =

1

V T 3

〈
(∆NB)

2
〉
, (3.44)

χB
3 =

1

V T 3

〈
(∆NB)

3
〉
. (3.45)

Dále si lze pov²imnout, ºe v²echny tyto susceptibility jsou nep°ímo úm¥rné objemu
a t°etí mocnin¥ teploty, proto je výhodn¥j²í vyuºívat pom¥r· susceptibilit. Hlavním
d·vodem tohoto kroku, je potla£ení efekt· zp·sobených �uktuacemi sráºkového pa-
rametru.

N¥které £ástice jsou ov²em nedetekovatelné a proto dochází k ur£ité ztrát¥ v glo-
bálním zachování kvantových £ísel jako je nap°íklad baryonové £íslo B nebo po-
divnost S. Tento problém je v¥t²inou °e²en pomocí zavedení tak zvaných náhrad.
V tomto p°ístupu se p°istupuje ke kumulant·m jednotlivých typ· identi�kovaných
£ástic (resp. k pom¥ru susceptibilit) jako k veli£inám, které nesou ve²keré informace
o kvantovém £ísle. Místo m¥°ení �uktuací v²ech £ástic a následné rekonstrukce cel-
kového kvantového £ísla je tedy moºné p°ejít k m¥°ení �uktuací vybraných typ·
£ástic. Otázkou ov²em z·stává jak vybrat tyto pom¥ry tak, aby korelovaly s expe-
rimentáln¥ ur£enými kvantovými £ísly. Tradi£ní volbou pro náhradu baryonového
£ísla byl po£et proton·, dále pro podivnost kaony a pro náboj piony. Konstrukce
t¥chto veli£in m·ºe ov²em být i sloºit¥j²í nap°íklad pro vytvo°ení náhrady χQS

11 /χS
2

je moºné pouºít pom¥r variancí [25]

C(T ) =
1

2

σ2
K

σ2
Λ + σ2

K

. (3.46)

Samotná konstrukce a vyuºitelnost t¥chto náhrad bude demonstrována v poslední
kapitole.
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Kapitola 4

Fluktuace a korelace

4.1 Výpo£et maticových element·

V této £ásti provedeme odvození distribuce po£tu £ástic typu a a b po rozpadech
N rezonancí typu R. Za£neme zavedením pojmu v¥tvící pom¥r rezonance typu R.
Tento termín ozna£uje pravd¥podobnost pr·chodu rozpadu skrze ur£itou rozpadovou
v¥tev a budeme jej ozna£ovat bRr , kde r je indexování rozpadových v¥tví. Ozna£me si
nyní NR

r,a po£et £ástic typu a vzniklých po rozpadu rezonance typu R po pr·chodu
v¥tví r. Snadno nahlédneme, ºe celková pravd¥podobnost, ºe se rezonance rozpadne
práv¥ na Na £ástic typu a bude dána vztahem

ΓR→Na =
∑
r

bRr · δ
(
NR

r,a −Na

)
. (4.1)

Nyní p°ejdeme k pravd¥podobnosti rozpadu NR rezonancí R na Na £ástic typu a.
Pro odvození této vyuºijeme následujících podmínek.

1. Kaºdá rezonance se m·ºe rozpadnout práv¥ jedním rozpadovým kanálem.

2. Sou£et v²ech £ástic typu a, které vznikly rozpady rezonancí musí dávat ná²
poºadovaný po£et £ástic Na.

3. Kdyº se jedna rezonance rozpadne práv¥ na Na £ástic typu a pak se ºádná jiná
na tuto £ástici rozpadnout nesmí. Tato moºnost nastane práv¥ NR krát.

4. Budeme mít práv¥
(
NR

Na

)
moºností, kdy se kaºdá rezonance rozpadne práv¥ na

jednu nebo ºádnou £ástici typu a.

Zave¤me vektor r⃗, který má práv¥ NR sloºek. Sloºka vektoru rn bude odpovídat
po£tu dce°iných £ástic po rozpadu n-té rezonance R. Pro takový vektor musí jist¥
platit

NR∑
n=1

rn = Na. (4.2)
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Nech´ R je mnoºina v²ech vektor·, které spl¬ují podmínku (4.2). Dále zavedeme
zobrazení K : R → S ⊂ NNa+1

0 . Zobrazení K p·sobí tak, ºe zobrazuje na i-tý prvek
vektoru s⃗ ∈ S po£et £ísel i obsaºených ve vektoru r⃗. Libovolný vektor s⃗ ∈ S spl¬uje
vlastnosti ∑

i

si = NR,
∑
i

isi = Na. (4.3)

Je z°ejmé, ºe zobrazení K není prosté. Na kaºdý vektor s⃗j ∈ S se zobrazí práv¥
Pj vektor· r⃗ ∈ R. Díky vlastnostem vektor· náleºících S, jejichº elementy pouze
po£ítají po£et £ísel od 0 doNa ve vektoru r⃗ lze vyjád°it £íslo Pj následujícím vztahem

Pj =
NR!∏Na

i=0 sj,i!
. (4.4)

Pro pravd¥podobnost rozpadu NR rezonancí R na Na £ástic typu a pak z°ejm¥ platí

ϱ(Na, NR) =
∑
j

NR!
Na∏
i=0

Γ
sj,i
R→i

sj,i!
. (4.5)

Nyní p°ejd¥me k pravd¥podobnosti rozpadu NR rezonancí typu R na Na £ástic typu
a a Nb £ástic typu b. Pravd¥podobnost rozpadu jedné rezonance bude dána podobn¥
jako v p°edchozím p°ípad¥ vztahem

ΓR→(Na,Nb) =
∑
r

bRr · δ
(
NR

r,a −Nb

)
· δ
(
NR

r,b −Nb

)
. (4.6)

K pravd¥podobnosti budeme p°echázet ekvivalentním zp·sobem. Jediným rozdílem
bude de�nice mnoºin R a S. Vektory r⃗, budou op¥t mít práv¥ NR sloºek, kaºdá
sloºka nyní samotná dvou komponentním vektorem. Bude platit podobný vztah
k (4.2)

NR∑
n=1

r⃗n = (Na,Nb). (4.7)

Mnoºinu R nyní de�nujeme jako mnoºinu v²ech vektor· spl¬ující podmínku (4.7).
Zobrazení K nyní nabude formy K : R → S ⊂ NNa+1

0 × NNb+1
0 , kde K p°i°azuje

i,j-tému prvku matice s ∈ S po£et vektor· (i,j) obsaºených ve vektoru r⃗ ∈ R. Pro
v²echny matice sj ∈ S budou nyní platit vztahy obdobné (4.3)∑

i

∑
k

sj,i,k = NR,
∑
i

∑
k

isj,i,k = Na,
∑
i

∑
k

ksj,i,k = Nb, (4.8)

kde index j ozna£uje j-tou matici s ∈ S. Stejným postupem dojdeme jako v p°ed-
chozím p°ípad¥ k pravd¥podobnosti rozpadu NR rezonancí R na Na £ástic typu
a aNb £ástic typu b

ϱ(Na, Nb, NR) =
∑
j

NR!
Na∏
i=0

Nb∏
k=0

Γ
sj,i,k
R→(i,k)

sj,i,k!
. (4.9)
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4.2 Maticový formalismus

Nyní p°ejdeme k formalismu matic a následnému odvození moment· na²í distri-
buce. Tyto výpo£ty budou provedeny v podobném po°adí jako výpo£ty p°edchozí
sekce. Nejprve se tedy podíváme na situaci, kde se nám rozpadá jediná rezonance
na na £ástic typu a a nb £ástic typu b. Budeme p°edpokládat horní limit na po£et
£ástic vznikajících z jediné rezonance Na, Nb. Pravd¥podobnost, ºe se rezonance
rozpadne na Na £ástic a a Nb £ástic b ozna£íme PNa,Nb

≡ ΓR→(Na,Nb). Nyní jsme tyto
pravd¥podobnosti schopni zorganizovat do matice P.

P =


P0,0 P0,1 · · · P0,Nb

P1,0 P1,1 · · · P1,Nb

...
... . . . ...

PNa,0 PNa,1 · · · PNa,Nb

 . (4.10)

Jednotlivé prvky této matice lze spo£ítat pomocí vztahu (4.9), kde poloºíme NR = 1.
Matice musí být normalizovaná, musí tedy platit podmínka

Na,Nb∑
i,j=0

Pi,j = 1. (4.11)

Dal²ím krokem je pozorovat chování takovéto matice pro rozpad pevného po£tu
rezonancí NR typu R. Tato matice nabude podobného tvaru jako matice (4.10)
a pro její prvky bude platit

NRQNa,Nb
= ϱ (Na, Nb, NR) . (4.12)

Horní limit pro maximální po£et £ástic je moºné znova nastavit libovoln¥ na po£et
Na, Nb. Explicitn¥ dostáváme

NRQ =


NRQ0,0

NRQ0,1 · · · NRQ0,Nb
NRQ1,0

NRQ1,1 · · · NRQ1,Nb

...
... . . . ...

NRQNa,0
NRQNa,1 · · · NRQNa,Nb

 . (4.13)

Posledním krokem je prozkoumat chování pro �uktuující po£et rezonancí NR. Prav-
d¥podobnost vzniku NR rezonancí hmotnostimR bude dána pravd¥podobností (3.8).
Kone£nou matici tedy získáme jako st°ední hodnotu matic NRQ v rozd¥lení (3.8).
Získáváme tedy vztah

F =

NF
R∑

NR=0

Pn (NR) · NRQ. (4.14)

I pro matici F musí platit normaliza£ní podmínka

Na,Nb∑
i,j=0

Fi,j = 1. (4.15)
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4.3 Rekurentní vztahy

Matice (4.13) lze odvodit pomocí rekurencí. Budeme uvaºovat proces rozpadu NR+1
rezonancí jako proces rozpadu NR rezonancí a následný rozpad jedné rezonance.
Pomocí takové úvahy v této sekci demonstrujeme tvar této rekurence a dokáºeme
její platnost. D·kaz provedeme indukcí. Tvar rekurence pro matice Q bude ve tvaru

NR+1Qa,b =
a∑

i=0

b∑
j=0

NRQi,j ·1 Qa−i,b−j. (4.16)

Nejprve ukáºeme platnost vztahu (4.16) pro nejjednodu²²í p°íklad NR = 1. P°i odvo-
zování budeme vycházet ze vztahu pro maticové elementy ve tvaru (4.9). V takovém
p°ípad¥ platí

ϱ(a,b,2) =
a∑

i=0

b∑
j=0

ϱ(i,j,1) · ϱ(a− i,b− j,1) =
a∑

i=0

b∑
j=0

ΓR→(i,j) · ΓR→(a−i,b−j). (4.17)

Dále upravujeme vztah (4.9) pro NR = 2, Na = a a Nb = b.

ϱ(a,b,2) =
∑
j

2!
a∏

i=0

b∏
k=0

Γ
sj,i,k
R→(i,j)

sj,i,k!
. (4.18)

Následn¥ budeme uvaºovat dva p°ípady pro po£et £ástic a a b. Prvn¥ uvaºujeme
p°ípad, kdy a i b jsou sudé. Z výb¥rových pravidel (4.8) lze ukázat, ºe existuje pouze
jedna kombinace korespondující s moºností, kdy sj,i,k = 2 a to práv¥ tehdy, kdyº
s0,a/2,b/2 = 2. Pokud budou a nebo b lichá £ísla taková kombinace neexistuje nikdy.
Odsud se jiº lze dopracovat ke vztahu

ϱ(a,b,2) =
a∑

i=0

b∑
j=0

ΓR→(i,j) · ΓR→(a−i,b−j). (4.19)

Lze tedy vid¥t, ºe rovnice (4.16) platí pro NR = 1.

V dal²ím kroku se p°ejdeme k d·kazu pomocí indukce. Na rovnici (4.9) pouºijeme
(NR − 1)-krát induk£ní p°edpoklad

ϱ(a,b,NR) =
a∑

i1=0

b∑
j1=0

ϱ(i1,j1,1) · ϱ(a− i1,b− j1,NR − 1) = . . . =

a∑
i1=0

b∑
j1=0

a−i1∑
i2=0

b−j1∑
j2=0

. . .

a−i1−...−iNR−2∑
iNR−1

b−j1−...−jNR−2∑
jNR−1

NR∏
n=1

ΓR→(in,jn),

(4.20)

kde (iNR
,jNR

) = (a−
∑NR−1

k=1 ik,b−
∑NR−1

k=1 jk). Kompaktn¥ lze formuli (4.20) zapsat
ve tvaru

ϱ(a,b,NR) =
∑

i1,...,iNR
i1+...+iNR

=a

∑
j1,...,jNR

j1+...+jNR
=b

NR∏
n=1

ΓR→(in,jn). (4.21)
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Vztah (4.21) není v²ak nic jiného neº vzorec pro výpo£et maticového elementu (4.9)
v neupraveném tvaru. Dokázali jsme tedy, ºe pro maticový element NRQa,b platí
rekurentní vztah (4.16).

4.4 Momenty

Matice F udává pravd¥podobnost produkce £ástic a a b a lze ji tedy pouºít k odvo-
zení kýºených veli£in. Tyto pozorovatelné vypo£teme z moment· takovéto matice.
Nejprve se podíváme na první moment, tj. st°ední hodnotu po£tu £ástic a. Ta bude
dána vztajem

⟨Na⟩ =
Ca∑
i=0

Ca∑
j=0

iFi,j. (4.22)

Ekvivalentn¥ lze vyjád°it st°ední po£et £ástic b zám¥nou sumování p°es °ádky a sloupce.
Druhé momenty lze vyjád°it pomocí vztah·〈

n2
a

〉
=

Ca∑
i=0

Ca∑
j=0

i2Fi,j, (4.23)

〈
n2
b

〉
=

Ca∑
i=0

Ca∑
j=0

j2Fi,j, (4.24)

⟨nanb⟩ =
Ca∑
i=0

Ca∑
j=0

ijFi,j. (4.25)

Pro obecný moment poté bude tedy platit vztah〈
ns
an

t
b

〉
=

Ca∑
i=0

Ca∑
j=0

isjtFi,j. (4.26)

Zde indexy s, t zna£í mocniny v klasickém smyslu. Po dosazení de�nice matice F do
vztahu (4.14) lze pomocí zám¥ny sum vyjád°it vztah〈

ns
an

t
b

〉
=

∞∑
NR=0

P (NR)
〈
ns
an

t
b

〉
NR

, (4.27)

kde ⟨ns
an

t
b⟩NR

ozna£uje moment vypo£ítaný zám¥nou matice F ve vztahu (4.26)
za matici NRQ a P (NR) je pravd¥podobnost vzniku NR rezonancí typu R. Z mo-
ment· lze nyní vypo£íst veli£iny jako je st°ední hodnota, variance a kovariance. První
z t¥chto pozorovatelných je p°edepsaná vztahem (4.22). Varianci je moºné vyjád°it
pomocí vztahu

σ2
a =

〈
(na − ⟨na⟩)2

〉
=
〈
n2
a

〉
− ⟨na⟩2 . (4.28)

Poslední z pozorovatelných, kterou je t°eba vyjád°it je kovariance mezi po£tem £ástic
a a b. Ta je dána vztahem

cov(na,nb) = ⟨(na − ⟨na⟩)⟩ · ⟨(nb − ⟨nb⟩)⟩ = ⟨nanb⟩ − ⟨na⟩ ⟨nb⟩ . (4.29)
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4.5 Aplikace rekurentních vztah· pro výpo£et mo-
ment·

Vzorec pro výpo£et moment· (4.27) lze dále zjednodu²it práv¥ pomocí rekurentních
vztah· matic NRQ (4.16). V rámci této práce se zam¥°ujeme pouze na �uktuace,
korelace a st°ední hodnoty po£tu £ástic, proto provedeme odvození pouze pro mo-
menty prvního a druhého °ádu. Jako první ukáºeme, ºe normalizace matice 1Q
implikuje normalizaci libovolné matice NRQ. P°edpokládejme tedy, ºe matice 1Q je
normalizovaná tj. formáln¥ spl¬uje podmínku

∞∑
i=0

∞∑
j=0

1Qi,j = 1. (4.30)

Chceme ukázat, ºe pokud matice NRQ je normalizovaná platí vztah

∞∑
i=0

∞∑
j=0

NRQi,j = 1 ⇒
∞∑
i=0

∞∑
j=0

NR+1Qi,j = 1. (4.31)

Nejprve ukáºeme platnost tohoto tvrzení pro NR = 1 za pouºití vztahu (4.16).

∞∑
i=0

∞∑
j=0

2Qi,j =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

i∑
k=0

j∑
l=0

1Qk,l
1Qi−k,j−l =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

∞∑
i=k

∞∑
j=l

1Qk,l
1Qi−k,j−l =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

1Qk,l

∞∑
i=k

∞∑
j=l

1Qi−k,j−l =
∞∑
k=0

∞∑
l=0

1Qk,l = 1.

(4.32)

Poslední dv¥ rovnosti vycházejí z p°edpokladu normalizace matice 1Q. Tvrzení tedy
platí pro NR = 1. Nyní p°istupme k druhé £ásti d·kazu pro NR = m + 1. Op¥t
budeme vycházet ze vztahu (4.16).

∞∑
i=0

∞∑
j=0

m+1Qi,j =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

i∑
k=0

j∑
l=0

mQk,l
1Qi−k,j−l =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

∞∑
i=k

∞∑
j=l

mQk,l
1Qi−k,j−l =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

mQk,l

∞∑
i=k

∞∑
j=l

1Qi−k,j−l =
∞∑
k=0

∞∑
l=0

mQk,l = 1,

(4.33)

kde pro poslední krok jsme vyuºili induk£ního p°edpokladu normalizace matice NRQ.
Se znalostí platnosti vztahu (4.31) lze jiº ukázat tvar prvních a druhých moment·.
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Za£n¥me s p°ípadem, kde v rovnici (4.26) poloºíme s = 1 a t = 0. Tak dostáváme

∞∑
NR=0

P (NR) ⟨na⟩NR
=

∞∑
NR=0

P (NR)
∞∑
i=0

∞∑
j=0

i · NRQi,j =

=
∞∑

NR=0

P (NR)
∞∑
i=0

∞∑
j=0

i

i∑
k=0

j∑
l=0

NR−1Qk,l
1Qi−k,j−l =

=
∞∑

NR=0

P (NR)
∞∑
i=0

∞∑
j=0

i∑
k=0

j∑
l=0

(i− k + k) · NR−1Qk,l
1Qi−k,j−l =

=
∞∑

NR=0

P (NR)
∞∑
i=0

∞∑
j=0

i∑
k=0

j∑
l=0

[
(i− k) · NR−1Qk,l

1Qi−k,j−l + k · NR−1Qk,l
1Qi−k,j−l

]
=

=
∞∑

NR=0

P (NR)
∞∑
k=0

∞∑
l=0

NR−1Qk,l

∞∑
i=k

∞∑
j=l

[
(i− k) · 1Qi−k,j−l + k · 1Qi−k,j−l

]
=

=
∞∑

NR=0

P (NR)
∞∑
k=0

∞∑
l=0

NR−1Qk,l (⟨na⟩1 + k) =
∞∑

NR=0

P (NR)
(
⟨na⟩1 + ⟨na⟩NR−1

)
.

(4.34)

Ze série vztah· (4.34) ov²em neplyne nic jiného neº

⟨na⟩ = ⟨NR⟩ ⟨na⟩1 . (4.35)

Výpo£et �uktuací i korelací je ur£en analogickým postupem jako ve výpo£tech
(4.34). Dostáváme tak explicitní výraz pro výpo£et variance

σ2
a = ⟨NR⟩

(〈
n2
a

〉
1
− ⟨na⟩21

)
+
〈
(∆NR)

2
〉
⟨na⟩21 . (4.36)

Pro kovariance poté platí vztah

cov(na,nb) = ⟨NR⟩ (⟨nanb⟩1 − ⟨na⟩1 ⟨nb⟩1) +
〈
(∆NR)

2
〉
⟨na⟩1 ⟨nb⟩1 . (4.37)
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Kapitola 5

Numerické výsledky

5.1 Vývoj £áste£né chemické rovnováhy

Data vývoje £áste£né rovnováhy byla p°evzata z práce [21]. V té byl k vývoji vyuºit
grand-kanonický soubor spole£n¥ s nedosycením podivnosti. Data o rozpadových
v¥tvích a jednotlivých rezonancích byla p°evzata z [26]. Parti£ní funkce takového
souboru je ur£ena jako

lnZ =
∑
i

giV

2π2

∫ ∞

0

dpp2 ln

(
1± γ|Si|

s e
µi−

√
m2

i
+p2

T

)
. (5.1)

Suma zde prochází p°es v²echny druhy £ástic. Izospin £ástic byl o²et°en zahrnutím
v²ech izospinových stav· separátn¥. Chemický potenciál v moment¥ chemického
vymrznutí je pro tuto funkci ur£en pro podivnost a baryonové £íslo

µi = BiµBi
+ SiµSi

. (5.2)

Parametr γs vyjad°uje podivnostní nedosycení. Po£áte£ní parametry vývoje byly
ur£eny kolaborací STAR v [27]. Vývoj chemického potenciálu jako funkce teploty
pro protony, kaony a piony a jejich anti£ástice je zobrazen na Obrázku 5.1.
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Obrázek 5.1: Vývoj chemických potenciál· v modelu £áste£né chemické rovnováhy.
Chemické potenciály zobrazeny pro p, p̄, π+, π−, K+ a K−. Vyobrazeno pro r·zné
energie sráºek od

√
sNN = 7,7 GeV do

√
sNN = 200 GeV. Data vyuºité pro kon-

strukci graf· p°ejaty z [21]. Po£áte£ní podmínky pro vývoj ur£eny v [27].

5.2 Náhrady

Explicitní znalost chemických potenciál· v²ech £ástic nám umoº¬uje konstrukci ná-
hrad diskutovaných v Sekci 3.6. V na²em zájmu budeme pozorovat chování ²kálova-
ných variací v celkovém po£tu proton·, kaon· a pion·. Dále budeme zkoumat kore-
lace mezi r·znými kvantovými £ísly, jmenovit¥ mezi baryonovým £íslem, elektrickým
nábojem a podivností. Jejich konstrukce probíhá podle postupu £lánku [25]. Nejprve
budou zkonstruovány susceptibility daných kvantových £ísel a poté budou pozoro-
vány p°ísp¥vky k nim jednotlivými £ásticemi. Vypracovány budou grafy pom¥ru
susceptibilit, proto sledujeme chování následujících veli£in : χS

2 , χ
2
Q, χ

BS
11 ,χBQ

11 , χQS
11 .

Aby zkonstruovaná náhrada byla dobrou aproximací chování �uktuací, je t°eba aby
i £itatel i jmenovatel dob°e aproximoval danou susceptibilitu. V £lánku [25] byla
diskutována situace pro mizející chemický potenciál, my ov²em uvaºujeme situaci
£áste£né chemické rovnováhy. Uvaºovány jsou celá £ásticová £ísla, nap°. pokud mlu-
víme o �uktuacích proton· odkazujeme na �uktuaci celkového protonového £ísla,
tj. po£et proton· spole£n¥ s antiprotony. Pro st°ední hodnoty £ástic a anti£ástic platí

⟨anet⟩ = ⟨a− ā⟩ = ⟨a⟩ − ⟨ā⟩ . (5.3)

Pro variace £ástic spole£n¥ s anti£ásticema máme〈
(∆anet)

2
〉
=
〈
(a− ā− ⟨a− ā⟩)2

〉
=
〈
(∆a)2

〉
+
〈
(∆ā)2

〉
− 2 ⟨∆a∆ā⟩ . (5.4)

Nakonec pro kovariance dvou celkových po£t· £ástic

⟨∆anet∆bnet⟩ = ⟨∆a∆b⟩+
〈
∆ā∆b̄

〉
−
〈
∆a∆b̄

〉
− ⟨∆ā∆b⟩ . (5.5)
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Prvím zam¥°ením bylo sledovat ²kálované �uktuace proton·, nabitých kaon· a na-
bitých pion·, které v nejhrub²ím odhadu slouºí jako náhrady baryonového £ísla,
podivnosti a elektrického náboje. Závislosti t¥chto �uktuací na teplot¥ lze vid¥t na
Obrázku 5.2 pro protony, na Obrázku 5.3 pro kaony a na Obrázku 5.4 pro piony.

Obrázek 5.2: Variance d¥lená st°edním po£tem pro celkové protonové £íslo. Vyobra-
zeno pro r·zné energie sráºky od

√
sNN = 7,7 GeV do

√
sNN = 200 GeV.
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Obrázek 5.3: Variance d¥lená st°edním po£tem pro celkové kaonové £íslo. Uvaºovány
byly pouze rozpady kon£ící £ásticemi K+ nebo K−. Vyobrazeno pro r·zné energie
sráºky od

√
sNN = 7,7 GeV do

√
sNN = 200 GeV.

Jak lze vid¥t na Obrázku 5.2 ²kálované �uktuace proton· nevykazují vysokou závis-
lost na teplot¥ T . Oproti tomu lze pozorovat rychlý nárust pro vy²²í energie sráºky.
Výsledky jsou v kvalitativním souladu s prací [21].

Stejn¥ jako v p°ípad¥ proton· lze na Obrázku 5.3 pozorovat pouze jemnou závis-
lost �uktuací na teplot¥. Vlastnost silné závislosti na sráºkové energii je op¥t lehce
viditelná.

Oproti proton·m a kaon·m vykazují ²kálované �uktuace pion· na Obrázku 5.4 vy-
sokou závislost na teplot¥. Dal²ím zajímavým pozorováním je opa£ná vazba ke sráº-
kové energii. Zatímco pro protony i pro kaony �uktuace rostly s vzr·stající

√
sNN

pro piony platí práv¥ opak.

Dále jsme studovali závislost susceptibilit druhého °ádu celkového po£tu proton·,
kaon· a pion· na teplot¥. Tyto závislosti jsou vykresleny na Obrázku 5.5, kde lze
vid¥t p°ísp¥vek rezonan£ních rozpad· k susceptibilitám. Byly uvaºovány situace bez
rezonan£ní p°ísp¥vk· tj. p°ímá produkce a s p°ísp¥vky v²ech uvaºovaných rezonancí.
Lze si pov²imnout, ºe nezávisle na sráºkové energii £iní pro teploty p°i chemickém
vymrznutí p°ísp¥vky rezonan£ních rozpad· p°ibliºn¥ polovinu hodnoty susceptibilit
nezávisle na sráºkové energii.
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Obrázek 5.4: �kálovaná variance pro celkové pionové £íslo π+ − π−. Uvaºovány byly
pouze nabité piony. Vyobrazeno pro r·zné energie sráºky od

√
sNN = 7,7 GeV do√

sNN = 200 GeV.

Obrázek 5.5: P°ísp¥vky rezonan£ních rozpad· k susceptibilitám proton·, kaon·
a pion· vykreslených v závislosti na teplot¥ pro sráºkové energie

√
sNN = 7,7 GeV

(levý sloupec) a
√
sNN = 200 GeV (pravý sloupec).
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V dal²ím pozorujeme chování baryonového £ísla podivnosti a elektrického náboje.
Konstrukci náhrad zapo£neme pozorováním vývoje susceptibilit daných kvantových
£ísel v teplot¥. Budeme pozorovat, jak r·zné £ástice p°ispívají k hodnotám t¥chto
susceptibilit. Náhrady vypracujeme pro sráºkové energie

√
sNN = 7,7 GeV. Závis-

lost susceptibilit na teplot¥ spole£n¥ s p°ísp¥vky jednotlivých £ástic lze vid¥t na
Obrázku 5.6.

Obrázek 5.6: Grafy vyobrazují p°ísp¥vky jednotlivých £ástic k susceptibilitám bary-
onového £ísla, elektrického náboje a podivnosti. Vypracováno pro

√
sNN = 7,7GeV.

Závislosti Obrázku 5.6 lze dob°e vyuºít pro konstrukci náhrad. Vidíme, ºe korelace
baryonového £ísla a podivnosti je velmi dob°e popsána variancemi Λ £ástic. Stejn¥
tak korelace baryonového £ísla a elektrického náboje, dob°e odpovídá varianci pro-
ton·. Podobná situace nastane i se susceptibilitou elektrického náboje a podivnosti,
která je tém¥° zcela ur£ena variancí kaon·. T¥chto pozorování m·ºeme vyuºít podle
závislostí na Obrázku 5.6 zkonstruovat námi kýºené náhrady. Nejprve zkoumejme
korelaci baryonového £ísla a elektrického náboje. Lze nahlédnout, ºe platí

χBQ
11

χQ
2

≈
σ2
p

σ2
Q

, (5.6)

kde index p ozna£uje celkové protonové £íslo, tj. protony i antiprotony. Indexem Q
jsou poté my²leny v²echny £ástice výrazn¥ p°ispívající k �uktuacím náboje. ZObrázku
5.6 lze vid¥t, ºe za ty lze vzít p, π+ ,K+ a jejich anti£ástice. Vývoj náhrady (5.6)
jako funkce teploty je vyobrazen na Obrázku 5.7. Na n¥m lze z°eteln¥ pozorovat
monotonickou závislost korelací elektrického náboje a baryonového £ísla na teplot¥.
Op¥t lze také vid¥t závislost na sráºkové energii

√
sNN .
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Obrázek 5.7: Náhrada pro korelace elektrického náboje a baryonového £ísla. Vyob-
razeno pro r·zné sráºkové energie od

√
sNN = 7,7 GeV do

√
sNN = 200 GeV.

Dal²í zajímavou pozorovatelnou je korelace baryonového £ísla a podivnosti. Tu lze
podle Obrázku 5.6 zapsat ve tvaru

−χBS
11

χS
2

≈ σ2
Λ

σ2
S

, (5.7)

kde S ozna£uje ve²keré £ástice hodnotn¥ p°ispívající k susceptibilit¥ χS
2 . T¥mi jsou

v na²em p°ípad¥ K a Λ. Uvaºovány jsou pouze nabité kaony. Pro Λ je zahrnuta i její
anti£ástice. Grafy byly vypracovány s modelem £áste£né chemické rovnováhy. Pro
niº²í energie

√
sNN je op¥t moºné pozorovat na Obrázku 5.8 monotonickou závislost.

Pro vy²²í sráºkové energie je v²ak jiº naru²ena a korelace op¥t stoupají.

Nakonec byly vyhodnoceny korelace elektrického náboje a podivnosti. Pro konstrukci
náhrad je op¥t uºite£né vrátit se k Obrázku 5.6. Snadno nahlédneme, ºe platí

χQS
11

χS
2

≈ 1

2

σ2
K

σ2
S

, (5.8)

kde S odpovídá de�nici v p°edchozím p°ípad¥. Korelace vykazují monotonické cho-
vání jako funkce teploty. Op¥t jako v p°edchozích p°ípadech se chovají monotonicky
i pro

√
sNN , ale pouze pro niº²í sráºkové energie.
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Obrázek 5.8: Graf zobrazující náhradu korelací baryonového £ísla a podivnosti pro
r·zné sráºkové energie od

√
sNN = 7,7 GeV do

√
sNN = 200.

Obrázek 5.9: Graf znázor¬ující náhradu korelací elektrického náboje a podivnosti
jako závislost na teplot¥ pro r·zné

√
sNN od 7,7 GeV do 200 GeV.

Nakonec provedeme porovnání náhrad s chováním �uktuací kvantových £ísel. Graf
byl vynesen pro dv¥ sráºkové energie

√
sNN = 7,7 GeV a

√
sNN = 200 GeV. Zá-

vislosti lze vid¥t na Obrázku 5.10. Ú£innost náhrad se p°íli² nem¥ní v závislosti na
sráºkové energii. Dále vidíme, ºe s nejv¥t²í p°esností je náhradami ur£ena korelace
mezi baryonovým £íslem a elektrickým nábojem. Tento výsledek lze odhadnout jiº
zObrázku 5.6, na kterém lze vid¥t, ºe práv¥ tyto susceptibility jsou nejlépe popsány
p°ísp¥vky £ástic.
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Obrázek 5.10: Obrázek ukazuje porovnání náhrad a celkových �uktuací. Vykres-
leno pro sráºkové energie

√
sNN = 7,7 GeV (levý sloupec) a

√
sNN = 200 GeV

(pravý sloupec).

Jejich ú£innost se ov²em také velmi nem¥ní v teplot¥. Spole£n¥ s faktem, ºe náhrady
samotné se p°íli² v teplot¥ nem¥ní toto pozorování poukazuje na fakt, ºe získané
�uktuace v r·zných teplotách, jsou tém¥° identické s hodnotami p°i chemickém
vymrznutí.
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Záv¥r

Práce m¥la za cíl studium �uktuací v rámci statického modelu hadronového re-
zonan£ního plynu pro popis sráºek t¥ºkých iont·. Zam¥°ení této práce nás vedlo
k uvaºování £áste£né chemické rovnováhy. Studium �uktuací probíhalo p°eváºn¥
v závislosti na teplot¥.

První kapitola shrnula úvod do relativistické kinematiky, pot°ebné k budování dal-
²ího formalismu. V druhé kapitole jsme uvedli základní poznatky o sráºkách t¥ºkých
iont·. Krátce jsme hovo°ili o fázovém p°echodu a diskutované existenci kritického
bodu. Zavedli jsme veli£iny toku £asto vyuºívané pro analýzu spekter ve sráºkách
ultra-relativistických t¥ºkých iont·.

Ve t°etí kapitole jsme se soust°edili na statistický popis horké hadronové hmoty. Za-
vedli jsme grand-kanonický soubor pro fermionový a bosonový ideální plyn. Krátce
jsme diskutovali d·leºitost stavové rovnice v popisu expanze �reballu. Ukázali jsme
model hadronového rezonan£ního plynu a hovo°ili o chování �uktuací v okolí kritic-
kého bodu. Nakonec jsme zavedli model £áste£né chemické rovnováhy a diskutovali
význam omezeného pokrytí v hybnostech a jeho aplikovatelnost na HRG model.

Ve £tvrté kapitole jsme zavedli maticový formalismus popisující p°ísp¥vky rezonan£-
ních rozpad· k �uktuacím se zam¥°ením na první dva momenty.

V poslední kapitole jsme aplikovali na²e výsledky na reálná data. Vyuºili jsme zpra-
covaných chemických potenciál· stabilních £ástic z [21] ke konstrukci chemických
potenciál· nestabilních £ástic. Vykreslili jsme závislost chemických potenciál· pro
protony, kaony a piony a jejich anti£ástice, ty lze vid¥t na Obrázku 5.1. S pouºi-
tím znalostí chemických potenciál· pro r·zné teploty jsme vypracovali ²kálované
�uktuace proton·, kaon· a pion· pro r·zné t¥ºi²´ové energie sráºky. Ur£ili jsme
susceptibility proton·, kaon· a pion· a diskutovali jejich závislost na p°ísp¥vcích
z rezonan£ních rozpad·. Aproximovali jsme korelace baryonového £ísla, podivnosti
a elektrického náboje pomocí náhrad, které jsme nakonec porovnali s �uktuacemi
baryonového £ísla, elektrického náboje a podivnosti.

38



Literatura

[1] J. D. Bjorken, �Highly Relativistic Nucleus-Nucleus Collisions: The Central
Rapidity Region,� Phys. Rev. D, vol. 27, s. 140�151, 1983.

[2] R. Hagedorn, �Statistical thermodynamics of strong interactions at high-
energies,� Nuovo Cim. Suppl., vol. 3, s. 147�186, 1965.

[3] N. Cabibbo and G. Parisi, �Exponential Hadronic Spectrum and Quark Libe-
ration,� Phys. Lett. B, vol. 59, s. 67�69, 1975.

[4] J. C. Collins and M. J. Perry, �Superdense Matter: Neutrons Or Asymptotically
Free Quarks?,� Phys. Rev. Lett., vol. 34, s. 1353, 1975.

[5] M. B. Kislinger and P. D. Morley, �Collective Phenomena in Gauge Theories.
1. The Plasmon E�ect for Yang-Mills Fields,� Phys. Rev. D, vol. 13, s. 2765,
1976.

[6] M. B. Kislinger and P. D. Morley, �Collective Phenomena in Gauge Theories.
2. Renormalization in Finite Temperature Field Theory,� vol. 13, s. 2771, 1976.

[7] E. V. Shuryak, �Quark-Gluon Plasma and Hadronic Production of Leptons,
Photons and Psions,� Phys. Lett. B, vol. 78, s. 150, 1978.

[8] S. A. Chin, �Transition to Hot Quark Matter in Relativistic Heavy Ion Colli-
sion,� Phys. Lett. B, vol. 78, s. 552�555, 1978.

[9] W. Florkowski, Phenomenology of Ultra-Relativistic Heavy-Ion Collisions.
World Scienti�c, Singapore, 2010. ISBN: 978-981-4280-66-2.

[10] R. S. Bhalerao, �Relativistic heavy-ion collisions,� in 1st Asia-Europe-Paci�c

School of High-Energy Physics, s. 219�239, 2014.

[11] Y. Aoki, Z. Fodor, S. D. Katz, and K. K. Szabo, �The QCD transition tem-
perature: Results with physical masses in the continuum limit,� Phys. Lett. B,
vol. 643, s. 46�54, 2006.

[12] Y. Aoki, G. Endrodi, Z. Fodor, S. D. Katz, and K. K. Szabo, �The Order of
the quantum chromodynamics transition predicted by the standard model of
particle physics,� Nature, vol. 443, s. 675�678, 2006.

[13] B. Tomá²ik et al., �Topics in modern nuclear physics: Flows and Sizes.� Købe-
nhavns Universitet, Niels Bohr Institutet, 2004.

39



[14] L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Statistical Physics, Part 1, vol. 5 of Course
of Theoretical Physics. Oxford: Butterworth-Heinemann, 1980. ISBN: 978-0-
7506-3372-7.

[15] B. Tomá²ik et al., �Topics in modern nuclear physics: Nuclear equation of state
at high temperature.� Københavns Universitet, Niels Bohr Institutet, 2004.

[16] R. Hagedorn, Thermodynamics of strong interactions. CERN Academic Trai-
ning Lecture, Geneva: CERN, 1971. CERN, Geneva, 1970 - 1971.

[17] K. Redlich, �Statistical model description of particle multiplicities in heavy ion
collisions,� Journal of Physics: Conference Series, vol. 5, s. 162, leden 2005.

[18] P. Hohenberg and A. Krekhov, �An introduction to the ginzburg�landau theory
of phase transitions and nonequilibrium patterns,� Physics Reports, vol. 572,
s. 1�42, duben 2015.

[19] A. Motornenko, V. Vovchenko, C. Greiner, and H. Stoecker, �Kinetic freeze-
out temperature from yields of short-lived resonances,� Phys. Rev. C, vol. 102,
no. 2, s. 024909, 2020.

[20] H. Bebie, P. Gerber, J. L. Goity, and H. Leutwyler, �The Role of the entropy
in an expanding hadronic gas,� Nucl. Phys. B, vol. 378, s. 95�128, 1992.

[21] B. Tomasik, P. Hillmann, and M. Bleicher, �Proton number �uctuations in
partial chemical equilibrium,� Phys. Rev. C, vol. 104, s. 044907, 2021.

[22] V. Koch, Hadronic Fluctuations and Correlations, s. 626�652. Springer, 2010.

[23] V. Vovchenko, O. Savchuk, R. V. Poberezhnyuk, M. I. Gorenstein, and V. Koch,
�Connecting �uctuation measurements in heavy-ion collisions with the grand-
canonical susceptibilities,� Phys. Lett. B, vol. 811, s. 135868, 2020.

[24] M. Nahrgang, M. Bluhm, P. Alba, R. Bellwied, and C. Ratti, �Impact of reso-
nance regeneration and decay on the net-proton �uctuations in a hadron reso-
nance gas,� Eur. Phys. J. C, vol. 75, no. 12, s. 573, 2015. 10.1140/epjc/s10052-
015-3775-0.

[25] R. Bellwied, S. Borsanyi, Z. Fodor, J. N. Guenther, J. Noronha-Hostler, P. Pa-
rotto, A. Pasztor, C. Ratti, and J. M. Sta�ord, �O�-diagonal correlators of
conserved charges from lattice QCD and how to relate them to experiment,�
Phys. Rev. D, vol. 101, no. 3, s. 034506, 2020.

[26] B. Tomasik, �DRAGON: Monte Carlo generator of particle production from a
fragmented �reball in ultrarelativistic nuclear collisions,� Comput. Phys. Com-

mun., vol. 180, s. 1642�1653, 2009.

[27] L. Adamczyk et al., �Bulk Properties of the Medium Produced in Relativistic
Heavy-Ion Collisions from the Beam Energy Scan Program,� Phys. Rev. C,
vol. 96, no. 4, s. 044904, 2017.

40


	Seznam obrázků
	Úvod
	Relativistická kinematika
	Lorentzovy transformace
	Minkowského prostoročas
	Příčná hybnost a hmotnost, rapidita
	Rozdělení podle hybnosti

	Srážky těžkých iontů
	Kvark-gluonové plazma
	Průběh ultra-relativistických srážek
	Přechod mezi fázemi
	Tok
	Statický fireball
	Podélná expanze
	Příčná expanze
	Fourierova analýza


	Statistický přístup
	Grand-kanonický formalismus
	Stavová rovnice
	Partiční funkce

	HRG model
	Landauova teorie fázového přechodu
	Částečná chemická rovnováha
	Omezené pokrytí v hybnostech a energiích

	Fluktuace a korelace
	Výpočet maticových elementů
	Maticový formalismus
	Rekurentní vztahy
	Momenty
	Aplikace rekurentních vztahů pro výpočet momentů

	Numerické výsledky
	Vývoj částečné chemické rovnováhy
	Náhrady

	Závěr
	Literatura

