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Abstrakt: Tato práce se zabývá p·sobením laserových impulz· na hodnoty vlastních
£ísel dvouhladinového systému v blízkém okolí výjime£ných bod·. Výjime£né body
jsou body, ve kterých dochází ke splynutí dvou a více vlastních £ísel a vektor·. Jedná
se o nehermitovské degenerace operátor·, vyskytující se exkluzivn¥ ve formalismu
nehermitovské kvantové mechaniky. Vliv reálných parametr· na vlastní £ísla jsme
vypo£ítali pro n¥kolik r·zných ²í°ek rezonancí. P·sobení jsme nejprve vypo£ítali pro
jednomódové lasery a výsledky dále porovnali s impulzy vícemódovými. O£ekávali
jsme, ºe p°esné signatury jednomódových impulz· se v p°ípad¥ vícemódových laser·
zamlºí. To znemoº¬uje identi�kaci výjime£ných bod·. Tuto hypotézu jsme následn¥
výpo£tem prokázali.
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Abstract: This thesis deals with the interraction of laser pulses on the eigenvalues
of a two-level system in the vicinity of an exceptional point. Exceptional points
are points, where two or more eigenvalues or eigenvectors coalesce. They are non-
Hermitian degenerations of operators, which are found exclusively in the formalism
of non-Hermitian quantum mechanics. The in�uence of real parameters on the eigen-
values was calculated for several resonance widths. The e�ect was initially calculated
for single mode lasers and the results were then compared to those of multimode
pulses. We expected the exact signatures of single mode lasers to become blurred,
making the identi�cation of exceptional points signi�cantly more di�cult. This hy-
pothesis was then con�rmed via calculation.
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Úvod

Nehermitovská kvantová mechanika je d·leºitou alternativou ke standardnímu
formalismu hermitovské kvantové mechaniky. Umoº¬uje nám °e²it problémy, které
jsou ve standardním formalismu náro£né. Jednou z výhod je práv¥ popis rezonan£-
ních stav·. Jedním z hlavních problém· standardního popisu je nemoºnost rezonanci
p°esn¥ de�novat, tedy p°i°adit takovému stavu vlnovou funkci. Rezonan£ní stavy
totiº existují pouze po £asov¥ omezenou dobu.

Nehermitovská kvantová mechanika nám dává p°ístup ke komplexním vlastním
£ísl·m a vlastním vektor·m, aniº bychom museli m¥nit hamiltonián. To znamená, ºe
vázané stavy si zachovají reálná vlastní £ísla a rezonan£ním stav·m m·ºeme p°i°adit
vlastní £ísla s nenulovou imaginární sloºkou. Kv·li nehermitovskému chování ale jsme
nuceni de�novat novou alternativu ke standardnímu skalárnímu sou£inu, který p°i
aplikaci na nehermitovské funkce m·ºe vytvá°et neúplné mnoºiny °e²ení, kv·li jevu
známem jako autoortogonalita, neboli výjime£né body.

V této práci se zam¥°íme na vyuºití tohoto formalismu p°i po£ítání rezonancí,
konkrétn¥ na tzv. výjime£né body. Existence výjime£ných bod· byla v matematické
literatu°e známa jiº mnoho let. Výjime£né body byly poprvé p°edstaveny v poru-
chové teorií lineárních operátor· [1]. P°estoºe nejsme schopni tyto body pozorovat
p°ímo, na blízkém okolí jsme schopni odvodit jejich p°ítomnost.

Tato práce je organizována následovn¥.

� V 1. kapitole p°edstavujeme druhy rezonancí, tvarové v sekci 1.1 a feshbachovy
v sekci 1.2. Poté p°edstavíme popis rezonancí v hermitovské mechanice v sekci
1.3, spolu s hlavními problémy, se kterými se p°i popisu potýkáme, v sekci 1.4.

� Dále ve 2. kapitole zavádíme nový formalismus kvantové mechaniky v sekci
2.1. V sekci 2.2 de�nujeme také C-sou£in, coº je alternativa ke skalárnímu
sou£inu. V sekci 2.3 zavádíme pojem výjime£ných bod·, který propojujeme s
C-sou£inem v sekci 2.3.1. Názorný výpo£et výjime£ného bodu p°edstavujeme
v sekci 2.3.2 a jeden ze zajímavých jev· na okolí výjime£ných bod· popisujeme
v sekci 2.3.3.

� V poslední 3. kapitole uº ukazujeme na²e výpo£ty. V sekci 3.1 po£ítáme vliv
jednomódových impulz· na signatury dvouhladinového systému pro ²í°ku re-
zonance Γ = 10−34 J v sekci 3.1.1, Γ = 1 J v sekci 3.1.2 a Γ = 10−12 J v
sekci 3.1.3. Nakonec v sekci 3.2 zkoumáme p·sobení vícemódových impulz·
p°i stejných parametrech, které jsme pouºili v sekci 3.1.3. Výsledky zde také
porovnáváme s výsledky jednomódových impulz·.
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V poslední kapitole prozkoumáme, jaký vliv má p°ítomnost t¥chto výjime£ných
bod· na vlastní £ísla dvouhladinového systému p·sobením laserových impulz·. Po-
mocí t¥chto impulz· prozkoumáme vliv parametr· na hodnoty vlastních £ísel nejprve
jednomódoými laserovými impulzy a poté porovnáme, jak se výsledky zm¥ní, pokud
se impulzy skládají z více, neº jednoho módu.

V p°ípad¥ jednomódových impulz· jsme p°edpokládali získání p°esného spektra.
M·ºeme totiº u kaºdého impulzu p°esn¥ ur£it jeho vlastní £ísla a díky tomu i dob°e
vid¥t polohu výjime£ného bodu. V p°ípad¥ vícemódových impulz· jsme o£ekávali,
ºe spektrum vlastních £ísel bude rozmazané. Dokáºeme sice pro kaºdý mód impulzu
ur£it, jak interagují jeho módy, ale interakci celého implulzu musíme aproximovat
p°es v²echny jeho módy. Domnívali jsme se tedy, ºe výjime£né body, které vyºadují
zna£nou p°esnost parametr· impulzu k ur£ení, budou spí²e nazna£eny. Tuto hypo-
tézu se nám v sekci 3.2 poda°ilo výpo£tem potvrdit. Existenci výjime£ných bod·
jsme pozorovali, ov²em ur£ení jejich polohy bylo náro£n¥j²í, obvzlá²t¥ pro impulzy
sloºené z vy²²ího po£tu mód·.
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Kapitola 1

Rezonance v kvantové mechanice

Fenomén rezonance je ve fyzice blízce spojený s metastabilními stavy - stavy, které
se s £asem rozpadají na více podsystém·. Tyto systémy, p°estoºe mají dostate£nou
energii, se nerozpadají okamºit¥, ale po dlouhé dob¥ vzhledem k charakteristickému
£asu systému. Doba, po kterou m·ºe metastabilní stav existovat závisí na konkrétním
systému a °ádov¥ m·ºe trvat od nanosekund aº po tisíce let. Rezonance budeme d¥lit
do dvou skupin: Tvarové (Shape-type) a Feshbachovy (Feshbach-type) [2], které
budou vysv¥tleny v následujících kapitolách. První teorii rezonan£ních stav· sepsal
G. Gamow v roce 1928 [3] pro popis α rozpadu t¥ºkých jader p°i studiu pr·chodu
£ástice potenciálovou bariérou.

1.1 Tvarové rezonance

Prvním typem rezonancí jsou jiº zmín¥né tvarové rezonance. P°edstavíme-li si
kvantovou £ástici uv¥zn¥nou v ur£itém potenciálu, víme, ºe doba, po kterou je £ás-
tice uv¥zn¥na, závisí na vý²ce a ²í°ce daného potenciálu. �ástice se tedy nachází v
rezonan£ním stavu, jehoº doba ºivota je ur£ena tvarem potenciálové bariéry. Odtud
tedy pochází i název "tvarová"rezonance. P°íkladem tvarové rezonance je jiº zmí-
n¥ná Gamowova teorie α rozpadu t¥ºkých jader [3], ve které uvaºujeme α £ástici
vzniklou uvnit° jádra a uv¥zn¥nou jaderným potenciálem. Jelikoº tvarové rezonance
jsou závislé na tvaru potenciálové bariéry, je z°ejmé, ºe se jedná o rezonanci, která
ve klasické mechanice neexistuje. V semiklasické limit¥ h̄→ 0 se doba ºivota t¥chto
rezonancí blíºí k nekone£nu a protoºe nem·ºe docházet ke kvantovému tunelování,
stávají se tyto stavy vázanými.
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1.2 Feshbachovy rezonance

P°edstavme si stabilní fyzikální systém, popsaný hamiltoniánem Ĥ0. V £ase t0
tento systém naru²íme potenciálem V̂ , nový stav systému je tedy popsán hamilto-
niánem Ĥ = Ĥ0 + V̂ . V tomto stavu je v²ak vlivem poruchy V̂ systém metasta-
bilní, nachází se tedy ve feshbachové rezonanci. Tyto rezonance je moºné vybudit v
jedno£ásticových systémech pod vlivem n-rozm¥rné poruchy (n > 1) nebo více£ás-
ticových systémech (i pod vlivem jednorozm¥rné poruchy). Feshbachovy rezonance
si uvedeme na následujícím p°íkladu. M¥jme atom helia He4, jehoº oba elektrony
byly vybuzeny do prvního excitovaného stavu. Pokud zanedbáme elektromagnetic-
kou repulzi, m·ºeme energetické hladiny helia aproximovat vztahem (pro h̄ = 1)
[2]

En,m = −2

(
1

n2
+

1

m2

)
. (1.1)

Odtud m·ºeme vid¥t energii na²eho excitovaného stavu E2,2 = −1, energii zá-
kladního stavu E1,1 = −4 a energii iontu He+: En,∞ = −2. Takto snadno vidíme, ºe
atom helia v excitovaném stavu E2,2 se nachází v rezonanci a dochází k následující
autoionizaci [4], [5]: He∗ → He+ + e−.

Podat p°esnou de�nici feshbachových rezonancí je zna£n¥ obtíºn¥j²í, neº u tvaro-
vých. Máme-li atom, který excitujeme p·sobením elektromagnetického pole laseru s
frekvencí ωL, atom p°echází do feshbachovy rezonance. Ov²em v pokud ωL → 0, pole
laseru oscilující jako cos(ωLt) nabývá statického charakteru. Takové rezonance jsou
ale tvarového charakteru, vzhledem k tunelování tímto kvasi-statickým potenciá-
lem. Odtud vidíme, ºe neexistuje p°esn¥ ur£ená hranice, která jednozna£n¥ odd¥luje
feshbachovy a tvarové rezonance. K rozli²ení typu rezonance vyuºijeme faktu, ºe
tvarové rezonance, narozdíl od feshbachových, nemají klasický analog, ale p°echá-
zejí ve vázané stavy. Jestliºe se tedy doba ºivota rezonance blíºí nule v limit¥ h̄→ 0,
pak m·ºeme tuto rezonanci ozna£it jako tvarovou. Pokud se ov²em v limit¥ h̄ → 0
doba ºivota blíºí nenulové hodnot¥, jedná se o feshbachovu rezonanci.

1.3 Standardní popis

M¥jme následující hamiltonián:

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ , (1.2)

kde Ĥ0 je hamiltonián kvadraticky integrabilního vázaného stavu |ψb(Eb)〉. Funkce
kontinua jsou energeticky normalizované s hrani£ní hodnotou E = 0:
〈ψc(E ′)|ψc(E)〉 = δ(E−E ′). �len V̂ p°edstavuje poruchu, která spojuje vázaný stav
Ĥ0 s kontinuem. �e²ení tohoto p°íkladu se v £ase exponenciáln¥ rozpadá rychlostí
Γ
h̄
, kde Γ je ²í°ka rezonance a její hodnota závisí na konkrétním problému. V limit¥

λ→ 0 m·ºeme tvar Γ odhadnout pomocí Fermiho zlatého pravidla [2],

Γ→ 2πλ2ρc(Eb)|〈ψb(Eb)|V̂ |ψc(Eb)〉|2, (1.3)
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kde ρc je hustota stav· v kontinuu hamiltoniánu Ĥ0. V tomto p°íkladu jsme uvaºovali
vázaný stav Ĥ0, který jsme p°ivedli do stavu rezonance zavedením poruchy V̂ , z
p°edchozí kapitoly tedy víme, ºe se jedná o rezonanci feshbachova typu.

Ve standardní kvantové mechanice lze rezonance s jistotou ur£it pouze, pokud jsou
úzké a izolované [2]. �í°ku rezonance Γ lze interpretovat jako energetickou neur£itost
rezonan£ního stavu, coº vychází z relace neur£itosti ∆ω∆t = 1, kde ∆t je doba
signálu a ∆ω = ∆E

h̄
je ²í°ka signálu. Ozna£íme-li neur£itost v £ase jako dobu ºivota

rezonance τ = ∆t, pak vidíme vztah mezi ²í°kou a dobou ºivota rezonance,

τ =
h̄

Γ
. (1.4)

Odtud uº lze de�novat úzké rezonance jako rezonance s malou ²í°kou Γ, tedy dlouhou
dobou ºivota τ . Izolované rezonance jsou takové, jejichº rozdíl v energii vzhledem k
sousedním rezonancím je výrazn¥ men²í, neº p°íslu²né ²í°ky rezonancí.

1.4 Problémy popisu rezonancí

V kvantové mechanice popisujeme stav £ástice pomocí vlastního vektoru, který
zachovává pravd¥podobnost jejího nalezení v²ude v £ase a prostoru. Uº zde m·ºeme
vid¥t první problém ve snaze popisu metastabilních stav·. Jelikoº rezonance exis-
tují pouze v ur£itém £asovém intervalu, nelze jim p°i°adit unikátní vlastní vektor.
Ve formalismu standardní kvantové mechaniky tedy musíme rezonancím p°i°adit vl-
nový balík [2]. Výsledek, který jsme získali pouºitím Fermiho zlatého pravidla se v
£ase exponenciáln¥ rozpadá, ve skute£nosti se v²ak rezonance nemusí nutn¥ rozpa-
dat v £ase exponenciáln¥. Navíc Fermiho zlaté pravidlo m·ºeme pouºít pouze pro
malé poruchy λ. To znamená, ºe ve standardním formalismu kvantové mechaniky
dokáºeme rezonance popsat pouze pro malé poruchy a pouze po dobu, kdy vykazují
exponenciální rozpad v £ase.
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Kapitola 2

Nehermitovská kvantová mechanika

Jak jsme uvedli v p°edchozí kapitole, v rámci standardní hermitovské mechaniky
jsme schopni rezonance správn¥ popsat pouze ve zna£n¥ limitujícím rozsahu. V této
kapitole se pokusíme p°edstavit nehermitovský formalismus kvantové mechaniky,
dále d·vody k jeho zavedení, výhody a zajímavé d·sledky tohoto nového formalismu.

2.1 Zavedení formalismu

Nejprve se zam¥°íme na samotnou vlastnost hermiticity. Ta se totiº nevztahuje
pouze na operátory, ale i na funkce, na které tyto operátory p·sobí. Hermitovský
formalismus kvantové mechaniky operuje na L2 Hilbertov¥ prostoru, na kterém okra-
jové podmínky vymizí v nekone£nu. P°i zavedení výchozích (outgoing) okrajových
podmínek [2] na vlastní funkce £asov¥ nezávislého hamiltoniánu, získáme p°ístup
ke komplexním vlastním £ísl·m, které dále m·ºeme p°i°adit metastabilním stav·m.
Vázané stavy si tedy i nadále zachovají reálné energie, ov²em energie rezonan£ních
stav· mají energie komplexní. Jestliºe ale pouºíváme stejný hamiltonián, jak m·-
ºeme získat komplexní vlastní £ísla? Jak jsme uvedli vý²e, hermiticita není vlastnost
pouze operátoru, ale i funkcí, na které p·sobí. M¥jme pro ilustraci hamiltonián
Ĥ = p̂2

2M
+ V̂ , který je hermitovský, pokud platí Ĥ† = Ĥ. Operátor Ĥ† tedy spl¬uje

rovnici [2] ∫ +∞

−∞
f(x)Ĥ†g(x)dx =

∫ ∞
−∞

g(x)Ĥ∗f(x)dx. (2.1)

Pokud V̂ (x) p°edpokládáme reálné, pak integrací po £ástech získáme výraz [2][
g(x)

df(x)

dx
− f(x)

dg(x)

dx

]+∞

−∞
= 0. (2.2)

V p°ípad¥ Hermitovského formalismu náleºí funkce f(x) a g(x) do prostoru L2 a
ob¥ funkce vymizí v limit¥ x→ ±∞. Pokud ale tyto funkce exponenciáln¥ divergují,
hamiltonián je nehermitovský a jeho °e²ením získáme komplexní £ísla.
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2.2 C-sou£in

M¥jme systém v ur£itém stavu popsaném vlastním vektorem |ψ(t)〉 a pozorova-
telnou veli£inu Â, které p°íslu²í vlastní stavy |n〉. Projekci stavu |ψ(t)〉 na vlastní
stavy operátoru Â získáme pomocí skalárního sou£inu 〈ψ(t)|n〉. Analogicky st°ední
hodnotu pozorovatelné získáme pomocí

〈Â〉|ψ(t)〉 =
〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉
〈ψ(t)|ψ(t)〉

. (2.3)

Tyto vztahy ale pro funkce |ψ(t)〉 a |n〉 p°edpokládají kvadratickou integrabilitu,
tedy vlastnost, kterou jsme zavrhli p°i de�nici nehermitovského formalismu. Apli-
kací skalárního sou£inu na funkce neleºící v prostoru L2 m·ºeme získat nekompletní
mnoºiny °e²ení, kv·li fenoménu zvaném autoortogonalita (Self-orthogonality), o kte-
rém se dozvíme více v sekcích 2.3 a 2.3.1.

Musíme tedy skalární sou£in nahradit novým druhem sou£inu, tzv. C-sou£inem,
který byl poprvé uveden v knize [6]. Neº v²ak zavedeme C-sou£in, p°ipom¥¬me si
de�nici skalárního sou£inu. Po£ítaje v 1-dimenzionálním prostoru L2 s funkcemi
f(x), g(x), h(x) a skalárními veli£inami α a β, skalární sou£in de�nujeme

〈f |g〉 =

∫ +∞

−∞
f ∗(x)g(x)dx, (2.4)

〈h(x)|αf(x) + βg(x)〉 = α〈h|f〉+ β〈h|g〉,
〈f |g〉 = 〈g|f〉∗ = c ∈ R,
〈f |f〉 ≥ 0,

kde 〈f |f〉 = 0 platí práv¥ tehdy, kdyº f(x) = 0. Tato de�nice zaru£í, ºe kaºdá
nedegenerovaná vlastní funkce Hermitovského operátoru Â je ortogonální. Jelikoº
vlastní stavy operátoru |n〉 tvo°í úplnou mnoºinu, m·ºeme psát relaci uzav°enosti∑

n

|n〉〈n| = Î , (2.5)

kde Î je jednotková mnoºina n-té dimenze.

Pro de�nici C-sou£inu vyuºijeme d·leºitosti maticové reprezentace v praktických
výpo£tech kvantové mechaniky [7], [8]. Podobn¥ jako u skalárního sou£inu, chceme,
aby C-sou£in dodrºoval relaci uzav°enosti (2.5) a zachovával ortogonalitu nedegene-
rovaných funkcí. Abychom odli²ili od skalárního sou£inu 〈.|.〉, pro C-sou£in pouºijeme
zna£ení (.|.). M¥jme tedy nehermitovský operátor Âθ, jemuº p°íslu²í vlastní stavy
|ψθn) a vlastní £ísla λθn, zna£eno

Âθ|ψθn) = λθn|ψθn). (2.6)

Zachování ortogonality vyjád°íme jednodu²e

(ψθm|ψθn) = δm,n. (2.7)
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Dále vyuºijeme maticové reprezentace operátoru Âθ [7], [8], abychom de�novali levé
a pravé vlastní vektory maticeA. Mejme tedy úplnou sadu ortonormálních bazických
vektor· fjj=1,2,... matice A, jejíº maticové elementy snadno vyjád°íme jako

[Aθ]j,k = 〈fj|Âθ|fk〉. (2.8)

Hlavní my²lenkou na²í de�nice je fakt, ºe kaºdý diferenciální problém vlastních £ísel
Âθ|ψθn) = λθn|ψθn) lze p°evést na maticový problém vlastních £ísel [7], [8]

AθC
θ
n = λθnC

θ
n, (2.9)

[Dθ
m]TAθ = λθm[Dθ

m]T ,

[Dθ
m 6=n]TCθ

n = 0,

kde [Dθ
m]T a Cθ

n jsou levé a pravé vlastní vektory matice Aθ [2]. Za jejich pomoci
dokáºeme de�novat vlastní stavy bra- a -ket operátoru Âθ jako

(x|ψθn) ≡
∑
j

Cj,nfj(x), (2.10)

(ψθm|x) ≡
∑
j

Dj,mf
∗
j (x).

Protoºe matice a její transpozice mají stejné spektrum a protoºe platí
[[Dθ

m]TAθ]
T = AT

θD
θ
m, vektory Cθ

n a D
θ
m mají stejné vlastní £íslo λθn. To znamená, ºe

aº na výjimku kdy splývají 2 a více vlastní £ísla a vlastní vektory, m·ºeme de�novat
C-sou£in jako [2]

(ψθm|ψθn) =
∑
j

Dj,mCj,n = δm,n, (2.11)

a nehermitovskou relaci úplnosti jako [2]∑
n

|ψθn)(ψθn| = Î . (2.12)

2.3 Výjime£né body

V rámci nehermitovského formalismu je moºné, aby p°i variaci parametru po-
tenciálu do²lo k p°ekryvu 2 energetických hladin se stejnou symetrií. V tomto bod¥
dochází k degeneraci vlastních hodnot a splynutí p°íslu²ných vlastních vektor·. Je-
likoº k tomuto fenoménu dochází pouze v rámci nehermitovské kvantové mechaniky,
m·ºeme tento p°ípad ozna£it za nehermitovskou degeneraci [2], [6]. V této situaci
dochází k roz²t¥pení v komplexní rovin¥ energií, coº nazýváme "výjime£ný bod"
(exceptional point) ve spektru nehermitovského hamiltoniánu [2], [6]. Tento bod ale
vymizí p°i zavedení jakékoliv poruchy, není tedy moºné ho experimentáln¥ p°ímo
zm¥°it. I p°esto pozorujeme na blízkém okolí nezvyklé chování, pokud provádíme
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variaci parametru potenciálu kolem výjime£ného bodu, existence výjime£ného bodu
se projeví akumulováním geometrických fází, tzv. Berryho fází [2], [9], které p°ed-
stavíme v sekci 2.3.3.

2.3.1 Autoortogonalita

Díky v p°edchozí kapitole zavedenému C-sou£inu, jsou v²echny nedegenerované
rezonan£ní stavy ortogonální. Fenomén autoortogonality nastává práv¥ v p°ípad¥,
kdy alespo¬ dva vlastní vektory splynou v degeneraci [2], [6]. Z popisu výjime£ných
bod· uvedených na za£átku této kapitoly je z°ejmé, ºe tyto body jsou vzhledem k C-
sou£inu autoortogonální. K ilustraci autoortogonality vyuºijeme následující p°íklad.

M¥jme hamiltonián závislý na parametru λ. Pro konkrétní hodnotu parametru
λ = λep dochází ke splynutí 2 vlastních funkcí tohoto hamiltoniánu, funkcí ψ1 a ψ2

[2]. Pokud provádíme variaci parametru ve sfé°e o polom¥ru r = |λep|, vlastní funkce
a hodnoty se m¥ní následovn¥

lim
λ→λep

[E1(λ)− E2(λ)] = 0 (2.13)

lim
λ→λep

[ψ1(λ, r)− ψ2(λ, r)] = 0.

Dále v bod¥ splynutí platí

ψ1(λep, r) = ψ2(λep, r) ≡ ψep(r) (2.14)
(ψep|ψep) = 0.

Odtud uº skute£n¥ vidíme, ºe termíny autoortogonalita a výjime£ný bod ozna£ují
stejný fenomén. Zárove¬ ale vidíme, ºe i in�nitezimální zm¥na v parametru λ tuto
degeneraci odstraní [2], [6]. Z p°edchozí rovnice také m·ºeme vid¥t zajímavý d·sle-
dek autoortogonality. P°estoºe funkce, které ve výjime£ném bodu splývají mohou
být normalizované, vlastní funkce výjime£ného bodu bude vºdy mít normu rovnu
nule.

(ψep|ψep) = 0 =⇒ |ψep|2 = 0. (2.15)

2.3.2 Výpo£et výjime£ného bodu

V této kapitole se podíváme, jak nalézt výjime£ný bod pomocí výpo£tu v dvou-
hladinovém systému. M¥jme systém s energetickou hladinou základního stavu Egs

a rezonan£ního stavu Ees se ²í°kou rezonance Γ. Tento systém je buzený laserovým
impulzem o frekvenci ω. Hamiltonián takového systému má následující stav:(

Ees − iΓ ε0
µ
2

ε0
µ
2

Egs + h̄ω

)
, (2.16)
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kde µ je dipólový moment p°echodu, ε0 =
√

2I
cε0

je amplituda normalizované intenzity
laseru, ε0 je permitivita vakua, I je intenzita laseru a c je rychlost sv¥tla ve vakuu.
Na²ím úkolem je ur£it intenzitu a frekvenci laseru tak, abychom na²li výjime£ný
bod.

Nejprve ur£íme vlastní £ísla hamiltoniánu λ1,2 °e²ením rovnice∣∣∣∣Ees − iΓ− λ ε0
µ
2

ε0
µ
2

Egs + h̄ω − λ

∣∣∣∣ = 0, (2.17)

coº vede na °e²ení kvadratické rovnice

λ2+λ(−Ees−Egs−h̄ω+iΓ)+[EesEgs+Eesh̄ω−
1

4
ε2

0µ
2+i(−ΓEgs−Γh̄ω)] = 0, (2.18)

jejímº °e²ením získáme vlastní £ísla

λ1,2 =
1

2
(Ees + Egs + h̄ω − iΓ)± 1

2

√
(Ees − Egs − h̄ω − iΓ) + ε2

0µ
2. (2.19)

Abychom ur£ili výjime£ný bod, musíme vlastní £ísla poloºit do rovnosti, z £ehoº
získáme výraz pro amplitudu normalizované intenzity laseru

ε2
0 = − 1

µ2
(Ees − Egs − h̄ω − iΓ)2. (2.20)

Protoºe laserová intenzita je reálný parametr, m·ºeme odtud vid¥t podmínku na
frekvenci laseru ω = Ees−Egs

h̄
a dosazením za ε0 získáme pot°ebnou intenzitu laseru

k ur£ení výjime£ného bodu:

I =
cε0
2µ2

Γ2. (2.21)

2.3.3 Berryho fáze

Pro vysv¥tlení Berryho fází si p°edstavme systém s libovolným potenciálem. U
tohoto potenciálu dále za�xujeme v²echny parametry, s výjimkou jednoho, který
ozna£íme λ. Tento parametr p°edpokládáme reálný, bez újmy na obecnosti [2]. Dále
nech´ pro hodnotu parametru λ = λep dochází ke splynutí 2 vlastních vektot· |ψ+)
a |ψ−), s vlastními £ísly E± = Eep ± α

√
λ− λep [2].

K demonstraci Berryho fází budeme provád¥t variaci parametru λ po kruºnici
kolem výjime£ného bodu λ− λep = Reiϕ. Odtud mají vlastní £ísla a vlastní vektory
tvar [2]

E±(ϕ) = E(λep +Reiϕ) = Eep ± αR
1
2 ei

ϕ
2 , (2.22)

|ψ±(ϕ)) = R−
1
4 e−i

ϕ
4 [2(x|ψep)]−

1
2 [|ψep)±R

1
2 ei

ϕ
2 |x)]. (2.23)
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Odtud nás zajímá, jak bude vypadat výsledek p°i variaci po celo£íselném násobku
2π. P°edpokládali bychom, ºe po úplné kruºnici se vlastní £ísla a vektory nezm¥ní,
ov²em pokud provedeme výpo£et, zjistíme

ϕ = 2π : E±(2π) = E∓; |ψ±(2π) = ∓|ψ∓(0)), (2.24)
ϕ = 4π : E±(4π) = E±; |ψ±(4π) = −|ψ±(0)),

ϕ = 8π : E±(8π) = E±; |ψ±(8π) = +|ψ±(0)).

Jak m·ºeme vid¥t, po 2π se ani vlastní £ísla, ani vlastní vektory nevrátí do p·-
vodního stavu, naopak v p°ípad¥ vlastních £ísel dochází k jejich zám¥n¥ a k návratu
do p·vodního stavu dochází aº po variaci o 4π. P°ípad vlastních vektor· je je²t¥
sloºit¥j²í. Po 2π dochází nejen k zám¥n¥ vlastních vektor·, ale i k zám¥n¥ znaménka
u jednoho z vektor·. Po 4π dochází k op¥tovné zám¥n¥ vektor·, ov²em znaménko je
zam¥n¥né tentokrát u obou vektor·. Abychom se vrátili do p·vodního stavu, musíme
provést variaci o 8π. Akumulovaná znaménka p°ed vlastními vektory p°i provád¥ní
t¥chto variací nazýváme Berryho (Geometrické) fáze [2], [9].
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Kapitola 3

Reálné laserové parametry

V této kapitole prozkoumáme p·sobení laserových impulz· na okolí výjime£ného
bodu v dvouhladinovém systému. V celé kapitole budeme vycházet z vlastních £ísel
vyjád°ených jako

ε± =
h̄

2

ω − ωR +
iΓ

2h̄
±

√(
ω − ωR +

iΓ

2h̄

)2

+
µ2ε2

0

h̄2

 , (3.1)

kde ω je frekvence laserového impulzu, ωR = E2−E1

h̄
je rezonan£ní frekvence systému,

Γ je ²í°ka rezonance ε0 je intenzita laseru a µ je dipólový moment p°echodu.
Frekvence odpovídající výjime£nému bodu má tvar

ωep = ωR −
Γ

2h̄

Im[µ]

Re[µ]
, (3.2)

pro zjednodu²ení ov²em budeme uvaºovat dipólový moment p°echodu µ reálný, od-
tud tedy bude platit ωR = ωep. Pro usnadn¥ní výpo£t· a £itelnost graf· jsme rovnici
3.1 upravili na tvar

ε± =
1

2
x+ a±

√
1

4
x2 + ax+ a2 +

1

4
y2, (3.3)

kde x = h̄(ω − ωR), y = µε0 a a = iΓ
4
. Jak plyne z rovnice 3.2 pro p°ípad, kdy je

µ reálné, dostaneme ωR = ωep. Proto zavedením prom¥nné x jako rozdílu frekvence
módu a rezonan£ní frekvence se bude výjime£ný bod nacházet vºdy v hodnot¥ x = 0.
Ve v²ech výpo£tech budeme vysílat impulzy tak, aby rozdíly mezi jednotlivými módy
∆ω byly konstantní a rozdíly mezi jednotlivými body na ose ∆y = ∆(µε0) také
konstantní. Tyto parametry - ∆ω a ∆(µε0) budeme dále nazývat hustotou bod·.
P°i vykreslování graf· budeme vºdy vykreslovat osy takto: x = h̄(ω − ωR), y = µε0

a z = ε±.
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3.1 Jednomódové impulzy

Nejprve se budeme zabývat laserovými impulzy, které se skládají z pouze jed-
noho módu. Hlavní výhodou t¥chto impulz·1 je fakt, ºe pro kaºdý impulz m·ºeme
p°esn¥ ur£it jeho vliv na vlastní £ísla. P·sobení impulz· jsme prozkoumali pro 3
r·zné systémy s rozdílnými hodnotami ²í°ky rezonance, abychom dostate£n¥ posou-
dili vliv jednotlivých parametr·. Vybrané hodnoty Γ jsme volili tak, aby v prvním
p°ípad¥ Γ = 10−34 J m¥la °ádovou hodnotu srovnatelnou s Planckovou konstan-
tou. V takovém p°ípad¥ je totiº hodnota ²í°ky rezonance srovnatelná s hodnotami
x = h̄(ω − ωR). Druhou ²í°ku rezonance Γ = 1 J jsme volili tak, abychom porovnali
zm¥ny parametr· p°i výrazné zm¥n¥ °ádu. Hodnoty Γ = 10−34 J a Γ = 1 J jsme
volili tak, abychom parametry prozkoumali v extrémních p°ípadech. Poslední hod-
notu Γ = 10−12 J jsme volili tak, aby lépe °ádov¥ odpovídala reálným hodnotám,
v na²em p°ípad¥ desítkám keV, tedy aby se nacházela p°ibliºn¥ ve druhé t°etin¥
intervalu tvo°eném p°edchozími hodnotami.

3.1.1 Γ = 10−34 J

V první sad¥ jsme nastavili ²í°ku rezonance Γ = 10−34 J. Výsledné reálné a
imaginární £ásti vlastních £ísel m·ºeme vid¥t na grafech 3.1a a 3.1b. Výjime£né
body m·ºeme na grafech 3.1a a 3.1b pozorovat v místech, kde na ose y (x = 0)
dochází k roz²t¥pení, na grafu 3.1a tedy v míst¥, kde se opisovaná kruºnice protíná
s rovinou (x, y). Na grafu 3.1b vidíme, ºe se grafy pro ε+ a ε− dotýkají na úse£ce
v okolí nuly, výjime£né body se tedy nacházejí na krajích této dotykové úse£ky. Na
obou grafech také vidíme, ºe plocha, kterou body opisují daleko od výjime£ných
bod·, je na jejich okolí zna£n¥ zdeformována.

Dále vykreslíme graf ukazující absolutní hodnotu rozdílu vlastních £ísel |ε+−ε−|,
spolu s mapou tohoto rozdílu. Výsledky m·ºeme vid¥t na grafech 3.2a a 3.2b. Na
t¥chto grafech uº snadno vidíme polohu výjime£ných bod·, na jejich okolí totiº
hodnoty rychle klesají k nule. Zde uº jednozna£n¥ vidíme, ºe výjime£né body se
nacházejí pro hodnoty y ≈ ±5 · 10−35 J.

Nakonec se zam¥°íme na detailní okolí jednoho z výjime£ných bod·. Zvolený bod
se bude v na²em p°ípad¥ nacházet pro hodnotu y ≈ 5 · 10−35 J. Výsledky m·ºeme
vid¥t na grafech 3.3a a 3.3b. Na grafu 3.3a uº m·ºeme jasn¥ vid¥t polohu výjime£-
ného bodu i chování vlastních £ísel na jeho blízkém okolí. Je t°eba podotknout, ºe
p°estoºe se frekvence pohybovaly v °ádech 10−3 Hz, parametry na ose y - µε0 - se
pohybovaly v °ádech 10−37 J (10−18 eV). Hodnoty frekvencí jsou velmi nízké a v
praxi se s takovými nesetkáme. Cht¥li jsme v²ak prozkoumat extrémní p°ípad, kdy
je ²í°ka rezonance srovnatelná s h̄(ω−ωR). Jak jsme mohli vid¥t na grafech, p°ítom-
nost výjime£ných bod· pro Γ = 10−34 J m·ºeme pozorovat pro hodnoty parametr·
ω − ωR ∈ (−0, 1; 0, 1) Hz a µε0 ∈ (±6,±4) · 10−35 J. Hodnoty vlastních £ísel se v
tomto p°ípad¥ pohybují v °ádech 10−35 J (10−16 eV).

1Jelikoº se bavíme o jednomódových impulzech, jedná se ve skute£nosti o CW laser.
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(a) Imaginární £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 0, 05 Hz, ∆(µε0) = 5 · 10−36 J.

(b) Reálná £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod· ∆ω = 0, 015
Hz

a ∆(µε0) = 3 · 10−36 J.

Obrázek 3.1: Reálná a imaginární £ást vlastních £ísel pro Γ = 10−32 J
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 0, 015 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−36 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 0, 015 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−36 J.

Obrázek 3.2: Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel pro Γ = 10−32 J.

22



(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 3, 75 · 10−3 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−37 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 3, 75 · 10−3 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−37 J.

Obrázek 3.3: Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel na úzkém okolí výjime£ného
bodu pro Γ = 10−32 J.
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3.1.2 Γ = 1 J

V první sad¥ jsme uvaºovali malou hodnotu ²í°ky rezonance Γ = 10−34 J a v d·-
sledku toho byly výjime£né body ve zna£n¥ úzkém intervalu parametr·. Pro srovnání
se nyní podíváme na p°ípad, kdy je ²í°ka rezonance ve druhém extrému. Budeme
tedy nyní uvaºovat hodnotu ²í°ky rezonance Γ = 1 J. Imaginární a reálnou £ást
vlastních £ísel m·ºeme vid¥t v grafech3.4a a 3.4b. Dále op¥t vypí²eme absolutní
hodnotu rozdílu, £ímº získáme grafy 3.5a a 3.5b. Nakonec se op¥t zam¥°íme na
blízké okolí výjime£ného bodu u y ≈ 5 · 10−3 J. Výsledek m·ºeme vid¥t na grafech
3.6a a 3.6b.

Kdyº porovnáme grafy z této sekce s výsledky z p°edchozí sekce, okamºit¥ vidíme,
ºe pro v¥t²í hodnoty ²í°ky rezonance se i interval parametr· musí výrazn¥ zv¥t²it,
abychom získali stejnou zm¥nu. Nejen to, ale m·ºeme vid¥t, ºe zm¥na °ádu v ²í°ce
rezonance se projeví na stejnou °ádovou zm¥nu v ostatních parametrech. Kdyº po-
rovnáme hodnoty parametr· t¥chto graf· s p°edchozími, vidíme, ºe, abychom získali
pozorovatelnou zm¥nu v hodnotách vlastních £ísel, musíme i výrazn¥ m¥nit parame-
try. Konkrétn¥ podíváme-li se na frekven£ní rozdíly mezi módy, tentokrát musíme
frekvence ∆ω m¥nit v °ádech 1031 Hz, abychom získali znatelnou zm¥nu. Naopak
v p°ípad¥ osy y, kde v p°edchozím p°ípad¥ byl výsledek zna£n¥ citlivý na zm¥nu v
intenzit¥ laseru ε0, tentokrát se citlivost výsledku pohybuje v °ádech 10−3 J
(1016 eV). P°ítomnost výjime£ných bod· pro Γ = 1 J m·ºeme pozorovat pro hod-
noty parametr· ω−ωR ∈ (−1, 1)·1033 Hz a µε0 ∈ (±0, 6;±0, 4) J. Hodnoty vlastních
£ísel se v tomto p°ípad¥ pohybují v °ádech desetin J (1018 eV).
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(a) Imaginární £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 5 · 1032 Hz, ∆(µε0) = 0, 05 J.

(b) Reálná £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 1, 5 · 1032 Hz, ∆(µε0) = 0, 03 J.

Obrázek 3.4: Reálná a imaginární £ást vlastních £ísel pro Γ = 1 J.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 1, 5 · 1032 Hz, ∆(µε0) = 0, 03 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 1, 5 · 1032 Hz, ∆(µε0) = 0, 03 J.

Obrázek 3.5: Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel pro Γ = 1 J.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 3, 75 · 1031 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−3 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 3, 75 · 1031 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−3 J.

Obrázek 3.6: Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel na úzkém okolí výjime£ného
bodu pro Γ = 1 J.
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3.1.3 Γ = 10−12 J

Nakonec se podíváme na hodnotu ²í°ky rezonance Γ = 10−12 J. Nejprve zobrazíme
separovan¥ reálnou a imaginární sloºku vlastních £ísel na grafech 3.7a a 3.7b. Dále
vykreslíme graf absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel spolu jejich mapou, jak m·-
ºeme vid¥t na grafech 3.8a a 3.8b. Odtud m·ºeme ur£it p°ibliºnou polohu výjime£-
ného bodu a prozkoumáme blízké okolí výjime£ného bodu v hodnot¥ y ≈ 5 ·10−13 J.
Výsledek m·ºeme vid¥t na grafech 3.9a a 3.9b.

V p°edchozích p°ípadech byl výsledek extrémn¥ citlivý na jeden z parametr· ∆ω,
nebo ∆(µε0), tentokrát jsme volili ²í°ku rezonance mezi p°edchozími hodnotami. Vi-
díme tedy, ºe hodnoty frekvencí ω se pohybují v °ádech 1020 Hz a hodnoty parametr·
µε0 v °ádech 10−15 J (104 eV = 10 keV). P°esto, abychom pozorovali výrazné zm¥ny
v hodnotách vlastních £ísel, hodnoty frekvencí se musí pohybovat v °ádech 1020 Hz,
zatímco hodnoty µε0 v desítkách keV. Tento p°ípad jsme volili tak, aby lépe odpoví-
dal reálným hodnotám. P°esto, pokud se podíváme na frekvence, pohybujeme se ve
spektru RTG zá°ení. P°ítomnost výjime£ných bod· pro Γ = 10−12 J tedy m·ºeme
pozorovat pro hodnoty parametr· ω−ωR ∈ (−1, 1) · 106 Hz a µε0 ∈ (±6,±4) · 10−13

J. Hodnoty vlastních £ísel se v tomto p°ípad¥ pohybují v °ádech 10−13 J (desítky
keV).
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(a) Imaginární £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 5 · 10−14 J.

(b) Reálná £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

Obrázek 3.7: Reálná a imaginární £ást vlastních £ísel pro Γ = 10−12 J.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

Obrázek 3.8: Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel pro Γ = 10−12 J.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 3, 75 · 1019 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−15 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 3, 75 · 1019 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−15 J.

Obrázek 3.9: Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel na úzkém okolí výjime£ného
bodu pro Γ = 10−12 J.
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3.2 Vícemódové impulzy

V této sekci prozkoumáme, jak se zm¥ní výsledky m¥°ení, pokud namísto jed-
nomódových impulz· budeme okolí výjime£ného bodu zkoumat za pouºití impulz·
sloºených z více mód·. P°esto ale pro zjednodu²ení výpo£t· budeme impulz ideali-
zovat. Ponecháme p°edpoklady z p°edchozí sekce o rovnom¥rném rozloºení frekvencí
ω a paramert· na ose y tak, ºe ∆ω = konst. a ∆µε0 = konst. Dal²ím p°edpokladem
bude, ºe intenzita v²ech mód· v impulzu je stejná, tzn. máme-li impulz sloºený ze
t°í mód· ω1, ω2, ω3, platí: ω2 − ω1 = ω3 − ω2 = ∆ω a µε1 = µε2 = µε3.

V p°edchozí sekci jsme zkoumali, jakým zp·sobem se m¥ní parametry vlastních
£ísel v závislosti na r·zných hodnotách ²í°ky rezonance. To jsme jiº prozkoumali, a
proto budeme v²echny výpo£ty provád¥t pro stejnou hodnotu ²í°ky rezonance
Γ = 10−12 J. Budeme uvaºovat 3 r·zné p°ípady, 3 r·zné laserové impulzy - první
impulz se skládá ze 3 mód·, druhý impulz z 5 mód· a t°etí impulz ze 7 mód·.
P·sobení vícemódových impulz· jsme po£ítali stejn¥ jako d°íve, ov²em namísto vy-
kreslení jsme p·sobení jednotlivých mód· vyrovnali aplikací Savitzky-Golay �ltru2,
£ímº jsme získali bod, který odpovídá frekvencí st°edového módu a ten jsme vy-
kreslili na graf. Ve �ltru jsme se rozhodli aproximovat polynomem prvního °ádu.
Polynom nultého °ádu by aº p°íli² zredukoval reálný impulz. Mohli bychom p·so-
bení mód· aproximovat polynomem vy²²ího °ádu, ov²em zvolený �ltr by vyºadoval
více mód· v impulzu. Jak v této kapitole uvidíme, rozmazání polohy výjime£ného
bodu je zna£né uº v p°ípad¥ t°ímódového impulzu, proto jsme se rozhodli pouºít
polynom prvního °ádu.

Nejprve se podíváme na p°ípad reálné a imaginární sloºky vlastních £ísel 3.10,
3.11, 3.12. Výsledky m·ºeme porovnat s jednomódovým p°ípadem na grafu 3.7a.
Jak m·ºeme vid¥t, st°edová kruºnice, která d°íve jednozna£n¥ odd¥lovala kladnou
a zápornou stranu osy x, je v závislosti na po£tu mód· impulz· více a více zde-
formována. Tato deformace znemoº¬uje p°esné ur£ení výjime£ného bodu. Na grafu
imaginární £ásti ov²em toto vyhlazení není dob°e vid¥t, trochu lépe ho m·ºeme vi-
d¥t na grafech reálné £ásti. Op¥t se nejprve podíváme na jednomódový p°íklad na
obrázku 3.7b, na kterém jsme ur£ili výjime£né body jako kraje dotykové úse£ky. Jak
m·ºeme vid¥t na grafech 3.10, 3.11, 3.12, deformace indikující polohu výjime£ného
bodu je zna£n¥ vyrovnána a výjime£né body uº prakticky nem·ºeme pozorovat.

Dále se podíváme na grafy aboslutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel, které m·-
ºeme vid¥t na obrázcích 3.13, 3.14, 3.15. Jak m·ºeme vid¥t na grafech, polohu vý-
jime£ného bodu m·ºeme stále dob°e ur£it, ov²em se zvy²ujícím se po£tem mód·
v impulzu výjime£ný bod rychle vymizí. To m·ºeme dob°e vid¥t na mapách graf·
3.13b, 3.14b, 3.15b. M·ºeme také vid¥t, ºe pro zvy²ující po£et mód· v impulzu se
výjíme£ný bod rychle ztrácí.

2Pouºili jsme Savitzky-Golay �ltr, protoºe je v na²em p°ípad¥ analogický algoritmizaci, je

ov²em zna£n¥ rychlej²í.
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Nakonec se zam¥°íme na úzké okolí výjime£ného bodu v blízkosti y ≈ 5 · 10−13 J.
Výsledky m·ºeme vid¥t na obrázcích 3.16, 3.17 a 3.18. Ty op¥t porovnáme s jedno-
módovým p°ípadem na grafech 3.9a a 3.9b. Zde m·ºeme vid¥t stejný jev, který jsme
pozorovali na p°edchozích grafech, ov²em ve v¥t²í mí°e. Op¥t pozorujeme vyrovnání
okolí výjime£ného bodu, na tomto úzkém okolí ov²em efekt pozorujeme mnohem
výrazn¥ji.

P°ítomnost výjime£ných bod· m·ºeme tedy pozorovat pro stejné hodnoty para-
metr· ω − ωR ∈ (−1, 1) · 106 Hz a µε0 ∈ (±6,±4) · 10−13 J, jako v jednomódovém
p°ípad¥. Tentokrát ale pozorujeme ostrý pokles indikující výjime£ný bod pouze na
okraji t¥chto interval·. Z d·vodu rozmazání se výjime£ný bod jeví ne jako ostrý
pokles k nule v celém intervalu, ale jako m¥lké lokální minimum.
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(a) Imaginární £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 5 · 10−14 J.

(b) Reálná £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

Obrázek 3.10: Reálná a imaginární £ást vlastních £ísel pro impulz ze 3 mód·.
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(a) Imaginární £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 5 · 10−14 J.

(b) Reálná £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

Obrázek 3.11: Reálná a imaginární £ást vlastních £ísel pro impulz z 5 mód·.
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(a) Imaginární £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 5 · 10−14 J.

(b) Reálná £ást vlastních £ísel ε± p°i hustot¥ bod·

∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

Obrázek 3.12: Reálná a imaginární £ást vlastních £ísel pro impulz ze 7 mód·.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

Obrázek 3.13: Absolutní hodnota vlastních £ísel pro impulz ze 3 mód·.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

Obrázek 3.14: Absolutní hodnota vlastních £ísel pro impulz z 5 mód·.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 1, 5 · 1020 Hz, ∆(µε0) = 3 · 10−14 J.

Obrázek 3.15: Absolutní hodnota vlastních £ísel pro impulz ze 7 mód·.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 3, 75 · 1019 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−15 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 3, 75 · 1019 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−15 J.

Obrázek 3.16: Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel na úzkém okolí výjime£ného
bodu pro impulz ze 3 mód·.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 3, 75 · 1019 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−15 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 3, 75 · 1019 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−15 J.

Obrázek 3.17: Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel na úzkém okolí výjime£ného
bodu pro impulz z 5 mód·.
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(a) Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hustot¥

bod· ∆ω = 3, 75 · 1019 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−15 J.

(b) Mapa absolutní hodnoty rozdílu vlastních £ísel ε± p°i hus-

tot¥ bod· ∆ω = 3, 75 · 1019 Hz, ∆(µε0) = 1, 875 · 10−15 J.

Obrázek 3.18: Absolutní hodnota rozdílu vlastních £ísel na úzkém okolí výjime£ného
bodu pro impulz ze 7 mód·.
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Záv¥r

V této práci jsme zkoumali p·sobení laserových impulz· na okolí výjime£ných
bod· ve dvouhladinových systémech. Nejprve jsme zkoumali závislost vlastních £í-
sel na ²í°ce rezonance Γ a parametrech ω a µε0, pomocí jednomódových impulz·.
Zkoumali jsme odd¥len¥ reálnou a imaginární sloºku vlastních £ísel, dále absolutní
hodnotu jejich rozdílu a úzké okolí jednoho výjime£ného módu op¥t v absolutní
hodnot¥ rozdílu. Tuto závislost jsme prozkoumali pro 3 r·zné ²í°ky rezonancí. Pro
Γ = 10−34 J jsme ukázali, ºe p°i takto malé ²í°ce rezonance se vlastní £ísla výrazn¥
m¥ní uº p°i ∆ω = 0, 015 Hz a ∆µε0 = 3 · 10−36 J, ov²em samotná hodnota vlastních
£ísel se pohybuje v °ádech 10−35 J. Dále jsme zkoumali Γ = 1 J, kde jsme vid¥li, ºe
k výrazn¥j²ím zm¥nám dochází aº p°i hodnotách ∆ω = 1, 5 · 1032 Hz a ∆µε0 = 0, 03
J, zatímco vlastní £ísla se pohybují v °ádech desetin J. Nakonec jsme prozkoumali
p°ípad Γ = 10−12 J, kdy ke zna£ným zm¥nám docházelo p°i hodnot¥ parametr·
∆ω = 1, 5 ·1020 Hz a ∆µε0 = 3 ·10−14 J a vlastní £ísla nabývala hodnot 10−13 J ≈ 10
keV. Tyto konkrétní hodnoty Γ jsme volili tak, abychom porovnali chování vlastních
£ísel v extrémních hodnotách.

V poslední £ásti jsme stejným zp·sobem zkoumali p°ípad Γ = 10−12 J za pomoci
laserových impulz· sloºených ze 3, 5 a 7 mód·. Pouºité laserové impulzy jsme ide-
alizovali, p°edpokládali jsme ekvidistantní rozloºení parametr· o vzdálenostech ∆ω
a ∆(µε0) a u vícemódových impulz· jsme navíc p°edpokládali, ºe intenzita v²ech
mód· v impulzu je stejná. Vícemodové impulzy jsme po£ítali za pouºití Savitzky-
Golay �ltru a p·sobení jednotlivých mód· jsme aproximovali polynomem prvního
°ádu, který ale nepopisuje reálný laserový impulz dob°e. Ukázali jsme, ºe p°estoºe
výjime£né body jsou snadno viditelné p°i pouºití jednomódových impulz·, pokud
se impulz skládá z více mód·, p°esná poloha výjime£ného bodu rychle zaniká. To
jsme o£ekávali, nebo´ pro jednomódové impulzy m·ºeme p°esn¥ vypo£ítat, jak inter-
agují. Pokud ale p°edpokládáme vícemódové impulzy, dokáºeme p°esn¥ ur£it inter-
akce mód·, ale interakci celého impulzu musíme aproximovat p°es interakce v²ech
mód·. Kv·li tomuto zamlºení ztrácíme p°esnost v ur£ení výjime£ného bodu. Jeho
existenci jsme stále mohli pozorovat, ov²em p°esné ur£ení jeho pozice bylo výrazn¥
náro£n¥j²í. Nejlépe jsme výjime£ný bod vid¥li p°i zobrazení absolutní hodnoty roz-
dílu. Vícemódové impulzy jsme sice zkoumali pouze pro 3, 5 a 7 mód·, ale uº p°i
takto nízkých po£tech jsme pozorovali výrazný zánik výjime£ného bodu. Odtud m·-
ºeme podle na²ich výpo£t· uvaºovat, ºe, v p°ípad¥ impulz· sloºených z více jak 1000
mód·, bychom nem¥li být schopni výjime£ný bod v·bec pozorovat.
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V budoucích pracích by tedy bylo zajímavé prozkoumat, jak se výsledky zm¥ní
v p°ípad¥ reáln¥j²ích tvar· intenzit jednotlivých vícemódových impulz·, nap°íklad
Gaussovských, apod. Dále by bylo dobré prozkoumat i jiné efekty, ke kterým v
okolí výjime£ných bod· dochází, nap°íklad vliv výjime£ného bodu na dobu p°echodu
elektronu na autoioniza£ní hladin¥, nebo p°echod od Rabiho oscilací k tzv. rychlému
adiabatickému p°echodu.
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