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Abstrakt: Tato prace se zaméfuje na matematické modelovani difuze komponent vicesloZkové smési po-
moci Maxwellovy-Stefanovy teorie. Obsahem prvni kapitoly je nejprve fyzikdlni a poté matematicka
formulace daného problému. Vystupem této kapitoly je soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic. N&-
sleduje kapitola druhd, v niZ pro postupnou diskretizaci rovnic vyuZijeme metodu koneénych diferenci.
Pro specidlni piipad tfislozkové smési je vyslovena podminka stability. V zdvéru druhé kapitoly je po-
drobné popsén algoritmus, ktery byl pro feseni problému implementovédn. V posledni kapitole se algo-
ritmus prakticky vyuZije a testuje na testovacich dlohach. Jako prvni je zkouman piipad dvousloZkové
smési, pro ktery je dile provedena konvergencni analyza. Poté nasleduje piipad smési tiislozkové.
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Modeling diffusion of components in a multicomponent mixture using the Maxwell-Stefan theory

Author: Nikola Drnkova

Abstract: The thesis focuses on the modeling of diffusion of components in a multicomponent mixture
using the Maxwell-Stefan theory. The first chapter includes the physical and mathematical description
of the problem. The outcome of this chapter is a system of partial differential equations. Then follows
the second chapter, in which we discretize the equations by using the finite-difference method. For the
special case of a three component mixture, we mention the stability conditions for the numerical scheme.
At the end of the second chapter the implemented algorithm is thoroughly described. The algorithm is
tested on some practical problems. At first, the two component mixture case is studied, for which we
also perform the convergence analysis. Then follows the three component mixture case.
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Uvod

V této préci se obecné zabyvame jevy ve vicesloZkovych smésich. Z pohledu mechanického mode-
lovani kontinua na makroskopické trovni jsou toky chemickych latek zptisobeny konvekei a difuzi. My
budeme zkoumat pravé difuzi, zatimco konvekei zanedbdme. Difuze je Casové zavisly proces zptisobeny
pohybem latek, jeZ se samovolné rozptyluji v prostoru. Nejcastéji se vyuziva Fickiv popis difuze, za-
znamenany napt. v [6] a [5]. Ten 1ikd, Ze tok Castic néjaké chemické latky smétfuje z prostiedi s vyssi
koncentraci do prostfedi s koncentraci niz§i, s velikosti imérnou gradientu koncentrace. Tato pfim4 dmér-
nost poskytuje v mnoha piipadech vhodnou aproximaci, avSak bylo experimentalné dokazano, Ze nékdy
je toto tvrzeni aZ prili§ zjednodusujici, nebot’ zanedbavdme vliv dal§ich komponent smési.

Skutecné existuji situace, kdy tok ¢astic mifi z prostiedi nizsi koncentrace do prostfedi vyssi koncen-
trace. Toto chovéni se nazyva reverzni difuze. Difuze ve vicesloZkovych smésich byla poprvé spravné
popsédna az v 19. stoleti. Nezavisle na sobé se to povedlo Jamesi Clerku Maxwellovi v [3] a Josefu Stefa-
novi v [9]. Vysledkem jejich préce je soustava sdruZenych nelineédrni parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Klasicky Fickiv popis difuze je pro popsani jevi, jako je jiZ zminéna reverzni difuze, nedostatecny.

Prvni kapitola price obsahuje fyzikdlni a matematickou formulaci problému a jejim vystupem je
soustava rovnic popisujici tento problém. Nasleduje kapitola druhd, jejiZ néplni je ndvrh numerického
schématu pro feseni tilohy a podrobny popis vytvoreného numerického algoritmu. V posledni ¢asti prace
je algoritmus testovdn na vhodnych testovacich dlohéch - nejprve na pfipadu dvousloZkové smési a poté
i na sloZitéjsim piipadu smési tiislozZkové.



Kapitola 1

Formulace problému

V této kapitole se budeme zkoumat danou problematiku z fyzikalniho hlediska, poté odvodime jed-
notlivé rovnice a formulujeme tlohu matematické fyziky. Vychazet budeme zejména z [2].

1.1 Fyzikalni formulace problému

Uvazujme smés n € N idedlnich plynd. Smés je popsdna molarnimi zlomky &; jednotlivych sloZek
i,1 < i < n a celkovou koncentraci smé&si ¢;,; [mol m=3]. Moldrni zlomek &; je definovan jako pomér
poctu mold komponenty i a celkového pocet molt smési. JelikoZ je definovéan jako pomér, nema jednotku.
Molérni{ zlomky jsou zavislé na dvou parametrech — na Case ¢ a prostorové soufadnici x € R?, d € N a

spliiuji rovnici kontinuity:

O&
%+V-J,~=O, 1<i<n, (1.1

kde J; je moldrni tok slozky i [mol s~' m~?]. Molarni tok mizeme vyjadfit pomoci rychlosti i-té kompo-
nenty u; [m s~1] ndsledovné
J; = &uj € RY. (1.2)

Vztah mezi moldrnimi toky a molarnimi zlomky z4visi na volbé popisu difuze. V naSem ptipadé
se vyhneme Fickové popisu difuze, nebot’ ten nim neumozZiuje vysvétleni nékterych jevi, jako jsou
reverzni difuze, difuzni bariéra, osmoticka difuze. Tyto pojmy budou detailné popsany v kapitole 3.
Pro vysvétleni téchto jevi je tieba prozkoumat vzajemné puisobeni jednotlivych komponent smési.

Sila pisobici na slozku i je dana jako —V p;, kde p; [Pa] znadi parcidlni tlak slozky ve smési. Jelikoz
uvazujeme idedlni plyny, miZeme ze stavové rovnice

Pi = RT cio/i (1.3)

odvodit explicitni vyjadfeni sily pisobici na jeden mol slozky i jako —RT'V&;/&;. V tomto vzorci znaci R
moldrni plynovou konstantu [J mol ' K~'] a T absolutni teplotu [K]. V rovnovdZném stavu je tato sila
vyvazovana tfeci silou vyvijenou ostatnimi slozkami smési. Treci sila mezi slozkami i a [ pisobici na
i ma tvar RT&;(u; — uy)/ Dy, kde Dy znaci difuzni koeficient [m? s~!] téchto sloZek. Poznamenejme, Ze
difuzni koeficienty spliiuji podminku symetrie, tj. D;; = Dy;.

Pokud jsou sily v rovnovéze, je splnéna rovnice

1 1
-z Véi = ; B it = ). (1.4)
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Po pfendsobeni obou stran rovnice vyrazem &; a nasledném vyuziti (1.2) dostdvame
&di = &iJi
_V& = EL S Thdy 1.5
&i IE# Dy (1.5)

jez oznacujeme jako Maxwelliiv-Stefaniiv zdkon. Poznamenejme, Ze tyto rovnice pro vsech n sloZek jsou
linearné zavislé, nebot’ po vyscitani pres vSechny slozkyi, 1 < i < n dostaneme

n ~ n ‘ﬂ_ n ﬂ_
_;V&_;; Dy IZ; 20Dy = (1.6)

kde jsme vyuzili vlastnost symetrie difuznich koeficientd.

Vzhledem k linedrn{ zavislosti Maxwellovych-Stefanovych zdkonti musime pridat jesté dalsi rovnici.
Pokud ve vicesloZkové smési zanedbame konvekci, bude probihat pouze difuze, a proto je celkovd suma
molarnich tokl rovna nule

n
T (1.7)
i=1

Soucet jednotlivych molédrnich zlomkid musi byt roven jedné

ané =1 (1.8)
i=1

V piipadé, Ze jsou vSechny difuzni koeficienty stejné, tj. D; = D > 0 pro 1 < i,] < n, pfechazi
Maxwelltiv-Stefantiv zakon diky vyuziti (1.8) a (1.7) na Fickiiv zdkon

Ji = —DV¢,. (1.9)
Pokud jsou ale difuzni koeficienty rdzné, stava se Fickdv zdkon nevhodnym pro popis chovani smési a
je nutné vyuzivat kompletni Maxwelltiv-Stefaniv model.
1.2 Matematicka formulace dlohy

Mé&jme smés tvofenou n komponentami. Ulohu fe§ime na ohrani¢ené oblasti Q € R?, d € N s hranici
0Q ttidy C'. Zabyvame se nasledujicim problémem

%+V-Ji=0, l<i<n, (1.10)
n
Zjizo, (1.11)
i=1
Ji—&J
Z%:_m, l<i<n-1 (1.12)
il

1#i

Vzhledem k linedrni zavislosti miZe byt jedna z rovnic (1.12) nahrazena rovnici pro —V&,.
Pro tdplnost dlohy je nutné nastavit vhodné okrajové a pocatecni podminky. Molarni zlomky spliiuji
tyto pocateni podminky
E0,)=¢E"e L¥(Q), 1<i<n, (1.13)
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kde pro ¢ predpokldddme

=

EM>0, 1<i<n a gn =1,
JelikoZ plati (1.8), implikuje posledni rovnost
n
Zg,:l na R*xQ. (1.14)
i=1

Diéle volime Neumannovy okrajové podminky
Ji-n=0, na R"x0Q, 1<i<n, (1.15)

v s

kde n znaci jednotkovy vektor vnéjsi norméaly na 0Q.

1.3 Redukovana formulace

Z (1.11) a (1.14) vyjadfime proménnou &,, resp. J,. Toto vyjadieni dosadime do (1.10) a (1.12) a

dostavdme novou sadu rovnic, kterd obsahuje pouze n — 1 sad proménnych (¢1, J1), ..., (&n—1, Jn-1)-
O&;
a—i+V-],':0, 1<i<n-1, (1.16)
n—1
Ji—&J Ji=&J; U]
Zf” &t &l §I’+—’=—V§i, 1<i<n-1. (1.17)
—~  Di Dy Din
I#i

Nyni se zaméfme na redukovanou sadu rovnic (1.16), (1.17). Pfislusné pocatecni podminky vypadaji
nasledovné .
§i(0,)=¢&"€eL™®(Q), 1<is<n-1, (1.18)

kde

i
L

EM>0, 1<i<n-1 a &<,

Neumannovy okrajové podminky maji podobu
Ji-n=0, na R"x0Q, 1<i<n-1. (1.19)

Poznamenejme, Ze pro piipad dvouslozkové, resp. tfislozkové smési mame jen jednu, resp. dvé rov-
nice (1.17). Tim se dloha zna¢né zjednodusuje.



Kapitola 2

Numerické schéma v 1D

Tato kapitola se vénuje popisu numerického schématu pro feseni tlohy (1.16) — (1.19). K diskretizaci
ulohy pouZijeme metodu kone¢nych diferenci. Ndsledné pro ulohu vyslovime podminku stability. Pozna-
menejme, Ze od této chvile se budeme zabyvat pouze jednodimenziondlnim pripadem, coZ znamen4, Ze
oblast Q na niZ dlohu fe$ime, je intervalem, ozn. Q = (@, §). Vychdzime opét z [2].

2.1 Metoda konecnych diferenci

Metoda konecnych diferenci, kterd byva také nazyvana metoda siti, je zaloZena na uvazovéani rovnic
pouze v izolovanych bodech. Derivace jsou v téchto bodech aproximovany pomoci diferenci (dopfedna,
centralni, zpétnd) a parcidlni diferencidlni rovnice pfejdou na rovnice algebraické. JiZ zminéné izolované
body jsou uzly sité, kterou pokryjeme celou vypocetni oblast.

V naSem piipadé¢ tedy dlohu feSime na rovnomérné siti s konstantnim prostorovym krokem Ax a
konstantnim ¢asovym krokem A¢. Rovnice, které maji v jedné dimenzi tento tvar

o0& 0J; .
—_ — =0 1<i<n-1 2.1
ot * ox ’ =t=n=h 2D
n—1
Ji—&h &N -&i T &
Zé:ll ‘le_i_é:zl fll_l__t:_é, l<i<n-1 (22)
=1 Dil Din Din 8)(
I#i
EO0,)=¢"eL™Q), 1<i<n-1, (2.3)
Ji =0, na R"x0Q, 1<i<n-1, 2.4)

s Yz

diskretizujeme v nésledujici Casti préce.

2.1.1 Casova a prostorova diskretizace

Zacneme diskretizaci prostorovou. Uvazujme ekvidistantni (x j)f:o rozdéleni intervalu Q = (a,p),
kde P > 1. Tim se interval Q rozpadne na mensi intervaly [x;, x;.1],0 < j < P -1 o0 délce

Ax=""—. 2.5)

Odtud vidime, jak vypada prostorovd soufadnice bodu x;
Xj=a+ jAx, 0<j<P (2.6)

11
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Celkoveé m4 interval Q po rozdéleni ndsledujici podobu

o Yit P-4
~ ——— —e
a = Xp X1 Xj X+l Xn—1 Xxp :ﬁ
Molarni zlomky &; budou vycislovany ve stfedech nové vzniklych intervalt
o1 :
xj+%:a+(]+§)Ax, 0<j<P-1, 2.7)

zatimco moldrni toky J; vyCislujeme v délicich bodech x;, 0 < j < P. Casov4 diskretizace spo&iva v
rozdéleni intervalu (0, T') na kone¢ny pocet mensich intervald, jejichz délka, tj. velikost Casového kroku
je At > 0. Pro kazdou slozku i € {1, 2,...n — 1} dostdvame nasledujici aproximace

(k.j+3)

£ = &kt xp), keN, 0<j<P-1, (2.8)
JED = JikALx),  keN, 0<j<P. (2.9)
Pro molarni zlomky navic polozime
k.j Lo kj=3) | i+ d) :
ghd = 5(5,-]2 +& "), keN, 1<j<P-1 (2.10)

2.1.2 Diskretizace rovnic

Rovnice (2.1) — (2.4) nyni pro i € {1,2,...n — 1} postupné diskretizujeme.
Pocatecni a okrajové podminky:

@3 - Y =&M(x;,1),  0<j<P-1, @2.11)
(2.4) - J 9 =0, keN, (2.12)
4 - JEP=0,  keN (2.13)

Rovnice kontinuity: Rovnice (2.1) obsahuje ¢asovou derivaci, kterou nahradime doprednou dife-
renci

(k+1,j+1) (k.j+1)
é: i ‘fi B é:i

—(kAt, Xjy1) ® A7 (2.14)

To samé udélame i s derivaci prostorovou. Vysledny tvar je nasledujici

el il ; :
§§k+],j+2) _§51w+2) . ‘]Eh J+ ]i(k,J) L . e 015
At Ax ’ =/=rmn '

Protoze se v rovnici nachézi ¢len f ), tj. Clen, ktery je na rozdil od zbylych ¢lenti rovnice na (k+1).

Casové vrstve, pouzijeme rovnici k napo¢itani molarnich zlomki &; na nové ¢asové vrstvé (k + 1). Pravé
z tohoto divodu je vyhodnéjsi nasledujici tvar

kel jrdy  jed) JEr - gD
é';i ) =‘§,"J2_At%’ kEN, OS_]SP—I (216)
X
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Maxwelluv-Stefanuv zakon: Dadle pokracujeme rovnici (2.2). Prostorovou derivaci nahradime cen-
tralni diferenci

(kj+3)  kj=3)
5’ (kAL x) G & , (2.17)
Ax
a tak dostavame
1 k) 4k, j k.j) 4k, ) k.j) 4k, j kj) k. j K j kj-%)  kj+3)
n ‘fl( J Jl( ¥ _é';l( J Jl( J é:l( J)Jl ) _gl( ])]l( ) "l( N ‘fl' 2 _é:i 2
Z + + = , (2.18)
Dy Dy, Dy, Ax

=1
I#i

prok € N, 1 <i < n— 1. Rovnice (2.18) predstavuji Vj, k soustavu nezévislych linedrnich algebraic-

kych rovnic, kterou miizeme pfepsat maticové, vyfesit pomoci Gaussovy eliminacni metody a ziskat tak
hodnoty J;, které budeme potiebovat. Maticovy zdpis vypadd nasledovné

AJ = b, A e RIXn=l J, beR" (2.19)
Matice A a vektory b a J maji pro obecny piipad n-slozkové smési tvar
) <k1 b ek
(k, J) -4
Jl Ax
J= ], b= : , keN, 1<j<P-1
*, j) il el
T o A
Ax
(k.j) (k.j)
k(1 1 - £
Dln Z f (Du Dln) t Di-1y + D1,
gl k(1 1
Dgi-11 D-1yn D(n Dn Z é: (D(n—l)l - D(n—l)n)

prokeN, 1 <j<P-1.
Vyfesenim soustavy (2.19) ziskdvame vztahy pro toky J;.

n—1
- Z B V&, (2:20)
=1

kde Bj; jsou prvky matice B € R"~! *"~1 kter4 je inverzni k matici A. Tento zpiisob vypoétu s inverzni
matici jsme prevzali z [1].

2.2 Specialni pripad pro trislozkovou smés

V nésledujici podkapitole budeme chtit formulovat podminku stability naseho numerického sché-
matu. Ta je ale v [2] formulovana pouze pro tfislozkovou smés. Z tohoto divodu explicitné uvedeme
finalni podobu schématu specialné pro smés sloZenou ze tiech komponent. Uprava rovnic a jejich diskre-
tizace je analogickd obecnému pripadu pro n sloZek.

Pocatecni a okrajové podminky:

0.j+3%

&

= &'(x;,0), £ P(x1), 0<j<P-1, @2.21)

Jik, 0 _ o, Jg‘s Y _o, k €N, (2.22)
JY{’ P _ o, ]g" P o, k e N. (2.23)
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Rovnice kontinuity:

J<k, D _ e

ghrtinn) _ i) MT———  keN. 0<j<P-L (2.24)
" . Jlke D _ 4tk
ghrten) _ ey ~aE——2 . keN, 0<j<P-L (2.25)
Maxwelluv-Stefanuv zikon:
AJ =b, A e R?>*? J, beR? (2.26)
kde
tj-%) (kD) ) (k.j)
k.j) g ¢ L Hkp( 11 é &er
J= ‘I ! b= 1 Ax 1 A =| D +§2 ) (D12 ) D13) Dl|2 + Dq3 2.27
J(k ) f(kj 2) f(k i+ 2) ? _551(,./) f;kJ) (k) | ’ ( . )
22”2 000 sz D21 + D_23 g (DZI D_23)

prokeN, 1 <j<P-1.

2.2.1 Podminka stability

V predchozich podkapitolach jsme predstavili numerické schéma pro feSeni tdlohy a nyni uvedeme
podminku jeho stability. Dikaz nasledujiciho tvrzeni lze najit v [2].

Véta 1. Numerické schéma urcené rovnicemi (2.21) - (2.26), v némZ volime Q = (0,1) a D1 = D3 <
Dy3 je prvniho Fddu presnosti v ¢ase a druhého rddu presnosti v prostoru. Navic, schéma je L™ -stabilni,

pokud je splnéna podminka

At 1
TV (2.28)

Do3

2.3 Specialni pripad pro dvousloZkovou smés

Nyni si ukdZeme, jakou m tiloha podobu pro p¥ipad smé&si slozené pouze ze dvou komponent. Ci-
nime tak zejména z toho divodu, Ze prave na pripadu dvouslozkové smési budeme testovat algoritmus
popsany niZe. V tuto chvili mdme vSechny rovnice jen proi = 1.

Pocatecni a okrajové podminky:

0.j+%

&7 =8 (), 0<j<P-1, (2.29)
JEO =0, keN, (2.30)
JEP =0, keN. (2.31)
Rovnice kontinuity:
kel jrd) el Jik’ g ? .
¢ = ¢ At ————, k€N, 0<j<P-1. (2.32)
X

Maxwelluv-Stefanuv zakon:

AJ =b, AeR'™™L J, beR, (2.33)
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kde

. S el
J= (Jik,J))’ b= (fgk,] 2)_‘5(]1(,/ 2))’ A = (Dle) keN,1<j<P-1. (2.34)
Ax

Poznamenejme, Ze v tomto piipadé ma rovnice pro J; podobu
(kj+3)  ukj=3)
3 —&

Jik, ) =-D ,
1k, ) 12 A

(2.35)

coZ je diskrétni tvar Fickova zdkona.

2.4 Implementace algoritmu vypoctu v 1D

Tato kapitola se vénuje popisu algoritmu uréenému k nalezeni numerického feSeni tlohy. Algoritmus
byl vytvoren specidlné pro piipad dvouslozkové a trislozkové smési, nebot’ pro vice sloZek nezname
analytické fesent, tedy nemiZeme porovnat, zdali je numerické feSeni vygenerované algoritmem spravné.

vvvvvv

tvar jednotlivych prvkd matice A.

2.4.1 Popis algoritmu

Algoritmus byl psany v programovacim jazyce C++. V nésledujicich podkapitoldch nerozliSujeme
mezi algoritmem pro dvé a tii slozky, nebot’ jsou totozné aZ na rozméry matic a vektorii. Aby byl jeho
popis Iépe pochopitelny, rozdélime jej do nékolika ¢asti.

2.4.1.1 Nacteni vstupu a inicializace

Jako prvni je nutné zavést proménné — délka intervalu Q, celkovy Cas experimentu, pocet prosto-
rovych kroki/intervalli a poCet Casovych krokt. Z téchto tidajii snadno vypocteme velikost Casového a
prostorového kroku. Dale pouze zavedeme vektory a matice, které budou potieba pozdéji, mj. matici A
a vektor b.

Pokrac¢ujeme vytvorenim matice, obsahujici jednotlivé difuzni koeficienty. Jeji rozméry odpovidaji
poctu komponent a pro nds hraji roli jen prvky mimo diagondlu

0 D2 D3
D=|Dy; 0 Dyl resp. D=(

0 DIZ)
D3y D3y O

D> 0

v 7 v z z Z ~ A4 ~ 0, '+l
Déle zaddme pocatecni podminky, které budou pro kaZdou sloZku obsazeny ve vektoru ff s+

(slozky vektoru jsou hodnoty po¢. podminek v délicich bodech intervalu €2). V naSem piipadé volime
pocatecni podminky jednoduse — na levé poloviné intervalu Q mame jedny hodnoty molarnich zlomkt
f:f a na pravé poloviné hodnoty druhé gl’.';’. Poté nacteme okrajové podminky.

Jako posledni vytvoiime vektor X enzer Obsahujici souradnice stiedt jednotlivych prostorovych inter-
valil v intervalu Q. Pravé v téchto bodech totiz vyc¢islujeme molarni zlomky.
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2.4.1.2 Cyklus pres ¢asové kroky

Hlavni ¢4st naseho algoritmu tvofii for cyklus probihajici tolikrat, kolik je Casovych krokt. Na kazdé
Casové hladiné 7 = kAt, k = 1,...C, kde C je pocet Casovych kroku, se provadi nasledujici kroky:

e Pro vSechna j od 1 do P — 1, provedeme nasledujici:

— Vypocet f;k’j ) dle (2.10) pro kazdou z komponent.

— Vypocet vektoru b a matice A. Pro tfi slozky podoba viz (2.27), pro dvé viz (2.34). Vypocty
tedy probihaji pro n — 1 sloZek.

- VyfeSeni soustavy linedrnich rovnic AJ* = b pomoci Gaussovy eliminaéni metody, zkra-
cené GEM. Jedn4a se o malou soustavu rovnic na kazdém prostorovém intervalu, pfes néz
nyni provadime vypocet. Ziskavame vektor feseni J &),

e Proj=1,...,P

o (k+1,j+3) L 1ax

— Napocteni vektoru {;‘i *" pro n — 1 komponent na zdkladé (2.24) - (2.25), resp. (2.32).
Pii vypoctu jsou nutné i hodnoty J v krajnich bodech intervalu €, a to xg, x;, které jsme
ale nenapocitali, nebot’ pfedchozi cyklus probihal bez krajnich intervalt. Tyto hodnoty vSak
zname, nebot’ jsou obsahem okrajovych podminek (2.22), (2.23), resp. (2.30) a (2.31).

‘oo (et 1,j+3)
— Dopocteni vektoru £, ak

—k—k+1

pro posledni slozku ze znalosti (1.14).

2.4.1.3 Vypsani vysledku
-y o Xk p oy (k+1,j+5) y
Po dokonceni cyklu pfes ¢asové kroky mdme findlni hodnotu §i pro 3, resp. 2 slozky. Tyto
hodnoty vypiSeme do textového souboru. V souboru se nachazi 4, resp. 3 sloupce. Prvni sloupec obsahuje
k+1,j+1 .
slozky vektoru Xcenser @ ve zbylych najdeme postupné hodnoty f: ) pro vSechny sloZky smési.
Vystupem je tedy soubor obsahujici kompletni informace o sloZeni smési ve stifedovych bodech

intervalll, vzniklych ekvidistantnim rozdélenim intervalu €.

2.4.1.4 Celkova podoba algoritmu

Algoritmus 1: Algoritmus vypoctu

Nacteni vstupd
for(1 <k<C)
for(l<j<P-1)
for(1<i<n)
Vypocet f;k’J ) pomoci (2.10);
Vypocet A, b pomoci (2.27), resp. (2.34);
Vyfeseni soustavy AJ = b — J = A~'b pomoci GEM;
for(1<j<P)
for(1<i<n-1)

il
Vipotet £ V"2 pomocf (2.24), (2.25) a (2.32).;

i+1
Vypocet §§k+1’1+2 ) pro posledni slozku;
k—>k+1

k+1,j+1
Vypséni visledkt (Eeenters & 7+

i

)




Kapitola 3

Numerické experimenty

Treti kapitola se zabyva testovanim vytvoreného numerického algoritmu. Zacneme s tlohou tykajici
se dvouslozkové smési, nebot’ pro ni znadme analytické feseni, se kterym muiZeme numerické reseni
porovnat. Praci zakonéime testovanim algoritmu pro piipad smési tfislozkové.

3.1 Dvouslozkova smeés

V této Casti nejprve odvodime analytické feSeni. Dale ziskdme numerické feSeni a tato dvé feSeni
srovndme a provedeme experimentélni konvergenéni analyzu, tj. dokdZeme, Ze pfi zjemniovani prostoro-
vého a ¢asového kroku schéma konverguje. Cilem je také spocitat hodnotu fddu konvergence metody.

3.1.1 Odvozeni analytického reseni

Nejzdkladnéj$im piipadem je pro nds situace, kdy ma smés pouze dvé slozky, nebot’ v tomto piipadé
dokazeme odvodit analytické feSeni dlohy. Z tohoto divodu zavedeme pojem chybovd funkce, ktera je
definovéna jako

2 X
erf(x) = — f exp(—12) dt. (3.1
vVr Jo
Komplementarni funkci k erf(x) zna¢ime erfc(x). Definuje se ndsledovné
erfc(x) = 1 — erf(x). (3.2)

Pro predstavu uvadime jeji graf na Obr. 3.1. . Pro nalezeni analytického feseni feSime dlohu na intervalu
(=00, 0). Jeji podoba je ndsledujici

% -V (DpVéEN =0 (3.3)
£1(x<0,t=0) = ’1’;, (3.4)
&i(x>0,6=0)= ¢, (3.5)

&1(x = oo,1) = &, (3.6)
Ei(x — =00, 1) = &' (3.7)

17
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erfe(x)
25+ 1

0.5 ]

-0.5 q

-10 =5 0 5 10

Obrazek 3.1: Graf funkce erfc(x).

Po kritkém odvozeni ziskdme podobu analytického feSeni pro &; na R

1 .
61010 = €l + 5060, — €l ere| (38)

X
2 VDIZt),
kde

&1, &Y) - pocdtetni hodnota & v pravém, resp. levém krajnim bodé intervalu Q.

Snadno miZeme dopocitat hodnotu &;, nebot’ vime, Ze soucet molarnich zlomkid musi byt vzdy roven
jedné

(0 =1-&61(x1). (3.9)

3.1.2 Numerické reSeni

K ziskani numerického feSeni pouZijeme nami vytvoreny algoritmus. Jeho vystupem je textovy sou-
bor obsahujici data odpovidajici situaci v Case T, tj. na konci naSeho experimentu. Vystupni soubor
obsahuje tfi sloupce dat - prvni odpovida prostorové souradnici a dalsi dva jednotlivym molarnim zlom-
kim &1, &,. Ziskané soubory a data ndm zpracuje program gnuplot, ktery na jejich zdklad€ vygeneruje
grafy.

Parametry problému volime ndsledovné:

d =20m...délka intervalu Q
T = 30000s...doba trvani experimentu, tj. jak dlouho probihala difuze

Dy = 0.833 - 10~*m?/s . .. difuzni koeficient dusik-vodik.
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Pro pocate¢ni podminky zaddvame néasledujici hodnoty

511’; =0.5...pocatecni podminka pro &1 na pravé poloviné intervalu Q

f’l'z = 0.4...pocate¢ni podminka pro & na levé poloviné intervalu Q.
Okrajové podminky zlstdvaji ve stejné podobé
JE0 =0, J&P =0, kel

Daile volime pocet ¢asovych krokd C a pocet prostorovych kroki P. Na zaklad¢ té€chto idaji muZeme
poté dopocitat velikost Casového, resp. prostorového kroku At, resp. Ax jako

At=—, Ax=—. 3.10
c TP (-10)
Pfi volbé proménnych C a P musime mit na paméti, Ze je nutné dodrzet podminku stability (2.28). Tuto
vétu jsme sice vyslovili pro interval Q = (0, 1) a tiisloZkovou smés, my ale pfedpokladdme, Ze plati také
pro nami zvoleny interval Q = (0, 20) a smés dvouslozkovou. Musi byt proto splnéna nerovnost

A 1
(Axt)z <3 3.11)

Dy

V piipadé€ nesplnéni podminky stability numerické feseni osciluje, coZ 1ze vidét v Obr. 3.2. To nastdva
napftiklad pfi volbé

C=3 = Ar=10000s, P=40 = Ax=0.5m,
At

D

. 1
=3.33 £ 5

Pokud zvolime vhodné konstanty spliiujici podminku stability, je vysledkem namisto nefyzikdlnich os-
cilaci takové numerické feSeni, které miZeme porovnat s feSenim analytickym. To je obsahem dalsi Casti
préce.

3.1.3 Konvergencni analyza

V tuto chvili mdme k dispozici dvé feSeni tlohy. Prvni — tzv. numerické reseni je vystupem vytvore-
ného algoritmu, druhé — tzv. analytické FeSeni jsme pro méné komplikovany piipad dvou slozek dokazali
odvodit. Pro dplnost uved’me jeho piesnou podobu pro ndmi zvolené konstanty a pocatecni podminky

1 -1
&(x,0)=05+=(04— O.S)erfc(#). (3.12)
2 2v0.833 - 10%¢

Tento pfedpis se odlisi jen posunem v Citateli o %. Posun je zpisoben tim, Ze pracujeme na intervalu
Q = (0, 20), namisto nekonecného intervalu (—oo, co) pouZitého pii odvozeni .

Zminénd dvé feSeni budeme porovndvat - konkrétné jejich podobu v €ase t = T = 30000s. Déle
budeme chtit provést konvergenéni analyzu, tedy zjistit, zdali numerické feSeni v pripad¢é postupného
zjemnovani siti konverguje k feSeni analytickému. Zjemnovani siti 1ze dosdhnout zmenSovanim velikosti
prostorového Ax a asového kroku At, tedy postupnym zvétSovanim konstant C a P.
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30 ‘
ﬁ &1(x,t =30000s) —

20 I

10 |

&1
en)

=20 + |

=30
15 20

x [m]
Obrazek 3.2: Numerické feSeni v pripad€ nesplnéni podminky stability.

Otéazkou je, jak mame konstanty zvétSovat. Odpovéd’ ndm poskytne podminka stability (3.11) - aby
byla splnéna pro kazdé zjemnéni, musime vZdy konstantu C zltyfndsobit a konstantu P zdvojndsobit,
nebot’ diky tomu bude hodnota na levé strané¢ nerovnosti v podmince stability konstantni. Pro velikosti

¢asového a prostorového kroku to znamend
1 1
Aty = ZAl‘k, Axpyl = EAXk’ k e N.

Dopliime, Ze k zde stile znaci k-tou Casovou hladinu. Aby byl dostateny prostor pro zmensovani ¢aso-
vého a prostorového kroku, spustime poprvé algoritmus s hodnotami

C=4 = Ar=7500s

P=4 = Ax=5m.

Pro né je podminka stability splnéna, nebot’
At 1
=0.025 < —.
(Ax)? 2
Z grafu na Obr. 3.3 muZeme zieteln€ vidét prvni srovnani analytického a numerického feseni. Vzhledem
k volbé P = 4 zndme hodnotu numerického feSeni jen ve 4 bodech intervalu Q. Dopliime, Ze odtud
dale budeme analytické feSeni znaCit &4y a numerické £ypz., kde * odpovida konstanté P. Reseni jsou

Dy

porovndvéna pouze pro prvni sloZzku smési, druhou 1ze dopocist.
Pokracujeme, jak jiz bylo avizovdno, zvétSovanim konstant C a P. Algoritmus ndm vzdy poskytne

vystupni soubor, ktery ukldddme. Postupné je algoritmus spustén pro tyto hodnoty
Cc=4 P=4
Cc=16 P=28

C =1048576 P =2048.
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0.52 - Enms @ |

@

048 | / 1

0.46 | ]

&1

0.44 | -

042 - / 1

04— o ]

0 5 10 15 20

x [m]

o

Obrazek 3.3: Analytické a numerické feseni pro hodnoty C = 4 a P = 4 v Case 30000s.

Dal3i graf - Obr. 3.4 zndzorfluje, jak vypada situace po dvou zjemnénich, tj. pro volbu C = 64 a P = 16.
Skute¢né se zdd, Ze numerické feSeni pro tyto hodnoty 1é€pe aproximuje analytické feSeni a tudiz by
numerické schéma mélo byt konvergentni.

0.52 éNMlé ®
: éan

05 + o & © o o

0.48 | o 1

&1

0.46 | . ]
0.44 | . -
042 | . .

04 & © o 0 ® .

0 5 10 15 20

x [m]

Obrazek 3.4: Analytické a numerické feSeni pro hodnoty C = 64 a P = 16 v Case 30000s.
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Pro lepsi piedstavu porovndme Enp4, Enmie @ Ean v ramei jednoho grafu, viz Obr. 3.5. Je evidentni,

vz Mz

7Ze TesSeni pro jemnéjsi sit’ Enp1e zndzornéné fialovou barvou aproximuje &4y na vetsi Casti intervalu
presnéji nez énp4 zndzornéné Cervenéd.

0.52 + éNMlé
’ EAN
Enmas

0.48 |- 1

0.46 |- q

&

0.44 | 1
042 | 1

0.4 ) 1

0 5 10 15 20

x[m]

Obrazek 3.5: Analytické a numerické feseni pro hodnoty P = 4 a P = 16 v ¢ase 30000s.

Jako posledni uvadime Obr. 3.6, na némz je viditelné, Ze po dal§im zjemnéni sité, tedy pro volbu
P =32 aC =256 uZ numerické a analytické feSeni témér splyvaji. Pro vy$si hodnoty P grafy neuvadime,
nebot’ by feSeni byla pouhym okem nerozliSitelna.

Z uvedenych grafii mame jistou pfedstavu o tom, Ze nas algoritmus, vytvofeny pro nalezeni nume-
rického feSeni dlohy, funguje spravné€. To musime nyni ovéfit. Chceme tedy dokdzat, Ze ndmi vytvorena
numerickd metoda je konvergentni. To znamend, Ze umime ziskat libovolné presné numerické feSeni
dlohy - pravé jiz popsanym zmenSovanim velikosti At a Ax.

Z tohoto divodu nyni spocteme fad konvergence metody @ a to vzhledem ke zméné prostorového
kroku Ax. Pro ten, jak jsme ur€ili diive, plati

1
Axk+1 = EAXk’ k € N.

Oznac¢me "chybu"- rozdil analytického a numerického fesSeni jako E,,

Ey ="Enm(X) = Ean(0)”. (3.13)

Rozdil je uveden v uvozovkdach, nebot’ se nejednd o klasicky rozdil funkci, ale o rozdil méteny v Ly, L,
a Lo, normé

P
Ey= 1> f lEnm(x) — Ean (1, (3.14)
=1 Y

kde u = 1,2. Vzhledem k tomu, Ze hodnoty numerického feSeni znime pouze ve stiedovych bodech
intervald [x;_1,x;], povaZujeme rozdil &yy — éan na téchto intervalech za konstantni. Navic plati, Ze
délka intervalu [x;_y, x;] je konstantni pro j € {1,..., P}.
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T
Enm3n

0.52 r EaN

0.5 | o
048 | -

0.46 + 1

&

044 -

042 + 1

0.4 — -

0 5 10 15 20

x[m]

Obrazek 3.6: Analytické a numerické feSeni pro P = 32 v ¢ase 30000s.

Ptedpis pro E,, m4 tedy podobu

P
E, = J D Ax lEnm(x; 1) = Eantx; I (3.15)
j=1
kde u = 1,2. Pro L, normu plati
E, = max|Enp(x;_1) — Ean(x;_1)l. (3.16)
JEP 2 2

Nyni predpoklddejme, Ze "chyba"E, je omezena vyrazem C - h®

E,=C-h".
Potom plati
InE,=InC+alnh, (3.17)
InE,;; =InC+aln g, (3.18)

kde E, odpovida chybé€ pro hodnotu P a E,;; chybé pro nésledujici zjemnéni sité, tj. hodnotu 2P. Ode-
¢tenim rovnic (3.17) a (3.18) a drobnymi dpravami ziskdvame findlni predpis pro «

_InE,; —InE,

1
In2 G-19)

a
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Poznamenejme, Ze pfi vypoctu a za¢indme az s hodnotou P = 8, nikoli P = 4, nebot’ pro hodnotu
P = 4 je sit’ prili§ hrubd. Ziskané hodnoty « ale v tomto prfipadé predstavuji ostie klesajici posloupnost
konvergujici k nule, jak miizeme vidét v tabulce 3.1

P aL, | oL, | oL,
8,16 222 | 237 | 2.22
16,32 2.06 | 2.09 | 2.1
32,64 2.01 | 2.02 | 2.03

64,128 2.01 | 2.01 | 2.0
128,256 1.89 | 1.96 | 1.65
256,512 | 145 | 1.65 | 1.24
512,1024 | 0.5 | 0.59 | 0.56
1024,2048 | 0.04 | 0.02 | 0.02

Tabulka 3.1: Rdd konvergence numerické metody bez pouZiti Simpsonova pravidla

Zduvodnéni tohoto neuspokojivého vysledku je snadné - rozdil analytického a numerického feseni
jsme povaZzovali za konstantni na kazdém intervalu [x;_1, x;], j € {1,..., P}. NaSim diivodem k této apro-
ximaci bylo to, Ze numerické feSeni mame vycislené jen ve stfedovych bodech téchto intervald. Naopak
analytické feSen{ ale miZeme vycislit v kazdém bod¢ intervalu [x;_i, x;]. TudiZ zejména v pifpadé vel-
kych hodnot Ax jsme analytické feSeni aproximovali hodnotou, kterd se od hodnoty v ostatnich bodech
(zejména krajnich) vyrazné lisi.

Pro pfesnéjsi aproximaci rozdilu ésn a Evy VyuZijeme tzv. Simpsonovo pravidlo pro numericky
vypocet urCitych integralti. Toto pravidlo je zndmo i pod ndzvem Simpsonovo % pravidlo a pro funkci f
ma podle [10] podobu

b
1 2 fa+b) 1
[ rwaxs w0 |gr@s 357+ gro)| (3:20)
a 6 3 2 6
Na integral pod odmocninou v (3.14) pouZijeme Simpsonovo pravidlo a dostdvdme
& 1 2 (xjr+xj) 1
u J— J
E, = ;(Xj - Xj-1) [gfu(xj—l) + gf“(T) + gf”(xj)], (3.21)
kde
Viedl, . Ph £ = Ean(x) — Ewmlx; o)l (3.22)
Pro dplnost dopliime jesté novou podobu E, pro L., normu. Ponechdme znaceni (3.22) a poloZime
Viell,...,P} fj=max{f(x;j_1), f(x ._%),f(xj)}. (3.23)
Pak mizeme psat
E, = max f;. (3.24)
JjEP

Pro nové odvozené piedpisy E, v jednotlivych normich spocteme hodnoty fddu konvergence a.
Vysledky jsou k dispozici v tabulce 3.2. Pouziti Simpsonova pravidla se ukazuje jako spravny krok,
nebot’ primérnd hodnota a,,y; = 1 = ndmi vytvofend numerickd metoda pro feSeni numerické tlohy
je metoda prvniho fadu.
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P aL, | oL, | aL,
8,16 1.27 | 1.12 | 1.15
16,32 1.12 | 1.02 | 1.05
32,64 1.06 | 1.01 | 1.01
64,128 1.03 | 1.00 | 1.00
128,256 1.01 | 1.00 | 1.00
256,512 1.00 | 1.00 | 1.00
512,1024 | 1.00 | 1.00 | 1.00
1024,2048 | 0.98 | 1.00 | 1.00
Qavg 1.06 | 1.02 | 1.03

Tabulka 3.2: Rdd konvergence s pouZitim Simpsonova pravidla

3.2 Trislozkova smeés

V této Casti prace vychazime z [4], [7] a [8]. V pfipadé tfislozkové smési nejsme schopni odvodit
analytické feSeni. MiZeme ale stejné jako u smési dvouslozkové ovéfit konvergenci schématu. Hlavnim
cilem je ovSem ukdzat existenci jevi, na jejichZ popis nestaci Fickova teorie a lze je popsat pouze pri
pouziti Maxwellovy-Stefanovy teorie.

3.2.1 Duncanuv-Tooruv experiment

Vzhledem k tomu, Ze se nyni zaméfujeme na difuzi v t¥islozkové smési, musime zminit vyznamny
experiment, jeZ se pravé touto problematikou zabyval. Jednd se o Duncaniv-Toordv experiment, viz [4].
Tento experiment se zabyva konkrétné smési tvofenou vodikem, dusikem a oxidem uhli¢itym. Zejména
se zaméruje na odliSnosti difuzniho chovani smési dvou a tfislozkovych. Poznamenejme, Ze naopak
pfidanim dalSiho prvku do smési bychom Zadné nové odlisné chovani nepozorovali. V tiislozkové smési
mohou nastat nasledujici tfi situace:

o difuzni bariéra ... SloZka se nehybe (jeji tok je nulovy) i pfesto, ze gradient koncentrace dané
sloZky je nenulovy.

e osmoticka difuze ...Slozka se pohybuje (tok je nenulovy) i pfesto, Ze je gradient koncentrace
nulovy.

o reverzni difuze . .. Jedna ze sloZek se pohybuje z mista s nizkou koncentraci do mista z koncentraci
vysokou.

Nyni popiSeme, jak experiment probihd a jak vypadaji vSechny soucdsti nutné k jeho provedeni. Hlavn{
cast tvori dvé kulovité nadoby, které jsou spojeny tzkou kapildrni trubici. Ozna¢me je A a B. Objemy
jednotlivych nadob jsou 77.99 ml a 78.63 ml a trubice o priméru 2.08 mm ma délku 8.59 c¢m. Uprostied
trubice je kohoutek rozdé€lujici trubici na dvé oddélené Casti. Cely aparat je umistén ve vodni 14zni o
teploté 35.2 °C.

Kazd4 z nadob je naplnéna smési z jiz difve zminénych 3 plyni. Tyto smési maji navzijem rizné
sloZeni, tj. jednotlivé molédrni zlomky v niddobé A a nddobé B se 1i§i. Po dosaZeni tepelné rovnovihy
a vyrovnani tlakd v nadobach na hodnotu atmosférického tlaku, dojde k otevieni kohoutku oddélujici
obé nddoby. Zacne dochézet k difuzi, kterd v tomto experimentu probihala aZ 18 hodin. Po skonceni
experimentu jsou obsahy jednotlivych nddob analyzovany plynovou chromatografii. To je typ separaéni
metody, kterd od sebe oddéluje jednotlivé slozZky obsahu nddoby.
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Duncaniiv-Toordv experiment byl provadén pro rizné pocatecni hodnoty molarnich zlomkul v nado-
bach, také se menila doba, béhem které difuze probihala.

3.2.2 Ovéreni konvergence

Nejprve ovéfime konvergenci schématu, tj. budeme sledovat profily molarnich zlomk jednotlivych
sloZzek v urCitém Case t pro postupné se zjemnujici prostorové a Casové kroky. Zabyvime se situaci
Duncanova-Toorova experimentu, tudiZ nékteré parametry problému volime takto

d=02m.................. délka intervalu Q, zde priblizna délka celého aparatu
T =64800s =18Ah......... Cas difuze (kohoutek otevien)

Di; =0.833- 10™4m? /s ...difuzni koeficient dusik-vodik

D>3 = 0.680 - 10™*m? /s . . . difuzni koeficient vodik-oxid uhli¢ity

D31 = 0.168 - 10~*m? /5. . . difuzni koeficient oxid uhli¢ity-dusik
P=6,C=18000......... pocet prostorovych a ¢asovych kroki.

Pfipomenime, Ze plati

D,, = Dy, Va,b€{1,2,3}
Dy =0 Va € {1,2,3}.

Jak jiz bylo zminéno, Duncaniiv-Toordv experiment byl proveden pro riizné pocatecni hodnoty mo-
larnich zlomkd, tj. rizné pocate¢ni podminky. My volime pocate¢ni podminky stejné jako autor v [7].

Dusik Vodik Oxid uhlicity
Nadoba A: | & = 0.50086 & =00 & =0.49914
Nadoba B: | & =0.49879 | & = 0.50121 & =00

Pro dplnost dopliime podobu okrajovych podminek

JEO =0, JEO =0, keN, (3.25)
Jgk, P _, Jék’ P _o, keN. (3.26)

Konstanty zvétSujeme stejnym zplsobem jako u smési dvouslozkové. Pfi kazdém zjemnéni P zvétSime
dvojnasobné a C Ctyfnasobné

C = 18000 P=6
C=72000 P=12
C=288000 P=24
C =1152000 P =48

Pro lepsi viditelnost konvergence schématu uvedeme dva grafy, na Obr. 3.7 je vyobrazena situace
pro dusik v Case t = 64.8s pro P = 6, 12. Konvergence je evidentni, pro vétsi hodnoty P graf neuvadime,
nebot’ jednotlivd numerick4 feSeni by uz byla pouhym okem nerozliSiteln4.

V druhém grafu, viz Obr. 3.8, Ize vidét situaci pro oxid uhliCity opét v Case r = 64.8sa P = 6, 12.
Konvergence funguje i pro posledni sloZku - vodik. Numerické feSeni op€t znacime &y, kde * odpovida
konstanté P.
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Obrazek 3.7: Ovéreni konvergence schématu pro pripad tfislozkové smési pro ¢ = 64.8s - dusik.

045 F ]
04 | .
035 | ]

G 025 + -
02 -
0.15 + -
0.1 | -

0.05 Lt ‘ ‘ ‘ .
0 0.05 0.1 0.15 0.2

x[m]

Enme
Enmin

Obrazek 3.8: Ovéfeni konvergence schématu pro piipad tiislozkové smési pro ¢ = 64.8s - oxid uhlidity.
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3.2.3 Ilustrace osmotické a reverzni difuze

Pro dokdzani existence jevi zminénych pfi popisu Duncanova-Toorova experimentu, testujeme al-
goritmus jeSté na jedné, lehce pozménéné, tloze. PouZijeme stejné hodnoty jako autor v [2] pfi testovani
vlastniho algoritmu, tj. P = 100 a Q = (0,1) = d = lem. Okrajové podminky jsou stejné jako v
(3.26), pocatecni podminky maji podobu

nx)=08 0<x<05, Mx)=0 05<x<1
ENx) =02 VYxeQ

inx)=0 0<x<0.5, ny)=08 05<x<l1.

3 3

Autor pracuje se stejnou tiisloZkovou smési, kterd byla pouZita pti Duncanové-Toorove€ experimentu, tj.
smeési dusik, vodik, oxid uhlidity

Dy = 0.833cm?/s, Dy =0.680cm®/s,  Ds; = 0.168cm?/s.
Zbyvajici konstanty volime libovolnég, jedinym omezenim je splnéni podminky stability, proto

T =1s,
C = 30000.

Jako prvni uvedeme Obr. 3.9 ilustrujici profily molarnich zlomku v Case ¢ = 0, ktery vychazi z poca-
tenich podminek. Vzhledem k tomu, co chceme déle ilustrovat, vyuZijeme vystupni soubory obsahujic{
profily v§ech molérnich zlomki v navzdjem riznych ¢asech - Obr. 3.10, Obr. 3.11, Obr. 3.12, Obr. 3.13,
Obr. 3.14, Obr. 3.15. Mezi kazdymi dvéma z nich je rozdil 0.03s. Na zdkladé t&chto grafii lze ukazat
rizné typy chovani jednotlivych slozek.
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Obrézek 3.9: Profily molérnich zlomki v Case ¢ = 0.
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Obrazek 3.10: Profily moldrnich zlomku v Case ¢ = 0.0834.
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Obrazek 3.11: Profily molarnich zlomki v &ase 1 = 0.11673.
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Obrézek 3.12: Profily molérnich zlomki v Ease ¢ = 0.15006.
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Obrazek 3.13: Profily molarnich zlomku v Case ¢t = 0.1834.
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Obrazek 3.14: Profily molarnich zlomki v &ase 1 = 0.21673.
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Obrazek 3.15: Profily molarnich zlomki v Case ¢ = 0.25006.
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v,

Zaméime se na profily moldrnich zlomk slozky ¢€.1 - dusiku. V Obr. 3.10 je vyssi koncentrace v levé
Casti intervalu Q, zatimco napravo je koncentrace niZsi. S ubihajicim Casem se vSak koncentrace na levé
a pravé strané pomalu Q vyrovnavd, viz Obr. 3.15, probihal tedy pohyb castic z mista vyssi koncentrace
do mista s koncentraci nizsi, coz je klasickd difuze. Stejny jev mtizeme popsat pro oxid uhlidity, pouze
s obracenou levou a pravou stranu. Pro tyto dvé slozky Zadny z jevl popsanych na zacatku kapitoly
nenastava.

Rozmanitéjsi chovani pozorujeme u slozky ¢.2 - vodiku. V €ase ¢ = Os je & konstantni, coZ znamena,
7Ze je gradient molarniho zlomku (i koncentrace) nulovy. S pribyvajicim ¢asem ale za¢indme pozorovat
nekonstantn{ profil &. Vodik se tedy pohybuje, i pies nulovost gradientu, tj. probih4 osmoticka difuze.

V Obr. 3.16 Ize vidét situaci na levé strané Q v jednotlivych ¢asech. Po osmotické difuzi nejprve
probihd dal$i z nami hledanych jevi - reverzni difuze. Koncentrace slozky na levé strané intervalu
(misté s vySs$i koncentraci) totizZ roste i presto, Ze misto s niZ$i koncentraci je na pravé strané intervalu.
Od ¢ = 0.1834s uz mizeme vidét klasické difuzni chovéni, nebot’ se slozka pohybuje smérem do mista
s niZ§{ koncentraci a systém sméfuje ke stavu termodynamické rovnovahy, kdy jsou koncentrace vSech

komponent v prostoru vyrovnany.
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Obrézek 3.16: Profily molérnich zlomki v Ease ¢ = 0.25006.

Timto jsme dokdzali, Ze ndmi vytvoreny algoritmus, postaveny na Maxwellovych-Stefanovych rov-
nicich, dokéaze ve t¥islozkové smési popsat jevy, na které Fickv popis difuze nestaci. Konkrétné jsme
nazorné ukazali, Ze u dusiku dochdzi k osmotické a reverzni difuzi. To bylo jednim z cili této prace.



Zaver

V této préici jsme obecné popsali difuzi komponent viceslozkové smési a to pomoci Mawellovy-
Stefanovy teorie. Po fyzikdlni a matematické formulaci problému, kdy jsme ziskali soustavu parcidlnich
diferencialnich rovnic, jsme piesli k tvorbé numerického schématu. Pomoci metody konecnych diferenci
jsme problém zdiskretizovali a pfedstavili konkrétni podobu rovnic pro specidlni pfipad dvousloZkové a
tiislozkové smési.

Po Casové nejnarocnéjsi Casti prace, kterou byla tvorba numerického algoritmu, jehoZ podrobny popis
je obsahem druhé kapitoly prace, jsme vytvoreny algoritmus testovali na testovacich tlohach. V piipadé
dvouslozkové smési jsme odvodili analytické feSeni. Nasledné byla provedena konvergenéni analyza,
ktera dokdzala, Ze pfi postupném zjemnovani casového a prostorového kroku skute¢né numericka feseni
vyprodukovand algoritmem konverguji k analytickému fedeni. Rdd konvergence metody vysel @ = 1.
V piipadé tfislozkové smési jsme se inspirovali Duncanovym-Toorovym experimentem. Nejprve bylo
provedeno ovéfeni konvergence numerického schématu. S vyuZitim dals$tho zdroje se na zdvér povedlo
dokazat, Ze pro jednu ze sloZzek smési probihaji osmotickd a reverzni difuze.

Jako namét pro dalsi pokracovani prace miZzeme zminit zejména vylepSovani algoritmu. Do bu-
doucna bychom chtéli porovndvat vystupy algoritmu s experimentdlnimi daty z Duncanova-Toorova ex-
perimentu.
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