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Uvod

V této praci budeme studovat diskrétni Diractiv operator. Diraciiv operitor je zaveden mnoha riznymi
zplsoby na odliSnych prostorech, jeho klicova vlastnost vsak je, Ze jeho druha mocnina je izce svdzana
s Laplaceovym operatorem opét na prislusném prostoru.

V zavislosti na prostoru je Laplacelv operator A definovan jako operator obsahujici néjakou formu
druhé derivace podle jedné, ¢i vice proménnych. Podobné Diractiv operator D zpravidla obsahuje néjakou
formu prvni derivace.

Jako priklad Diracova operatoru, jehoz diskrétni analogii se budeme zabyvat, uved’me pro prosto-
rovou dimenzi 1 volny Diraciiv operdtor D, ktery ma popisovat volny relativisticky elektron a ktery je
definovany v [6]] na prvnim Sobolevovu prostoru H I(R) ndsledovng.

d
D = —ifico1— + 0'3mc2, (D
dx

kde o1, 03 jsou Pauliho matice. Pro Laplaceliv operdtor definovany jako A = % pak mezi Diracovym
a Laplaceovym operatorem plati vztah

D? = —h2c20'0 A +0'om2c4,
coZ je analogie zndamého vztahu E* = ¢?p? + m*c*, pfi¢em? energii E odpovida Diraciiv opertor D
a druhé mocning hybnosti p? odpovid4 —7#>cgA. Uvazujeme o jako identickou matici 2 x 2.

My budeme zkoumat diskrétni Diractiv operator na prostoru direktniho sou¢tu nekone¢nych posloup-
nosti £2(Z) ® ¢>(Z). V jistém smyslu se na takovou situaci d4 divat jako na zjednoduseni spojitého 1D
pfipadu z (T)) takovym zptisobem, Ze misto sledovani hodnot funkci na celé ptimce se soustiedime pouze
na spocetné mnoho uzli. Déle jsou derivace nahrazeny koneénymi dopfednymi a zpétnymi diferencemi,
které jsou pomoci pisobeni na bazické vektory v €% definovany nasledovné

d+en _i(en+1 - en)’

d e, = —i(e, — ey-1).

Diskrétni Diraclv operator je pak pomoci maticové notace zaveden jako

mc*  cd”
DC_(cd+ —mcz)'

Podrobnosti ohledné této definice jsou v kapitole [2]

Konkrétné se budeme zabyvat nerelativistickou limitou rezolventy diskrétniho Diracova operitoru
posunutého o klidovou energii mc?, presn&ji pro A € o(D. — mc?) a ¢ — +oo vySetiime limitu z opera-
toru (D, — mc? — A)~! v topologii uréené operitorovou normou, éemuz se budeme vénovat v kapitole
Motivaci ndm muZe byt fakt, Ze pro zminénou spojitou verzi volného Diracova operatoru z (1)) je tato
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problematika jiZ podrobné vysetfena naptiklad v [6]. Je tedy zajimavé pro porovnani zjistit, zda je v dis-
krétnim pripadé situace analogicka.

Kromé konvergence rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operdtoru nds bude zajimat i jeji
Tayloriv rozvoj, ktery budeme rozebirat v kapitole

Posledni kapitola bude vénovéna otdzce, jak se zméni konvergence rezolventy posunutého diskrét-
niho Diracova operatoru, priddme-li potencidl, neboli poruchu v podobé omezeného operatoru. Pro spe-
cidlni tfidu potencidlii navic budeme schopni jistym zplsobem ziskat Tayloriv rozvoj rezolventy posu-
nutého diskrétniho Diracova operdtoru i véetné poruchy.



Kapitola 1

Vybrané partie z teorie linearnich
operatoru

1.1 Hilbertovy prostory

Uved me definice zdsadnich pojma charakterizujicich Hilbertiv prostor, coz je tplny vektorovy pro-
stor se skaldrnim soucinem. Hilbertovy prostory a jejich vlastnosti se budou hojné objevovat v priibéhu
celé této price.

Definice 1 (Vektorovy prostor). Méjme neprdzdnou mnoZinu V, téleso T, operaci & scitdni vektori,
operaci © ndsobeni vektoru prvkem z télesa. Pak Ctverici (V,T,®,®) nazyvdme vektorovym prostorem,
Jjestlize mnoZina V je uzaviend na scitdni vektorii ®, ndsobeni vektorii © Cislem z télesa a jestliZe jsou
splnény zndmé axiomy vektorového prostoru uvedené v 1| na strané 21.

Definice 2 (Skaldrni soucin). Méjme vektorovy prostor (V,T,®,®). Zobrazeni {-|) : VXV — V se
nazyvd skaldrni soucin, jestlize proVx,y,z € V, Ya € T plati

L (x,ay +z2) = alx, y) +{x,2),
2. {xy) =Y, x),
3. {,x)>20 a{x,x) =0 x=0.

Definice 3 (Uplny metricky prostor). Metricky prostor (X, p) je uiplny, jestlie kazdd cauchyovskd po-
sloupnost v X konverguje v topologii urcené metrikou p.

Definice 4. Necht’ H,, H, jsou Hilbertovy prostory. Prostor vSech linedrnich operdtorii zobrazujicich z
H, do Hy znacime L (H;, Ho).

Definice 5. Necht’ H,, H, jsou Hilbertovy prostory. Linedrni zobrazeni A : H; — Hj nazveme izo-
morfismem Hilbertovych prostorii Hy a H, jestliZe A je bijekce a zachovdvd skaldrni soucin. Takovy
operdtor A také nazyvdame unitdrnim operdtorem.

1.2 Omezené linearni operatory

vV s

Omezené linedrni operdtory maji pfiznivé vlastnosti a prace s nimi je zpravidla jednodussi nez s
operatory neomezenymi. Jak 1ze vidét v nékolika nasledujicich tvrzenich, omezené operatory maji v
jistych smérech podobné vlastnosti jako koneénérozmérné matice, nebo dokonce &isla, coZ nasi praci
znacné zpiijemni.

9



KAPITOLA 1. VYBRANE PARTIE Z TEORIE LINEARNICH OPERATORU 10

Definice 6. Necht’ X, Y jsou metrické prostory, A je linedrni operdtor zobrazujici z X do Y. Pak normu

operdtoru A znacime ||A|| rxn @ Jje definovdna jako | sup HAxﬂy. Operdtor A je omezeny,
’ xeX, [Ixl=1

’A“L(X,Y) =

je-li “AH iy < too Prostor vSech omezenych linedrnich operdtorii zobrazujicich z X do Y znacime

B(X,Y). A € B(X,Y) automaticky znamend, Ze operdtor A je definovany na celém prostoru X. Rekneme-
li 0 operdtoru, Ze je omezeny, mdme tim na mysli jeho prislusnost v B(X,Y), tedy zejména i to, Ze je
definovany na celém X.

Definice 7. Necht’ ‘H je Hilbertitv prostor, A € B(H). A* nazeveme operdtorem sdruZenym s A, jestlize
je pro¥x,y € H splnéno {x, Ay) = (A*x, y). Podrobnosti jsou uvedeny v [II.

Definice 8. Necht’ H je Hilbertiiv prostor, A € B(H). Operdtor A je hermitovsky, jestliZe A = A*, neboli
proNx,y € H plati (Ax,y) = {x, Ay).

Definice 9. Necht’ T € L(H)), S € L(H>). Rekneme, ¢ S a T Jjsou unitdrné ekvivalentni, jestliZe
existuje izomorfismus Hilbertovych prostoriit V : Hy — H, tak, Ze S = VTV~

Tvrzeni 1. Necht’ H je Hilbertitv prostor, A,B € B(H) jsou hermitovské operdtory. Pak i A + B je
hermitovsky operdtor.

Diikaz tvrzeni[ll Z definice pro Vx,y € H plati

(Ax,y) = (x,Ay),
(Bx,y) = {(x, By),

odkud
((A+ B)x,y) = (Ax,y) + (Bx,y) = (x,Ay) + {x, By) = (x,(A + B)y).
Omezenost A + B plyne z trojihelnikové nerovnosti pro operatorovou normu. O
Tvrzeni 2. Necht’ X, Y jsou metrické prostory, A € B(X,Y). Pak pro Vx € X plati
”Ax“Y = “A”B(X,Y) ”x“X

Diikaz tvrzeni[2] Pro x = 0 tvrzeni zfejmé plati. Pro x # 0 je i ||x|| y#0a Wx md normu rovnou jedné,
X

A(Wx)

Tvrzeni 3. Necht’ X, Y, Z jsou metrické prostory, S € B(Y,Z), T € B(X,Y). Pak ST € B(X,Z) a
1Tl sz < 18 llmsz) (17l iy -

Diikaz tvrzeni[3] UvaZzujme libovolny vektor x € X takovy, Ze ||x|| y = 1, pak uZitim odhadu z tvrzeni2a
definice normy operatoru ziskdvame

odkud

], = [l

= Il 4l

O

Is7dl, <1 Il <

1S 15002 1S W2, 17y

tedy i

”S T”B(X,Z) = xexs,bﬁﬁ\ﬂ ”S Tx”z = ”S”B(Y,Z) ”T”B(X,Y)‘
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Tvrzeni 4. Operace skldddni konecné mnoha omezenych operdtorii na Banachové prostoru je spojitd ve
v§ech argumentech nardz.

Diikaz tvrzeni[dl Necht' X je Banachtv prostor. Diikaz provedeme pro sloZzeni dvou omezenych opera-
torli, matematickou indukci by se vSak dal jednoduse rozsifit pro n € N operatori. UvaZujeme operaci
skladani o jako

o: BX)XB(X) > BX):UxVi UoV.

Vyuzijeme toho, Ze zobrazeni je spojité <= prevadi konvergentni posloupnosti na konvergentni.
Uvazujme tedy (U,)*,, (V)2 € B(X) tak, Ze U, —> U, V,, —> V v B(X). Potom

n=1’
”U"V" - UV“B(X) < ”U"(V" - V)”B(X) + ”(U" - U)V”B(X) < ”U”“B(X) ”Vn - V”B(X) +

+ ”U" - U”B(X) ”V”B(X)'

Z konvergence U, a V, v B(X) vime, Ze “U,, - U||B(X) 1 ||V,, - VHB(X) jdou limitné€ pro n — oo k nule.
Diéle V € B(X), tedy “V” By S ®7Z definice. Nakonec vyuZijeme poznatku, Ze konverguje-li posloupnost

v normovaném prostoru, pak je jisté omezend. Tim ziskdvdme omezenost || UnH BX)’ ¢imz je diikaz hotov.
o

Tvrzeni 5. Necht’ A, B € B(H) jsou bijekce na H. Pak (AB)™' = B~'A~1.

Diikaz tvizeni[3l A, B jsou bijekce, tedy existuji jejich inverze. SloZeni dvou bijekci je taktéZ bijekce.
Staéf ovéfit, e B-'A™! je levou i pravou inverzi.

ABB'AT = AA7 = Iy,
B'AT'AB = BB ! = Iy,.

Tvrzeni 6. Necht’ X je normovany vektorovy prostor, V. C X, Y Banachiiv prostor, A € B(V, V).

Je-1i V = X, pak existuje jediné A € B(X, Y) roz$iveni operdtoru A. Pritom “A”B(x,y) = ”A”B(x,y)'

Diikaz tvrzenil6l Pro dikaz existence chceme dokézat, Ze pro libovolné x € X jsme schopni definovat

Ax zplisobem vyhovujicim znéni véty. Z hustoty V pro kazdé libovolné x € X existuje (xn),—, C V tak,

n—oo

Ze x, — x. Tim padem (x,);’ , je cauchyovskd. Z odhadu
s T ) (1 P e

je (Ax,);”, taktéZ cauchyovskd, odkud diky tplnosti 1im Ax, € Y a pokladdme Ax = limAx,,.
n—oo

n—oo
Je potieba ovéfit, Ze Ax zavisi pouze na x, nikoliv na volbé (x,);” . UvaZujme dalsi posloupnost (%),
takovou, Ze lim X, = x. Pak
n—oo

A% = Aa]| < [lA] iy 1% = ]

tedy limAx, = lim A%, = Ax.
n—0oo n—0oo

o> 0dkud mame

Poznamenejme, 7e pro Yx € V lze brat pro definici Ax konstantni posloupnost (x)



KAPITOLA 1. VYBRANE PARTIE Z TEORIE LINEARNICH OPERATORU 12

lim Ax = Ax = Ax. Odsud jist€ 4|, = A.

n—oco

Na zavér vySetfeme operdtorovou normu A. Z toho, Ze se jednd o rozsiteni A plati

“A”B(X,y) < ”A”B(X,y)'

Pro ukézani opacné nerovnosti uvazujme libovolné x € X a k nému konvergujici posloupnost (x,),”, < V.

Pak lim Han = Hx” a ze spojitosti normy
n—oo
A = [ timA | = tim fJax,]| < lim [JAlly y, [beoll = [14] 5 2]
odkud

“AHB(x,y) 2 ||A||B(X,y)'

Dokazme jednoznacnost. Uvazujme A jako v diikazu existence a navic dalsi rozsifen{ operdtoru A na

cely prostor X, které oznaéime A a které je z predpokladii omezené a m4 stejnou normu jako A.
Piedpoklddejme, 7e Jx € X tak, 7e Ax # Ax. Z hustoty V plyne, e existuje posloupnost

(xn);~, C Vtakova, Ze lim x, = x. Pak protoze A, A jsou rozsiteni A, plati, 7e pro Vn € Nje Ax, = Ax, = Ax,,

n—oo

odkud diky spojitosti operdtorové normy a operétorti A, A

JAx = Ay, = HA (tim.x,) - 4 im s, ) sy = A 5= Al = 0.
coZ je spor s predpokladem Ax # Ax. O

Poznamka. Spliiuje-li operdtor A predpoklady tvrzeni @ pak jeho rozsiteni A budeme Easto znacit pouze
A. Divodem je existence prdvé jednoho rozsiveni operdtoru A na cely prostor X.

Poznamka. Rekneme-li o operdtoru A na Hilbertové prostoru H, Ze je omezeny, budeme tim mit na
mysli A € B(H), tedy Ze je jeho operdtorovd norma konecnd a Ze operdtor je vSude definovany.

Tvrzeni 7. Necht' X je Banachitv prostor, A € B(X), ||A||B(X) < 1. Pak existuje (I — A)~' € B(X) a plati
I-A)" =y, A%

Diikaz tvrzeni[/l Poznamenejme nejprve, ze A? = 1. Pak 2o AF konverguje v B(X), nebot

1
- ”A”B(X)'

Nyni ukdZeme, Ze pravé vyraz 3 ;° AF je leva a pravd inverze (I — A). Vyuzitim pfedev§im tvrzeni @
totiZ plati

||ZZ';0 Ak”B(X) = % “AHI;(X) =

0 N N N N+1
(I[—A)ZA" =(1[—A)H202Ak = lim (JI—A)ZA" = lim ZA"—ZA"
=0 =0 =0 =0 k=1

= lim
N—>oo

N
Z AR (1 - A)
k=0

=iA"<1[—A>,
k=0
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tedy (I — A) komutuje se sumou a v prostoru B(X) je

(o)

00 N N 0
(]I—A)ZA" =({-A) lim ZA" = lim (]I—A)ZA" = ZAk—ZAk =1
=0 Nz N=eo k=0 k=0 k=1
Nakonec vySetieme normu operatoru (I — A)~.
1
= A g = 1520 Ay & —r— < .
B0 = PO - ”A“B(X)

O

Definice 10. Necht’ X je Banachiiv prostor, A € B(X) je husté definovany uzavreny operdtor. Pak rezol-
ventni mnoZina je mnoZina viech A € C, pro které operdtor (A — AI)~" existuje a je omezeny. Znacime
(A= aD7" = Ra().

Tvrzeni 8 (1. rezolventni identita). Necht’ X je Banachiiv prostor, A € B(X), A, u € o(A). Pak plati
RA(AD) — Ra(p) = (A = )R4(DRA(1).

Diikaz tvrzeni[8 Je-li 1 € o(A), potom je (A — Al) prosty, tj. ker (A — AI) = {0}. UvaZujme libovolné
x € X, pak

(A = AD (Ra(AD) = Ra(u) — (A = ))RA(DRA(u)) x
=Ix —[A —ul = (A = I Ra()x — (A = )[R (1) x
= T — I + (4 = @IRA()x — (A — IR A()x = 0.

Rovnost plati pro kazdé x, z prostoty (A — Al) je nutn€ (R4(A) — Ra(u) — (A — wW)RA(AD)R (1)) nulovy ope-
rator. O

Tvrzeni 9 (2. rezolventni identita). Necht’ X je Banachiiv prostor, A,B € B(X), 1 € o(A) () o(B). Pak
RA(A) — Rp(A) = Ra(D) (B — A) Rp(A).

Diikaz tvrzeni[9 Pro A € o(A) (N o(B) lze psit

RA() (B = A)Rp(A) = Ry(A) (B— A+ A= A)Rp(1)
= Ra(1) (B — ) Rp(D) + Ra(A) (A = A) Rp(A) = Ry()I - IRp(A).

Tvrzeni 10. Mé&jme Hilbertiiv prostor H, operdtor A € B(H) a A € B(H), ktery zdvisi na €. Necht’

lim ||A¢ — A

e—0

0

BH)

a A™' € B(H). Pak pro dost mald € plati, Ze existuje A_' € B(H). PFitom rychlost konvergence v € je
stejnd jako pro ”AE — A“B((H)‘

Diikaz tvrzeni[10}

Ac=A+(Ac—-A) = A1+ A7 (A - A)),
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kde na operator I+ A~ (A, —A) lze uZit tvrzeni[7, nebot’ vyraz A~!(A.—A) je z predpokladii v operatorové
normée ostie mensi nez 1 pro € dost mald. Obdrzime

(I+A'A - A))_l =1+ i (-A7' (4 4))" € BEH).
n=1

Z predchoziho pozorovéni, predpokladu existence A~! € B(H) a tvrzeni |5| plyne, Ze existuje operator
Al € B(H)a

AT = (1+A7 A —a) AT

Nynf k ¢asti tvrzeni o rychlosti konvergence.

] - A7 HB(W) = ”H - (H +AT A - A))_l HB(W) 7] BOH) ~ szil (_A_I(AE a A))n‘ B(H) [+~ B(H)
e Ac - Al
<[|A7 Ao 1A = All o) < 471 4 = Allyo
e Y A e St o
< 20|47 g 14 = Allyr
kde posledni nerovnost ziskdvdme z predpokladu, Ze pro dost mald e plati ||Ae - A“ By S %
O

1.3 Operatory nasobeni v prostoru L*([a, b))

V této kapitole i v celé praci naddle budeme uvaZovat pro p > 1 prostor p-integrabilnich funkci
L? ([a, b],du) na intervalu [a,b] s klasickou Lebesgueovou mirou u , které budeme zkricené znacit
L? ([a, b]). Specidlni piipad linedrnich operatord jsou operatory nasobeni integrabilni funkci. Okolo nich
je vybudovand uZite¢nd teorie, které budeme vyuZivat. Ndsledujici tvrzeni ndm budou ndpomocnd napii-
klad pfi vysetfovani konvergence rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operatoru nebo pri hledan{
spektra.

Naddle bude operatorem nasobeni funkci f myS$len operator

Mj : L*([a,b]) — L*([a,b]) : g(x) = f(x)g(x).
Defini¢ni obor operdtoru My je Dom(My) = {g € L*([a, b)), Mg € L*([a, b])}.

Tvrzeni 11 (Norma operdtoru ndsobeni). Necht' a,b € R, a < b, f € L* ([a,b]), My € B(L2 ([a, b])) je
operdtor ndsobeni funkci f. Pak

||Mf|1B(L2([a’bD) =||f]l, =inf{c >0, u(t € [a, b1l 1£(®)] > c}) = 0}.

Diikaz tvrzeni[I1] Je-li || f ||m =0, pak jei f = 0 skoro vSude, tim pddem M je operator nasobeni nulou
skoro vSude a jeho norma je jisté = 0. Uvazujme tedy || f ||c>o # 0 Chceme dokazat dvé nerovnosti.

L2([a,b]) = ”f”oo

“Mf||B(L2([a,b])) = ”g”;(l[”;)_l ”fg”LZ([a,b]) s sup ||(||f||oo g)

911,210 57y =1
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To znamend, 7Ze H f HOO je omezovaci konstanta operatoru M. UkdZeme, Ze je to optimdlni omezovaci
konstanta.
Vezméme libovolné & > 0. Budeme hledat 0 # g € L? ([a, b)) tak, Ze

”fg”LZ([a,b])

> £l -
”gHLZ([a,b])

“Mf HB(LZ([a,b])) 2

UkédZeme, Ze vhodnd volba je funkce y4,, kterou definujme jako charakteristickou funkci mnoZiny
Ag = {t € la, b]| lf(®)| = ||f||oO - 8}. Poznamenejme, Ze je-li “f”oo # 0, pak z jeho definice jisté plati, Ze
pro & > 0 je u(Az) > 0. Potom tedy lze psat

|| I, - 2

“Nr2qapy _ \//J(A

coz plati pro libovoln€ mala € a jak jsme zminili, uvaZujeme Lebesgueovu miru u, dikaz i tvrzeni by
vsak vypadalo stejné€ i pro obecnou konecnou miru u na [a, b]. O

“Mf”B(LZ([a b])) = |LV ||‘f||cx> &

Poznamka. V pribéhu prdce nékdy budeme zamériovat znaceni operdtoru ndsobeni funkci primo za
prisluSnou funkci, tj. My = f, pricemZ z kontextu bude ziejmé, o jaky objekt se jednd. Napriklad nékdy
budeme psdt, Ze norma operdtoru ndsobeni funkci f € L™ ([a, b]) je

”Mf“B(LZ([abJ) ||f||B(L2([abJ) ||f||oo

kdy v posledni rovnici jsme uZili tvrzeni|l1|a je ziejmé, Ze objekt v normé |||| B2) Jje operdtor ndsobent,

zatimco objekt v normé ||“Oo Jje funkce.

Poznamka. Pozdéji budeme pracovat piedevsim na prostoru kvadraticky integrabilnich funkci L? ([0, 27]).
Pro zkrdceni nékdy v priibéhu prdce budeme psdt pouze L?, tim budeme mit na mysli pravé L? ([0, 2x]).

Tvrzeni 12. Necht a,b € R, f € C([a,b]), My € B (L2 ([a, b])) jako v tvrzeni Pak
o(Mp) = {£(0).1 € [a,b]}.

Diikaz tvrzeni[I2] Uvazujme piedpoklady tvrzeni, pro (obecnou) miru u na [a, b] definujeme podstatny
obor hodnot funkce f jako

Ress(f) = {2 e C.p({ — A| < €}) # 0 pro kazdé e > 0} .

Zkoumejme, kdy existuje vSude definovand a omezena inverze My. Pro g € Dom ((M = /l)‘l) je
jisté

(M- 2)" g) = 9,

1
flx)—2
kde

Dom ((My - )™") = {g € L* (la, b, dy) , 739 € L* (la, b1, dp)}
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pii¢emzZ poZadujeme omezenost operdtoru (M — A)~!, ze které bude plynout i
Dom ((My - )"} = L* ([a, b]. du) .
Z tvrzeni[T1]je pro € > 0 podminka

”(Mf - /l)_IHLZ([a,b],d/J) = ’|J‘+/l||oo <

m | =

ekvivalentni podmince u ({t € [a,b], | f(x) - /l| < e}) =0, odkud

oMp)={1eC,3e>0: pu(t € [a,b],|f(x) - 4] < €) =0},
O_(Mf) = Ress(f)-

Specidlné pro Lebesgueovu miru u a spojitou funkci f je o(My) = R.55(f) = f([a, b]). O

1.4 Laurentovy operatory

Operitory na prostoru ¢2(Z), jejich# matice vzhledem ke standardni ortonormdln{ bdzi ma hlavni i
vSechny vedlejsi diagondly konstantni, se nazyvaji Laurentovy operatory. Vysetrovani takovych opera-
tord na prostoru £%(Z) lze pievést na studium operatort ndsobeni funkci na prostoru L*([0, 27]), kde mi-
Zeme aplikovat teorii z kapitoly Jinak fe¢eno kaZdému operatoru na prostoru £2(Z), jehoZ matice ma
konstantni diagonaly, jednozna¢né piifadime operator nasobeni funkci na prostoru L>([0, 2]). Postupo-
vat budeme ndsledovné.

1

V prostoru L?[0, 2] uvazujme ON bdzi y = (f,(¢) = v—z?ei”t | n € Z). Standardni ortonormalni bazi

prostoru £%(Z) oznaéme jako M = (ep)nez, kde

()] 1 pro i=n,
el =
i 0 jinak.

Zavedeme linedrni operitor U : {*(Z) — L*[0,2x] : e, +— f, zobrazujici prvky ON baze £*(Z)
na prvky ON béze L?[0, 27]. Podobné U~" : L?[0,2n] — *(Z) : fu e,

Tvrzeni 13. Operdtor U je izomorfismus Hilbertovych prostorii zobrazujici z €*(Z) do L*([0, 2x)).

Diikaz tvrzeni[13] Lineérni operator U jsme definovali pomoci pisobeni na bazické vektory e,,. Z linea-
rity je zfejmé, Ze pro x € span {en, ne Z}, X = ZnN:_N ape,je Ux = ZQ’Z_N apfn- Tim méme U definované

na hustém podprostoru £2.
Uvazujme x,y € €2, tj.

+00 N
X = Z aye, = lim aye, = lim xp, (1.1
N—+oo N—+oo
n=—0oo n=—
+00 N
y= D Baen= lim > fuey= lim yy, (12)
N—+oo N—+o0
n=—00 n=—N

kde xy = ZHN:_N Anen, YN = ZQ’Z_Nﬁnen, pricemZ ()} o (Bu)iS o, € €2. Pro takto zavedené xy, yy

plati z ortonormality bazi
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N

N N N N
Uxn, Uynye = D @ufus D Bufdir = ) @aBu =) anen, D Baeade = Covsywde, (13)

n=—N n=—N n=—N n=—N n=—N

coZ znamend zachovdni skaldrnitho soucinu na span {en, ne Z}. Uzitim tvrzeni @ lze U spojité a jedno-
zna¢né rozsitit na £2. Pro x jako z rovnice (T.)) je po spojitém rozsiteni

+00 N
Ux= Z pfn = lim Z A fns
N—+c0
n=—0oo n=—
tedy ziskdvame operator definovany na celém £2, pfi¢emz pro néj uZivame stejné znaceni U a rovnost

+00

(Ux, Upypp = (v yde = )| @y (1.4)

n=—oo

je tak pouze limitnim pfechodem rovnosti (1.3)) pro N — +co, coZ ddvd dobry smysl, nebot’ skaldrni
soudin je spojity v obou argumentech nardz. Navic kone¢nost vSech tfech vyrazi z rovnosti (I.4)) plyne z
Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti. Pro x = y ndm rovnice tikd, Ze U je izometrie, coZ je postaCujici
podminka pro prostotu U.
Surjektivita je zfejm4, nebot’ vzor libovolného %  a,f, € L* vzhledem k U je pravé 31 anep.
Bijektivita a zachovdni skaldrniho soucinu jsou pravé podminky pro to, aby U byl izomorfismus
Hilbertovych prostort. Nyni muzeme fikat, Ze operator U je unitarni. O

Tvrzeni 14. Necht’ S, T € B({?) jsou Laurentovy operdtory, X, Y € B(€*) jsou jim unitdrné ekvivalentni
operdtory ndsobeni integrabilni funkci, tedy X = USU™', Y = UTU™! € B(L?). Pak spolu operdtory
S, T komutuji.

Diikaz tvrzeni[14] X, Y jsou operitory nasobeni funkcemi X(r), Y(¢) na L2. Pak pro libovolné f € L? je

XYf(t) = XY f(1) = XY () f() = YOXO)f(1) = YX(O)f (1) = YX[f(1). Je-li f(1) = 2,22 anfu(D),
pak U~ f(t) = ¥  ane, =: a. Ziejmé plati

n=—oo
STa=U"'XUU'"YUa=U"'XYf(t)=U'YXf(t) = U'YUU ' XUa = TS a.

JelikoZ diky bijektivité U libovolné f € L? znamend i libovolné a € £2, ziskdvame tim kyZenou komuta-
tivitu S a 7. O

Tuto podkapitolu zakon¢ime tvrzenim, které v jistém smyslu ospravedliiuje pfistup pfevedeni studia
operatorii na £*(Z) na studium operétord nasobeni. Rikd totiZ, 7e unitdrné ekvivalentni operatory maji
stejné spektralni vlastnosti. Poznamenejme jeits, 7e v praci Casto piseme zkrdcené £> misto £*(Z) a
myslime tim pravé posloupnosti s indexy z Z, pro které suma druhych mocnin absolutnich hodnot jejich
Clent je konecna.

Tvrzeni 15. Necht’ U je izomorfismus Hilbertovych prostorii Hy a Hp. Necht’” A € B(H,), pak pro
UAU™' € B(H,) plati o(A) = o(UAU™").

Diikaz tvrzeni[15] Plati
UAU™ — ALy, = UA - Ay ) U™,

z omezenosti operdtort a bijektivity U plyne, Ze A — Aly, je bijektivni z H, do H, pravé tehdy, kdyz je
UAU™! - Ay, bijektivni z U(DomA) = H, do H,, tedy A € o(A) pravé tehdy, kdyZz 1 € o UAU™!). O
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1.5 Linearni operatory na direktnim souctu Hilbertovych prostoru

Diskrétni Diractiv operator je definovan na direktnim souctu Hilbertovych prostort. Studovan{ tako-

smérech tyto potiZe vyresit.

Definice 11. Uvazujme Hilbertovy prostory Hy, H,. Jejich direkini soucet je mnoZina
HidH, = {(;C), X € Wl,y EWQ}

spolecné se skaldrnim soucinem

A

(e,  Hi®@Hy x Hi®@Hr, — C: (;) X (;) = (X D, + Y P,

ted <(x)’():c)> ={x, X + Y, Py,
y y)\i) L eore X By, + Y, P,

Dusledek 1. Pro indukovanou normu na direkinim souctu Hilbertovych prostorii Hy & H, plati

2
X x X
(!/) HioH> - <(y)’(y) >7—{1@7.(2 = (%, x>'Hl +(y, y>‘]—{2 = ||x

G = el
y HioH; H H

Poznamka. Jak jiz bylo zminéno, budeme pracovat s operdtory, které maji za definicni obor prostor

e 1

odkud

Hi & H,. UvazZujme linedrni operdtor U € L(H| & H>). Jeho piisobenim na (;C) € Hi & H, ziskdme

b a
4»%J
Diivodem pro tuto notaci je mimo jiné ndsledujici pozorovdni, které je v hlubSich detailech uve-

deno v [5]. Pro kazdy operdtor U € L(H| & H>) existuji A € L(H)), D € L(H,), B € L(H>, H)),

A B
C € L(H\, H,) tak, Ze U lze reprezentovat jako operdtorovou matici ( C D)’ pro kterou plati

a_Ux_A B\(x\ _(Ax+ By

b] " \y) \Cc DJ\y) \Cx+Dy)
Tvrzeni 16 (Odhad normy operatorové matice). Necht’ H je Hilbertiiv prostor a
A, B,C, D € B(H) jsou omezené operdtory. Pak plati

Ie

+|8]

B(H) B(H) + ||C“B(‘H) + ”D“B(’H) '

< ||
B(Ha&H)
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Diikaz tvrzeni[16] Zaln&me tpravou vyrazu, které nasledné vyuZijeme. Pfedpoklddejme, Ze f,g € H.

e 2JEN,.. 07N, - Vs sl o,

(a)
= (Af * Bg)Hﬂ + H(Cf + Dg)“w s (”A”B(‘H) + ”C”B('H)) ”f“ﬂ + (”B”B('H) + “DHB(‘H)) ”9“7{
(®)

2 2
< \/(IIAIIBmﬁIICIIBm)) + (18l scry * 1My VT + Nl

(@)
= (”A”B(w) + HBHB(H) + “C”B(W) + ”D”B(?-()) [[A50|

kde v nerovnostech (a) uZivdme pro x,y > 0 y/x* + y2> < x + y a v nerovnosti (b) jsme uZili Cauchy-
Schwarzovu nerovnost na C2. Uzitim vy$e ziskané nerovnosti ziskdvame
= sup

¢ o) I
C Dllgpery 1ro7=11INC DJ\g

#1100, 1P JIF- 90l = WALy + 1Bl + €l + 1P -

< ( A + ||B +
HeH u(.f,sgb)%:l | ”Bm) | ”B(W)

O

Tvrzeni 17. Méjme funkci f(t), tj. funkci s parametrem € a proménnou t € [0, 2x]. Necht’ od jisté hranice
M > 0 plati (Ve < M) (f(-) € L*([0,27])).
Ddle necht’ fc(t) Ize v e = 0 pro ¥t € [0, 2n] rozvinout f do fady

o) = ) ane" = ap() + ) an0)e",
n=0 n=1
kde AG, L > O tak, Ze
fe(o).

Potom, oznacime-li fN(t) = ag + Z;V:I an€" pro VYN € Ny, plati

an”m < GL". Nakonec necht’ My € B(Lz([O, 271'])) Jje operdtor ndsobeni funkcit

-0
||Mf - My GINT N 5 0.

<
B(LX([0,27]) —

Diikaz tvrzeni[I7F Odhadujme pro e < L

[0e]

”Mf ~ Mgy~ 3, Manfn”B(B([o,zn])) = ||ZZ°=N+1 ManEnHB(LZ([O,27r])) < Z € ”Man“B(U([o,zn]))

n=N+1
ad L N+1
<G D (el)' = G < agrvn v
l1-€L
n=N+1
pro eL < % Cist s limitou € — 0+ je zfejma. O

Tvrzeni 18. Méjme operdtorovou matici

(11) (12)
M = (; o ; (22)) € B(L*([0, 2x]) & L*([0, 2])),
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kde vsechny prvky fUiD = fe(ij) (t) operdtorové matice presné splituji predpoklady piedchozi véty, tj.
zejména
0 = a0+ Y awe',
n=1
|l < GO (L)".
Oznacme ddle
N
POV (b)) . 05111) (12)
Mpy = ?21) f<82) Z €| @y (22)
) n=1 n
Pak pro VYN € Ny existuji kladné konstanty G, L > 0 tak, Ze plati

M — Mg < 2GLNHTENH, (1.5)

([0,27]@[0,27])) <

Diikaz tvrzeni[I8] Uvazujme fixni N € Ny a hledejme konstanty G, L vyhovujici znéni véty. Z piedpo-
kladl véty jsou s kazdou funkci U spjaté konstanty G, L) > 0 tak, Ze pro Cleny jejiho rozvoje
plati ||}’ )||OO < G (L(ij))n. Vyuzijeme odhadu dle tvrzeni|16|a pfedpokladi z pfedchozi véty pro fU/.
Zapisme tedy levou stranu v (I.5)) maticové

H(f(ll) (11) Zlenalel) f(lZ) (12) Z n(12))

N 21 N 22
1) -V 1ena( ) o2 -3V ]Ena; )

B(L2([0,27]®[0,27]))

2
< (”f(u) _a(()11> SN f"“EzmHB(LZqo,zn]» |12 al? Z 3N e (12)”3@2([0 iy *

1/2
(22) N (22)
= =1 €' ||B(L2([0 27r])))

1/2

e —agV -3 € “(21)“3(L2( 0.2r) ¥ + e -

<2 (62N+2 Gl (L(ll))2N+2 + G2 (L(IZ))2N+2 LG (L(Zl))2N+2 + G2 (L(zz))2N+2])

S 2GLN+IEN+1

kde G = 2 ymax{G1D,G1,G2D, G2} a L = max{L'V, L1?, L2V [} Poznamenejme, 7e G, L Ize
brét i libovolné vétsi, neZ je pravé to ndmi zvolené, odhady budou stéle platit. O

Tvrzeni 19. Necht’ A, B € B(H), pak plati ndsledujici rovnosti pro inverze operdtorovych matic hor-
niho, respektive dolniho trojithelnikového tvaru s identitami na diagondle.

1 A\ (1 -4 (1 o0\ (1 0
o1/ "o 1)%\B 1] T\-B 1)
Navic jsou tyto maticové operdtory vidy bijektivni.

Diikaz tvrzeni[I9) Diikaz provedeme korektné pouze pro prvni z matic, pro druhou vse plyne analogicky.

I A). .. .. . .
Dokédzeme, Ze A = ( 0 ]I) je bijekce, odkud bude zajiSténa existence inverze. Prostota plyne z

ker (&) = {(x,p)" € H@H|A((x,p)") = (x + Ay, y) = (0,07} = {(0,0)").
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vy

Surjektivitu ovéfime z definice. M&jme libovolné u, v € H, hledejme vzor (x, y)” pii zobrazeni A
w.v) =A(xy") = +Ayy),

odkudy =vax=u-Av.
Omezenost operdtoru A i jeho inverze ziskdme na zdkladé tvrzeni

o )

Zaverem pozorovani je, ze operator A € B(H & H) je bijekce a to, Ze predpis pro inverzi z tvrzeni
plati, je zfejmé z toho, Ze maticovym ndsobenim inverze se samotnym operatorem dostaneme identitu na

B(H & H). O

< K(Z + ||J_rAHB(ﬂ)) < 400
B(HeH)

Na nésledujicim tvrzeni, které 1ze v obecnéj$im znéni najit v [5], bude zaloZena jedna z metod, kterou
budeme uzivat pfi vySetfovani konvergence rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operatoru.

Tvrzeni 20. Méjme A, B, C, D € B(H) a operdtorovou matici

A B
ﬂ:(c D)eB(WEB?{).

Pak pro A ¢ o(D) plati

-1
ﬂ_ﬂzc B(D - 2) K&u) 0 x I ﬁ’

0 I 0 D-A\b-n'c 1

kde S (1) = A — A — B(D — 2)~'C se nazyvd Schuriiv doplnék operdtoru A.
Navic o(A)\ (D) = 0(S1), kde (S 1) = {1 € C\ o(D), S| neni bijektivni}.



Kapitola 2

Diskrétni Diracuv operator a stanoveni
cila prace

2.1 Zavedeni operatord v B (52 @ 52)

Uvazujme prostor £2(Z) posloupnosti a,, kde n € Z. Oznaéme standardni ortonormalni bazi v £>(Z)
jako M = (ep)nez, kde

[e,] 1 pro i=n,
e ;=
i 0 jinak.
Na ném definujeme linedrni operatory d*, d~ € L(*) pomoci jejich plisobeni na prvky z bize
nasledovné

d e, = —i(e, —e,_1),

d+en = —i(eps1 — €p).

Dile definujeme diskrétni Laplacetiv operitor H € £L(£?) jako

1
H=—d'd",
2m

kde m > 0 je konstanta, hmotnost.
V této praci budeme mnohokrit potiebovat spojitost operdtorid d* a d~, z ¢ehoz mimo jiné plyne i
spojitost operdtort d*d~ a d”d*. Vyslovme tedy tvrzeni.

Tvrzeni 21 (Korektnost a spojitost d*, d™). Operdtory d*, d~ jsou omezené a lze je 7 linearity a spojitosti
rozsi¥it na cely prostor €2,

Diikaz tvrzeni[21] Je zfejmé, Ze z definice d*, d~ pomoci pisobeni na jednotlivé bazické vektory jsou z

linearity operatory d*, d~ dobfe definované na celé mnoziné span{en| n € 7}, kterd je navic hustd v 2(2).

UkéZeme-li omezenost operdtorti d*, d” na A = span{en| n € Z}, pak z tvrzeni @plyne existence jedno-

zna&nych rozsifeni operétort d*, d~ z A na A = [*(Z), kterd jsou navic spojitd a zachovdvaji normu.
Vezméme libovolné x € A, pak existuje N € N tak, Ze x = ZnN:_ N @nén, odkud

sl = lld* Zn anenll < |y anenenl + 20w aneall o = 2]l

22



KAPITOLA 2. DISKRETNI DIRACUV OPERATOR A STANOVENI CILU PRACE 23

Tedy d* je omezeny, tim padem spojity. Stejné tak je omezeny a spojity i operator d-, nebot’
o=l = [la= Xy anenll e < [IZ3y anenll + [ Z0n anen-ill s = 2|l
¢ ¢ 2 2 ¢
odkud [|d*{| 2, < 2 a|d |2y < 2- O

Dusledek 2 (Spojitost operétoru H). Z tvrzeni 21| plyne omezenost, tim pddem i spojitost operdtoru H,

neboli H € B(?), nebot’ 7 tvrzem’”H”B(fz) = ”ﬁwd_”B(t’z) < ﬁ ”d+”3(52) ||d_||B(t’2) < %

Dalsi{ dilezitou vlastnosti d* a d~ je jejich vzdjemnd sdruZenost.
Tvrzeni 22 (Vzdjemnd sdruZzenost d* a d™). Operdtory d* a d™ jsou vzdjemné sdruZené a d*d™ = d~d*.

Diikaz tvrzeni22) Nejprve ke sdruzenosti. Oba operitory jsou definované na celém £2. Chceme ovéfit,
7e pro viechny x,y € €2 plati (d*x,y) = (x,d"y). V £*> mame ON bazi, kazdy prvek z tohoto prostoru
si tedy mdZeme zapsat jako nekone¢nou sumu prvki baze s pfisluSnymi koeficienty. VyuZijeme-li spoji-
tosti skaldrniho soucinu a operétord d*, d~ z ptedchoziho tvrzeni |21} je zfejmé, Ze stali ovéfit definicni
vlastnost sdruZenosti na bazickych vektorech

(d¥e,, en) = {en,d en). (2.1)

Na levé stran€ mame

<d+€n, em) = (—i(ens1 — €n), em) = i{ens1, €m) — i{€n, em),

odkud
i prom=n+1,
(den,em)=13—i prom=n,
0 jinak.

Na pravé strané mame

(en, —i(em — em—1)) = —i{en, em) + ien, em-1),

odkud
i prom=n+1,
(en,d ep)=3—i prom=n,
0 jinak.

Vyrazy na levé a pravé strané rovnice (2.1)) se tedy rovnaji, ¢imZ dostdvame kyZzenou sdruzenost.
Nyni k rovnosti d*d~ = d”d*. Ovéime, Ze pro Yn € N je d*d"e, = d"d*e,.

dd e, = —id" (e — ep-1) = —eps1 +2¢, — ey = —id (enr1 —€y) =d d'ey,
z Cehoz diky linearité d*,d™ plyne, Ze i pro Yx € spanfe,,n € Z} je d*d"x = d~d" x. PoloZime-li dle

tvrzenf@A =d*d~ —d d*,V = span{e,,n € Z}, coZ je husty podprostor £2, pak pro A existuje jediné
roziifeni A = 0 na cely prostor €2, odkud d*d~ = d~d”* na 2. m|
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Nyni mdme vSe pfipraveno k zavedeni diskrétni verze Diracova operdtoru D, € B(X(Z) ® I*(Z)). Pro
Yc > 0 méjme

2 - 2 -
mcl  cd . Y v L mc cd
D, = (c gt —mczl[)’ nékdy struénéji budeme psat jen D, = (c g _mCQ).

V této praci budeme zkoumat predevsim posunuty diskrétni Diraciv operator
0 cd”
— 2 =
D, —mc (I (cd+ —2mcz)'

Bude-li naddle zminén posunuty diskrétni Diractiv operator, je tim myslen pravé diskrétni Diraciv ope-

ritor D, od néhoZ je odeétena identita I ® I vynasobend klidovou energif mc?.

Poznamka. Matematicky korektni zdpis X + ol pro X € B(H) a a € C, respektive Y + a1 & 1) pro
Y € B(H ® H) budeme nahrazovat X + a, respektive Y + a, nebot’ je ziejmé, Ze pFifitdime-li k operdtoru
na daném Hilbertové prostoru Cislo, myslime tim p¥icteni Cislem vyndsobené identity prdvé na daném
prostoru.

Tvrzeni 23. Operdtor D, je hermitovsky.

Diikaz tvrzeni[23] Omezenost operdtoru D, pro kazdé pevné ¢ > 0 plyne z tvrzeni[21]a[I6] nebot’

”DC”B(LZ@LZ) < f((”mCz”B(LZ) + “Cd_”B(LZ) + ||Cd+||B(L2) + ”mCZHB(LZ)) = 4c +2mc?.

Z definice je ddle nutné ovéfit, zda pro libovolné A, B, X, Y € I(Z) plati

A\ (X A X
(- (a)- ()= (2)-2 () @
Skaldrni sou¢in v I2(Z) & I*(Z) uvazujeme po slozkach. Leva a prava strana se skutecné rovnaj,
protoze
A (X 2 + 2
<DC(B),(Y)> A+cd B,X) +(cd*A - mc®B,Y

(me )

= (mc®A, X) + (cd"B,X) +(cd*A,Y) - (mc*B,Y)
= (mc®A, X) + (cd*A,Y) +{cd"B,X) - (mc*B, Y)
= )

(s} ()

Dusledek 3. Jeliko? identita i jakykoliv jeji redlny ndsobek je hermitovsky operdtor, 7 tvrzeni|l|plyne, Ze
soucet dvou hermitovskych operdtorii D. — mc? je opét hermitovsky operdtor.

A, mc*X + cd” Y> <B cd*X — mc*yY

O

Poznamka. Jak jsme zminili jiZ v vivodu, druhd mocnina Diracova operdtoru je iizce spjata s Laplaceo-
vym operdtorem. Podivejme se, zda to spliiuje i nds operdtor D..

2 + - g+
k) m C +c°d d 0 2.4 2 d=d 0
be = ( 0 mict+2ara-) T T 0 atar

) = (mc*)* + 2mc*(H @ H),
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protoZe jak vime, je d*d~ = d~d* = 2mH. Druhd mocnina naseho diskréiniho Diracova operdtoru

tedy v jistém smyslu ddvd druhou mocninu klidové energie a Laplaceiiv operdtor vyndsobeny 2mc?.

Dd se Fict, Ze vySe zminény vztah mezi D, a H je analogii zndmé rovnosti E* = m*c* + ¢*p?, kde
— 7+

0 d*d’)' Situace

pro diskrétni Diraciiv operdtor je do velké miry analogickd té pro spojity Diracuv operdtor 7 tivodu.

UvaZujeme ale jiné fyzikdlni jednotky, mdme totiZ i = 1.

energii E odpovidd operdtor D, a druhé mocniné hybnosti p* odpovidd operdtor (

2.2 Zavedeni operatoru v B (L2 ([0, 27]) & L? ([0, 271]))

Jak jsme jiZz zminili napiiklad v podkapitole [T.4] v budoucnu budeme chtit vyuZit moZnosti pfevést
vySetfovani operitorti na £>(Z) na vySetiovani operator ndsobeni na L2([0, 27r]). Konkrétn& nds zajima,
jaké funkcee pifslusi operdtorim Ucd*U~!, Ucd=U~!, U(xmc®)U™!, Us=d*d-U~"! € B(L*([0, 2x]).

Z linearity jednoduSe

U(J_rmczllgz)U_1 = +mcPUU™" = imCZJILz.

Nyni budeme zjiit ovat, jak operdtory Ud*U~!, Ud~U~' a Ud*d~U~" pisobi na prvek ON béze
fn € x, kdy bereme bazi y jako v podkapitole[I.4]

-1 1 0
d*e, = —i(ens1 — e,), tedy maticové v ON bazi (dHYM=—i|".. ¢ -1 1
0 0 -1

Stejné tak
1 0 0
d~e, = —i(e, — en_1), tedy maticové v ON bazi @M =—i[.. _1 1 o
0 -1 1

Operiétor d*d~ je sloZenim operdtoru d* a d~, proto

d+d—en = d+(_i)(en —eu_1) = (_i)(d+en - d+en—]) = (—i)(—iepq1 + 2ie, —iey_1) = —€py1 + 2€5 — €1,
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tedy matice operdtoru H v ON bdézi je

1 1
HM = —d@ta M= —1|-. _ _
2m( ) ml 12 1

Pro identicky operdtor a operatory d*, d~, H € B(£?) jsou splnény pozadavky na konstantn{ diagonély
a lze tedy pouZit teorii Laurentovych operatord.

Ud+U_1fn = Ud+en = U(_i[en+l - en]) = _i(UenH - Uen) = _i(fn+l - fn)

ei(n+1)t eint . et
= —i( ) = —i(e = 1)—— = M_ji_p\ fos
m m \/2—7_[ z(e ]) n

kde M, je operdtor nasobeni funkci g(t) na L?[0, 27]. Analogickymi tpravami ziskame Ud~ U~ f,,

index n se akorat posune o -1.

Ud U™ f, = Ud e, = U(=ile, — en_1]) = —i(Ue, — Uep_1) = =i(f, = fr1)
i(n—1)t ” eint

=—i(l-e™
N AR - A SR

Pusobeni operatoru U ﬁd*d’ U~! na f, 1ze zapsat nasledovné

emt e

= M_j(1—¢-ityJn

= —[(

1 o 1 1
U—d"d U lfn =U—(-ep1 + 2e;, — en-1) = _(_fn+l + 2fn - fn—l)
2m 2m 2m
_ 1 (el DE 4 gint _ gitn=Dty 11 (2 = ¢t — g7ty

_Zm\/ﬂ 2m \Rn

1 1
= —fu(2-2cost—isint—isin(—t)) = —(1 —cost)f, = Mi-cos: 3.
2m m m

Diky tomu, Ze baze v obou prisluSnych prostorech jsou ON, z teorie plyne, Ze libovolny prvek
f € L?*[0,2x] miZeme zapsat jako linedrni kombinaci prvkii z ON béze, pii¢emz koeficienty u £, jsou
piimo Fourierovy koeficienty (f,, , f). Tedy f = Y e_oo{fu » f)fn. Oznacme tyto Fourierovy koeficienty

&n = {fus )
Z linearity a spojitosti operétora U, d* a U~™! pak plyne
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Ucd* U™ f = Ucd" U™ Z énfy = Ucd™U™" lim Z énfy = Ued" lim_ Z U'é, 1,

n=—oco

= UCd+Nl_1>IEoo Z &e, = Uc l_l)l:{lood-'— Z ey = Uc hm Z —i&, (ens1 — €n)
n=-—

= CNliIPwU £ N_lfn (ens1 —e€p) =c Z —=i&n (fue1 — fn)

= —ic Z gn( D _ \/%eim) = —ic(e't - 1) i Enfo = M_ioiopf- (2.3)
n=—oo T

Naprosto analogicky

n=—o0o

Ucd U f = M_ic1_e-in - (2.4)

Taktéz
1
UHU—lf = U2_d+d_ U_lf = lecoszf. (25)
m m

Nyni mizZeme nas operator D, — mc? € B((A(Z)®3(2)) prevést pomoci prendsobeni zleva, respektive
zprava operdtorem U@ U, respektive U~!'@U~!. Takovému obloZeni operitoru D.—mc? budeme rozumét
tak, Ze kazdy jednotlivy prvek operitorové matice D, — mc* oblozime zleva U a zprava U~

_ vou! Ued U\ ( My M_jo1_ ity
ve U(D —me )U ® U (U d+ U_ U(—2mC2)U_1) (M—ic(e”—l) M_ 2mc?
Dile pro usporu zdpisu operator nasobeni funkci M, budeme znacit jen g(7) a navic déle budeme

uivat oznaceni D, pro operitor U & U(D, — mc>)U~' @ U~!, tedy

_ _ 0 —ic(1 — 7ty
_ 2y 1 1 _ /
D, =U® UMD, -mcHU o U (—ic(e” Y o2 ) (2.6)

Stejné prevedeni a ndsledné zjednoduseni znaceni zavedeme i pro operator H & 0, nebot’

Ldtd- 0
— | 2m
HEBO_( 0 0).

UZivejme dale znaceni H pro operdtor UHU !, pak

1—cost
He0=UaoU (Ho0) U 'eU™! :( F 8)-
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2.3 Spektrum

Prvni dilezZitd informace, kterou diky teorii Laurentovych operatort ziskdme, je spektrum a rezol-
ventni mnoZina operatort D.—mc* a H®0 € B(£>®(?). Princip hledani spektra bude takovy, Ze vySetiime
spektrum unitarn¢ sdruzenych operatort

Ue UMD, -mAHU e U™,
UsU (Ho0) U'eU ' e B(L* & L?).
Diky tomu, Ze U je izometricky izomorfismus, z tvrzeni 15| plyne, Ze Laurentovy operétory v B(£> & (%)
majf stejné spektrum jako jejich unitarné ekvivalentni prot&jsky v B(L? & L?).
Na zdkladé obecnéjsiho pozorovani v [7]], konkrétné v Proposition 2.2.1, pro nas konkrétni ptipad s

operétorovou matici D, plyne, Ze D, — A je invertovatelny na L? a tedy A € o(D.) pravé tehdy, kdyz je
matice

( -1 —ic(1 - e-”))

—ic(é" — 1) —2mc* -2

reguldrni pro Yt € [0, 27], jakoZto matice z C>2.

B -1 —ic(1—e"M)\ 9 5
det(D. — 1) = det (—ic(e” ) —am-a]7 A7+ 2Ame” + 2c¢“(cost— 1),
tedy plati
—2mc? + \J4m2c* — 8c2(cost — 1
det(D, — 1) = 0 & 1 = 1€ Vém?ct - 8c>(cos ) - i+ emP 42— Zeost,

2
Rezolventni mnozina je pro nas o(D.), kde

o(D,) = C\ {~mec? + c Vm2c2 +2 — 2 cos 1)| ¢ € [0, 2x]}
=C\ ([—m02 —cVm?c? + 4, —2mcz] U [O, cNm?c? +4 - mc2]) = o(D. — mc?). 2.7
Posleme-li ¢ — oo, ziskavame
2
0(De) = C\ [0, —] : (2.8)
m

JiZ vime, pro kterd A je operdtor D, — A invertovatelny. Dle [[/] ziskdme pro A € o(D.) rezolventu jako

ic(e'-1) 1
242dmc24+2c2(cost—1)  A242Amc2+2c2(cos t—1)

—2mc?-A ic(1—e7')
RDC(/D — (Dc _ /1)—1 — A242dmc2+2c2(cost-1)  A2+2Amc?+2c%(cos t—1)

1—cost _ 10
Uvazujme operatorovou matici [ ™ 0 o)

Inverze operétoru (H — A) z tvrzeni a existuje pro A € o(H), kde

Q(H)=Q(H)=C\{ﬂlt€ [0,27T]}=C\[0,3}, (2.9)
m m

coz koresponduje s (2.8).
Poznamenejme navic, Ze o(D,) = o(D, — me?) C o(H) pro VYc > 0.



KAPITOLA 2. DISKRETNI DIRACUV OPERATOR A STANOVENI CILU PRACE 29

2.4 Stanoveni cila prace

Hlavni cil nasi prace bude pro 1 € o(H) N o(D. — mc?*) dokizat konvergenci rezolventy posunutého
-1 ¢>c
Diracova operétoru (Dc —mc? - /l) RN (H — 2)~' @0 v prostoru B(£? & %), coz odpovida

¢—00

(De=me2=2)" -2 OHBMZM) 2%, (2.10)

Podobu spektra a rezolventni mnoziny pfislusnych operatorl jsme jiz ziskali na zakladé uZiti teorie
Laurentovych operatorg.

Hlavniho cile dosdhneme tfemi riznymi metodami. Kazd4d metoda ma své obtiZe i své vyhody. Z
kazdé metody Ize kromé kyZené konvergence v operatorové norme navic ziskat jisté dodatecné poznatky.
Konkrétné budeme schopni vysetfit asymptotické chovani posunutého diskrétniho Diracova operdtoru
nebo pfidat poruchu v podobé omezeného potencidlu.



Kapitola 3

Nerelativisticka limita

V této kapitole budeme dokazovat, Ze plati (2.10). Nejdiive pomoci uZiti teorie Laurentovych opera-
tortl, kdy budeme predev$im zkoumat normy operatorti ndsobeni funkci. Déle pomoci maticového roz-
kladu pomoci Schurova komplementu dle [5], ktery ndm umozni jednoduchou préci pfimo s operatory
v piivodnim prostoru. Nakonec pomoci tvrzeni z [6], kterd vyuZivaji ptiznivych algebraickych vlastnost{
Diracova operéatoru.

3.1 Laurentovy operatory

Tato metoda ndm umo#ni vysetfit limitu D pomoci studovani operatord na prostoru L>*@L?. Vyhodou
ndm budou zndmd4 tvrzeni o operdtorech ndsobeni L? integrabilni funkci z kapitoly
Oznaéme pro A € o(H) operatorovou matici

1—cost -1 m
_n! = ( m /1) 0 — | 1-cost—-mAa 0
H-2 @0—( 0 ol = 0 ol 3.1
Cilem této kapitoly je pro VA € o(D.) N o(H) dokdzat konvergenci
[ = D' = E =D @ 0| 272) — O, 3.2)

kde operator D, na c¢ zaleZi, H nikoliv.
Rezolventu operétoru D, € B(L? ® L?) zavedeného v (2.6) oznacime jako Rp, (1). Pak pro A € o(D,)

—2mc*—A ic(1—e™')
_ p) 272 2 292
RDC(A) — (DC _ /l) A +2/1mlL;(2—2fl()COSt 1) A*+2amc tic (cost—1)
A242Amc2+2c2(cost—1)  A242Amc2+2c¢%(cos t—1)

Uzijme odhadu normy po prvcich dle tvrzeni[16] pak

”(D - /1)1 - (H =27 : 69O”B(LZeaLZ

—2mc?-2 ic(1—e™" m 0
— ||| 2+2Amc?+2c%(cost=1)  A2+2Amc?+2c*(cos t—1) _(1_c051_m/1

ice"—1) -1 0
A242Amc2+2c2(cost—1)  A242Amc?+2c¢%(cos t—1) B(L2®L2)
H Un U 12
U21 U22 BI2eL2)

< (”UU”B(LZ) + ||U12“B(L2) + ||U21||B(L2) + ||U22||B(L2))’
30
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kde U;; jsou operdtory ndsobeni pfisluSnou funkci dle indexu prvku.

Ukazeme-li, Ze vSechny 4 Cleny || U konverguji v operdtorové normeé pro ¢ — +oo, pak mame
dokazanou konvergenci (3.2).

Zacnéme pozorovanim, zda k 0 konverguje prvni Clen HU 11

ij”B(LZ)
H B12) Zde vyuzijeme poznatku z teorie,
Ze pro normu operatoru nasobeni dle tvrzeni platl’ M f“ B2 = || f ||Oo JelikoZ jsme volili 4 € o(D.)N
o(H) , funkce pfislusejici operdtorim ndsobeni ve vSech Ctyfech prvcich operatorové matice jsou jisté
spojité, a to i stejnomérné diky kompaktnosti intervalu [0, 27]. Pro stejnomérné spojité funkce je esen-
cidlni supremum rovno pifimo maximu z absolutnich hodnot funkce. Sta¢i ndm tedy vysetfit, Ze pro

piisluSné operatory U;; ndsobeni danou funkci f plati sup |f(?)| 0. Odhadujme tedy.
t€[0,27]

(=2mc2—A)(1—cos t—mA)—m(A2+2Amc? +2¢%(cos 1—1))
(1—cos t—mA)(A12+2Amc2+2c2(cos t—1))

+2amc2+22(cos t—1)  1—cost—mA

—2mc2-1 m ’

(@)

®) >
< 21
= |KLc?

—A(cost—1)
(1—cos t—mA)(A2+2Amc2+2c2(cos t—1))

21
Kc2(A2/c2+2Am+2(cos t—1))

0, 3.3)

kde jsme v nerovnosti (a) Citatele v absolutni hodnoté jako samostatnou funkci odhadli jejim maximem.
Navic ze stejnomérné spojitosti a nenulovosti vyrazu |1 —cos t —mA| diky volbé A € o(D.) No(H) miZeme
provést odhad zdola |1 — cost —mA| > K, kde K > O je konstanta.

V nerovnosti (b) jsme funkci £(f) = [A2/c? + 2Am + 2(cost — 1)| taktéZ odhadli jejim nabyvanym
minimem L > 0, nezdvislym na c, alespoii pro ¢ dostate¢né velkd. To 1ze ud€lat opét diky stejnomérné
spojitosti funkce a volbé A.

Jelikoz jsme v (3.3)) ziskali odhad, ktery nezavisi na t a jde limitné k nule pro ¢ — oo, miZeme
prohlasit, Ze i

—2mc?-2 _ m
A242Amc2+2c2(cos t—1)  1—cost—mA

1% 11||B(L2) - tes[(l)l.gﬂ

v v

Pro dalsi ¢leny budeme postupovat téméf analogicky. Dilezité bude opakovani principu s odhadnutim
funkce ve jmenovateli. Odhadnuti Citatele ve 2. Clenu trividlné provedeme ndsledovné

ic(1—e™'") c(1+le™™]) 2 | €™
< = |2 | 225
22421mc2+2c¢2(cost—=1) | — L2 | Lc? | 0.
Tedy
i l—e"") c—00
“UIZH 2y = SUp |45 u(z 2 0.
B(L?) 1€10.27] A2+2Amc2+2c2(cos t—1)
Totozny odhad udélame pro 3. ¢len
ic(e’-1) < |ca+e™D| - E' oo
A24+2Amc2+2c%(cos t—1)| = Lc? Lc?
Tedy
_ ic(eit_l) Cc—00
“UlZHB(LZ) = SUP B i 2(cos 1) 0.

1€[0,2r]

U posledniho ¢lenu dokonce ani nemusime provadét Zadny odhad pro Citatele, nebot’ v ném je piimo
konstanta

Cc—00

A A
/12+2/1mc2+2c2(cost—1)’ <l —0, (3.4)
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odkud

c—00
— 0.

_ 1
“ U22“ B(I2) — t:['(‘)lgﬂ] 22Amc2+22(cos 1—-1)

Tim mdme dokédzanou platnost (3.2), z ¢ehoz plati i (2.10).

3.2 Maticovy rozklad

Nyni ndm hlavnim ndstrojem bude tvrzeni 20}
My tento rozklad aplikujeme na prostoru H & H = ¢> ® £? na operétorovou matici

0 cd”
D, —mc® = (C o _2ch) € B> & (%),

budeme poZadovat A ¢ o (=2mc?l) = {—2mc?}. Potom

Dy —me® - 1= (1[ cd™(-2mc* - /1)—111) (Sl(/l) 0 )( I 0

0 I 0 (=2mc? — DI)\(=2mc* = ) Ledt ]I) , 3.5)

kde S (1) = =1 — cd~(=2mc? — )~ cd* je jisté omezeny operitor.

Nasim cilem je ziskat podobny rozklad pro rezolventu posunutého Diracova operatoru. UvaZujme
tedy nadédle A € o (DC - mcz). Uzitim tvrzeni |5} tvrzeni a toho, Ze inverze diagondlni operdtorové
matice vznikne inverzi operatori na diagondle, ziskdvame maticovy rozklad rezolventy

-1 -1 -1
5 -1 I 0\ (S 0 I cd (=2mc* = )71
(De = me? = 1)~ = ((—2mc2 — ) ed” 1[) ( 0 (-2mc —/1)1[) (0 I )
_ I 0\ (ST 0 I cd 2mc* + )7 36)
“\em + )7 ledt 1 0 (=2mc*>-17'1J\0 I - G

Diskutujme nyni, Ze je rozklad proveden korektné, co se tyce volby A. 4 € o (DC - mcz) implikuje
pozadavek z tvrzeni 20| A ¢ o(D) = {-2mc?}, coZ plyne z podoby rezolventni mnoziny v (2.7). Také
rezolventa jisté existuje. Prvni a posledni operdtorovd matice v rozkladu (3.5)) i (3.6) jsou na zdkladé
tvrzeni [T9]bijekce nezavisle na volbé A.

S 0

0 (=2mc* -1
rovéa matice je diagonalni, pfi¢emz z volby A je jist& (—2mc? — A)I invertovatelny. Zbyva tedy zodpovédét,
kdy je invertovatelny operétor S {(1). Na to ndm také dava odpoveéd’ tvrzeni[20] konkrétné fakt, Ze

V rozkladu je dileZzita prostfedni matice ( ) respektive jeji inverze. Tato operato-

o(A)\ o(D) = (S 1),

pak je dle znaceni a definic z [5]

Q\ [o(A)\ o(D)] = [C\ (D] \ [o(A) \ o(D)] = o(A) \ o(D) = Q\ (1) = o(S 1),

kde Q = C\ o(D) ao(S1) = {1 € Q,§ je bijektivni}. Pak specidlné¢ dosazenim A = D, — me?,
D = —2mc?1, a faktem, Ze
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o(D) = 0'(—2mc21[€z) = {—2mc2} ¢ o(D, - mcz)

ziskdavame o(D,. — mc?) = o(S1).
Proved’me vsak i vlastni pozorovani.

Tvrzeni 24. A € o(D, — mc?) & existuje vSude definovany S 1‘1 () a je omezeny.

Diikaz tvrzeni[24)

2 2mc? ( 1 22 ) 2mc? ( 22 )

c
S =—S ata —a=-"1 [ ata—a- - -
1 2mc? + A 2mc? + A \2m 2mc? 2mc? + A 2mc?

e 2 * v 7z sz M7 z. r’d r’d . . .
Predfaktor 27%:?26+ - Je konecné nenulové ¢islo pro 4 # —2mc?, tim padem nemd vliv na existenci
a omezenost inverze. Operator Sl‘l(/l) existuje, je omezeny a vSude definovany pravé tehdy, kdyz je

splnéna podminka

2

A
A+
2

2
5 €o(H) =C\ [0,—], (3.7
nic m

coz odpovida

2mc*A+ A% € C\|0,4¢%].
UvaZujme A = a + ib, kde a, b € R. Pak
2mc*A + A2 = 2mcta+ a* — b + i(2mczb + 2ab) .

Je-li 3Q2mc*A + A%) = 2mc*b + 2ab # 0, jisté splnime podminku (3.7).
Je-li 32mc?A + A%) = 2b(mc? + a) = 0, jsou 2 moznosti. Bud'to a = —mc?, pak

2mcP A+ A% = —m?ct - b < 0,

odkud opét spliiujeme podminku (3.7), nebo b = 0 a vySetfujeme obor hodnot redlného polynomu.
Uvazujme tedy A € R, parabola p(1) = 2242mc* A = A(A+2me?) ma vrchol v bodé Ay = —mc?, vzhle-
dem ke kterému je symetrickd. Staci tedy vysSetfit, jakych hodnot nabyvé polynom p(A1) na polopiimce
A > —mc?, kdy je polynom ostie rostouct, tedy i prosty.
Ukéazeme, Zze podminka je splnéna prave tehdy, kdyZ volime

A€ oD, —mc*) =C\ ([—mc2 —cVm?c? + 4, —2mc2] U [O, cVm2c? +4 - mcz]),

tedy pravé tehdy, kdyZ existuje rezolventa posunutého diskrétniho Diracova operétoru, ¢imzZ tvrzeni do-
kdzeme. Nynf se soustiedime na polopiimku A > —mc?. Z monotonie p(1) tim padem stali ukazat, Ze
p(A) vycisleno v krajnich bodech intervalu [0, cVNm2c? +4 - mcz] presné sedi na krajni body intervalu
[0, 4¢?]. Lze se presvédEit vypoctem, Ze opravdu

p(0) =0,

peNm2® +4 —mc?) = (c Vm2c? +4 — mcz)

2

+ 2mc? (c Vm2c? +4 - mcz) = 4c2.



KAPITOLA 3. NERELATIVISTICKA LIMITA 34

Tvrzeni 24 ndm tedy fikd, Ze nutnd a postaCujici podminka na volbu A, aby byl rozklad z rovnice [5.]
korektni, je, Ze A musi byt z rezolventni mnoZiny posunutého diskrétniho Diracova operétoru.

Dile ukdZeme, Ze v rozkladu (3.6)) prvni a posledni operdtorovd matice pdjde limitng na B(¢? & %)
pro ¢ — oo k identité a prostiedni opertorova matice piijde k (H — 1)~! 0. Néslednou aplikaci tvrzeni
ziskdme kyZzenou konvergenci (2.10).

Z tvrzeni|l16|a omezenosti operdtoru d* mame

I 0\ (I 0
(2mc2+/1)-1cd+ I 0 I

— 00

< ||(2mc2 + D)7 led*

B(a(?) “B(fz)

_‘ 0 o)
Be) @mc? + )7 ledt 0

= )2m02+/l| ”d “B(fz) -

Stejné tak

= |m| Hd_”B(fz) =0

B(l2a(?)

I cd Q2mc* + )7} I 0
T o 1

Nakonec vySetfeme prostiedni operdtorovou matici v rozkladu

ST 0 4
( ‘0 (—2mcz—/l)_1]l)_(H_/D ®0

+ ||(—2mc2 - /1)_11[”3(52) )

<|si™" - H -2

1
B(l2@?) ”sz) i

kde chceme ukdzat, Ze pravé strana jde limitné k nule pro ¢ — oo. Pro druhy ¢len jisté plati
2 -1 _ C—)OO
”(_ch ]I”B(t’z) | 2mc2 /1|
Co se tyCe prvniho Clenu, upravme vyraz Sl‘l(/D — (H — )" wzitim prvni rezolventni formule z
tvrzeni [8l

2mc? -
STy -H-)'=——H-2] -H-!
C - H =) (MZM ) (H =)
-1
_ 2mc? + A H_/12mc2+/l CH-D!
2mc? 2mc?

_(]_1_/12111(:2+/l)_1_(H_/D_l+ (H_/l2mcz+/l)_1
- 2mc? 2mc? 2mc?
odkud je nésledujici odhad v operatorové normé
IS 10" = (H = D7,
1 _
|AZ’;,;;‘ /l| ||( — Aoy ||B([2) CH = 7o) + 52 ] |(H AZeLd)” ||B([2) .
Nasim cilem je tim paddem dokézat
’12’;106;/1 /l| H H - /12;1/:1(3/1 ||B(f2) ||(H - /l)_l “B({’z) + ’%;17| ‘(H /12727121(3/1) ||B(f2) C—)_+)oo 0. (38)

Musime ovéfit omezenost normy kazdé z rezolvent zavisejici na ¢, pficemZ v kontextu limity miizeme
. PR : < c UETI P 2 .
pro nase pohodli uvazovat c libovolné velké. Z toho, Ze limita obou vyrazl ’/12”“ T _ /l‘ a ’Lz| je 0,
2mc 2mc

pak budeme mit konvergenci S D —(H - D'kOov operatorové normé.
Z volby 1 € o (DC - mcz) je jisté (H — 2)~' omezeny, viude definovany operitor.
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Cc—00

Uvazujme tedy libovolné pevné 1 € o (DC - mcz). Je zfejmé, Ze A% — A. VyuZijme zndmého
faktu uvedeného napriklad v [1l], Ze rezolventni mnoZina je oteviend. Jisté tedy pro A € o(D, — mc?)
existuje néjaké oteviend koule, respektive r > 0 tak, ze B(4,2r) C o(D, — mc?). Vzdalenost A od spektra
je tim padem alesponi 2r. Nakonec pro ndmi volené A jisté existuje co > 0 takové, Ze pro Yc > c¢g je
A% € B(A4,r). Pro takovd c je tedy vzdélenost A% od spektra H alespoii r. Ze zndmé formule
pro normu rezolventy samosdruZeného operatoru uvedené napiiklad v [[7] plyne, Ze

<

N | =

~ 1
- 2222 e, = S s
nmc

P ;14 2 L . PR 1 v
Pro pevné A tedy ziskavame odhad normy rezolventy vyse pro ¢ > ¢o jako pevné Cislo . To vysveét-

luje limitu (3.8).
Celkem jsme dokdzali (2.10), pfic¢emz hlavnimi ndstroji ndm byly jistd tvrzeni o omezenych opera-
torech, odhady operdtorové normy a prvni rezolventni formule.

3.3 Supersymetrie

Posledni zpusob, kterym ziskdme konvergenci (2.10)), je zaloZen na poznatcich z [6]. Kli¢ové budou
algebraické vlastnosti diskrétni verze Diracova operétoru, jakoZto operdtorové matice. Diky nim totiZ
splnime pfedpoklady dulezitych tvrzeni v [6], ze kterych bude konvergence plynout.

V tvrzenich budeme uvazovat linedrni operatory na obecném Hilbertové prostoru #, respektive na
direktnim soucétu H @ H. Nasledovné se presvédcime, zda nas diskrétni Diractiv operator spliiuje poza-
dované vlastnosti.

Naésledujici definice z [6] zachycuji podstatné algebraické vlastnosti Diracova operatoru jakoZto ope-
ratorové matice.

Definice 12 (Superndboj). Necht’ Q € L(H & H). Pak Q je superndbojem vzhledem k T € L(H & H),
Jestlize

7(Dom(Q)) € Dom(Q),

70+ 07t =0.

Definice 13 (Diracdv operator se supersymetrii). Necht’ D, Q, M, € L(H & H). D nazveme Diracovym
operdtorem se supersymetrii, jestliZe md formu

D= Q0+ Mr, (3.9)
pricemz
1. Q je superndboj vzhledem k ,
2. M je pozitivni samosdruZeny operdtor, navic omezeny, tedy i vsude definovany,
3. M komutuje s Q, T
a jsou splnény ndsledujici podminky pro definicni obory operdtorii

M (Dom(Q)) c Dom(Q),
7 (Dom(M)) ¢ Dom(M).



KAPITOLA 3. NERELATIVISTICKA LIMITA 36

Poznamka. B. Thaller v kontextu nerelativistické limity ddle pracuje s Diracovym operdtorem tvaru
Ho(c) = cQ + Mc?t, (3.10)

kde ¢ > 0. Je ziejmé, Ze ndsobeni konstantou c, respektive ¢ na splnéni poZadavkii z definice m'c
nezméni, jak lze napriklad vidét v ditkazu ndsledujiciho tvrzeni.

Presvéd¢me se, Ze diskrétni Diracliv operator, ktery studujeme, je opravdu Diracliv operator se su-
persymetrii. V nasem piipadé je

(0 d 2(I 0 2
Dc—c(dJr 0)+mc (0 _]I)—CQ-i—MCT,

kde
0 d
Q_(d+ 0),
I 0
M""(o 1[)’

L= I 0
o -1)°
M je tedy pouze operdtor nasobeni klidovou hmotnosti a T pfipomind jednu z Pauliho matic, konkrétné

T = 03lp.

me* cd”

Tvrzeni 25. D, = (cd+ 2

) € B(£? ® €%) je Diraciiv operdtor se supersymetri.

Diikaz tvrzeni[23] Na§ diskrétni Diractiv operétor je definovany na prostoru £2 @ £2. Ackoliv v sobé jiz
obsahuje faktory ¢ jako v zépisu (3.10), zapiSeme jej pro ovéfeni vlastnosti supersymetrie ve tvaru z

rovnice (3.9).
D. = c(;r %) + mc? (g[) E)]I)’

kde pro zménu

0 d
Q=C(d+ O)’
_ 2L 0
M = mc (O 1)

69

Ovérme nejprve, Ze Q je supernabojem vzhledem k 7. Podminka na definicni obory je jist€ splnéna,
nebot’ Dom(Q) = £2. Podminka antikomutace je splnéna také, nebot’

Q+Q—10 0d‘+ 0 d7\(1 0)_ 0 d‘+ O—d‘_o
Lo —1)YNer o) TNt oflo —1) T Nar o) TN 0 )T
M = mc*(I®l) je jisté pozitivni, nebot’ m, ¢ > 0 a je to nasobek identity na £2@®¢2, je tedy hermitovsky.

Nakonec je zfejmé, Ze M komutuje s O, 7, nebot’ je to ndsobek identity, kterd komutuje s kazdym
operatorem na {2 @ 2. O
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Definujme pro dalsi tvrzeni nékolik operatori. P, respektive P_ jsou operdtorové matice, jedna se v
jistém smyslu o projekce na prvni, resp. druhou sloZku.

I o
P, = (O 0), (3.11)
00
P_ = (0 ]I)' (3.12)
Dile rezolventa operatoru Hy ., bude téméf ns limitni operétor pro rezolventu D, — mc?.
Hoeo = Ly 0*
,00 2

Pro takto zavedené operatory plati ndsledujici tvrzeni z [6].

Tvrzeni 26. Necht’ Hy(c) = ¢cQ + Mc>t je Diraciiv operdtor se supersymetrii. Pak pro kazdé A € C\ R
plati

Ho(c) T M — 1)
( )
-1

1
MO+ /1)) (1[ olF Z—CZM—uZ(iHO,w —)| (FHpw -7

(p. L)
I )

Tvrzeni 27. Tvrzeni|26\md za diisledek konvergenci rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operd-
toru.

Diikaz tvrzeni[27] PresvédEme se o platnosti tvrzeni dosazenim operatord, které zkoumame.

HO(C)zDC’
Mczzmcz,
1 _12_151‘(1“r 01\ _
Hoew =5M°0Q _%( 0 d+d—)‘H®H’

kde H je diskrétni Laplacetiv operator. Potom

(DC Fmc? - /l)_l

1 0 cd It - B
_(Piiw((chr O)+/I))(]I@H+2mcz(iH®H—/l)) (+H®H - )"

Chceme zkoumat limitu pro ¢ — oo. VyuZijeme opét tvrzeni 4, Chceme dokdzat, Ze v prostoru

B(t* @ (%) je
1 0 cd” c—00
(P+i2mc2 ((cd+ 0 )+/l))—)P+,

2

-1
2 oo
(]1@1112 (J_rHeaH—/l)) SielL

mc?

Prvni z konvergenci je jednoduché ovéfit za pomoci tvrzeni[I6a trojihelnikové nerovnosti. Plati totiZ
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1
2mc?

%)

o)

1
< —
2mc

0 cd
sl 54
2me? \\ ed™ 0 Bt

< ||d+”3(52) + ||d_||B({’2) + |/l| 220
2me 2mc?

B(l*at?) B(l*a?)

Co se tyce druhé konvergence, z tvrzeni [/} které miZeme pro dost velka ¢ > 0 uZit, ziskdme

H(]IEBI Tyl (tHoH - ,1))_1 - I[GBI[H = Hz;‘;] (+55 cHoH - ﬂ))kH

B(2®?) B(2a(?)
<|-2||eHoH -2 1= |2 |lsHe H-2 e
—|W “i ©H - “3(52@52)( ~ |3 ”i ©H - ”3(52@62)) -
Celkem
-1
_ 2 -1 ¢c—>o0 H- 2 0
(Dc+mc —/l) —>P+( 0 Hoa -
Speciélné

(Dc_mcz_/l)—l T 1 ((H—A)—l o)’

am\ 0 0
coz presné odpovida (2.10).
Naopak

2 -1 ¢c>x L 0 0

odkud je vidét symetrie nasi tlohy vySetfovani konvergence rezolventy D, vici pficteni ¢i odecten{
klidové energie mc?. O



Kapitola 4

Tayloruv rozvoj rezolventy

V této kapitole budeme hledat rozvoj rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operatoru. VyuZi-
jeme nasf predchozi prace, predevsim tedy vztahu unitarné sdruZenych operatori z B(€>®(?) a B(L>*®L?),
kdy Tayloriv rozvoj nejprve provedeme pro rezolventu D, € B(L> & L?) a poté zjistime, jak vypada ky-
7eny Taylortiv rozvoj unitdrné sdruzené rezolventy D, € B(£*> @ ¢?). Konkrétné je nasim cilem ziskat na
okoli 1/¢ = 0 rozvoj

(De=m1-2)" =(H- " @0+ i Cix

n=1

Zkoumejme tedy operdtor D.. Nyni jiZ vime, Ze rezolventa operdtoru D, v operatorové normé kon-
verguje k operdtoru (H — 1)~! @ 0. Zabyvejme se otdzkou, jak rychld ona konvergence je. Chtéli bychom
na okoli 1/c = 0 ziskat rozvoj

(D — )" =(H—A)_1®O+Zc—lnxn (4.1)
n=1

v prostoru B(L?> & L?). Toto okoli se bude ligit v zdvislosti na A. Clen s faktorem Lio by jisté mél byt prave
limitni operator (H — 1)~ @ 0.

Pfi hledédni matic X; budeme postupovat tak, Ze nejdiive je najdeme jako kandiddty pomoci Taylorova
rozvoje jednotlivych funkci prislusnych prvkd operatorové matice. Poté ovéfime, zda jsme nasli spravné
kandidaty konvergenci v operatorové norme.

Prvky matice (D, — A)~! miiZeme pomoci substituce € = % prepsat nasledovné

A2+2Amc2+2c%(cos t-1)  A2+42Amc?+2c2(cos t—1) A22[+2(Am+cost—1)  A%[c2+2(Am+cost—1)
ic(ef’=1) 1 i(e"-1)/c -21/c?
2242Aamc2+2c2(cost—1)  A242Amc2+2c¢2(cos t—1) 22/2+2(Am+cost—1)  A2/c2+2(Am+cost—1)

—2m—Ae? i(1-e~)e

_ | 2e2+2(Am+cost—1)  A2e2+2(Am+cost—1) | _ St S

- ile’~De —Ae’ S Sx)
A2e2+2(Am+cost—1)  A2e€2+2(Am+cost—1)

( —2mc?-1 ic(1—e™™) } [ —2m-2A/c? i(1—e ) /c

Proved’me nyni pro kazdou slozku TaylorGv rozvoj v proménné €. Pro prehlednost rozvoje si pomiiZzeme

39
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substitucemi. Za¢néme se ¢lenem S 11

M
K=-1, L=-2m, M =2 N =2(m+cost—1), Ve € =x,

g —2m — A€ Ke+L _K £ %_K+(L K) 1
m R 2(m+cosi—1) ME+N M %52+1_M N M)1+x
K
B S bels

+00 H
AMN .
- _ = —1)/ (_) 2j
N M)Z( "\w) €
— -2 . 2 I
= - + m + = Z(—I)J A €
(Am +cost—1) 2(Am+cost—1) A = 2(Am +cost—1)
— _ > ] 2 i
_ m N cost—1 Z(_l)‘/ A
(Am+cost—1) A(Am +cost—1) = 2(Am +

J
2j
— 1)) . (4.2)

Rozvoj ¢leni S 15 a So; provedeme nardz s podobnymi substitucemi

i(1—e ™, M =2, N=2m+cost—1),
S = i(1 —e e _ %e _F =
2T 2 i 2(mrcost—1)

Me2+1 N Z( 1)]( )
i(1-—ee O

. 2 I
= 1)/ 2j
= 2(m +cost— 1) ;( ) (2(/lm+c0st— 1)) ¢

(4.3)
YN 1 T ) /12 J )
S = i(e" — 1)e (-1) &2 (4.4)
2(Am +cost—1) P 2(Am +cost—1)
A nakonec ¢len S, pii uZiti substituci z (4.2)
—1€? Ké? K, 1
Sn="73 Y TN M
e +2(Adm+cost—1) Me*+N N N62+1
-1 : 2
- -p!
2(Am +cost—1) =

j-1
2, 4.5
2(/lm+cost—1)) ¢ (43)
Nyni zndme podobu na kandidaty matic X; v rozvoji. MiiZeme pozorovat, Ze diagondlni Cleny S 1
a Sy jsou netrividlni pravé pro sudé indexy j. Naopak Cleny S1» a S; jsou netrividlni pravé pro li-
konvergence.

ché indexy j. Navic lze vidét, Ze absolutni ¢len pfesné sedi na operator, jak jsme ocekdvali z vySetfeni

XO:(H—A)‘1€BO:(— 0

1—cost—mA
0 o)’

4.6)
cost—1 22 J
Xz L (/l(/lm+cos t—l)) (2(/lm+c0s t—l)) 0 ) 1] (4 7)
I -1 -2 U '
0 2(Am+cos t—1) ( 2(Am+cost—1) )
0 i(1=¢=ity ( 2 )j
— 2(A t—1) \ 2(4 t—1
Xopjy1 = iei'-1) e ; (Am+cos—1) 0( m+cost—1) (4.8)
2(Am+cost—1) (2(/lm+cos t—1) )
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Chceme ovéfit, Zze jsme kandidéty vybrali spravné. Cilem je ukazat rovnost (.1)), kde na pravé strané
je vlastné limita v podob€ nekonecné sumy, tedy jinak feCeno ovéfujeme, zda na kladném okoli € = 0,
z4visejicim na A, plati v prostoru B(L> ® L?) rozvoj

N
H-)"'®0+ Ze"Xn

n=1

D, -)'=

’

lim
N—o+oo

tedy

||(Dé -7 = lim (H-D 100+ 3N €X,)

B(L?®L?)
— 1; _n-1l_ _ -1 N n _
= lim o -7 = (E-D" @0+ T e'x,) I 4.9)
Ukazme, Ze vyraz, ze kterého déldme limitu v @9) presné sedf na vyraz ||M — Mpv|| (2er2 2 diikazu

tvrzeni [18] Tim bude kyZena rovnost dokdzéna, nebot’ ze znéni tvrzeni [18 bude plynout, Ze pro n&jaké
G, L > 0 plati

Jim o1 -7 - (E-D"e0+2), Ean)HB(LZ@LZ) < 1im 2LV V! = 0,
kde posledni rovnost plati pro € < L~!. Jak jiz bylo zminéno, okoli 1/c = 0 zavisi na A a pravé zde
miZeme vidét divod. Konstanta L totiZ bude vznikat odhadovanim jistych funkci, které vSak zavisi na
A, coZz miize a bude odhady ovliviiovat. V jistém smyslu bychom tedy mohli psat L = L(Q).

Jinak feCeno, je nutné ovéfit, Ze operdtorovd matice (D; — A)~! spliiuje predpoklady tvrzeni
presnéji, Ze vSechny prvky této operatorové matice spliuji pfefdpoklady tvrzeni

Piedpoklad, Ze funkce z prvkii operatorové matice (D1 — A)~! lze rozvinout do fady, je jisté splnén,
nebot’ rozvoje jsme presné napocitali v rovnicich (.2)) az @]} Zbyva nam se presveédcit, Ze pro vSechny
Ctyfi prvky v operatorové matici X, tj. pro vSechny Ctyfi operdtory ndsobeni funkci f; odpovidajici
prvkdm matic z rovnic (4.6) az (@.8) plati

(3G,L > 0) (Hfj||B(L2) = |7l < éLj)‘

Poznamenejme, Ze pti vySetiovani odhadli norem operator nasobeni budeme uZivat opakované uZivat
tvrzeni [T}
Zacénéme operdtorovou matici s indexem 0

| —m___
Xo=(H=-A)"'"®0= 1—cos t—-mA .
0=( ) 0 0
Operitory nasobeni nulou, které se mimochodem budou objevovat i v maticich X5; a X511 jsou jisté
omezené, maji nulovou normu. Levy horni prvek v operatorové matici lze v normé odhadnout
m oA

”mnmﬂ) = t:[’:ilz)ﬂ] |ﬁ| & GL’, (4.10)

kde G = 2 a odhad jmenovatele jsme provedli stejné jako v (3.3), kde je podrobnéji popsdno hledani
konstanty K.
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Pokracujme matici s indexem 2 j, hleddme tedy odhady pro normy operétori nasobeni ve tvaru GL?/.

Xpj = (/l(/lf(;l(fcto_sllfl))(Z(Am;éljstfl))j 0 ‘ 1J
— 2 1)
0 2(/lm+c/(l)s =1) (2(/lm+élos z—1))
odkud
cost—1 Q2 J 2 |/12| / 2 |/l| 2 Ar2)
tes[(l)lgﬂ] (/l(/lm+cost—]))(2(/lm+cost—l)) | < W( 2K T W \/ﬁ =GLY, 4.11)
zdeG =2 al = ﬂ
ST vk
Déle
; ] (e Iﬂl M
tes[&gﬂ] 2(/1m+c/(l)st—l) (2(/lm+£st—1)) ’ Sox 2K (ZK) |/l| ——| =61%, “4.12)

A A
kdeG=ﬁaopétL=\‘/TiK.

Nakonec naleznéme horni odhad pro operdtorovou matici s indexem 2j + 1, hleddme tedy odhady
pro normy operatorti ndsobeni ve tvaru GL>/*!,

0 i(1-e™™) ( 22 )J’
Xoig = . 2(Adm+cost=1) \ 2(Am+cos t-1)
2j+1 = i(e”—l) 22 J ’
0
2(Am+cost—1) ( 2(Am+cost—1) )
odkud
-1 2j+1
o ; A2 A A .
sup i(1-e™) ( —22 )J| < — | ' - | ' | ‘ :GL2j+1, (413)
1€[0.27] 2(Am+cost—1) \ 2(Am+cost—1) 2K \/ﬁ( \/ﬁ(

kde G = 2 a opét mame stejné L = ﬂ
VK| 2K

Nakonec naprosto stejnymi konstantami G, L 1ze odhadnout

P
i(e''—1) 22 ' | 2/+1
tES[(l)l’Iz)ﬂ] 2(Am+cos t—1) (2(/lm+cost 1)) | ( ) L (.14
Poznamenejme, Ze omezovaci konstanta L je ve vSech odhadech (#.1T)), @.12), @.13) a (4.14) stejna.
Do tvrzeni |18 bereme L = ' ‘ a konstantu G vét§i nez viechny G z odhadd (@.10) az [@.14), jisté lze

brat

mo2 1 V2
KWkl VK
Do tvrzeni [T8] respektive tvrzeni[I7]jsme tedy naSli omezovaci konstanty pro vSechny prvky mati-

cového rozvoje. Konstantu L jsme nasli stejnou pro vSechny Ctyfi prvky operatorové matice. Tim padem
padem vyraz, ze kterého déldme limitu v (4.9) opravdu sedi na HM — Mg N” Ber2) 2 tvrzeni
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Nezapometime, Ze jsme rozvoj udélali v prostoru B(L> & L?), ale nds zajimé predeviim vySetieni
asymptotiky v prostoru B(£? @ £?). Z rozvoje

- 1
D - =@H-"! EBO+Z—X,, (4.15)
€ Cl’l
n=1
dostaneme rozvoj puvodni rezolventy
-1 _ 1
(De-mc®1-2)" =(H - 1@0+Zc—nxn
n=1

prevedenim ([@.15)) do piivodniho prostoru B(£? & (%) pomoci obloZeni operdtory U™ @ U~! zlevaa U U
zprava. Zajima nés tedy predpis pro

X,=U"'eU'X,UsU.
Nadale nékolikrat vyuZzijeme otoCeni rovnic (2.3)), (2.4), 2.5) a (3.1), odkud vime, Ze
Udtu" = —ie" - 1),
Ud U™ = —i(1 - ™),

-1 1 —cost
vHU ' = 2%
m
UH-)"'U! = m

1—cost—mA’

Opét musime piipad pro sudé a liché indexy vyftesit zvI4st’.
X0 =U"'oU 'XUaU

= v (/l(’l’:’(:'scto_slf—l)) (Z(Am;c/ﬁs t—l))j U 0 . |
0 U-! -2 ( 2 )]—1 U

2(Am+cost—1)

2(Am+cost—1)

_1 cost—1 -2 / U=y m(1l — cost) -2 ! U
AAdm +cost—1)J\2(Adm + cost— 1) a Am(1l — Am — cost) J\2(Am + cost — 1)

_1 4 /12 _1]
_/_l(H_/l) H(%(H—/l) ) ;

-2 2 s 22 o
Ut U= -—H-)"'—H-17"
2(Am +cost—1) (2(/lm+cost—1)) 2m( ) (2m( ) )
z ¢ehoZz ziskavame
- = (- : w0
20 = 1 S 1y '
0 A (H = )7 (4 H - 7)
X2j+1 =U's U_1X2j+1U€9 U
—1__i(l=e™ Y
— [ 0 ) U 2(/llm+ceos t—1) (2(/1m+cos t—l)) U]
-1__ie"-1) -2 J ’
U 2(1121-?—005 t—1) (2(/1m+cos t—l)) U 0
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jU—d’l H-)! ’le ﬂ’lj
fuasbon o (L)

L i(1=e -2
2(Am +cost — 1) \2(Am + cost — 1)

J

22 J 1 | 2 .
(2(/lm+cost—1)) U=d %(H—/U (%(H—/l) ) ,

et =1)
2(Am +cost—1)

kde jsme navic pouZili rovnice 2.3]a[2.4]a odkud

0 a5t (H - (L - )71
X2js1 = [ 1 -1(2 1\ ) : (Zm( ) ) ) (4.17)
d*s=(H = )7 (&H - 17 0



Kapitola 5
Pridani potencialu

5.1 Zavedeni potencialu a uZiti rozkladu z tvrzeni

V této Casti budeme zkoumat rezolventu operatoru, ktery vznikne tak, Ze ke kazdému prvku matico-
vého operdtoru D, — mc? piiéteme operator Vij € B(£?). Ozna¢me V maticovy operator

Vit Vo )
V= € B({” @ ¢°),
(V21 sz) ( )

ktery budeme také nazyvat potencidl nebo porucha.
Tato kapitola bude opét zaloZend na maticovém rozkladu z tvrzeni[20] které aplikujeme na maticovy
operator

Dc—mcz+V:( Vi cd” + V2 )

cd® + Vo1 —2I”l’lC2 + Vo
Pak pro 4 ¢ o (=2mc? + Vi)

D.—mc*+V—-A=

(T (cd™ + Vi) ((=2mc® = 1) + Vaa )71 ($1(D) 0 y
o I 0 (=2mc* =)+ Vn

I 0
X (((—chz -+ sz)‘l (cd*Vay) 11]’

A -1
kdeS1( )=V —A- (Cd_ + V12) (sz - (2)’)’16’2 + /l)) (Cd+ + Vz]).
Tuto operdtorovou matici nyni invertujeme za pomoci tvrzeni (3)) a (19).

(Dc —mc* + V—/l)_l =

I 0 5’1_1(/1) 0
- ((—2mc2 -+ ng)_l (cd* + V) 1 0 ((—ch2 -+ sz)_l 8

y ((1; —(cd™ + Vip) ((~2me® - ) + sz)_l]. (5.1)
I

45
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5.2 Korektnost rozkladu

Diskutujme nyni opét volbu A, pro kterou je rozklad (5.I) proveden korektné. Neziskame vSak tak
elegantni podminku na A jako v tvrzeni [24] nebude ndm tedy stacit A € o(D, — mc? + V).

Jak jsme jiZ zminili, z tvrzeni[20|nutné A ¢ o (=2mc? + V), coz také zafizuje omezenost S (), navic
budeme v této podkapitole Casto pracovat se zlomkem m, predpokladejme tedy navic i A # —2mc?,
coz je pro libovolné a pevné A splnéno, vezmeme-li dostate¢né velké ¢ > 0.

Stejné jako v kapitole z tvrzeni 5] a[19] plyne, Ze prvni a posledni matice z rozkladu (5.1)) jsou
bijekce. Prvni omezeni je, Ze A musi byt z rezolventni mnoZiny o (Dc —mc? + V). Dalsi omezeni plyne z
toho, Ze musi existovat v§ude definovand, omezend inverze prostiedni matice z rozkladu (5.1)), tim padem

musi existovat

{S;‘w 0

2 2
0 ((-2m -2+ sz)_l) cBE L.

Zameéime se na existenci inverze operatoru ((—2mc2 -+ sz).

1
2 _ 2
((—2mc ~ )+ V22) = (=2mc* - 1) (]1 - m‘/zz)

Uvazujme fixni A. Vzhledem k tomu, Ze budeme zkoumat limitu ¢ — +oo, pro dost velkd ¢ > 0 lze

na operator (]I - mvzz) uzit tvrzeni [7, odkud existuje omezend inverze operitoru (]I - chl—m sz).

Celkem pak pro dost velkd ¢ > 0
3 -1
© 2me2 + Q)

Zbyva otdzka, kdy existuje omezend a vSude definovand inverze operatoru

-1 1 -
((=2mc® = ) + Vo) (1[ ol v /lez) € B> o).

1) = Vi = A= (ed™ + Vi) (Vo = @m® + D) (ed* + Vay).

PomitiZze ndim opét dodatek v tvrzeni 7e o(A) \ o(D) = g(S1), odkud stejné jako v podkapitole
ziskdvame

o(De — mc* + V) \ o(=2mc* + Vap) = o(81(2)),

kde o(S (1)) = {1 € C\ o1(=2mc? + V), S je bijekce na £2}.

JelikoZ z tvaru operétoru S 1 (1) nelze jednoduse presné uréit spektrum napiiklad pomoc teorie Lau-
rentovych operatord, potiebujeme alespon postacujici podminku pro volbu 4, aby byl rozklad rezolventy
posunutého diskrétniho Diracova operatoru s poruchou pomoci Schurova dopliiku proveden korektné.

Tvrzeni 28. Pokud A € C spliiuje |1 > ||V11||B([2) + % + 1, pak dco > O tak, Ze Ve > coje A € Q(§ 1(AD).

-1
Diikaz tvrzeni[28] PrepiSme nejdiive operator (V22 - 2mc* + /I)I[) tak, aby se ndm s nim lépe praco-
valo. Z tvrzeni |/} jehoz pfedpoklady jsou splnény od jistého ¢y > 0 pro V¢ > cp, ziskdvame

-1 +00 k
-1 -1 1 -1 1
Vay — @mc? + DI) = I- 1% = 1%
( 2~ (2me )) 2mc2+/l( 2mc? + A 22) 2m02+/l(2(2m02+/1 22)]

k=0
1 +00 1 k
S——— N (N
2mc2+/l[ k:1(2mcz+/l 22)}
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navic
k « 1 2mc? + A
“Z sz H < (— ||V22“ 2 ) = <
Vyraz _ Pmeva jde totiZ limitné pro ¢ — +oo k jedné, jisté tim padem existuje c¢; > 0 tak, Ze pro
Rme2+21-{| V|

B(?)

viechna ¢ > max{cy, ¢} Ize normu operatoru vyse odhadnout napiiklad &islem 2. Slo by viak misto &isla

2 volit libovolnou konstantou vétsi nez 1. Mame tedy odhad normy operatoru nezavisly na c.
Poznamenejme, Ze pro dostateéné velkd ¢ > max{cy, c;} z naSeho dosavadniho pozorovani specidlné

plyne i

2

[(v22 = 2me + 21) ) < P ]

Oznacime-li opét pro ¢ > max{co, ¢}

+00 k
1
Pe(D) = Z (mvzz) ,

k=1
2 _
”PC(/D“B(ﬂ) < 2me® + A ||V22HB(52) = 0(c™), (5.2)
muiZeme psat
2 -1 -1
(V2 = @mc® + 1)) = T I+ P.(). (5.3)

Potom

A 1 1
S](/l) =Vi-A+ — (Cd_ + V12) (]I + PC(/D) (Cd+ + Vz]) =Vi—-A4+ —d d"+
2mc? + A 2m
2

b AP+ ——— (d Va1 + Vind" + d Po(D)Va1 + ViaPo(Dd*) +

2mc? + A 2me? + 2
1 A
+ ———— (ViaVoy + VoPe(D)Vay) - ——————d d*.
ez + g V12V + ViPe(DVar) M+ D

Jeliko? je diky nerovnosti (5.2)

&P

l|2mcz+/1 B2 |2m22+/1 ||d_||3(52) HPC(/D”B(KZ) ||d+||3(52) - 0(6_2),

muZeme oznacit

A C C
Pl) = ——d P(N)d" + ————— (d" V. Vipdt + d"P.(D)V. ViaPo(Dd*
@ 2me? + A @) +2mc2+/l( 21+ Viad + (DVa1 + ViaPe(Dd™) +

1 A
+ ———— (VioVoy + VoPe(D)Vay) - ——————d~d*,
2mc2+/l( 12V21 + V2P (D V21) ImOm +



KAPITOLA 5. PRIDANI POTENCIALU 48

pricemz [|Pe() 5 ) = O™
Celkem pro 4 # 0

. R 1 1. 1,
1) = Vin = 2+ H+ Pe) = =L = SViy = ~H - ZSDC(/t)).

Nyni bychom chtéli vyuZit tvrzeni [/} z ¢ehoZ budou plynout nase poZadavky na A. Nenulovy pevny
predfaktor —A na invertibilité nic neméni. Poznamenejme, Ze ||Pc(/l)|| B = O(c™") implikuje existenci

konstanty L > 0 tak, Ze H‘)’bc(/l)” B2 = 1? Postacujici podminkou ndm tedy bude

A 1 2 L
Pl = (Wil + 2+ ) < 1.

N 1
“%Vll +3H + %7)0(’1)”3(52) < ] (”V“”B(ﬂ) + ||H||B([2) + c

kde konstanta L je urena asymptotickym chovanim ||¢C(/l)|| B Vezmeme-li vSak libovolné malé € > 0,

v kontextu limity pro dostatecné velkd ¢ > 0 miZeme % nahradit €. My volime € = 1, z ¢ehoZ plyne
podminka pro velikost A v podobé

2
1> (Vi oy + ~+1.

5.3 VySetreni konvergence rezolventy s poruchou

Zacnéme s vySetfovanim konvergence rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operatoru s po-
ruchou. A volime tak, aby byl splnén pfedpoklad tvrzeni |28 tedy |4]| > “V1 I H Bt % + 1. Pfesvéd¢me se,
Ze prvni a posledni matice z rozkladu (5.1)) konverguji K T® I v operdtorové normé. Nejprve vyuZijeme
tvrzeni|16| déle na sloZeny operator v normé aplikujeme tvrzeni 3|a trojihelnikovou nerovnost.

I 0 I 0
- ((—2mc2 -+ sz)_l (Cd+ + Vz]) I - (0 ]I)

=< l(2me -0+ va) |

B(l*®(?)

< ||_ ((_chl ~ D+ sz)_l (Cd+ + VZI)H ||(Cd+ + V21)“B([2)

B B(@)
i |2mc—i+/l| (- mvﬂ)_lngwa (el g+ 1Valye) = 0 oY
A stejné
H(}I —(cd™ + V1) ((—ch2 -+ V22))_1) _ (]I 0)
0 I 01 B(ar?)

< “(cd’ +Vi2) ((—2””02 -+ VZZ))_IHB(ZZ)

= “(Cd_ + VlZ)”B(fZ)

1 Cc—00

< .'chz T /ll (C ||d_||B([2) + ||V12||B(€2)) H(]I _ mvzz)_l"g(@) — 0. (5.5

((—2mc2 —A+ VZZ)_I “B(ﬁ)
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1
T 2mc+A
+. TaktéZz d*, d~, Vi, Vo1 jsou omezené
'ch + /l‘
one¢nd. Dohromady jdou limitné vyrazy z (5.4) a (5.3) pro ¢ — oo k

S d v . . . A B v z _1 O v 4 v
Pfi vypoctu obou limit jsme vyuZili, Ze normu operdtoru (I[ ng) miiZzeme pro dostatecné

velka ¢ > 0 z dikazu tvrzeni odhadnout vyrazem
y

operatory, jejich norma je ted
nule.
Zbyva vysetrit, k jaké operatorové matici konverguje v operatorové norme¢ operatorova matice

ST 0
0 ((<2m-D+Va) )

Jediny nenulovy prvek limitni operatorové matice bude ziejmé ten prvni, nebot’ jak jsme jiz vySetfili,

norma operatoru ((—2mc2 -+ ng)_l jde limitné k nule. Z podoby operatoru
1) = Vit = A= (ed™ + Via) (Vo = @m® + ) (ed* + Vi),
respektive jeho inverze
ST = (V1 L= A= (cd +Vi2)(Vaz - 2mc + D) (cd* + \/21))_l

Ize olekavat, Ze Cleny V1 a A zistanou i v limitnim operatoru lim S (1), respektive v inverzi lim S 1‘1(/1)
c—00 c—00

zachovany. Ddle miiZeme ocekavat, Ze diky faktortim ¢ z vyrazu
-1
- (Cd_ + V12) (V22 - 2mC2 - /1) (CdJr + V21)

v limitnich operatorech zbude pouze ﬁd‘cfr =H
Ovérme nasi predikei, zda

Cc—00

1$1C) = (H + Viy = V)| o) — O (5.6)

Plati

4 _ ) -1,
Sl(/l)—(H+ V]l—/l)=V11—/l—(Cd +V12)(V22—(2mc +/l)) (Cd +V21)—(H+ V11—/l)
= - (cd_ + Vlz) (V22 - (2m02 + /l))_1 (Cd+ + V21) -H

= (cd™ +Vi2) ———— [+ Po() (cd" + Vo) — H
(2mc?

cc+ A)
2mc? 1
= g Hi(ed 4 Via) ———— (Po() (cd” + Vo) +
Qme + 1) (ed™+ Vi) Gy gy P (ed” + V)
——— ((cd™ + V12) V; Viz (cd™ + Vay)),
om0 ((cd™ + Vi2) Var + Viz (cd™ + V21))

kdy jsme vyuzili rovnosti (5.3), ve které je ¢len ||SDC(/1)|| B = O(c™?). Z toho ziskdvame
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HSI(/D —(H+ Vi - ’D”B(fz) < ’m| ||H||B(€2) +
N (C ”d7”B([2) + ||V‘2”B(f2)) (C ||d+||3(€2) + “V21||B(€2))
|2mc2 + /l’

N (C ||d_||B(t’2) + ||V12||B(£’2)) “V21”B({2) + ||V12”B([2) (C ||d+||3(£2) + ||V21||B(£2))
'chz + /l|

[Pe e, +

>

z ¢ehoz je platnost limity (5.6) zfejm4, nebot’ vSechny 3 ¢leny v nerovnosti jdou k nule alespoii jako %
Nyni se zaméfme na vySetfeni hlavni limity v operdtorové normé, kterou chceme v rdmci této pod-
kapitoly ziskat, a to

(ﬁflw 0 _1)_((H+V11 — ! 0) s 57
0 ((-2mc® -2+ V) 0 .
Opét mizeme uZit nerovnost z tvrzeni
( T 0 _l)_((H+ Vii =) o)
( 2m02 — /l) + sz) 0 Blar?)
<[871C0 = (H + Vir = 07 o, + (=2 = )+ Vi) sz
A — 1
< 871 ~ (H + Vi = 07|y + —| T |- sz v2) e

kde druhy vyraz jde jako pfi vySetfovani v rovnicich (5.4) a (5.5) limitné k nule pro ¢ — co.
Pro platnost limity (5.7) zbyva pouze dokézat, zda

c—00
H O

61 -1
IST'C) = H + Vi = D7 g0,
coZ bychom chtéli ziskat z tvrzeni které hovorii pravé o konvergenci inverznich operatord v opera-
torové normé. Pfedpoklady tohoto tvrzeni opravdu spliiujeme, protoZe mame limitu (3.6)) a predpoklad

: 5 -1 2 X X 2 ,
existence operitoru (H + Vi1 — )~ € B({“) je splnén diky volbé |1| > ||V11H B + = + 1, nebot’ diky
této nerovnosti je jisté A v rezolventni mnoziné operatoru H + Vy;. Pokladame € = % Z casti tvrzeni
o rychlosti konvergence navic vime, Ze operator S Il(/l) — (H + Vi1 — )~ v operitorové normé piijde
limitn& k 0 jako 1.

. . . -1 . v . . .
Celkem jsme v rozkladu operatorové matice (Dc —mc?+V - /l) na sloZeni tf{ operdtorovych matic

dokézali, Ze prvni a posledni matice jdou v B(¢? @ £?) limitné pro ¢ — oo k identitdm a prostfedni matice
jde limitn& proc —» cok (H+ Vi1 =)' @0.Z tvrzenfplyne, Ze jsme ziskali

-1 ¢—>o0

(Dc—m(:2+V—/l) S H+V-)'e0 vB({e ).

Vit Viz

V limitni operatorové matici z ptivodniho potencidlu V =
Vai Va

) € B({*®(?) zbude pouze Vi, € B({?).
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5.4 Tayloruv rozvoj rezolventy posunutého Diracova operatoru s poru-
chou

Jako posledni bychom chtéli ziskat néjakou informaci o tom, jak vypadd Tayloriiv rozvoj rezolventy
posunutého diskrétniho Diracova operdtoru s poruchou, popiipadé zda vibec takovy rozvoj existuje.
PoslouZi ndm tvrzeni z kapitoly 6.1.3 v [6]], kterd ndm fikaji, Ze takovy rozvoj udélat 1ze, uvazujeme-li
specidlni typ potencidlu.

B. Thaller v [6]] uvazuje na prostoru H & H Diracliv operdtor s poruchou, ktery oznacime

H(c)=D+YV, (5.8)

kde D je Diracliv operdtor se supersymetrii tak, jako je zaveden v Definici Ve LHeH) ije
symetricky na Dom(Q), 7V = VT na Dom(Q) apro ¥V f € H & H, néjaké 0 < a, b < oo plati

vl < alles+2lr]- (5.9)

My pro zjednoduseni nékterych dikazi zesilime predpoklady na Q,V,7 € B(H & H). Omezenost
téchto operatord bude navic sedét na nastaveni s nasim diskrétnim Diracovym operatorem. Dale budeme
uvazovat, Ze M = m > 0 je pravé nase konstanta klidové hmotnosti.

Nasledujici tvrzeni z [6], na kterém je zaloZena tato podkapitola ndm fika. Ze rezolventu obecného
Diracova operatoru se supersymetrii a s vhodné volenou poruchou lze zapsat jako slozeni tif riznych
operdtorovych matic, které majif pfiznivé vlastnosti pro rozvedeni to Taylorova rozvoje. Uved me ho pro
uplnost i s dikazem.

Tvrzeni 29. Necht’ H(c) je supersymetricky Diraciiv operdtor s poruchou tak, jako jsme ho zavedli v|5.8]
véetné navazujiciho komentdre. Pak pro A € C\ R je

1
(H(c)— Mc* — 1)) = (P+ + CzQAij )K(C_z) (1 + Cl—zvc%r K(c_z)) , (5.10)

kde P, bereme jako v[3.11]a

1 -! 2 -
K(c™) = (Hoo - 1- /12) = (1 - Roo) Re,

2Mc? 2Mc?
1 0’
Ro=Hw—-A)", H, = — + VP,.
( ) M +
Diikaz tvrzeni[29 Definujeme
2 2\~
A
KO = Q_ - - 5
2M 2Mc?

Ay =cQ+2MA3P, + 2,
kde pro A_ z diikazu tvrzeni 6.1 v [6] plati identita

A
ATl = —K,.
- T oame™?

(5.11)
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Potom dosazenim za A_ z identity [5.11]

() - M=) = (cO+PMr-ME+V-2) " = A+ V)" = A (1+va)”
1

K(]I+VA K)_l—(P +CQ+A)K (H+VPK+VCQMK)
T oM ome2 ) T\ oy )70 +R0 M2 0
@ (p., Q+4 ) _( cQ+ )‘1

Pt LA e e vek (14 v A K VLK ,

( STy o +Ko) M o +Ko)~

kdy dosazenim

Ko(1+VP.Ko) " = (Ky' +VP,) ' = o LA
0 +R0 0 * M 2Mc?

-1 | -1
+ VP+) = (Hoo Y ) = K(c™)
(5.12)

ziskdme kyZené tvrzeni. Zbyva ovéfit korektnost kroku, kdy v rovnosti (a) "vytykdme"a pak invertujeme
operator I + VP, K.

2

2Mc?

-1
K™ = (1 - Roo) Re,

kde diky volbé 4 € C\ R je jist€ R, jakoZto rezolventa samosdruZeného operatoru (ktery ma jako
defini¢ni obor celé H & H), omezeny operator bijektivni z H & H do H & H a pro dost velkd ¢ > 0 je z

tvrzeni i K(c™?) omezend, viude definovand bijekce z H @ H do H @ H. Stejny argument lze pouZit
5 -1
pro Ky a rezolventu samosdruZeného operatoru (ZQ_M - /l) , Z ¢ehoz opét z tvrzeni [7| plyne stejny zaver.

Operiator Ky je omezena bijekce z H & H do H @ H, pak z rovnosti
Ky' T+ VPiKo) ™' = K(c™?)

je nutné (I + VP, Ko)~' bijekce z H & H do H & H. O
Disledek tohoto tvrzeni dle [6] je , Ze miZeme ziskat kyZeny Taylortiv rozvoj.

Dusledek 4. UvaZujme H(c) Diraciiv operdtor s poruchou na H®H jako v tvrzeni[29} pak pro A € C\R
je (H(c) — Mc? — 1)~ holomorfuni v 1/c na okoli 1/c = 0, které zdvisi na A, tedy

[

1
_ 2 -1
(H(c)- M =™ = SR

n=0

a suma konverguje v operdtorové normé, pricemz

Ro(A) = RoPy = (Ho — )" P4,
Q2. 0

Rl(/l) PR 2M 2M Ro Py,
_p 2 0’ 0
Ry() = Rmm (/l - (ﬁ - /l)R V) 2MR°°

atd.
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Diikaz diisledkud] Princip, kterym dle [6] Tayloriv rozvoj v obecném piipadé ziskdvame, je, Ze tfikrdt
uzivame tvrzeni|/|o inverzi operdtoru tvaru I + A. Vychdzime z

_ 2 1 cQ+ 1 ) 1 CQ-I-/I 2 !
(H(c)—Mc™ - 2) _(P++2M02 )K(c )(1 sz K(c )) ,

pfi¢emz rozvedeme do fady Clen

/12 -1 +00 /12 n
Kic?) =[1- Re| Re = Re| Reo
©) ( 2Mc? ) ;(ZMCZ )

a poté i Clen

1ocQ+a, L\ S 1 e+, LY
(1+sz TG )) _ZO( SV K )), (5.13)

kde pro dostate¢né velkd ¢ > 0

<
H 2M? °°”B(maﬂ)

”}2 CQ+/1K( _2)||B(¢(@(}-{) <1,

uvazujeme-li operatory (pro zjednodusSeni dle poznamky na zacatku této podkapitoly) V, O, M, R, ome-
zené. Oba zminéné rozvoje tedy lze udélat dle tvrzeni [7] pro ¢ dostate¢né velkd. Pov§imnéme si, Ze v
rozvoji z rovnice se jesté stdle vyskytuje K(c72), které je taktéZ nutné rozvést do fady. Idedlné
bychom chtéli ziskat explicitni ptedpis pro R,(A1). To vSak neni moZné jednoduse udélat, protoZe ve vy-
sledku po dosazeni fad za pfislusné operatory budeme muset pracovat se souc¢inem rady a dvojité rady.
MiZeme ale vZdy, ackoliv nejspi$ velmi slozité a zdlouhavé, ziskat predpis R, (1) pro libovolné n € N
pomoci zanedbdvani ¢lenti s mocninou vySsi nez n.

Operatory Rp,12(4) jsou presné opsané z kapitoly 6.1.3 v knize [6]]. O

V nasem konkrétnim piipade diskrétniho Diracova operatoru je

0 d
Q_(d+ 0), (5.14)
1 0
T_(O _1) (5.15)
a
Vit Vi2 2 2
V= € B(t” & %),
(VQI sz) ( )

kde V je hermitovsky potencidl na Dom(Q) = £> @ £2, pro ktery plati 7V = Vr, coZ znamena

V= I 0 )(Vu Vie\_ (Vi Vi ) @ (Vi _VIZ) _ (Vu Vlz)(l 0 ) — Ve
0 —-1/\Va1 Vn Vo1 =Va Vor =Va Vor V/\0 -1 ’
odkud z porovnani prvkl operdtorovych matic v rovnosti (@) nutné Vi, = 0 = V;;. Dédle V uvaZujeme
omezeny, tim padem je splnéna i nerovnost staci volit b = ||V||
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Jak jsme se jiz presvédcili v tvrzeni nas Diractiv operator D, je opravdu Diracliv operator se
supersymetrii. Oznacime-li H(c) = D, + V nas piipad spliiuje predpoklady tvrzeni 29| a disledku
Ziskavame timprod € C\ R

(DC —mc®+V - /l)_l

-1
B c (0 4\ 2 5 1 0 d S
S P R S O (R N [ AN O

kde mame

2 2
K(c)=|H®H-1-
© ( 2mc? )
a kde H je nas diskrétni Laplacelv operator.
N4 cil je na n€jakém okoli 1/¢ = 0 ziskat rozvoj

+00
-1 1
(Dc —m*+V-— /l) = Z C—an(/l),
n=0
pfi¢emZ prvnich par ¢lend rozvoje jsme obdrZeli pravé v disledku 4] Vime tedy, Ze rozvoj existuje, jak
jiz ale bylo fe€eno, nezndme piedpis vSech operdtorii R,(1). Zbyva jesté do disledku [ dosadit nase
operétory na £> @ (2.

H+ V=) 0 _
R()(/l)=(( * 101 ) (H—/l)_l)P+:(H+V“_/1)1€BO’

_ b -l 1[0 a1 (0 d ol ol
Ri() = =P (H+V -7 & (H-2) (d+ 0) 2m(d+ 0)(H+V DleH-) P,
L (H+ V=T 00 a7\ 1 (0 d\((H+Vy-DT 0
" 2m 0 of\at o) 2m\at o 0 0
_ b 0 (H+ Vi —-)'d
T 2m\dt(H+ Vi = )7 0 ’

1 O (0 d
Ro) = = (H+ V=D @ H-07 (|
-1 -1 0 d -1 -1
x[1-[(HeH)-A1(H+V-" o H- 1) )V](d+ 0)(H+V—/l) eH-)".

Srovnejme nyni ziskané Cleny Taylorova rozvoje rezolventy posunutého diskrétniho Diracova ope-
ratoru s poruchou s Taylorovym rozvojem rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operitoru bez
poruchy z rovnic .16 a Vsimnéme si napiiklad, Ze operdtorova matice R;(1) ma nenulové pouze
mimodiagondlni prvky stejné jako operdtorovd matice X1 z rovnice

Pokud si odmyslime potencidl, tedy uvazujeme V = 0, mély by tyto tfi operatorové matice Ry 1 2(1)
presné sedét na operatorové matice Xo 12 z jiZ zminénych rovnic.

Pro V = 0 je ziejmé Ry(A) = (H — )~ @ 0 = X,.

Dale proV =0 je

1( 0 (H—/l)‘ld‘) 1( 0 d‘(H—/l)‘l)
= X1,

R = 5o\ arr - 0 = 2m \d*(H - ) 0

" 2m
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nebot’ operitory d*, d~ komutuijf s rezolventou (H — 1)~ z tvrzem’
Nakonec pro V = 0 z disledku 4|a rovnosti d"d* = d*d~ dokdzané v tvrzeni 22 mame

Ldg-a+ 0

&u>=£#H—Ar%wH—Ar%%q) idnryH—Ar%MH—@*
2m

= % ((H—/u—1 @ (H - /l)‘l)(HEBH) ((H — ! @(H—A)‘l) =
A ((H=-)"HH - )™ 0
T 2m 0 (H=-)"'HH- 2!

Zde je vidét, Ze maticovy operator R(1) ma na diagonéle totoZné operdtory. Podivejme se vSak na po-
dobu operdtoru Xj.

L(H-)""HH - 0
%2 = (2 0 LH-! )

2m
coZ se s Ry(A) sice shoduje v levém hornim diagondlnim prvku i v prvcich mimodiagondlnich, avSak jisté
(H-)""HH-)"#H-),
coZ odpovida
HH-)" 21,

tyto operatory jsou odliSné. Operator R»(A) uvedeny v podobé z [6] nekoresponduje s ndmi ziskanym
X, z kapitoly 4| Proved’'me tedy vlastni vypocet prvnich 3 ¢lenl Ry (1) v obecném nastaveni pomoci
dosazeni rozvojt piislusnych operatord do rovnosti (5.10). Opét pro 1 € C\ R

(H(c) — Mc? = 27!

10 12 2o,
P LN R + = 2R,
( toom c22M)( t gy te Ol ))X

1. 0 1.2 1Q

LK) - V5K - :

K( _Z)V K(c‘z) + 0(0_3)K(c_2))

Up P A .
Re+ — P, 2R
oM ( TRy )+O(C ))X

10 12 ) S
1= “VE Ry - VR, —( —Rw) :
2Vt @ Vapfes) + 0t ))

odkud je

RO(/I) = P+R009

. 0 0
Ri(D) = 57 R = P+RoV 5 Rox,
=3y etom
. 2,2 0 0 A 0L,
Ry(A) =P, —R,,+ —Roo — =—RsxV—Rex — P;RV=—Rw + P R""(V R°°) h
2D = Peag®e+ oar™ ~ 2™V 2m e lom ’ 2M

Nami ziskany ¢len rozvoje Ro(A) sedi s tim uvedenym v [6].
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Porovnanim dal$iho ¢lenu

0 Q

Ri(1) = =Re — PR V—R..,
1( ) M + M
0 0
Ri(1) = P,Ro— + — R P,,
1D + M + M +

kde vidime neshodu vyrazli. Dosadime-li na§ konkrétni diskrétni Diraciiv operator, mame

R = 1 0 d"(H-)""=(H+ V=)' Vyyd (H-2"
RO = o\ (H + v - 7! 0
“2m\at H+ V- 0 ’
_ ! 0 (H+ Vi - d
R= 2 (d+ (H+ Vi -2 0 :

odkud je vidét, Ze nekoresponduji mimodiagondlni operatory vpravo nahofe. Alesponi po uvaZovani
V = 0 anaseho konkrétniho diskrétniho Diracova operatoru vSak rovnost R;(1) a R(A) nastane

— -l -1 -
Rl(/l)=1( 0 d-(H /1)) 1( 0 (H-A)d

2 \d*(H - 2! o )T 2m\ar@ - 0 )= Ri@),

" 2m

a to diky tvrzeni|14] ze kterého komutuji operatory d~ a (H — A)~!. Z této rovnosti plyne i korespondence
ndmi napocteného R (1) s operatorovou matici X;.
Nakonec ndmi napocitany druhy Clen rozvoje je po dosazeni naseho diskrétniho Diracova operétoru

A 2 (H+ V-7 0 ' A ((H+Vi-a)" 0
RZM}_P*%( 0 H-" " 2m 0 (H-1'"
(0o a\[(H+VL-! 0 1 (0 a\(H+Vi-D 0\
2m\d* 0 0 H-)""2m\a" 0 0 (H- )
_p (H+ V=T 0 A (H+V -7 0
* 0 (H-7")"2m 0 H-7')
odkud pro V =0 je
. 2, 2
RQ(/l) = P+ﬁRoo + ﬁRw

Zbyva ovéfit, zda tento ndmi odvozeny operitor, dosadime-li nAmi zkoumané operatory na £? @ £2, sku-
te¢né koresponduje s operdtorem X;. Po dosazeni je

2 -1 -1, 2 -1
(EH-DNH-)T + A H - D 0
R = (2 o %n(H—/l)‘l)

A -1 —1
_(3s(H=AD"HH - 2) 0 _
(= sansar) 7
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Rovnost mimodiagondlnich nul je zfejma, stejné tak jako rovnost prvkid na diagondle vpravo dole.
Zbyva rovnost diagondlnich prvki vlevo nahorte, ktera je vidét z dprav

/l—z(H ~)NH-D + i(H )7l = i(H - 7! (1 + A(H - /l)‘l)
2m 2m 2m
= i(H —DVTH-2+DH-D) = i(H -V '"HH -,

2m 2m

z ¢ehoz ziskdvame kyZenou rovnost Rr(4) = X».

Tim jsme jesté prohloubili nasi znalost o chovani rezolventy posunutého diskrétniho Diracova opera-
toru vCetné poruchy, na kterou jsme v této podkapitole naloZili striktné&j$i poZadavky. Zarovei je uZitecné
vidét stejné zavéry plynouci z rliznych piistupd, at’ uz mluvime o konvergenci zminéné rezolventy, o je-

jim Taylorové rozvoji, a to véetné poruch nebo bez.



Zaver

V této praci jsme se vénovali diskrétnimu Diracovu operitoru na prostoru £2(Z) @ £>(Z). Nejprve
jsme na zakladé teorie Laurentovych operatort zjistili spektrum posunutého diskrétniho Diracova a La-
placeova operatoru.

Dile jsme pro A € o(D. — mc?) dokdzali konvergenci rezolventy posunutého diskrétniho Diracova
operatoru k rezolventé diskrétniho Laplaceova operdtoru v operatorové normé ve smyslu

) -1 -1 c—00

||(DC —mer = /l) —H-De 0”3(52@52)
To se ndm podafilo udélat tfemi riznymi zpusoby.

Prvni zpiisob byl zaloZen na teorii Laurentovych operatori, diky které jsme misto operatord D, —mc
a H, respektive jejich rezolvent, studovali jim unitarné¢ sdruZené operatory nasobeni funkci, jez jsou dobre
prozkoumdny.

Dale jsme diky teorii Laurentovych operdtori a s ni spjatym vySetfovanim funkci byli schopni
ziskat Taylortiv rozvoj rezolventy posunutého diskrétnitho Diracova operdtoru na okoli 1/c¢ = 0 pro
A € oD, — mc?) v podobé

2

+00
1
(De—m® - ' =H-)"®0+ Z ~X, (1),
C

n=1

kde X,,(1) je explicitné vyjadfeno v rovnicich @.16) a @.17).

Limitacemi teorie Laurentovych operatord jsou jeji pozadavky na konstantni diagondly. Vysetfo-
vat konvergenci rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operdtoru s poruchou by tedy bylo moZné
pouze pro poruchy v podob€ omezenych operatori s konstantnimi diagonalami.

Druhy zptisob byl zaloZen na maticovém rozkladu pomoci Schurova dopliiku z tvrzeni z [5]. Jeho
hlavni pfednosti bylo pfevedeni vySetfovani rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operitoru na
vySetfovani tif jinych maticovych operatori, jejichZ analyzou jsme ziskali kyZenou konvergenci.

Na zdkladé zminéného maticového rozkladu jsme navic vySetfili i konvergenci rezolventy posunu-
tého diskrétniho Diracova operdtoru s poruchou v podobé omezeného potencialu V € B(tX(Z) & (%(2)),
Vit Vi2

kdy jsme zjistili, Ze pro V =
Y] ) p (V21 Vay

) limitu pfeZije pouze Clen Vi ve smyslu

Cc—00

|(De =mc? +V =) = (H + Vi = )7 69O”B(fz) — 0

Piistup ndm tedy v ramci limity dovolil uvaZzovat i relativné obecnou, omezenou poruchu V, nebylo v§ak
mozné z n¢j ziskat Taylortiv rozvoj.
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Posledni zplisob byl zaloZen na vlastnostech supersymetrie a silnych tvrzenich z [6], kterd naim opét
prevedla studium rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operatoru na studium tif jinych, v limité
trividln€ se chovajicich, operatord.

Tento pristup nam dokonce pro specidlni tfidu symetrickych a omezenych potencidlt navic dal Tay-
loriiv rozvoj rezolventy posunutého diskrétniho Diracova operatoru s poruchou

[

. 1
(De—mc®+V -2 = Z SR,

n=0

jednotlivé ¢leny R, je sice moZné napocitat pro libovolné velké n € N, nelze vSak ziskat explicitni predpis
pro obecné n € N.
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