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Abstrakt:
Pro hydrodynamické simulace některých problémů jsou vhodné Lagrangeovsko-
Eulerovské (ALE) metody pro jejich přesnost a zároveň robustnost. V této
práci se studuj́ı nepř́ımé cell-centered ALE metody pro simulaci hydrodyna-
miky v jedné dimenzi. Nejv́ıce se soustřed́ı na jeden krok ALE simulaćı, remap.
Jsou popsány metody pro polynomiálńı a nepolynomiálńı rekonstrukce. Z ne-
polynomiálńıch rekonstrukćı je popsána metoda THINC a v této práci nově
odvozená metoda spoč́ıvaj́ıćı v rekonstrukci pomoćı nespojité funkce. Všechny
popsané metody, spolu s Lagrangeovským krokem, byly následně implemen-
továny v novém 1D ALE kódu. Pomoćı tohoto kódu byla následně provedena
sada numerických test̊u. Výsledky těchto test̊u byly poté srovnány s odbornou
literaturou.
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Highly-accurate algorithms for function interpolations in arbitrary
Lagrangian-Eulerian (ALE) methods
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Abstract:
For hydrodynamic simulation of certain problems the arbitrary Lagrangian-
Eulerian (ALE) methods are prefered for their accuracy and robustness. In this
work, indirect cell-centered arbitrary Lagrangian-Eulerian methods for simula-
ting hydrodynamics in one dimension are studied. It focuses on one step of ALE
simulations in particular, remap. Methods for polynomial and non-polynomial
reconstruction are described. From non-polynomial reconstructions we describe
the THINC method and a new method derived in this work, which is based
on reconstruction by a discontinuous function. All of the described methods,
together with the Lagrangian step, were afterwards implemented in a new 1D
ALE code. This code was then used to perform a set of numerical tests. Results
of these tests were then compared with published literature.
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6 Numerické výsledky - remap 33
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1 Úvod

V této práci se zabýváme Eulerovsko-Lagrangeovskými (ALE) metodami pro
řešeńı 1D hydrodynamiky. Dynamika stlačitelné tekutiny je popsána sousta-
vou Eulerových rovnic. Tato soustava hyperbolických diferenciálńıch rovnic je
zř́ıdka řešitelná analyticky, proto pro jej́ı řešeńı použ́ıváme numerické metody.
Po diskretizaci jednotlivých veličin soustavu aproximujeme za pomoci konečných
diferenćı. My se v této práci zabýváme takzvanou cell-centered diskretizaćı.

Počátky řešeńı hydrodynamiky za pomoci numerických metod sahaj́ı do 40.
let 20. stolet́ı [1]. Jednalo se o takzvané Lagrangeovské metody. Tyto metody
byly založené na staggered diskretizaci. Jedno z prvńıch Lagrangeovských nume-
rických schémat bylo vytvořeno John von Neumannem v Los Alamos National
Laboratory v roce 1943.

V př́ıpadě čistě Lagrangeovských simulaćı může nastat problém s degene-
raćı výpočetńı śıtě. Ten se snaž́ı odstranit ALE metody, které degeneraci śıtě
předcháźı pomoci jej́ıho vyhlazováńı a následného remapu, v němž jsou veličiny
přeneseny z p̊uvodńı śıtě na vyhlazenou. V této práci se tedy nejprve seznámı́me
s nepř́ımou ALE metodou a dále se soustřed́ıme na krok remapu, u kterého
poṕı̌seme několik metod pro vytvářeńı rekonstrukćı funkćı.

V př́ıpadě hladkých funkćı lze použ́ıvat standardńı metody založené na li-
neárńı [2, 3, 4] nebo polynomiálńı rekonstrukci [5, 6]. Nespojitosti na rozhrańı
materiál̊u řeš́ı multimateriálové metody [7, 8, 9], ty však nejsou dostupné v
řadě simulačńıch kód̊u. Proto se zabýváme aproximaćı nespojitost́ı v jednoma-
teriálovém př́ıpadě za pomoci nepolynomiálńıch rekonstrukćı. V [10, 11, 12] je
odvozená nepolynomiálńı rekonstrukce založená na THINC funkci v kontextu
metody konečných objemů. V [13] je pak tato metoda použitá pro remapováńı
nespojitých funkćı. V této práci jsme navrhli novou metodu pomoćı nespojité
funkce, která je jednodušš́ı a numericky robustněǰśı. Tuto metodu jsme spolu s
polynomiálńımi a THINC rekonstrukcemi následně implementovali v nově vy-
vinutém 1D ALE kódu a źıskané výsledky jsme porovnali s výsledky z odborné
literatury.
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2 ALE metody

Podle pohybu výpočetńı śıtě rozlǐsujeme dva př́ıstupy pro simulace hydrodyna-
miky, Lagrangeovské a Eulerovské.

V Eulerovském př́ıstupu použ́ıváme statickou výpočetńı śıt’. Śıt’ se tedy
nemůže poškodit. Tyto metody ale nejsou vhodné na simulace problémů ve
kterých docháźı k silným deformaćım výpočetńı oblasti, např́ıklad k jej́ımu
stlačeńı nebo rozṕınáńı.

U Lagrangeovského př́ıstupu se výpočetńı śıt’ hýbe společně s tekutinou.
Lagrangeovský př́ıstup má oproti Eulerovskému řadu výhod. Buňky śıtě si ne-
vyměňuj́ı hmotu se svými sousedy a ta tedy z̊ustává konstantńı. Důsledkem
tohoto je, že se výpočetńı śıt’ sama zhust́ı bĺızko rázových vln. Dále, pokud
máme rozhrańı na hranici dvou buňek, toto rozhrańı můžeme jednoduše sle-
dovat. Jeho hlavńı nevýhodou je problém, kdy např́ıklad u výpočtu nestabilit,
výpočetńı śıt’ může sama sebe protnout a poté se naše simulace pokaźı.

U ALE metod kombinujeme oba dva tyto př́ıstupy. Provád́ıme takzvaný
Lagrangeovský krok, kdy řeš́ıme diskretizované Eulerovy rovnice a aktulizujeme
námi pozorované veličiny. Poté provád́ıme Eulerovský krok ve kterém, z d̊uvodu
zamezeńı chyb v simulaci, vyhlazujeme naši výpočetńı śıt’.

Ale metody se daj́ı dělit na př́ımé a nepř́ımé. U nepř́ımých ALE metod máme
Lagrangeovu a Eulerovu část výpočtu oddělenou do dvou samostatných krok̊u.
Př́ımými ALE metodami se v této práci nezabýváme.

Celkově se algoritmus pro nepř́ımé ALE metody se dá popsat následovně:

1. Inicializace śıtě - Vytvoř́ıme výpočetńı śıt’ na oblasti kterou máme zadanou
z počátečńıch podmı́nek.

2. Inicializace veličin - Z počátečńıch podmı́nek na śıt’ naneseme veličiny
které při výpočtu použ́ıváme, v našem kódu to je hustota, tlak a rych-
lost prouděńı. Nav́ıc z těchto veličin za pomoci stavové rovnice spoč́ıtáme
vnitřńı energii.

3. Lagrangeovský krok - V tomto kroku řeš́ıme diskretizované Eulerovy rov-
nice, tedy vývoj veličin a výpočetńı śıtě v čase.

4. Eulerovský krok - V tomto kroku śıt’ku vyhlad́ıme a přeneseme veličiny ze
staré śıt’ky na novou. Toto provád́ıme po námi určeném počtu krok̊u nebo
pokud detekujeme problém s výpočetńı śıt́ı.

5. Přejdeme zpátky ke kroku 3 dokud simulace nedoběhne do námi určeného
finálńıho času.

6. Vyṕı̌seme výsledky.

Existuj́ı dvě základńı diskretizace ALE metod. V cell-centered metodách
máme všechny diskretizované veličiny umı́stěné ve středech buňek, u staggered
metod mı́sto střed̊u buňek známe některé z veličin v uzlech.

V této práci se zabýváme výhradně cell-centered metodami.
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2.1 Geometrie výpočetńı śıtě

Úlohu řeš́ıme na výpočetńı oblasti G. Tuto oblast nejprve diskretizujeme. V 1D
př́ıpadě rozděĺıme oblast G na n buněk ve formě interval̊u. Jedna z možnost́ı
inicializace je ekvidistantńı rozložeńı buňek (tj. buňky maj́ı stejnou délku).

Buňky označ́ıme indexem i, č́ıslujeme je od 0 (tj. buňka na levém okraji
výpočetńı oblasti má index 0, buňka na pravém okraji má index n). Oblast
kterou buňka i pokrývá označme jako Gi

Krajńı body buňky i nazýváme uzly a označujeme je jako xi− 1
2
pro levý uzel

a xi+ 1
2
pro pravý uzel.

Střed buňky i označujeme jako xi a definujeme ho následuj́ıćım zp̊usobem

xi =

∫
Gi

x dx∫
Gi

1 dx
=

xi+ 1
2
+ xi− 1

2

2
(1)

Objem buňky označ́ıme jako Vi a plat́ı

Vi =

∫
Gi

1 dx = xi+ 1
2
− xi− 1

2
(2)

Pro ilustraci značeńı buňek se pod́ıvejme na obrázek 1.

xi+ 1
2

xi− 1
2 xi xi+1xi−1

fi

Obrázek 1: Ilustrace značeńı v buňce i
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3 Eulerovský krok ALE metod

Eulerovský krok ALE metod můžeme rozdělit na dvě části. Nejprve provád́ıme
takzvaný rezone, kdy śıt’ku vyhlad́ıme a následně provád́ıme remap, kdy inter-
polujeme veličiny a přenáš́ıme je z p̊uvodńı śıt’ky na novou.

Algoritmus pro celý eulerovský krok můžeme rozdělit do následuj́ıćıch
3 krok̊u.

1. Vytvořeńı nové śıt’ky, tj. jej́ıch uzl̊u a spočteńı jej́ı geometrie.

2. Nalezeńı interpolačńı funkce, tomuto kroku budeme ř́ıkat rekonstrukce.

3. Výpočet nových hodnot na nové śıt’ce integraćı rekonstruované funkce.

3.1 Vyhlazováńı výpočetńı śıtě

Při ALE simulaci docháźı k vyhlazováńı śıt’ky. My toto vyhlazeńı vždy provád́ıme
po určitém počtu krok̊u, ale existuj́ı metody kdy śıt’ku vyhlazujeme pokud
zjist́ıme, že se pokaźı. Tento krok označujeme jako rezone.

Laplaceovo vyhlazováńı

Při Laplaceově vyhlazováńı je nová souřadnice uzlu určena jako vážený pr̊uměr
tř́ı uzl̊u z p̊uvodńı śıt’ky.

x̂i+ 1
2
=

xi− 1
2
+ 2xi+ 1

2
+ xi+ 3

2

4
, (3)

kde jsme jako x̂i+ 1
2
označili polohu uzlu xi+ 1

2
na nové śıt’ce. Pro okrajové

uzly se poloha neměńı, tedy x̂− 1
2
= x− 1

2
a x̂n+ 1

2
= xn+ 1

2
.

Eulerovské vyhlazováńı

Při tomto vyhlazováńı jako nové polohy uzl̊u nastav́ıme jejich polohu na začátku
simulace.

x̂i+ 1
2
= xi+ 1

2
(t = 0) (4)

3.2 Interpolace veličin mezi śıtěmi

Poté co jsme vyhlazeńım śıtě źıskali novou śıt’ku, muśıme staré veličiny přenést
na śıt’ku novou. Tomuto kroku ř́ıkáme remap.

Z Lagrangeovského kroku známe hodnoty fi, které označuj́ı středńı hodnotu
veličin v buňkách na staré śıt’ce. Naš́ım ćılem je spoč́ıtat nové středńı hodnoty
na nové śıt’ce. Nejprve tedy provedeme rekonstrukci (interpolaci) pr̊uběhu dané
veličiny ze starých hodnot a poté pomoćı integrace této rekonstruované funkce
přes nové buňky spoč́ıtáme novou středńı hodnotu.

Rekonstrukci v buňce i, kterou nyńı budeme hledat, označme jako fi(x).
Poté, co najdeme rekonstrukce fi(x) ve všech buňkách, budeme pokračovat t́ım,
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že tyto funkce budeme integrovat tak, abychom dostali středńı hodnoty veličin
na nové śıt’ce.

Pro zjednodušeńı značeńı označme

f(x) = fi(x),∀x ∈ Gi, (5)

tedy f(x) označuje spojeńı všech rekonstruovaných funkćı.
Požadujeme, aby rekonstrukce byla v každé buňce konzervativńı. To zna-

mená, že pro nalezenou lokálńı interpolačńı funkci fi(x) muśı platit∫
Gi

fi(x) dx

Vi
= fi, (6)

kde i označuje index buňky, ve které se nacháźıme, Gi označuje oblast, kte-
rou buňka obsahuje, Vi označuje objem buňky (tj. Vi =

∫
Gi

1 dx). Hodnota fi
reprezentuje hodnotu jednotlivých veličin v buňce i, např́ıklad hustotu ρi. Jej́ı
rekonstrukci bychom označili jako ρi(x).

Dále požadujeme konzervativitu celého remapu, tedy∑
i

fiVi =
∑
i

f̂iV̂i, (7)

kde f̂i označuje novou středńı hodnotu buňky i a V̂i označuje jej́ı nový objem.
Tato podmı́nka je splněna d́ıky (6).

3.3 Rekonstrukce veličiny

Existuj́ı r̊uzné možnosti jak rekonstrukci dělat, tyto metody vedou na r̊uzné
řády přesnosti.

3.3.1 Konstantńı rekonstrukce

Nejjednodušš́ı forma rekonstrukce kterou můžeme použ́ıt je rekonstrukce kon-
stantńı. Pro tuto rekonstrukci předpokládáme že hodnota funkce je v buňce
konstantńı, tedy

fi(x) = fi. (8)

Tato rekonstrukce splňuje podmı́nku (6) triviálně. Pro ilustraci tuto rekon-
strukci můžeme vidět pro lineárńı a nespojitou funkci v obrázćıch 2a a 2b.

3.3.2 Lineárńı rekonstrukce

Daľśı tvar rekonstrukce, kterou můžeme použ́ıt,
je rekonstrukce lineárńı. Předpokládáme, že interpolačńı funkce má tvar

fi(x) = fi + Si · (x− xi) (9)

kde jako Si označujeme směrnici lineárńı funkce, kterou jsme touto rekonstrukćı
źıskali. Dosad’me (9) do (6), abychom ověřili konzervativitu.
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(a) Konstantńı rekonstrukce pro lineárńı
funkci. Vid́ıme, že rekonstrukce neńı už při
počátečńıch podmı́nkách přesná

(b) Konstantńı rekonstrukce pro nespoji-
tou funkci.

Obrázek 2: Konstantńı rekonstrukce

1

Vi

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

fi + Si · (x− xi) dx =

=
fi(xi+ 1

2
− xi− 1

2
)

Vi
+

Si(x
2
i+ 1

2

− x2
i− 1

2

)

2Vi
−

Sixi(xi+ 1
2
− xi− 1

2
)

Vi
=

= fi +
Si(x

2
i+ 1

2

− x2
i− 1

2

)

2(xi+ 1
2
− xi− 1

2
)
− Sixi =

= fi +
Si(xi− 1

2
+ xi+ 1

2
− 2xi)

2
= fi

Při odvozováńı jsme využili definićı (1) a (2). T́ımto jsme ukázali, že každá
lineárńı rekonstrukce je konzervativńı.

Existuje řada metod pro výpočet směrnic Si optimalizuj́ıćı pr̊uběh funkce
např́ıklad z hlediska přesnosti nebo spojitosti. Zde postupujeme stejně jako v
[14] za pomoci nejmenš́ıch čtverc̊u. Definujeme proto následuj́ıćı funkcionál po-
pisuj́ıćı odchylku rekonstruované funkce od hodnot v sousedńıch buňkách.

F(Si) =
∑

j∈{i−1,i+1}

(∫
Gj

fi(x) dx

Vj
− fj

)2

(10)

Pro źıskáńı směrnic Si funkcionál nyńı minimalizujeme.
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0 =
dF
dSi

0 =2

(∫
Gi−1

fi + Si(x− xi) dx

Vi−1
− fi−1

)(∫
Gi−1

x− xi dx

Vi−1

)
+

+ 2

(∫
Gi+1

fi + Si(x− xi) dx

Vi+1
− fi+1

)(∫
Gi+1

x− xi dx

Vi+1

)

0 =

(∫
Gi−1

fi + Si(x− xi) dx

Vi−1
− fi−1

)
(xi−1 − xi)+

+

(∫
Gi+1

fi + Si(x− xi) dx

Vi+1
− fi+1

)
(xi+1 − xi)

0 = (fi + Si(xi−1 − xi)− fi−1) (xi−1 − xi)+

+ (fi + Si(xi+1 − xi)− fi+1) (xi+1 − xi)

Ve výpočtu jsme využili následuj́ıćı vztah

∫
Gj

x− xi dx

Vj
=

x2
j+ 1

2

− x2
j− 1

2

2(xj+ 1
2
− xj− 1

2
)
− xi =

xj+ 1
2
+ xj− 1

2

2
− xi = xj − xi (11)

Z minimalizace źıskáme

Si =
(fi − fi−1)(xi−1 − xi) + (fi − fi+1)(xi+1 − xi)

(xi−1 − xi)2 + (xi+1 − xi)2

V př́ıpadě ekvidistantńı śıtě vztah vede na [15]:

Si =
fi+1 − fi−1

xi+1 − xi−1
, (12)

což neńı nic jiného než centrálńı diference v bodě xi.
Jak tato rekonstrukce vypadá pro sinus můžeme vidět na obrázku 3a. Pokud

tuto rekonstrukci použijeme tak může docházet k problému, kdy nám vzni-
kaj́ı extrémy, které v p̊uvodńı funkci nebyly. Pro ilustraci tohoto problému se
pod́ıvejme na obrázek 3b, který nám ukazuje rekonstrukci u nespojité funkce.
Vid́ıme, že v okoĺı nespojitosti ve funkci vzniká nový extrém.

3.3.3 Lineárńı rekonstrukce s limiterem

V této podsekci označme lokálńı extrémy veličiny jako

fmax
i = max(fi−1, fi, fi+1), f

min
i = min(fi−1, fi, fi+1).

Pokud by naše rekonstrukce fi(x) nabývala větš́ı hodnoty než fmax
i , nebo

menš́ı hodnoty než fmin
i , vznikal by nový extrém, který se projev́ı oscilacemi
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(a) Lineárńı rekonstrukce sinu (b) Vznikáńı nových extrémů - jak vid́ıme,
pokud lineárńı rekonstrukci použijeme ne-
daleko rozhrańı, vznikaj́ı nové extrémy

Obrázek 3: Lineárńı rekonstrukce

v řešeńı. Možnost, jak se výše zmı́něnému problému vyhnout, je za pomoci
takzvaných limiter̊u [16]. V metodách pro remapováńı se často využ́ıvaj́ı Barth a
Jespersen̊uv limiter [17] a Venkatakrishnan̊uv limiter [18]. Zkráceně tyto limitery
funguj́ı t́ım zp̊usobem, že zmenš́ı Si z (12) tak, aby se zabránilo vznikáńı nových
extrémů. Jak jsme zmı́nili v předchoźı sekci tak je každá lineárńı rekonstrukce
konzervativńı, proto můžeme Si změnit.

Fungováńı Barth a Jespersenova limiteru (Dále již jen jako BJ limiteru) si
ukažme na následuj́ıćım př́ıkladě.

Máme buňky i− 1, i, i+ 1, plat́ı

fi−1 < fi = fi+1, xi−1 = −1

2
, xi = 0, xi+1 =

1

2
.

Plat́ı tedy, že fmin
i = fi−1 a fmax

i = fi Z (12) máme že

Si = fi+1 − fi−1 = fi − fi−1 > 0.

Vid́ıme, že pro rekonstrukci vzniká nový extrém (tj. fi(xi+ 1
2
) > fmax

i ), protože

fi(xi+ 1
2
) = fi + Si · (xi+ 1

2
− xi) > fi. Proto použijeme BJ limiter.

Spoč́ıtáme za pomoci p̊uvodńı rekonstrukce následuj́ıćı 2 hodnoty

dl = fi(xi−1)− fi, dr = fi(xi+1)− fi

BJ limiter je na okraj́ıch buňky pak definován jako

ϕl =

{
fmax
i −fi

dl
dl > 0

fmin
i −fi

dl
dl < 0

, ϕr =

{
fmax
i −fi

dr
dr > 0

fmin
i −fi

dr
dr < 0

(13)

Z nich můžeme spoč́ıtat

ϕlim
r = min(1, ϕr), ϕ

lim
l = min(1, ϕl) (14)
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Pro novou směrnici pak plat́ı Ŝi = Si · min(1, ϕlim
l , ϕlim

r ). Lze ukázat že tato
směrnice nový extrém nevytvář́ı.

Na obrázku 4b vid́ıme jak rekonstrukce vypadá. Všimněme si, že nevzni-
kaj́ı žádné nové extrémy v porovnáńı s p̊uvodńı nelimitovanou rekonstrukćı.
Rozd́ıl mezi BJ limiterem a Venkatakrishnanovým limiterem je následuj́ıćı. V
předposledńım kroku BJ limiteru (14) použ́ıváme funkci min(1, x), u Venkata-
krishnanova limiteru aproximujeme tuto funkci následuj́ıćı hladkou funkćı

Φ(x) =
x2 + 2x

x2 + x+ 2
(15)

Venkatakrishnan̊uv limiter se použ́ıvá v př́ıpadech, kdy zálež́ı na hladkosti re-
konstruované funkce, my ho použ́ıváme v Lagrangeovském kroku. Na obrázku
4a vid́ıme rekonstrukci funkce sinus za pomoci lineárńı rekonstrukce s BJ li-
miterem. Všimněme si, že rekonstrovaná funkce má menš́ı extrémy než funkce
p̊uvodńı. V obrázku 4b vid́ıme, že d́ıky limiteru nevznikaj́ı u rekonstrukce ne-
spojité funkce nové extrémy.

(a) Lineárńı rekonstrukce funkce sin s BJ
limiterem

(b) Lineárńı rekonstrukce skokové funkce
s BJ limiterem

Obrázek 4

3.3.4 Polynomiálńı rekonstrukce

Pro remap vyšš́ıho stupně lze použ́ıt polynomiálńı rekonstrukci [14]. Pro poly-
nomiálńı rekonstrukci řádu n předpokládáme jej́ı tvar v buňce i jako

fi(x) = fi +

n∑
j=1

Si,j

(
(x− xi)

j − 1

Vi

(∫
Gi

(x− xi)
j dx

))
, (16)

kde Si,j označuje j-tou derivaci v buňce i. Dále označme pravou část závorky
jako:

Ki,j =
1

Vi

(∫
Gi

(x− xi)
j dx

)
(17)
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(a) Porovnáńı BJ a Venkatakrishnanova li-
miteru

Obrázek 5

Tato konstanta zaručuje splněńı podmı́nky konzervativity (6). Pokud totiž do
podmı́nky dosad́ıme, člen v závorce bude roven 0,

∫
Gi

fi +
∑n

j=1 Si,j

(
(x− xi)

j − 1
Vi

(∫
Gi
(x− xi)

j dx
))

Vi
=

= fi +

n∑
j=1

Si,j

(∫
Gi

(x− xi)
j dx− Vi

Vi

∫
Gi

(x− xi)
j dx

)
=

= fi

(18)

Pro určeńı koeficient̊u Si,j existuje několik možnost́ı [19, 20, 21]. My postupu-
jeme podle [21] a využijeme metodu nejmenš́ıch čtverc̊u. Definujeme funkcionál

F(Si,1, Si,2, Si,3, ...) =
∑

k∈{i−⌈n
2 ⌉,...,i+⌈n

2 ⌉}

(∫
Gj

fi(x) dx

Vj
− fk

)2

(19)

kde ⌈x⌉ označuje horńı celou část. Tento funkcionál je minimalizován např́ıklad
v [19] za pomoci takzvané Householderovy transformace. Pro př́ıpad n = 2
dostaneme stejný funkcionál jako jsme dostali pro lineárńı rekonstrukci (10).
V př́ıpadě polynomů nižš́ıho stupně než n je rekonstruovaná funkce přesná.
Dı́ky tomuto je tato metoda vhodná pro rekonstrukci hladkých funkćı. Př́ıklad
můžeme vidět na obrázku 6a. Pro funkce obsahuj́ıćı nespojitost vznikaj́ı oscilace,
jak je vidět na obrázku 6b.

3.3.5 THINC rekonstrukce

Jak jsme tedy zmı́nili, tak předchoźı rekonstrukce nejsou vhodné pro rekon-
strukci nespojitých funkćı. K tomuto docháźı např́ıklad na rozhrańı dvou ma-
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(a) Polynomiálńı rekonstrukce dobře apro-
ximuje hladké funkce

(b) Polynomiálńı rekonstrukce u nespoji-
tost́ı vytvář́ı oscilace

Obrázek 6: Polynomiálńı rekonstrukce

teriál̊u.
Jeden ze zp̊usob̊u, jak rekonstrukci na nespojitosti provádět, je za pomoci

THINC (Tangent Hyperbola for INterface Capturing method) rekonstrukce [13,
12, 10]. Tato rekonstrukce nám umožňuje popsat plynulý přechod funkce přes ne-
spojitost. THINC rekonstrukci v buňce i najdeme pomoćı následuj́ıćıho vzorce:

fi(x) = f̄min
i +

f̄max
i − f̄min

i

2

[
1 + θ tanh

(
β

(
x− xi− 1

2

xi+ 1
2
− xi− 1

2

− x̄i

))]
, (20)

kde definujeme:

f̄min
i = min(fi+1, fi−1), f̄

max
i = max(fi+1, fi−1), θ = sign(fi+1 − fi−1)

β je námi zvolená konstanta definuj́ıćı strmost hyperbolického tangensu, pro
ilustraci obrázek 7, kde je rekonstrukce zobrazena pro několik r̊uzných hodnot
β. Posledńı neznámá, která ve vzorci zbývá, je x̄i. Jej́ı hodnota je určena [12]
d́ıky podmı́nce (6) jako:

x̄i =
1

2β
ln

 exp
(

β
θ (1 + θ − 2f̄i)

)
1− exp

(
β
θ

(
1− θ − 2f̄i

))
 , f̄i =

fi − f̄min
i

f̄max
i − f̄min

i

(21)

Tato hodnota posouvá hyperbolický tangens v buňce tak, aby byla zachována
konzervativita. Geometrická interpretace [10] tohoto parametru je, že udává in-
flexńı bod rekonstrukce v buňce, pokud ho tedy přeškálujeme vztahem xinflection =
x̄i(xi+ 1

2
− xi− 1

2
)− xi− 1

2
.

Takto definovaná rekonstrukce má jednu nevýhodu. Dı́ky tomu, jak jsou
f̄min
i a f̄max

i definovány, můžeme na hranićıch buňky vytvářet nespojitosti.
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Tento nedostatek můžeme opravit t́ım že v okolńıch buňkách provedeme lineárńı
rekonstrukci (označme fi+1(x) a fi−1(x)) a následně předefinujeme.

f̄min
i = min(fi+1(xi+ 1

2
), fi−1(xi− 1

2
)), f̄max

i = max(fi+1(xi+ 1
2
), fi−1(xi− 1

2
))

Dále je tato rekonstrukce použitelná pouze v buňkách, kde je funkce lokálně
ostře rostoućı či klesaj́ıćı. Tedy

fi−1 < fi < fi+ 1 (22)

nebo
fi−1 > fi > fi+ 1 (23)

Z těchto d̊uvod̊u tuto rekonstrukci nelze použ́ıt na celé śıt’ce, ale pouze v
buňkách obsahuj́ıćıch nespojitost. Jak tyto buňky určujeme zmiňujeme dále.

Obrázek 7: Porovnáńı THINC rekonstrukce pro r̊uzná β, všimněme si, že pro
vysoké β tato rekonstrukce dobře koṕıruje pr̊uběh nespojité funkce

3.3.6 Rekonstrukce nespojitou funkćı

Jak tedy můžeme na obrázku 7 vidět, tak pro vysoké β rekonstrukce popisuje
nespojitost. Zjist́ıme jak tato rekonstrukce vypadá pro velmi velký parametr β.
Chtěli bychom tedy vźıt vztah definuj́ıćı THINC rekonstrukci (20) a provést
limitu β → ∞. Tedy
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lim
β→∞

f̄min
i +

f̄max
i − f̄min

i

2

[
1 + θ tanh

(
β

(
x− xi− 1

2

xi+ 1
2
− xi− 1

2

− x̄i

))]
(24)

Protože pro velké β se funkce tanh z THINC rekonstrukce limitně bĺıž́ı k
znaménkové funkci sign, předpokládáme tvar rekonstrukce jako

fi(x) = f̄min
i + f̄dif

i Θ(θ(x− x̂)), (25)

kde stejně jako u THINC rekonstrukce definujeme

f̄min
i = min(fi+1, fi−1), f̄

max
i = max(fi+1, fi−1), θ = sign(fi+1 − fi−1)

a f̄dif
i definujeme jako

f̄dif
i = f̄max

i − f̄min
i

Nav́ıc označ́ıme jako Θ Heavysideovu funkci:

Θ(x) =

{
0 x ≤ 0

1 x > 1
(26)

Rekonstrukce tedy záviśı pouze na paremetru x̂, který určuje mı́sto skoku.
Abychom ukázali spojitost mezi (20) a (25) zapǐsme si ještě jednou THINC

rekonstrukci (označme ji jako fsign), ale mı́sto funkce tanh použijeme znaménkovou
funkci. Pro přehlednost označme argument tanh jako C(x)

fsign(x) = f̄min
i +

f̄max
i − f̄min

i

2
[1 + θsign (C(x, θ))] (27)

Využ́ıváme následuj́ıćı vztah mezi znaménkovou a Heavysideovou funkćı

Θ(x) =
1 + sign(x)

2
(28)

a dostaneme

fsign(x) = f̄min
i + f̄dif

i θΘ(C(x, θ)) (29)

Což pro θ = 1 je stejné jako (25). Parametr x̂ urč́ıme z podmı́nky konzervativity
(6) dosazeńım

fi =

∫
Gi

fi(x) dx

Vi
=

∫ xi+1

xi−1
f̄min
i + f̄dif

i Θ(θ(x− x̂)) dx

xi+1 − xi−1
(30)

fi = f̄min
i +

∫ xi+1

xi−1
f̄dif
i Θ(θ(x− x̂)) dx

xi+1 − xi−1
(31)
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fi − f̄min
i =

∫ x̂

xi−1
f̄dif
i Θ(θ(x− x̂)) dx

xi+1 − xi−1
+

∫ xi+1

x̂
f̄dif
i Θ(θ(x− x̂)) dx

xi+1 − xi−1
(32)

Vid́ıme, že θ určuje zda prvńı nebo druhý člen na pravé straně je nula. V př́ıpadě,
kdy θ = 1, plat́ı

fi − f̄min
i =

∫ xi+1

x̂
f̄dif
i dx

xi+1 − xi−1
(33)

fi − f̄min
i =

f̄dif
i (xi+1 − x̂)

xi+1 − xi−1
, (34)

z čehož dostaneme

x̂ = −Vi(fi − f̄min
i )

f̄dif
i

+ xi+1. (35)

Pro př́ıpad θ = −1 bychom dostali

fi − f̄min
i =

∫ x̂

xi−1
f̄dif
i Θ(x− x̂) dx

xi+1 − xi−1
, (36)

což nás vede k výsledku

x̂ =
Vi(fi − f̄min

i )

f̄dif
i

+ xi−1. (37)

Spojeńım obou př́ıpad̊u máme jako výsledek:

x̂ = −θ
Vi(fi − f̄min

i )

f̄dif
i

+Θ(θ)xi+1 +Θ(−θ)xi−1 (38)

Tato rekonstrukce se tedy chová podobně jako THINC rekonstrukce a tak
jak jsme ji zavedli má i podobné problémy. Opět na hranićıch buněk vytvář́ıme
nespojitost, uvažujeme-li pouze středńı hodnotu sousedńıch buněk. Tomuto se
ale lze vyhnout t́ım, že použijeme hodnotu z lineárńı rekonstrukce v okolńıch
buňkách, tj:

f̄min
i = min(f̂i+1(xi+ 1

2
), f̂i−1(xi− 1

2
))

f̄max
i = max(f̂i+1(xi+ 1

2
), f̂i−1(xi− 1

2
))

f̄dif
i = fmax

i − fmin
i

Dále opět tuto rekonstrukci můžeme použ́ıt pouze v př́ıpadě, že jsou středńı
hodnoty rekonstruované funkce v okoĺı nespojitosti ryze monotónńı.
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3.3.7 Rekonstrukce v okoĺı nespojitosti

Protože obě předchoźı rekonstrukce použ́ıváme pouze v buňkách, ve kterých se
nacháźı nespojitost, je třeba popsat, jakou rekonstrukci provád́ıme v okolńıch
buňkách.

Nechceme, aby naše rekonstrukce byla ovlivněna hodnotami v buňkách za
nespojitost́ı. Pro ilustraci proč uved’me následuj́ıćı př́ıklad, viz obrázek 8. Jak
vid́ıme, máme dvě konstantńı funkce s rozhrańım, které remapujeme. Pokud v
buňce vedle rozhrańı budeme provádět lineárńı rekonstrukci, pak podle vzorce
(12) bude tato rekonstrukce ovlivněna středńı hodnotou buňky, ve které se
nacháźı rozhrańı a vzniká nový extrém. Tomuto ale můžeme zamezit pokud
použijeme limiter.

Toto samé plat́ı pokud bychom prováděli polynomiálńı rekonstrukci vyšš́ıho
stupně v buňkách, které by byly dostatečně bĺızko nespojitosti.

Př́ıpad 1: V buňce vedle rozhrańı
provád́ıme polynomiálńı rekonstrukci
př́ılǐs velkého řádu. Rekonstrukce je proto
ovlivněna buňkami za nespojitost́ı a
docháźı k oscilaćım

Př́ıpad 2: Polynomiálńı rekonstrukci
bĺızko skoku omezujeme tak, aby nebyla
ovlivněna hodnotami buněk za nespoji-
tost́ı

Obrázek 8: Rekonstrukce u nespojitosti

Prakticky tedy v buňce vedle THINC rekonstrukce provád́ıme lineárńı rekon-
strukci s limiterem, vedle buňky, ve které je lineárńı rekonstrukce s limiterem,
provád́ıme nejvýše rekonstrukci kvadratickou (to je polynomiálńı rekonstrukce
2. řádu), vedle kvadratické provád́ıme polynomiálńı rekonstrukci nejvýše 4. řádu
a tak dále.

Daľśı možnost́ı, jak se tomuto problému vyhnout je to, že pro provedeńı re-
konstrukce nepoužijeme symetrické okoĺı buňky, ale vyb́ıráme buňky tak, aby
rekonstrukce přes rozhrańı nezasáhla [13]. To znamená, že ve funkcionálu (19)
provád́ıme sumu přes ty buňky, které se všechny nacháźı na jedné straně roz-
hrańı. V našem kódu jsme však tuto metodu neimplementovali a použ́ıváme
tedy jen postupně se zvyšuj́ıćı stupeň rekonstrukce popsaný výše.

23



3.3.8 Okrajové podmı́nky

U každé z předchoźıch rekonstrukćı jsme předpokládali, že v okoĺı buňky, kde
rekonstrukci provád́ıme, vždy existuje dostatek buněk. Toto ale samozřejmě ne-
plat́ı na hranićıch výpočetńı oblasti. Existuje několik zp̊usob̊u jak tento problém
řešit.

My budeme použ́ıvat takzvané ”ghost”buňky. Toto spoč́ıvá v rozš́ı̌reńı výpo-
četńı oblasti o několik buněk, kde jako remapované veličiny zvoĺıme veličiny
buňky z výpočetńı oblasti která se k této ghost buňce nacháźı nejbĺıže. Daľśı
možnost́ı je použ́ıvat jednostranné rekonstrukce, jak je zmı́něno např́ıklad v [20]
nebo [13].

3.4 Výpočet hodnot na nové śıt’ce

Jak jsme zmı́nili v popisu algoritmu pro remap, nakonec potřebujeme źıskat
hodnoty na nové śıt’ce za pomoci integrace námi rekonstruované funkce. Existuj́ı
2 ekvivalentńı formulace jak toto dělat. V této sekci budeme hodnoty z nové
śıt’ky označovat pomoćı ˆ , tj. např́ıklad objem nové buňky bude označen V̂i

Jednou z metod je metoda založená na pr̊unićıch. V ńı integrujeme námi
nalezenou globálńı rekonstrukci f(x) přes jednotlivé objemy nových buněk.

Např́ıklad tedy pro novou středńı hodnotu f̂i buňky î plat́ı

f̂i =

∫
Ĝi

f(x) dx

V̂i

(39)

Tento integrál lze vyč́ıslit jako sumu přes pr̊uniky starých buněk s buňkou novou,
tj.

f̂i =

∑
j

∫
Gj∩Gi

fj(x) dx

V̂i

. (40)

V našem kódu využ́ıváme numerickou integraci, u které můžeme nastavit
integračńı body a nemuśıme tedy pr̊uniky explicitně konstruovat. Toto ještě
můžeme zformulovat v takzvaném tokovém tvaru.

Označme si následuj́ıćı 2 množiny

Ĝ+
i = Ĝi ∩G \Gi (41)

a
Ĝ−

i = Gi ∩G \ Ĝi (42)

Ĝ+
i tedy označuje oblast kterou buňka vyhlazeńım śıtě źıskala, Ĝ−

i označuje
oblast kterou naopak ztratila. Nová středńı hodnota má pak tvar

f̂i =
1

V̂i

(
fiVi +

∫
ˆ

G+
i

f(x) dx−
∫

ˆ
G−

i

f(x) dx

)
(43)
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3.5 Remap v ALE kódu

V ALE simulaci je třeba remapovat všechny veličiny. Remap je ale formulován
pouze pro veličiny, které se zachovávaj́ı. Je tedy potřeba z primitivńıch veličin
(hustota ρ, tlak p, měrná vnitřńı energie ε, rychlost buňky u) sestrojit hustoty
a ty remapovat.

V buňce i máme

• Hustotu ρi

• Hustotu hybnosti µi = ρiui

• Hustotu kinetické energie ki = ρiεi +
1
2ρiu

2
i

S těmito veličinami provád́ıme remap. Poté co provedeme integraci na nové śıt’ce
veličiny přejdou od hustot k těmto veličinám

• Hustota ρi 7→ celková hmotnost m̂i

• Hustota hybnosti µi 7→ hybnost m̂iûi

• Hustota kinetické energie ki 7→ celková kinetická energie Êki

Abychom se dostali k novým primitivńım veličinám, které použ́ıváme pro Lagran-
geovský krok, provedeme následuj́ıćı.

• ρ̂i = m̂i/V̂i

• ûi = m̂iûi/m̂i

• ε̂i =
Êki

m̂i
− 1

2 û
2
i

Nakonec spoč́ıtáme tlak za pomoci stavové rovnice. Pro námi použ́ıvanou sta-
vovou rovnici tedy

p̂i = ρ̂iε̂i(γ − 1) (44)

3.6 Multimateriálový remap

V př́ıpadě multimateriálových ALE (MMALE) simulaćı je třeba použ́ıvat multi-
materiálový remap. V multimateriálových ALE simulaćıch mohou buňky obsa-
hovat v́ıce než jeden materiál, každý materiál má svoje veličiny. Pokud máme v
simulaci několik velmi rozd́ılných materiál̊u, tyto materiály mohou mı́t rozd́ılnou
stavovou rovnici (např́ıklad při interakci pevné látky a plynu). Abychom toto
mohli modelovat, potřebujeme v buňkách znát rozložeńı jednotlivých materiál̊u.

V buňce i tedy oproti jednomateriálovému př́ıpadu známe nav́ıc středńı hod-
notu veličin pro dané materiály fm

i , objemy jednotlivých materiálu V m
i a středy

jednotlivých materiál̊u xm
i . Horńım indexem m označujeme o jaký materiál se

jedná. Nav́ıc předpokládáme, že v buňce může být nejvýše jedno rozhrańı mezi
dvěma materiály. Pro ilustraci uvád́ıme obrázek 9, kde je zobrazeno rozděleńı
buňky mezi 2 materiály, co maj́ı svoji středńı hodnotou f1

i a f2
i .
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xi+ 1
2

xi− 1
2 xi xi+1xi−1

fi

f1
i

f2
i

x1
i x2

i

Obrázek 9: Ukázka značeńı v buňce i u MMALE remapu

Dále zavád́ıme takzvané volume fractions (objemové zlomky), ty jsou v
buňce i pro materiál m definované jako

φm
i =

V m
i

Vi
, (45)

ty určuj́ı jak velká část buňky př́ısluš́ı konkrétńım materiál̊um, na základě je-
jich objemu. Pro buňky obsahuj́ıćı jeden materiál je tedy objemový zlomek
daného materiálu 1 a ostatńıch materiál̊u 0. Algoritmus pro multimateriálové
ALE metody je stejný jako pro jednomateriálové, tedy opět provád́ıme Lagran-
geovský a Eulerovský krok. V tomto př́ıpadě ale v remapu, který v Eulerovském
kroku provád́ıme, docháźı ke změně. Jak jsme již zmı́nili v MMALE simulaci
známe rozložeńı materiál̊u v jednotlivých buňkách, při remapu toto rozložeńı
také muśıme remapovat.

Toto můžeme triviálně provést v buňkách, které obsahuj́ı pouze jeden ma-
teriál. Ve smı́̌sených buňkách muśıme provést takzvanou materiálovou rekon-
strukci. My na materiálovou rekonstrukci použ́ıváme metodu Moment of fluid.
[22] V 1D spoč́ıvá v seřazeńı materiálových střed̊u a určeńı polohy rozhrańı na
základě objemových zlomk̊u. Při multimateriálové rekonstrukci můžeme použ́ıt
všechny metody zmı́něné u jednomateriálové rekonstrukce, ale THINC a skoko-
vou rekonstrukci nepouž́ıváme, protože o nespojitosti se postaráme právě d́ıky
materiálové rekonstrukci [9]. Pro ukázku, jak multimaterálová rekonstrukce vy-
padá, uvád́ıme obrázky 10a a 10b, u prvńıho obrázku vid́ıme rekonstrukci 2
materiál̊u s lineárńım pr̊ubehem a rozhrańım mezi nimi, u druhého obrázku
vid́ıme rekonstrukci materiálu se sinusoidálńım pr̊uběhem.
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(a) Rekonstrukce 2 materiál̊u s lineárńım
pr̊uběhem, vid́ıme že metoda přesně re-
konstruje tento problém

(b) Rekonstrukce 2 materiál̊u se sinu-
soidálńım pr̊uběhem, ve všech buňkách
provád́ıme polynomiálńı rekonstrukci 4.
řádu

Obrázek 10: Multimateriálové rekonstrukce

4 Lagrangeovský krok ALE metod

Pro Lagrangeovský krok jsme zvolily cell-centered metodu, toto nám umožňuje
remapovat všechny proměnné stejně.

4.1 Fyzikálńı popis

V 1D hydrodynamice popisujeme pohyb stlačitelné tekutiny následuj́ıćımi Eu-
lerovými rovnicemi.

Předpokládáme fluidńı částici.[13] Označme jej́ı počátečńı pozici jako X a
označme jej́ı pozici v čase t jako x(X, t). X označuje jej́ı Lagrangeovu souřadnici.
Známe-li funkci u = u(x, t), udávaj́ıćı rychlost tekutiny, tak pak celou trajektorii
můžeme spoč́ıtat ze vztahu

∂x

∂t
= u, x(X, 0) = X, (46)

kde x udává Eulerovu souřadnici.
1D systém Eulerovských rovnic pro hydrodynamiku lze zapsat jako

ρ
d

dt

1

ρ
− ∂

∂x
u = 0 (47)

ρ
d

dt
u+

∂

∂x
p = 0 (48)

ρ
d

dt
E +

∂

∂x
(pu) = 0 (49)

kde ρ označuje hustotu, p tlak, u rychlost a E měrnou celkovou energii. Dále
symbolem d

dt rozumı́me totálńı (v literatuře také nazývanou jako materiálovou)
derivaci.
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Pro uzavřeńı systému potřebujeme ještě jednu rovnici. K tomu slouž́ı stavová
rovnice ideálńıho plynu.

p = P (ρi, εi) = ρε(γ − 1), (50)

kde γ je adiabatická konstanta a ε měrná vnitřńı energie ε = E − 1
2∥u∥

2.

4.2 Diskretizace prvńıho řádu

V śıti definované v sekci 2.1 je pohyb uzlu xi+ 1
2
popsán podle (46) jako

∂xi+ 1
2

∂t
= ui+ 1

2
, xi+ 1

2
(0) = Xi+ 1

2
(51)

Označme středńı hodnotu hustoty jako ρi, středńı hodnotu rychlosti jako ui

a středńı hodnotu měrné celkové energie Ei.
Integrujeme systém rovnic (47) (48) (49), to spolu s vlastnost́ı Lagrangeovské

formulace, kdy je hmota buňky konstantńı (tj. mi = ρi(t)Vi(t),∀t), dává [23]:

mi
d

dt

1

ρi
+ ui− 1

2
− ui+ 1

2
= 0 (52)

mi
d

dt
ui − pi− 1

2
+ pi+ 1

2
= 0 (53)

mi
d

dt
Ei − pi− 1

2
ui− 1

2
+ pi+ 1

2
ui+ 1

2
= 0 (54)

kde ui− 1
2
a pi− 1

2
označuj́ı toky uzly.

Tyto toky můžeme dostat řešeńım Riemannova problému na rozhrańı mezi
buňkami. Na levé straně uzlu máme stav 1

ρi
, ui, Ei, na pravé 1

ρi+1
, ui+1, Ei+1.

Pro tuto aproximaci použ́ıváme Godunov̊uv akustický řešič [24]. Definujeme
akustickou impedanci zi = ρiai, kde a označuje rychlost zvuku. Řešeńı Rieman-
nova problému je pak dáno následovně:

ui+ 1
2
=

ziui + zi+1ui+1

zi + zi+1
− pi+1 − pi

zi + zi+1
(55)

pi+ 1
2
=

zipi+1 + zi+1pi
zi + zi+1

− zizi+1(ui+1 − ui)

zi + zi+1
(56)

Provedeme diskretizaci rovnic (52) (53) (54) v čase. Známe všechny proměnné
v čase t = tn. Definujeme ∆t = tn+1 − tn.

Poté nahrad́ıme derivace pro každou veličiny dopřednými diferencemi

∂g(t)

∂t
≈ gn+1 − gn

∆t
(57)

Dostáváme
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mi

(
1

ρn+1
i

− 1

ρni

)
+∆t

(
un
i− 1

2
− un

i+ 1
2

)
= 0 (58)

mi

(
un+1
i − un

i

)
−∆t

(
pni− 1

2
+ pni+ 1

2

)
= 0 (59)

mi

(
En+1

i − En
i

)
−∆t

(
pni− 1

2
un
i− 1

2
+ pni+ 1

2
un
i+ 1

2

)
= 0 (60)

Tato sada diskrétńıch rovnic vede na schéma prvńıho řádu v čase i prostoru.
Pohyb uzl̊u je pak dán jako

xn+1
i+ 1

2

= xn
i+ 1

2
+∆tun

i+ 1
2

(61)

Dále muśıme spoč́ıtat novou měrnou vnitřńı energii, εn+1
i = En+1

i − 1
2 (u

n+1
i )2.

Nakonec źıskáme tlak ze stavové rovnice (50).

4.3 Diskretizace druhého řádu

Vylepšeńı schématu na 2. řád přesnosti je popsáno v [23].
Předpokládáme, že funkce udávaj́ıćı rychlost v buňce i je lineárńı, stejně jako

u eulerovského kroku provád́ıme rekonstrukci za pomoci nejmenš́ıch čtverc̊u a
sousedńıch buněk.

Opět nechceme, aby vznikali nové extrémy, znovu tedy použ́ıváme limiter.
Narozd́ıl od remapu zde použ́ıváme Venkatakrishnan̊uv limiter [18], který má
hladš́ı pr̊uběh než BJ limiter.

Rovnice (58) (59) (60) pak nahrad́ıme rovnicemi středovanými v čase,

mi

(
1

ρn+1
i

− 1

ρni

)
+∆t

(
u
n+ 1

2

i− 1
2

− u
n+ 1

2

i+ 1
2

)
= 0 (62)

mi

(
un+1
i − un

i

)
−∆t

(
p
n+ 1

2

i− 1
2

+ p
n+ 1

2

i+ 1
2

)
= 0 (63)

mi

(
En+1

i − En
i

)
−∆t

(
p
n+ 1

2

i− 1
2

u
n+ 1

2

i− 1
2

+ p
n+ 1

2

i+ 1
2

u
n+ 1

2

i+ 1
2

)
= 0 (64)

Pohyb uzlu je pak popsán

xn+1
i+ 1

2

= xn
i+ 1

2
+∆tu

n+ 1
2

i+ 1
2

(65)

4.4 Velikost časového kroku

Pro zaručeńı stability metody voĺıme velikost časového kroku následovně [23].
Z CFL podmı́nky máme

∆tCFL = CCFL min
i

∆xn
i

ani
, (66)
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kde CCFL je námi určený koeficient větš́ı než 0 a ani je rychlost zvuku v
buňce i.

Dále použijeme podmı́nku omezuj́ıćı změnu objemu buňky.

∆tV ≤ CV ∗ V n
i

|ui+ 1
2
− ui− 1

2
|
, (67)

kde CV je konstanta z intervalu (0, 1)
Dále použ́ıváme omezeńı na změnu časového kroku

∆tm = CM∆tn−1, (68)

kde CM je námi určená konstanta větš́ı než 1, d́ıky které se časový krok postupně
zvětšuje.

Nový časový krok je pak určen

tn = min(∆tCFL,∆tV ,∆tm) (69)

V našem ALE kódu konstanty voĺıme následovně:
CCFL = 0.25, CV = 0.1, CM = 1.01.

4.5 Okrajové podmı́nky

Protože v našem kódu použ́ıváme diskretizaci druhého řádu, která provád́ı re-
konstrukci veličin, je potřeba aby všechny buňky vedle sebe měly souseda. Toto
neplat́ı na kraji výpočetńı oblasti, proto opět použ́ıváme ghost buňky stejně
jako u remapu.

V př́ıpadě, že simulaci zastav́ıme před t́ım, než vlny doraźı na okraj simu-
lované oblasti, jsou uzly na hranici udržené v klidu d́ıky rovnováze mezi krajńı
buňkou a soused́ıćı ghost buňkou.

Pokud to problém vyžaduje můžeme rychlost okrajových uzl̊u nastavit ručně.
Např́ıklad pro levý krajńı uzel dáváme u− 1

2
= uL(t), pro funkci uL(t) = 0 se

jedná o zed’, pro uL(t) = at se jedná o rovnoměrně zrychluj́ıćı ṕıst.

4.6 Sledováńı kontaktu

Protože v Eulerovském kroku provád́ıme remap za pomoci nespojitých funkćı,
který můžeme provést pouze na rozhrańı, je potřeba označit buňku, ve které se
kontaktńı nespojitost nacháźı.

My kontakt sledujeme následovně. Z počátečńıch podmı́nek známe pozici
kontaktu jako x0

c . Předpokládáme, že kontakt se nacháźı v buňce i. Na konci
každého Lagrangeovského kroku pak provád́ıme následuj́ıćı aktualizaci jeho po-
zice.

xn+1
c = xn

c +∆t

((
1−

xn
c − xn

i− 1
2

V n
i

)
u
n+ 1

2

i− 1
2

+
xn
c − xn

i− 1
2

V n
i

u
n+ 1

2

i+ 1
2

)
(70)
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Tedy lineárně interpolujeme rychlost uzl̊u buňky ve které se kontakt nacháźı.
V našem kódu si pro každý kontakt který sledujeme, ukládáme jeho současnou
polohu a u každého Eulerovského kroku explicitně zjǐst’ujeme v které buňce se
kontakt nacháźı. V Eulerovském kroku pak v buňce, která nespojitost obsahuje,
provád́ıme THINC nebo nespojitou rekonstrukci.

4.7 Detekce komprese

Rázová vlna většinou bývá roztažena přes dvě až čtyři buňky, proto neńı vhodná
pro THINC rekonstrukci. V remapu ale u této nespojitosti nechceme provádět
rekonstrukci vysokého řádu, proto si buňky, které kompresńı vlnu obsahuj́ı,
potřejeme označit.

K tomu použ́ıváme tento detektor(
u
n+ 1

2

i+ 1
2

− u
n+ 1

2

i− 1
2

)
< (κ− 1)

V n
i

∆t
(71)

κ je námi zvolený parametr, v našem kódu voĺıme κ = 0.95.
Pokud je tato nerovnost pravdivá, buňku označ́ıme a u remapu v této buňce

použ́ıváme lineárńı rekosntrukci s limiterem.
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5 Implementace

Náš ALE kód jsem následně implementoval v programovaćım jazyce Python 3.
Python je open source vysokoúrovňový multiparadigmatický programovaćı

jazyk. Jeho prvńı verze byla vydána v roce 1991. Prvńı verze Pythonu 3 byla
vydána v roce 2008, ale jazyk je stále dále vyv́ıjen, posledńı verze vydána v
době psańı je Python 3.11. Python je dynamicky typovaný a garbage collec-
ted jazyk. Existuje mnoho implementaćıch tohoto jazyka, my jsme zvolili tu
nejpouž́ıvaněǰśı, CPython, což je interpreter psaný v jazyce C.

Tento jazyk jsme zvolili z následuj́ıćı d̊uvod̊u. Hlavńım d̊uvodem bylo to,
že s Pythonem jsme měli na začátku bakalářské práce nejv́ıce zkušenost́ı. Dále
Python, protože jeho hlavńı implementace je interpretovaná, obsahuje velmi
dobrý debugger. Jako posledńı d̊uvod uved’me to, že k Pythonu je dostupné
velké množstv́ı baĺık̊u (knihoven) pro vědecké poč́ıtáńı.

Kód samotný jsme psali v objektově orientovaném stylu. Tento styl jsme
zvolili, protože jsme chtěli využ́ıvat zapouzdřováńı a abstrakce, kterou tento
styl přináš́ı.

5.1 Použité knihovny

Pro výpočet integrál̊u je možné použ́ıt analytické metody, my ale integrujeme
numericky. Pro numerickou integraci jsme použili funkci quad z baĺıku
scipy.integrate. Tato funkce funguje jako wrapper pro funkci QAGS z knihovny
QUADPACK pro jazyk FORTRAN 77. Celkově je tato metoda postavena na
adaptivńı Gaussových kvadraturách [25] , tedy pro naše polynomiálńı rekon-
strukce je přesná.

Pro výpočet koeficient̊u Si pro polynomiálńı rekonstrukci využ́ıváme funkci
pro výpočet pseudoinverzńı matice pinv z baĺıku scipy.linalg. Tato metoda je
wrapper pro funkci DGELSS z knihovny LAPACK. Tato metoda vyřeš́ı úlohu
nejmenš́ıch čtverc̊u za pomoci singulárńıho rozkladu (SVD).

Pro kresleńı obrázk̊u jsme využili baĺıku matplotlib.
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6 Numerické výsledky - remap

Naše remapovaćı metoda je navržena na použit́ı spolu s vyhlazováńım śıtě v
ALE simulaćıch. Nejdř́ıve ale metodu otestujeme bez Lagrangeovského kroku.

Pro testováńı přesnosti remapovaćı metody použ́ıváme postup cyklického
remapováńı [3]. V něm zvoĺıme nějakou funkci, kterou budeme remapovat, tu
diskretizujeme, poté námi zvoleným zp̊usobem śıt́ı hýbáme a diskretizované hod-
noty remapujeme na posunutou śıt’ku. Toto opakujeme a nakonec porovnáme
remapované hodnoty s hodnotami p̊uvodńımi.

Parametr, který určuje počet opakováńı pohybu śıtě a následného remapu,
zde znač́ıme tmax. Pro aktuálńı časovou vrstvu použ́ıváme symbol tc.

6.1 Hladký pohyb śıtě

Při hladkém pohybu śıtě [26] je poloha uzlu výpočetńı śıtě xi− 1
2
definována

vztahem

xi− 1
2
(x) = (1− α(t))ξ(i− 1

2
) + α(t)ξ(i− 1

2
)3, 0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1 (72)

kde

α(t) =
sin(4πt)

2
, t =

tc
tmax

(73)

a

ξ(i− 1

2
) =

i− 1

n− 1
(74)

Vid́ıme že pro α(0) a α(1) nám rovnice (72) dává stejnou śıt’ku. Můžeme
tedy př́ımo porovnat rozd́ıl mezi počátečńımi a konečnými středńımi hodnotami
v buňkách. Chybu poč́ıtáme za pomoci následuj́ıćıch vzorc̊u [3]

L1 =

∑
i |fi − fi0|Vi∑

i |fiVi|
(75)

L2 =

∑
i(fi − fi0)

2Vi∑
i |f2

i Vi|
, (76)

kde fi0 označuje hodnotu v buňce v čase t = 0
Pr̊uběh tohoto pohybu śıtě je vyobrazený na obrázku 11
V literatuře [13][3] se nejčastěji použ́ıvá právě tento cyklický remap. Toto

je hlavně z d̊uvod̊u jednoduché reprodukce výsledk̊u z d̊uvod̊u explicitně po-
psaného pohybu śıtě (72). V této práci budeme použ́ıvat stejný postup, abychom
mohli porovnat naše hodnoty s dř́ıve publikovanými výsledky.
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Obrázek 11: Pohyb śıt’ky pro cycklickou rekonstrukci

6.2 Kvadratický polynom a sinus

Ukažme si nejprve výsledek pro cyklický remap s r̊uznými rekonstrukcemi pro
kvadratickou funkci x2 (Obrázek 12a) a pro funkci sinus 1 + sin(2πx) (Obrázek
12b) převzanou z [3]. Všimněme si toho, jak jsou která schémata numericky
difúzńı. Nejv́ıce difúzńı je konstantńı rekonstrukce. U limiterované rekonstrukce
si všimněme, že extrémy funkce se zmenšuj́ı. Remap s polynomiálńı rekonstrukćı
je pro kvadratický polynom přesný, pro sinus nastává velmi malá chyba. L1 a
L2 chyby pro r̊uzné rozlǐseńı śıt’ky při remapováńı funkce sinus jsou uvedeny v
následuj́ıćıch tabulkách 1 a 2.

(a) Remap pro kvadratický polynom (b) Remap pro sinus

Obrázek 12: Remap spojitých funkćı, počet buněk je 80 a provedli jsme 300
iteraćı

34



L1 40 buněk 80 buněk 160 buněk
Konstantńı rekonstrukce 4.7× 10−1 3.0× 10−1 1.0× 10−1

Lineárńı rekonstrukce 3.5× 10−2 4.3× 10−3 6.7× 10−4

Lineárńı rekonstrukce s BJ limiterem 5.3× 10−2 1.2× 10−2 2.3× 10−3

Polynomiálńı rekonstrukce 4. stupně 8.2× 10−4 2.3× 10−5 6.4× 10−7

Tabulka 1: L1 chyby pro remap funkce sinus, provád́ıme 5krát v́ıce remap̊u než
je počet buněk, tj, pro 40 buněk provád́ıme 200 remap̊u

L2 40 buněk 80 buněk 160 buněk
Konstantńı rekonstrukce 1.9× 10−1 7.6× 10−2 8.8× 10−3

Lineárńı rekonstrukce 1.1× 10−3 3.3× 10−5 3.8× 10−6

Lineárńı rekonstrukce s BJ limiterem 3.7× 10−3 2.1× 10−4 1.1× 10−5

Polynomiálńı rekonstrukce 4. stupně 6.1× 10−7 6.0× 10−10 1.8× 10−12

Tabulka 2: L2 chyby pro remap funkce sinus, provád́ıme 5krát v́ıce remap̊u, než
je počet buněk
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6.3 Nespojitá funkce

Ukažme si dále výsledek cyklického remapu s r̊uznými rekonstrukcemi u nespo-
jité funkce

g(x) =

{
2 ;x > 0

1 ;x ≤ 0
(77)

. Výsledek vid́ıme na obrázku 13a, opět vid́ıme jak jsou které rekonstrukce
difúzńı. Nav́ıc vid́ıme nové extrémy, které vznikly pro nelimiterovanou lineárńı
rekonstrukci a pro rekonstrukci kvartickým polynomem (polynomem 4. stupně).
Toto je hlavńı problém při remapováńı veličin, kterému se snaž́ıme vyhnout.
Dále v obrázku vid́ıme rekonstrukci THINC pro β = 10.

Námi navržená rekonstrukce nespojitou funkćı (Obrázek 13b) a multima-
teriálová rekonstrukce(Obrázek 13c), v tomto konkrétńım př́ıpadě přesně re-
konstruuj́ı p̊uvodńı funkci, chyba pro ně vycháźı na úrovni poč́ıtačové přesnosti.
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(a) Různé typy rekonstrukćı

(b) Námi navržená rekonstrukce nespoji-
tou funkćı

(c) Multimateriálová rekonstrukce

Obrázek 13: Remap nespojité funkce, počet buněk je 40 a provedli jsme 300
iteraćı
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6.4 Nespojitá nelineárńı funkce

V obrázku 14 vid́ıme porovnáńı nepolynomiálńıch rekonstrukćı a multimateriálové
rekonstrukce pro cyklický remap nespojité nelineárńı funkce. Tato funkce je
zadána jako

g(x) =

{
x2 − x+ 1; x > 0

−x2 − x+ 2; x ≤ 0
(78)

V tabulce 3 můžeme vidět L1 a v tabulce 4 L2 chyby pro r̊uzný počet buněk.
Pokud bychom si z posledńıch dvou sloupc̊u spoč́ıtali řád přesnosti jednotlivých
metod, dostali bychom, že metody jsou druhého řádu.

(a) Přibĺıžeńı nespojitosti

Obrázek 14: Remap nespojité nelineárńı funkce, počet buněk je 80 a provedli
jsme 300 iteraćı

L1 40 buněk 80 buněk 160 buněk
Multimateriálová rekonstrukce 1.7× 10−3 5.2× 10−4 1.3× 10−4

Rekonstrukce nespojitou funkćı 7.9× 10−3 2.9× 10−3 7.2× 10−4

THINC β = 10 8.4× 10−3 3.0× 10−3 8.8× 10−4

THINC β = 5 7.8× 10−3 2.7× 10−3 6.5× 10−4

Tabulka 3: L1 chyby pro remap nespojité nelineárńı funkce, provád́ıme 5krát
v́ıce remap̊u, než je počet buněk
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L2 40 buněk 80 buněk 160 buněk
Multimateriálové rekonstrukce 9.8× 10−6 1.5× 10−6 2.0× 10−7

Rekonstrukce nespojitou funkćı 3.2× 10−4 7.5× 10−5 8.9× 10−6

THINC β = 10 3.3× 10−4 8.0× 10−5 1.1× 10−5

THINC β = 5 2.5× 10−4 5.2× 10−5 5.9× 10−6

Tabulka 4: L2 chyby pro remap nespojité nelineárńı funkce, provád́ıme 5krát
v́ıce remap̊u, než je počet buněk
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Ukažme si výsledek cyklického remapu pro funkci se čtyřmi profily, přebrané
z [13]. Předpis této funkce je

h(x) = 1+



1 + (G(x, β,−0.705) +G(x, β,−0.695) + 4G(x, β,−0.7)) x ∈< −0.8,−0, 6 >

2 x ∈< −0.4,−0, 2 >

2− |10(x− 0.1)| x ∈< 0.0, 0, 2 >

1 + (F (x, 10, 0.495) + F (x, 10, 0.505) + 4F (x, 10, 5))/6 x ∈< 0.4, 0, 6 >

1 jinak

(79)
kde β = log( 2

36∗0.0052 ), G(x, β, z) = exp(−β(x− z)2)

a F (x, α, a) =
√
max(1− α2(x− a)2, 0)

Testovali jsme funkce THINC a naši nespojitou funkci, výsledek vid́ıme na
obrázku 15. Tento nepolynomiálńı remap jsme dělali v buňkách obsahuj́ıćı ne-
spojitost v bodech -0.4 nebo -0.2. Dále abychom zabránili vzniku oscilaćı, pro-
vedli jsme v buňkách obsahuj́ıćı body 0, 0.1, 0.2, 0.4 nebo 0.6 provedli lineárńı
remap s BJ limiterem. V ostatńıch buňkách děláme polynomiálńı rekonstrukci
4. řádu. Dále v tom stejném obrázku vid́ıme výsledky remapu u kterého jsme
prováděli bud’ pouze polynomiálńı rekonstrukci 4. stupně, lineárńı rekonstrukci
nebo lineárńı rekonstrukci s limiterem.

Vı́d́ıme, že nepolynomiálńı rekonstrukce v tomto př́ıpadě dosahuj́ı velice
dobrých výsledk̊u na rozhrańı, u kterého se nacháźı.
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Obrázek 15: Remap funkce s profily, počet buněk je 80 a provedli jsme 300
iteraćı
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7 Numerické výsledky - ALE metody

V této kapitole ukážeme výsledky vybraných hydrodynamických test̊u źıskaných
v nově implementovaném 1D ALE kódu.

Tyto testy můžeme běžet ve třech režimech:

1. Lagrangeovský režim - neprovád́ıme remap

2. Eulerovský režim - remapujeme po každém kroku na p̊uvodńı śıt’ku

3. ALE režim - každých 20 krok̊u śıt’ku Laplaceovsky vyhlad́ıme a remapu-
jeme

Eulerovský režim můžeme použ́ıvat pouze pokud se okraje naš́ı výpočetńı
oblasti nehýbou.

Test
Výpočetńı
oblast

Poloha
rozhrańı

Stav nalevo
od rozhrańı

Stav napravo
od rozhrańı

Koncový
čas

Gamma

ρ u p ρ u p tfin γ
Sod (0,1) 0.5 1 0 1 0.125 0 0.1 0.2 1.4
Lax (0,1) 0.5 1 0 1000 1 0 0.01 0.012 1.4
Noh (-1,1) 0 1 1 10−6 1 -1 10−6 0.6 1.66666

Shu-Osher (-9.5, 4.5) -4 3.857143 2.629369 10.33333 1 + 0.2 sin(5πx) 0 1 0.18 1.4

Tabulka 5: Počátečńı podmı́nky pro vybrané testy

7.1 Riemmanovy problémy

Sod̊uv test [13] se řad́ı mezi Riemmanovy problémy, tedy problémy jejichž
počátečńı podmı́nky jsou dané jako po částech konstantńı funkce. Počátečńı
podmı́nky pro vybrané Riemmanovy testy najdeme v tabulce 5.

U těchto problému voĺıme jako okrajové podmı́nky zdi, krajńı uzly se tedy
nehýbou a výpočetńı oblast z̊ustává stejná po celou dobu výpočtu. Na obrázku
16 ukazujeme Sod̊uv problém vyřešený za pomoci ALE metod s r̊uznými re-
konstrukcemi. Všimněme si, že naše rekonstrukce dává velmi podobné výsledky
jako rekonstrukce pomoćı THINC.

Na obrázku 17 ukazujeme pohyb sledované nespojitosti u Sodova problému
a detekci rázové vlny. Dále na obrázku 18 ukazujeme ALE simulaci Sodova
problému pro r̊uzné rozlǐseńı výpočetńı śıtě při použit́ı nespojité rekonstrukce.
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(a) Přibĺıžeńı nespojitosti

Obrázek 16: Výsledky numerického řešeńı Sodova problému, problém jsme řešili
r̊uznými režimy na śıt’ce s 80 buňkami

Obrázek 17: Zde vid́ıme jak funguje sledováńı nespojitosti a detekce komprese u
Sodova problému. Červená označuje pohyb sledované nespojitosti, modrá, která
se nachaźı napravo od ńı, představuje rázovou vlnu detekovanou detektorem
komprese
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Obrázek 18: Výsledky numerického řešeńı Sodova problému, problém jsme řešili
v ALE režimu a použ́ıvali jsme nespojitou rekonstrukci s n buňkami

7.2 Shu-Osher̊uv problém

Počátečńı podmı́nky opět nalezneme v tabulce 5. V Shu-Osher problému obsa-
huje tedy menš́ı hustota oscilace.

Okrajovou podmı́nkou na levé straně výpočetńı oblasti je ṕıst s konstantńı
rychlost́ı u = 2.629369, látka je tedy stlačována.

Na obrázku 19 můžeme vidět hustotu, poté co jsme problém simulovali za
pomoci r̊uzných námi implementovaných metod.
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Obrázek 19: Výsledky numerického řešeńı Shu-Osherova problému, problém
jsme řešili na śıt’ce s 80 buňkami
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Závěr

V této práci jsme se zaměřili na cell-centered Eulerovsko-Lagrangeovské metody.
Hlavńım tématem práce bylo zkoumáńı Eulerovského kroku, konkrétně remapu
a rekonstrukci veličin.

Popsali jsme existuj́ıćı polynomiálńı metody pro rekonstrukci veličin z dis-
krétńıch hodnot. Zabývali jsme se jak jednomateriálovými, tak multimateriálovými
metodami. Oba dva typy metod jsme následně otestovali v námi implemento-
vaném kódu za pomoci test̊u převzatých z odborné literatury. Po porovnáńı
výsledk̊u jsme zjistili, že naše implementace dosahuje podobných výsledk̊u. Následně
jsme se zabývali nepolynomiálńımi metodami pro rekonstrukci. Popsali jsme me-
todu THINC a následně jsme odvodili nově navrženou metodu pro rekonstrukci
za pomoci nespojité funkce. Tyto metody jsme následně porovnali s metodami
polynomiálńımi. Zjistili jsme, že naše metoda dosahuje podobných výsledk̊u jako
metoda THINC i přes to, že jej́ı formulace je výrazně jednodušš́ı.

Všechny tyto metody jsme poté použili v námi implementovaném 1D ALE
kódu. T́ımto kódem jsme následně simulovali několik problémů z hydrodyna-
miky.

Budoućı práce by se mohla zabývat předevš́ım zobecněńım THINC a ne-
spojité rekonstrukce do v́ıce dimenźı. Zvláště zaj́ımavá by byla aproximace
zakřivených materiálových rozhrańı, což klasické metody pro materiálovou re-
konstrukci neumı́. Nová metoda by pak mohla rozhrańı mezi materiály repre-
zentovat přesněji než při použit́ı multimateriálových metod.

Dále by bylo možné zkoumat použit́ı nepolynomiálńıch rekonstrukćı v př́ı-
padě staggered ALE metod.
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