CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE
Fakulta jadernd a fyzikdln€ inZenyrska

BAKALARSKA PRACE

Jana Zavadilova

2023



CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE <O

Fakulta jadernd a fyzikalng inZenyrska &LE e

Bakalérska prace

Matematické modelovani proudéni v nenasycené
ZOneé

Mathematical modeling of flow in the unsaturated
zone

Autor: Jana Zavadilova
Vedouci price: prof. Ing. Jiri Mikyska, Ph.D.

Akademicky rok:  2022/2023



Ceské vysoké uceni technické v Praze, Fakulta jaderns a fyzikalné inzenyrska

Katedra: matematiky Akademicky rok: 2022/2023

ZADANI BAKALARSKE PRACE

Student: Jana Zavadilova

Studijni program: Matematické inzenyrstvi

Studijni specializace: Matematické modelovani

Nazev prace (Zesky): Matematické modelovéani proudéni v nenasycené zéné

Nazev prace (anglicky): Mathematical modeling of flow in the unsaturated zone

Pokyny pro vypracovani:

1) Seznamte se s popisem proudéni podzemni vody v nenasycené zéng&, zejména s
Richardsovou rovnici.

2) Na zakladé ziskanych poznatkt zformulujte tlohu popisujici tento problém.

3) Na zékladé literarni reSerSe navrhnéte vhodny numericky algoritmus pro feSeni
Richardsovy rovnice a tento algoritmus implementujte.

4) NavrZeny numericky algoritmus otestujte na vhodnych testovacich p¥ikladech.

5) Popiste své zkuSenosti s navrzenym algoritmem, diskutujte jeho p¥ednosti a nevyhody.



Doporuéena literatura:
1) J. Bear, Modeling Phenomena of Flow and Transport in Porous Media. Springer, 2018.

2) P. Bastian, Numerical Computation ofMultiphase Flows in Porous Media. Habilita¢ni
prace, Technische Fakultit der Christian—Albrechts—Universitit, Kiel, 1999.

3) V. Casulli, P. Zanolli, A nested Newton-type algorithm for finite volume methods solving
Richards' equation in mixed form. SIAM Journal on Scientific Computing 32(4), 2010,
2255-2273.

4) O. Polivka, Numerické Feseni Richardsovy rovnice metodou kone¢nych objemd.
Bakalarska prace, KM FJFI CVUT, 2008.

5) M. W. Farthing, F. L. Ogden, Numerical solution of Richards’ equation: a review of
advances and challenges. Soil Science Society of America Journal 81(6), 2017, 1257-1269.

6) M. A. Celia, E. T. Bouloutas, R. L. Zarba, A general mass-conservative numerical
solution for the unsaturated flow equation. Water Resources Research 26(7), 1990,
1483-1496.

Jméno a pracovisté vedouciho bakalafské prace:

doc. Ing. Jifi Mikyska, Ph.D.
Katedra matematiky FJFI CVUT, Trojanova 13, 120 00 Praha 2

Jméno a pracovisté konzultanta:

Datum zadani bakalarské prace: 31.10.2022
Datum odevzdani bakalarské prace: 2.8.2023

Doba platnosti zadani je dva roky od data zadan.

V Praze dne 31.10.2022

vedouci katedry




Podékovdni:

Chtéla bych zde pod€kovat predevsim svému Skoliteli profesoru Jifimu MikySkovi za peclivost, ochotu,

vstiicnost a cenné rady pfi psani této prace. Déle d€kuji docentu Tomasi Oberhuberovi za poskytnuti
vytvofenych knihoven v C++ a svym rodi¢im za umoznéni studia.



Cestné prohldseni:
Prohlasuji, Ze jsem tuto bakaldfskou praci vypracovala samostatné a vyhradné s pouZitim citovanych
prament, literatury a dal$ich odbornych zdroji.

V Praze dne 2. srpna 2023 Jana Zavadilova



Ndzev prdce:
Autor:

Obor:
Zaméreni:
Druh prdce:

Vedouci prdce:

Abstrakt:

Klicovd slova:

Matematické modelovani proudéni v nenasycené zoné
Jana Zavadilova

Matematické inZzenyrstvi

Matematické modelovani

Bakalaiska prace

prof. Ing. Jifi Mikyska, Ph.D.
Katedra matematiky, Fakulta jadernd a fyzikalné inZenyrskd, Ceské vysoké
uceni technické v Praze

Bakaléfskd prace se zamétuje na numerické feSeni Richardsovy rovnice meto-
dou vnéjsich a vnitinich iteraci a poté na konvergencni analyzou této metody.
V prvni kapitole je Richardsova rovnice odvozena z Darcyho zdkona a zdkona
zachovani hmoty. Druh4 kapitola se zabyva popisem samotné metody vnéjsich
a vnitfnich iteraci, jejiho algoritmu. Algoritmus je implementovan pomoci ja-
zyka C++. Algoritmus je testovan na problémech pfevzatych z literatury. Déle
je provedena experimentalni konvergencni analyza, porovnani s Newtonovou
metodou, studie vlivu velikosti ¢asového kroku na konvergenci nelinedrniho
fesice.

Dvoufdzové proudéni v nenasyceném poréznim prostiedi, Richardsova rov-
nice, Metoda vnéjsich a vnitfnich iteraci, Newtonova metoda



Title:

Author:

Branch of study:

Specialisation:
Kind of project:

Supervisor:

Abstract:

Key words:

Mathematical modeling of flow in the unsaturated zone
Jana Zavadilova

Matematical engineering

Mathematical modeling

Bachelor project

prof. Ing. Jiff Mikyska, Ph.D.
Department of Mathematics, Faculty of Nuclear Sciences and Physical Engi-
neering, Czech Technical University in Prague

The bachelor project focuses on the numerical solution of the Richards’ equa-
tion using the method of outer and inner iterations, followed by an analysis
of the convergence of this method. In the first chapter, the Richards’ equation
is derived from Darcy’s law and the conservation of mass. The second chapter
describes the method of outer and inner iterations and its algorithm. The al-
gorithm is implemented using the C++. The algorithm is tested on problems
taken over from the literature. Furthermore, an experimental convergence anal-
ysis is performed, along with a comparison to the Newton’s method, a study
of the influence of the time step size on the convergence of nonlinear solution.

Two-Phase Flow in Unsaturated Porous Media, Richards’ Equation, Method
of Outer and Inner Iterations, Newton’s Method



Obsah

Uvod

1 Formulace problému

1.1 Zéakladnipojmy . . ... ... ......
1.2 Dvoufazové proudéni v nenasycené zoné .
1.2.1 Rovnice kontinuity . . . . .. ..
1.2.2 Darcyhozdkon . ... ... ...
1.2.3 Richardsovarovnice . .. .. ..
1.3 Matematickd formulace . . . . . ... ..

2 Numerické reSeni

2.1 Metoda kone¢nych objemt . . . ... ..
2.2 Linearizace . . .. ... .........
2.2.1 Picardova ¢asteCnd linearizace . .
2.2.2 Newtonovametoda . . . ... ..

2.2.3 Metoda vnéjsich a vnitinich iteraci

3 Numerické experimenty a vysledky
3.1 Testovacidloha . . . ... ........
3.2 Konvergenénianalyza . . . ... ... ..

3.3 Srovnani s klasickou Newtonovou metodou

Zaveér

10

11
11
12
13
13
15
15

17
17
20
20
20
21

26
26
29
31

37



Uvod

Proudéni v poréznim prostiedi je fyzikalni jev vyskytujici se v horninach, pidéach, sedimentech a rdz-
nych typech filtrii nebo membran. Dochazi k pohybu tekutin mezi pdry, ktery je ovlivnén mnoha faktory,
jako jsou tlakové gradienty, viskozita tekutiny, vlastnosti porézni struktury a dalsi vn&jsi vlivy [1]. Jedna
se o komplexni téma, které vyZaduje kombinaci matematickych modelli, numerickych simulaci a ex-
perimentalnich studii. Je kli¢ové pro realizaci fady inZenyrskych projekti, napriklad pro odhad zasob
podzemnich vod, monitorovani kontaminace, spravu vodnich zdroji a ochranu Zivotniho prostfedi.

Transport hmoty proudici v poréznim prostfedi popisuje Richardsova rovnice, nelinearni parcidlni dife-
rencialni rovnice druhého fadu tvaru

WY _g.

o (KW VW +2)],

kde 6 predstavuje objemovou vlhkost, ¢ tlakovou vysku a K vodivost. Jednad se o komplexni rovnici,
kterd nemd analytické feSeni [6]. VyuZivd se tak numerickych metod, které aproximuji a vypocitavaji
hodnoty feseni pomoci diskretizace prostoru a ¢asu. Mezi nejcastéji pouZivané numerické metody patii
metoda kone¢nych diferenci, metoda kone¢nych objemil a metoda konecnych prvka.

Hlavnim cilem této prace je testovani implementace a experimentalni konvergen¢ni analyza konkrétniho
algoritmu pro feSeni Richardsovy rovnice, a sice algoritmu metody vnéjSich a vnitnich iteraci [5]. Ne-
linedrni rovnici nejprve diskretizujeme v prostoru a ¢ase, dostaneme soubor nelinedrnich algebraickych
rovnic, ktery ¢dstené linearizujeme Picardovou metodou [10]. Déle na ¢4steCné nelinedrni systém apli-
kujeme Newtontiv algoritmus metodou vnéjsich a vnitinich iteraci. Vnoreny iterativni proces pokracuje,

dokud se feSeni dostatecné nepribliZi poZadované presnosti.

Prozatim se omezujeme na jednodussi jednorozmérné piipady. V prvni kapitole se seznamujeme s popi-
sem problematiky a odvozujeme tvar Richardsovy rovnice. Druh4 kapitola se zabyva numerickym fese-
nim rovnice, popisem samotného algoritmu. Tteti kapitola pak zahrnuje numerické experimenty, uréeni
fadu konvergence a zkoumani vlivu parametri na konvergenci.
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Kapitola 1

Formulace problému

s v 2

V této kapitole jsou poskytnuty zdkladni informace o proudéni v poréznim prostiedi. Velka ¢ast popisu
je prevzata z [9]. Zavedeme nyni zdkladni pojmy z oblasti podzemnich vod. Odvodime ndmi feSenou
tlohu.

1.1 Zakladni pojmy

Porézni prostredi je téleso tvorené zrny zeminy a prazdnym prostorem, ktery mtize byt vyplnén jednou
nebo vice tekutinami (nap¥. voda, olej, vzduch). Rikdme, Ze prostiedi je homogenni vzhledem k dané
veli€iné, jeslize ma tato veliina vSude stejnou hodnotu. Neni-li tomu tak, jednd se o prostiedi nehomo-
genni. Nékteré veliCiny mohou také zaviset na sméru, v takovém piipadé se porézni prostiedi nazyva
anizotropni vzhledem k této veli¢iné. V opa¢ném piipadé se prostfedi nazyva izotropni.

V nasycené (saturované) zo6n¢ jsou pory zcela vyplnény vodou (resp. jinou kapalinou). Nenasycenou
zoémou je pak mysleno porézni prostiedi, kde je alepon ¢ast porti vyplnénd vzduchem.

z vz

Faze je definovéna jako oblast prostoru oddélena od jiné ¢asti jistou fyzickou hranici [1]. Ve vicefazovém
systému je porézni prostiedi vyplnéno dvéma ¢i vice nemisitelnymi tekutinami.

Vzhledem k tomu, Ze vetSinou nezndme kompletni strukturu prostfedi, kterd je zpravidla velmi kompli-
kovand, nelze k odvozeni rovnic pro proudéni pouzit Eulerovy ani Navierovy-Stokesovy rovnice. Pred-
pokladejme déle ndsledujici vlastnosti zkoumané porézni oblasti:

(P1) vzdjemné propojeni port,

(P2) dostatecné velké rozméry pérd vzhledem ke stiedni volné draze molekuly tekutiny,

(P3) dostatecné malé rozméry p6rt vzhledem k plisobeni adhezivnich a kohezivnich sil.
Predpoklad (P1) je ziejmy, jelikoz tok se nemtize vyskytovat v nesouvislém prostoru. Pfedpoklad (P2)

umozn{ nahradit molekuly tekutiny v prazdném prostoru kontinuem. Tret{ vlasnost (P3) vylucuje z defi-
nice porézniho prostiedi pfipady, jako je naptiklad sit’ potrubi.

Oznalme Q c R oblast porézniho prostiedi o objemu Vq a REV! reprezentativni elementérni objem €.
Ten je dostate¢né maly vzhledem ke zkoumané oblasti a zaroven dostatecné velky k velikosti péru tak,

1Z anglického Representative Elementary Volume
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voda pevna vzduch
pida

Obrazek 1.1: Nenasycené porézni prostfedi vyhovujici nasim predpokladiim.

aby primérné hodnoty fyzikélnich veli¢in popisujici porézni prostiedi s danymi tekutinami byly v tomto
objemu téméf konstatni (podrobnosti viz [1]).

Definujeme funkci ¢ : R3 — (0;1) v bodé& x, € Qg (x0) C Q, kde oblast Qo (xo) je REV, podle [1] jako

1
¢ (xo0) = v f y (%) dx, (1.1)
Qo(x0) JQo(x0)
kde Vg, (x,) je objem oblasti o,
L x v prdzdném prostoru,
7= { 0, X vV zeming, Yxel. 1.2)

Funkce ¢ se nazyva porozita. Vyjadiuje, kolik volného mista se nachdzi v objemu zeminy.

1.2 Dvoufazové proudéni v nenasycené zoné

V této praci se zaméiime na proudéni v nenasycené zéné, tedy pory jsou alespon Castecné vyplnény vzdu-
chem. Méjme péry zaplnéné dvéma fazemi, a sice vzduchem a vodou. Budeme zkoumat toto dvoufdzové
proudéni. Proudéni kazdé faze je popsano rovnici kontinuity a Darcyho zakonem.

12



1.2.1 Rovnice kontinuity

Ptedpokladejme nestlacitelost tekutin, tedy p, = konst. Rovnice kontinuity vyjadiujici zdkon zachovan{
hmoty poté uddva bilanci objemu faze o

E+V-(qa)=Sa, (1.3)

6, zna&i objemovou vlhkost fize a a g, jeji hustotu objemového pritoku. Clen S, zna&i hustotu obje-
movych zdrojt, resp. propadt faze o. Uvazujme modelovéni situace proudéni bez jakychkoliv zdroji
a propadd, dile tedy predpokldddme S, = 0.

Objemova vlhkost faze v jednotkovém mnozstvi zeminy je definovana nasledovné

O, = ¢S € (0;9),

¢ znaci porozitu a S, saturaci piislusné faze . Saturace udava, kolik volného prostoru zabird dand faze

B fgo(xo) Yo(X, Ddx __ objem fize @ vREV

VxeQ,xge QyCQ,

a — - A
fg o) y(x, )dx objem REV
kde
1, x lezi ve fazi a v Case t,
YVo(X, 1) = { 0, jinak, VxeQ

ayje funkce z (1.2). Plati }, So(x, 1) =1,0< S, < 1.

1.2.2 Darcyho zakon

Ve dvoufizovém systému je tok faze a popsdn Darcyho zdkonem [1]

kr.a(S o)

a

qa = 'k'(VPa—Pag), (14)

g znaci objemovy pritok, k(S ) relativni propustnost faze «, k vlastni propustnost zeminy (permeabi-
litu), p, tlak dané faze a p, hustotu faze @. Tento vztah je zobecnénim Darcyho zdkona pro jednofdzové
proudéni, ktery byl odvozen francouzskym inZenyrem Henry Darcym roku 1856 [7].

Pro upfesnéni zde uvedu pouZitou konvenci, a sice g = (0;0; —g) = —gVz je bran jako vektor sméfujici
dolt proti sméru osy z v pravotoCivé soustavé, jak 1ze vidét na obrazku 1.2.

Problematiku budeme formulovat v feci proménnych 6,, Y., tj. objemové vlhkosti a tlakové vysky faze.
PtepiSeme Darcyho zdkon do téchto proménnych. Pro hydrostaticky tlak plati

Pa =pag§baa (15)

kde p, je hustota fize a, g = 9.81m/s? gravitaéni zrychleni a ¥, je tlakova vyika fize a. Dosadime
do (1.4) a pro fazi  mame nasledujici znéni Darcyho zdkona

kgpa

a

o = _kr,(x(Sa/)

V(W +2).

13
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Obrazek 1.2: Konvence pro vektor g.

Vodivosti pri plném nasyceni nazyvame veli¢inu

.k
g, .= k9pe.

Har

poté Darcyho zédkon vypadd ndsledovné

qa = _kr,a(S(r) IN{a V(o +2).

Oznacme déle K, () := ko(S ) K,. Potom

da = — a(’l’) V(‘/’af +2).

Jsme v situaci, kdy mame dvé rovnice pro nezndmé 6, a dvé rovnice pro nezndmé p,, resp. ¥,. Darcyho
zakon lze dosadit do rovnice kontinuity, dostdvame tak celkem dvé rovnice pro Ctyfi neznamé. Pro jed-
noznacnost feSeni je potfeba uvést dalsi vztahy mezi proménnymi, aby pocet rovnic odpovidal poctu
neznamych. Tyto vztahy jsou poskytnuty kapilarnimi modely, které uddvaji vazbu mezi tlakem a satu-
raci, resp. objemovou vlhkosti a tlakovou vyskou [1]. Nejcastéjsi jsou modely van Genuchtena [12] nebo
Brookse-Coreyho [4]. V této praci budeme pouzivat model van Genuchtena.

Necht’ @ € {v, n} znaci faze vody a nevody (vody a vzduchu). V feci tlakd a saturace ndm van Genuchentiv
model poskytuje vazbu mezi fazovymi tlaky a saturaci v ndsledujicim tvaru

pn_pU:pC(Sl))’
S,+S,=1

Pro proménné ¢, 6 (tlakovou vysku a objemovou vlhkost) mame podobu

Un =, =Y. (6,),
6, + 6, = ¢.

Nyni mame vSechny potfebné vztahy a pocet rovnic odpovida poctu neznamych.

14



1.2.3 Richardsova rovnice

Méjme systém sklddajici se z fize vody a vzduchu. P¥i standardnich podminkach (STP)? je hustota vzdu-
chu piiblizné 1,204 kg/m> a hustota vody pii STP pfiblizné 1000 kg/m>. Co se tyce viskozity pii STP,
jeji hodnoty dosahuiji pro vzduch zhruba 1,8 - 107 Pa - s a pro vodu zhruba 1,002 - 1073 Pa - 5. Hodnoty
pro vzduch jsou fadové t€mér tisickrat mensi. Vzduch je tak v podzemi daleko pohyblivéjsi nez voda.
Kdyz vznik4a proudéni, vzduch vyrovnd gradienty tlaku daleko rychleji neZ voda.

Proto predpoklddejme kromé nestlacitelnosti tekutin (o, = konst.) také pasivitu fdze vzduchu. Nebudou
pfitomny toky vzduchu, tj. Vp, = p,g. Pak y,, = konst. a tedy
0, =¢—06,, (1.6)
Yo =Y —Ye (6y). (1.7)

Predpokladame, Ze vztah (1.7) lze invertovat, poté 6, = 6,(,). Za danych pfedpokladii zkoumame
proudéni faze vody, dile budeme vynechévat jeji index @ = v.

Spojenim rovnic (1.3), (1.6) pro vodu dostdvime Richardsovu rovnici

W
ot =V

[KWV Y +2)]. (1.8)

1.3 Matematicka formulace

Omezime se na jednodimenziondln{ pfipad. Mame dvé& tekutiny v poréznim prostiedi, vodu a vzduch.
Predpokladejme, Ze plati nasledujici podminky:

o tekutiny jsou nestlacitelné,

e prostiedi je nestlacitelné,

e zkoumand oblast je nenasycena.

Nasi typovou tlohou je rovnice (1.8) v jedné dimenzi vCetné pocateCnich a okrajovych podminek

W o
o 0z

0
(K($)~(?—Z(¢+Z)),

W(z,0) = Yo(z), VzeQ, (1.9)
va, ) =va, Yb,t) =yp, Vie(0;T).

Konstituéni vztahy pro K(¥), 6(y) uvazujeme podle van Genuchtenova modelu [5], [12] ndsledovné

6)) = {Qr + %, pokud ¢ < 0, (1.10)
o, pokud ¢ > 0,
kw = K7 - [1- =0T (L11)

2Teplota 20°C, tlak 1013, 25 hPa
15



kdem =1 - % a b, 6, K, a,an > 1 jsou parametry materidlu spliiujici 0 < 6, < 65 a K5, @ > 0.
Parametr 6, predstavuje rezidudlni objemovou vlhkost. 8, znaci nasycenou objemovou vlhkost, jedna
se tedy o pludni porozitu, tj. §; = ¢. Parametr Kg nam dava hodnotu vodivosti pfi plném nasyceni.
a je Skalovaci parametr [2], jehoZ vliv na prubéh (1.10) miZeme vidét na obrazku 1.4.

0.45
0.35 |
03 |
025 + |
02 |
0.15 |
0.1 - |
0.05 - |

—-0.05 I I I
-1 -0.5 0 0.5 1

0y, KW)

o) ——— K@) ——

Obrazek 1.3: Prabéh funkci 8(y) (1.10), K(¥) (1.11) v zavislosti na i pro konkrétni parametry: 8, = 0.41,
6, = 0.095, = 1.9,n= 131, K; = 0.062, viz tabulka 3.3.

0.45

0.4

0.35

o)

0.3

0.25 :
-1.5 -1 -

0]
o

0.5

a 0O — a=1.9 a=1.0
@ 5 — a=15 a =028

3.
2.

Obrazek 1.4: Vliv parametru a na pribéh kiivky 6(y) (1.10) pro konkrétni hodnoty: 6, = 0.41,
6, = 0.095,n = 1.31, K; = 0.062, viz tabulka 3.3.
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Kapitola 2

Numerické reseni

Nyni pfichdzime k feSeni nelinedrni rovnice v tloze (1.9). Nejprve pouZijme metodu konecnych objemd.

Vznikly nelinedrni systém linearizujme Picardovou metodou a metodou vnéjsich a vnitinich iteraci [5].

2.1 Metoda konecnych objemii

Jednodimenzionalni Richardsova rovnice je parcidlni diferencidlni rovnice pro neznamou

W) 9
o 0z

0
(K(t//)-a—z((//+z)), 72€Q=(a;b),tel=(0;T) 2.1
s nasledujicimi poc¢ate¢nimi a okrajovymi podminkami Dirichletova typu
¥(z,0) = Yo(2), Vxe(ab),
Yla,0) = Ya(0), Y(b, 1) = yp(t), V1e(0;T).

Nejprve rovnici (2.1) diskretizujeme v prostoru, ¢as ponechame spojity, a nasledné provedeme také dis-
kretizaci Casovou.

Prostorova diskretizace

Prostorovy interval (a; b) rozdélime 7i + 1 vrcholy z;, které tvoii sit’ (obecné neekvidistantni). Pfi ekvi-
distantnim rozdéleni pro vrcholy plati

b b
Z=a+2—% i=0.1,... .4 kde —2

n n

= h znaci krok sité.

Rovnici (2.1) integrujeme pres pevné zvoleny dil¢i objem, v jednorozmérném piipade tedy pres interval

(Zi-1, )
O]
L_l B dz—fzj_1 GZ[KO//) aZ(§0+z)

17
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U(ziz32) Y(zic12) Y(Ziv12) Y(Zi3)2)

Zi-2 Zi-1 Zi Zi+1 Zit2

Obrazek 2.1: Rozdéleni intervalu a umisténi diskrétnich veli¢in. Hodnoty skaldrnich veli¢in jsou dany
ve stfedech podintervald a hodnoty toki ptes jejich hranice, tj. v bodech z;.

Dostavame
d i a Zi
& owndz - [w) Lo 23)
t Zi-1 02 Zi-1
Stfedni hodnota 6 na intervalu (z;_;; z;) je ddna vztahem
1 2
0 (z,_ 1 ) = f 0(y)dz. 2.4)
i = Zi-1 Jziy

Integral na levé strané v (2.3) nahradime ze vzorce stfedni hodnoty (2.4). Volime ekvidistantni rozdélent,
a proto z; — z;—1 = h. Déle budeme uZivat tohoto znaceni. Hodnoty tlakové vysky y(z) zndme ve stie-
dech intervalii, viz obrazek 2.1, chceme ovSem vycislit vodivost K(i(z)) na hranici, tedy v bodech z;,
pouZijeme aproximaci maximem sousednich hodnot (na zdkladé postupu v [5]). Prostorové derivace
aproximujeme pomoci centrdlnich diferenci. Dostdvame

d W (z) A(zier)
E(Q(w(zi—i)) ' h) = K(0W)- ( oz 1) - K(0(w(zi-1))) - (6—1 + 1)

Yz 1) —¥(z1 )
+ 1] (2.5)

o~ maX{K(H(‘p(ZH%)))’ K(e(lﬁ(zi_%)))} . [( z h 2

W(zy) = (g g )
+1

—max{K(@(lﬁ(Zi_%))), K(e(w(zi—%)))} ' [( h )

Casova diskretizace

Na Casovy interval (0; T') poloZime ekvidistantni sit’ s N + 1 vrcholy a ¢asovym krokem Az. Nahradime
casovou derivaci zpétnou diferenci

o) _ oM - 6w

=1,...,N.
dt Y=y At "

Predpokladejme, Ze v kaZdém casovém kroku # je tlakovd vyska y(z) konstantni pro Vz € (z;_1;z;). V n-té
Casové vrstvé aproximacemi dostaneme

0" (z,1)) = 0" (5,-1)
At

K(OW" @)}

lﬁn(ZH%) - Wn(zif%)
h

“h= max{K(@(l!/"(ZH%))), K(Q(l//n(z‘_%)))} :

Yz 1) =¥ (zs)
h

- max{K(H(t//"(z_% ),

+ max{K (0" ), K(OW" ;1)) = max{K(0" ;1) KOO ;3 )}-
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Rovnici pfendsobime ¢asovym krokem, pfevedeme ¢leny obsahujici nezndmou ¢ na jednu stranu a ¢len
Q(w”‘l(zi)) ze staré ¢asové vrstvy prevedeme na druhou stranu rovnice. Dostaneme

l//n(zlq_%) - '/’n(zi_%)
h

0" (z-1) - h~ At[max{Kw(w”(sz)), KOW" G-y} -

W’(Zi_%) - 'ﬁn(zi_%)

~max{K (6" ;). KOW" 1))} -

] = 9(!#"_1(2,-_%)) -h+ (2.6)

+A max{K (0" (z;,1)), KOz 1)")| - max{K(0W(;_)"). KOW ("))

Rovnici (2.6) pfepiSeme do vektorového tvaru. Za timto tcelem definujme vektory

v Yall) Ho(y") o)
Yy Y'(z1) 01(y™) 0" (z1))
yr=| =] |, ewhH=| = |:= : . Q2.7)
Aol Y (z;-1) O (Y") 0" (25_1))
Vi (1) U] o)

Pravou stranu (2.6) definujeme jako

by ") = 6 bt A

max{K(6;1(y"), K(0,™)} — max{K(@:")), K(6;- (x//’))}], 2.8)

Pro prehlednost rozepiSeme rovnici (2.6) nasledovné

A
B b+ U (zip1) [ - 25 max{K (O ), KOW)

A
+Y'(z ) [— It 'maX{K(Qi(!//")), K(Qil(lﬁ"))}]

" (5m1) [%t -max{K (61 (@"), K(O:y™)} + %’ - max{K(6:"), K(e,»lw"))}] = by y"").

(2.9)
Definujeme
i (9) = =5 max{ K ), K@), (2.10)
i (9) = = max K@), K@ @), @.11)
(") = % -max{K (01 ("), K(O:W")] + %t - max{K(6,"), K (01 (¥")) (2.12)
proi=1,...,7i—1

Z Dirichletovych okrajovych podminek dostivame tvar krajnich ¢lenti vektoru b a matice T

bo(" ") = wa(0).,  Ba(y" ") = w0,
tooW") =1, to1(¥") =0,
tia-1(@") =0, tra@") = 1.
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Rovnice (2.9) je rozepsand forma pro jednotlivou i-tou sloZku. Soustavu lze zapsat maticové
o0W")-h+TW" - -y" =bWy"), (2.13)

kde T'(¥") je (tridiagondlni) matice difuzniho toku a b(¥f") je vektor pravé strany. Casovou a prostorovou
diskretizaci dostdvame soustavu nelinedrnich algebraickych rovnic (2.13), kterou je potieba linearizovat.

2.2 Linearizace

Rovnice (2.13) obsahuje nelinearitu nejen v 6(), ale také ve ¢lenech obsahujicich vodivost K (). Neli-
nedarnimi Cleny jsou tedy také vektor b a matice T. Nabizi se rizné metody linearizace, jako Picardovy
iterace, Newtonova metoda nebo jejich kombinace. N4S postup na zdkladé clanku [S] bude nasledujici:
nejprve pouZzijeme Picardovu metodu na nelinedrni vektor b a matici 7. Dostaneme tzv. lehce neline-
arni systém, ve kterém se nelinearita schovdva uz jen ,,diagondlné* ve ¢lenu 6(y). Na tento systém poté

N P2 v, o2

pouZijeme metodu vnéjSich a vnitfnich iteraci, kterd vyuziva Newtonovy aproximace.

2.2.1 Picardova ¢astecna linearizace

Picardova metoda [10] spociva v dosazeni feSeni z pfedchozi iterace do nelinedrnich ¢leni. Linearizujme
leny T(W") a b(y™). Pro prvni iteraci vezmeme i z piedeslé Casové vrstvy, a sice ¢"%(z) = ¥"~1(2).
Pro kaZdou ¢asovou vrstvu tak dostdvdme

G b+ Y @) Lt ) @) 1 (BT ¥ G - W) = BT (214)

Dostavame lehce nelinedrni systém, kdy je nelinearita reprezentovana vyrazy 6;(¥") a ma diagonélni cha-
rakter. Systém lze fesit Newtonovou metodou [13], nebo také sofistikovanéjsi metodou vnéjsich a vniti-
nich iteraci [5].

2.2.2 Newtonova metoda
Newtonova metoda [13], pod jinym ndzvem zndmad jako metoda tecen, spociva v linearizaci funkce y(x)

v okoli bodu x; pomoci Taylorovy fady. Pfedpoklady metody jsou spojitost funkce y(x) v daném bod¢ x;
a existence prvni derivace v bod¢ x;. Linearizace je dand vztahem

1(x) = y(xXe—1) + i (x=1) - (X — Xp—1). (2.15)

Rovnice (2.14) je linearizovdna nasledovné

(O D +o@) @ =y )+ T " = by, (2.16)

Prednosti metody je jeji rychla konvergence, jednd se o metodu druhého fadu pro kotfen o nasobnosti 1.
Metoda ovSem obecné konverguje pouze lokalné. Pro zaji§téni konvergence je tedy potieba volit asovy
krok dostatecné maly.

20



2.2.3 Metoda vnéjSich a vnitinich iteraci

Pfipomenime, Ze konstitu¢ni vztahy pro K(¥), 8(¢) jsou dany van Genuchtenovym modelem (1.10),
(1.11). Oznacme 6, rezidudlni objemovou vlhkost a c(i) = g—g (nezapornou) specifickou kapacitu vlh-
kosti. Pak 1ze objemovou vlhkost vyjadfit pomoci c(y) nasledovné

W
0W) = 6, + f c(E)dé. 2.17)

Necht’ plati nasledujici pfedpoklady na kapacitu vlhkosti c(y):

Predpoklad C1  ¢(¥) je definovdno pro Vi € R a jednd se o nezdpornou funkci s omezenymi
derivacemi,

Predpoklad C2 Existuje ¥* € R takové, Ze c(y) je kladna a neklesajici funkce na (—oo; ™)
a nerostouci na (*; +co).

Pak c(y) = d%ﬁ) >0apr Y¥ € R, 0, < () < 6,. Nejpouzivanéjsi konstitucni vztahy pro kapacitu
vlhkosti c(y) tyto pfedpoklady C1-C2 spliiuji.

Pro van Genuchtendv model Ize kapacitu vlhkosti ¢ dostat derivaci (1.10), a sice

0,—6, n—1
C((ﬁ) — d@(w) — anm [1+|(l(ﬁ|"]m+l |a/)70| ’ pOkud w < 0’ (218)
dy 0, pokud ¢ > 0.

Tato veli¢ina je nezdpornd a jeji maximum se nachdzi v bodé d%‘;) = 0, to jest pro

. ln—lﬁ
e
a\ n
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0.12

0.1 — ]
0.08 - //
006 - |

0.04 \ i

c(¥)

0.02 | 1

-0.02 + 8

~0.04 | 1

-1 -0.5 0 0.5 1
¥

Obrazek 2.2: Pribéh funkce c(y) (2.18) v zavislosti na ¢ pro konkrétni parametry: 8, = 0.41, 6, = 0.095,
a= 19,n= 131, K; = 0.062, viz tabulka 3.3.

Funkce c(¢) je nezdpornd s omezenymi derivacemi, je téméf vSude diferencovatelnd, pfipousti pouze
nespojitosti prvniho druhu. Lze ji vyjadrit jako rozdil dvou nezapornych, neklesajicich a omezenych
funkci [8], oznacme je p(y) a q(i) (tzv. Jordanova dekompozice). Pak c(y) = p(¥) —qg(¥y) > 0a 0 <
q) < p() V¢ € R. KdyZ c(y) spliiuje predpoklady C1-C2, piislusejici Jordanova dekompozice je dana
nasledovné

{ pW) =cW), q)=0 pro ¢ < ¥, .19
W) = W), q) = pW) —ch)  proy >y, '

Dile 1ze objemovou vlhkost 8(¢) zapsat jako 8(y) = 61 (¥) — 6>(¢¥), kde kazd4 sloZka 8, (i), 62(¥) je ddna
vztahem

01(0) = 6y, () = 0 <y,
{ 1Y) = 6W) >(¥) proyr < ¥ (2.20)

61Y) = 0" + cWHW —¥"), W) =61(Y) - 0@W)  proy >y~

> d d
takze p(y) = “G" a qW) = “G7

Oznacme C(¥), P(¥) a Q(¥) diagondlni matice, jejichZ diagondlni prvky jsou c(¥,), p(¢i) a q(;). Pak

C@y) = P(¥) — Q(¥) predstavuje jakobidn 6(y) skoro vSude, P(i) je skoro vSude jakobidn 6 () a Q)
je skoro vSude jakobidn 6, (y).

Algoritmus vypoctu jedné ¢asové vrstvy

Necht’ je T symetrickd M-matice' definovand vyse vztahy (2.10) - (2.12) a kapacity vlhkosti c(¢) spliiuji
predpoklady C1-C2. Pak lze soustavu (2.14) (C4ste¢né linearizované rovnice Picardovymi iteracemi)

'M € R¥¥ je M-matice & 1) m; >0, Yie N; 2) m;; <0, Vi # j; 3) M jereguldrni A M~' >0
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zapsat nasledovné

01 (Y") — 6" + T ) -y = b(y" ). (2.21)

Vnéjsi iterace

Nejprve linearizujeme Clen 65(y") pomoci predpisu Newtonovy metody (2.15).

Pro nasi rovnici (2.21) dostivame

01" = [0 + 6 Ny - (- D+ T = by .

Ozna¢me 6’ (Y1) = Q(™* 1) = Q™K1 Ty ') = T" " a b(y" ') = "' Po prepsani mame

01(¢n,k) + (Tn—l _ Qn,k—l) X lﬁn’k — bn—l + 02(!,0"’1{_1) _ Qn,k—l A ‘/In,k—l ) (222)

=:qnk-1

Ptejdeme k linearizaci ¢lenu 6y (W”k).

Vnitini iterace
V rovnici (2.22) nyni linearizujeme prvni ¢len pomoci vztahu (2.15)
[Ol(llln’k’l_l) + 01/(lﬁn’k’l_l) . (!/]n,k,l _ l/,n,k,l—l)] + (Tn—l _ Qn,k—l) X ‘/,n,k,l — dn,k—l.

Ozna¢me 6y’ (Y™5~1) = p(y*!=1) = prki=1 Po piepsani dostavame

(Pn,k,l—l + Tn—l _ Qn,k—l) X lﬁn’k’l — dn,k—l _ al(wn,k,l—l) + Pn,k,l—l X wn,k,l—l ) (223)

= fn,k,l—l

Dostdvame soustavu linedrnich algebraickych rovnic s tridiagondlni matici. Smycka vnitfnich iteraci je
ukonéena, jestliZe je splnéna podminka ||| < €, kde

rn,k,l — Ol(llln’k’[) + (Tn—l _ Qn,k—l) X lﬁn’k’l _ dn,k—l (2.24)

je reziduum rovnice (2.23). Obdobné pro smycku vnéjsich iterac ||| < €, kde

= 01 - o + Tyt = b 225

je reziduum rovnice (2.22).

Algoritmus schematicky

Vyse popsanou iteraci casové smycky Ize shrnout pomoci schematu Algoritmus 1.

23



Algoritmus 1: Metoda vnéjSich a vnitinich iteraci

1 Naéti po¢ate¢ni podminku y°
2 forn=1to 7T do

3 | Napoéti "1, 777! podle (2.8), (2.10)-(2.12)
4 Poloz k=1
5 | Poloz ™ = min{y*, y" 1}
6 do
// smycka pres index k
7 Napocti a1, 0%~ podle (2.22)
8 Poloz =1
9 Poloz y"+0 = g+t
10 do
// smycka pres index 1
1 Napoéti frk-Li=1 prk=Li=1 hodle (2.23)
12 Vyfes (Pn’k’l_l + 7171 — Q”’k_l) . (ﬁ"’k’l = f"’k’l_l // soustava s tridiagonalni
matici
13 rn,k,l — al(l/,n,k,l) + (Tn—l _ Qn,k—l) . wn,k,l _ dn,k—l
14 I++
15 while ||7"*|| < €
16 Poloz y™* = gkt
17 rn,k — ol(l/’n,k) _ 02(¢n’k) + Tn—l A lﬁn’k _ bn—l
18 k++
19 | while [P <€
20 | Polozy" = y™k

V ¢lanku [5] jsou dokazany nasledujici konvergencni tvrzeni:

Lemma 1. Pro k > 1 necht’ y™"*! a y"*H1 jsou dvé po sobé jdouct vnitini iterace ziskané z (2.23).
Pokud je (P™*! + T — Q%=1 M-matice, potom

gl < gl (2.26)

Lemma 2. Pro k > 1 necht’ ¢ je k-td iterace ziskand z (2.22) a necht’ y"**V je I-td iterace spliiujici
(2.23). Pokud je (P™*1I=1 4 T — O"%) M-matice, potom

l//n’k S "bn,k+l,l‘ (227)

Véta 1. Necht’ O() je ddna predpisem (2.17) a necht’ T je ireducibilni (nerozloZitelnd) matice difiizniho
toku, kterd je symetrickou M-matici. Pokud kapacita vlhkosti c(¥) spliiuje predpoklady C1 a C2, potom
je algoritmus 1 dobre definovany a vnitini a vnéjsi iterace jsou monotonni.

Spec. proVk = 1,2,... dostdvdme

YR <kl =12, (2.28)
%”n’k < wn,k+1,l’ [=1,2,..., (2.29)
wmk < gk, (2.30)

a vnéjsi iterace Y* konverguji k presnému ieseni (2.13).

24



N e

Obecné plati, Ze rychlejsi konvergence se dosdhne volbou feseni z vnéjsi iteracni smycky nebo z predcho-
ziho Casového kroku jako pocéatecni odhad. Pro dosaZeni monotonni konvergence a splnéni poZadavku
Y < y* algoritmu 1 je navrzen poCite¢ni odhad (fadek 5), ktery vyuziva znamého feseni z predchozi
Picardovy iterace:

™0 = min{y*, y" ).

Vysledkem vnitin{ iterace je linedrni rovnice na fadku 12 v algoritmu 1, kterd se dé feSit naptiklad
Thomasovym algoritmem, viz [11].
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Kapitola 3

Numerické experimenty a vysledky

Obsahem této kapitoly je testovani implementace jiZ popsaného numerického feseni Richardsovy rovnice
v jednorozmérném piipadé.

3.1 Testovaci uloha

Metodu vnéjSich a vnitinich iteraci aplikujeme na dlohu, kterd je popsdna v ¢lanku [5], a ovéfime, zda-li
jsou naSe vysledky konzistentni s vysledky v literatufe.

Resime rovnici 2.1 v oblasti Q x I = (a;b) X (0;T), kde a = Om, b = 2m, T = 300000 s s témito
pocateCnimi a okrajovymi podminkami:

W(z,0) = -z, (3.1)
¥(0,1) =0, (3.2)

~0,05 +0,03 sin (1255, pro 0 < 7 < 100000,
v(2,1)=40,1, pro 100000 < ¢ < 180000, (3.3)

—0,05 +2952,45 exp (155875 ) . Pro 180000 < £ < 300000.

Jedna se o situaci, kdy mame dvoumetrovy ptudni vélec, v jehoZ pocétku je okrajova podminka dané kon-
stantni hladinou podzemni vody, zatimco na horni hranici mame ¢asové zavislou Dirichletovu podminku.
Vyvoj ¢asové zavislé Dirichletovy podminky miizeme vidét na obrazku 3.2.

Na interval (0;2m) poloZime ekvidistantni sit’ s velikosti oka sité¢ 2z = 0,00625 m. Dostdvame tak sit’
0 320 dilcich. Pudni hydraulické vlastnosti jsou popsany van Genuchtenovym modelem (1.10) a jejich
parametry jsou uvedeny v tabulce 3.1.

Daile diskretizujme Casovy interval (0; 300 000 s). Velikost casového kroku volme 1000 s. Pocet iteraci
k ziskdni feSeni zdvisi na velikosti €, tedy jak moc pfesné feSeni chceme dostat. Vysledky nalezneme
v tabulce 3.2. Vidime, Ze pii nejméné piisné podmince € = 1073 dostdvame konvergenci hned po jedné
iteraci vnitfn{ i vné&jsi smycky. Optimalni se zd4 byt e = 1075, Tlakova vyska ziskana s touto toleranci
je vykreslena na obrazku 3.3b. Toto feSeni se zdd byt velmi podobné feseni uvedenému v ¢lanku [5]
na strané 2269.
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Obrazek 3.1: Padni va-
lec o vysce 2m s pocat-
kem u hladiny podzemni
vody.

2 o

: 0.1
i 0.05 |
| o
| s 0
i ~0.05
P
b o o O \\;,,
~— ~0.1 ‘
0

50000 100000 150000 200000 250000 300000
t

Obrézek 3.2: Casové zdvisla Dirichletova podminka (3.3).

Tabulka 3.1: Hydraulické vlastnosti pidy pouZité v testovacim problému.

O 0,410

0, 0,095
a(m™h) 1,9
n 1,31

K, (m/den) | 0,062

Tabulka 3.2: Vysledky testovaci dlohy.

e=103]e=10°%]e=10"12

pocet Casovych kroki 300 300 300
celkovy pocet vnitinich iteraci 300 612 1572
celkovy pocet vnéjsich iteraci 300 440 846
pramérny pocet vnitfnich iteraci na Casovou vrstvu 1 2.04 5.24
primérny pocet vnéjsich iteraci na ¢asovou vrstvu 1 1.46 2.82
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(a) Profily objemové vlhkosti ve vybranych Casech.
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(b) Profily tlakové vysky ve vybranych Casech.

Obrazek 3.3: Vyvoj veli¢in ve vybranych ¢asech 0 s, 35000 s, 155000 s, 300000 s.
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3.2 Konvergencni analyza

Pfi pouziti numerickych metod pro vypocet diferencidlnich rovnic nds zajima, jaka je jejich presnost
a konvergenc¢ni vlastnosti. V praxi metody aplikujeme na diskrétni sit’ s konecnym pocétem vrcholl
a chceme zajistit dostatecné dobrou aproximaci presného feSeni. Nastivaji piipady, kdy presné - ana-
lytické feSeni nemdme k dispozici. Tehdy numerické metody testujeme na zjednoduSenych problémech,
jejichZ analytické feSeni existuje; piipadn€ nase numerické feSeni porovname s jinym fesenim, které na-
politame na velmi jemné siti vzhledem k pivodnimu - ,hrubému® numerickému feSeni. Rad konver-
gence se pak pocitd na zakladé chyby numerického feSeni v porovnani s pfesnym nebo velmi jemnym
numerickym feSenim.

Zadefinujme si nyni nasledujici pojmy. Vychdzime z [3].

Definice 1. Necht’ Q je oblast, ‘Hj, je prostor sit' ovych funkci (1j. funkci definovanych na siti s krokem h
a redlnym oborem hodnot), Py, : C(Q) —> Hy, je operdtor projekce na prostor sit’ ovych funkci. Pak
numerické feseni uy, € Hj, konverguje k presnému reseni y, prdavé kdy?

lim ||Pry — =0.
Jm [Py = uplln

Rekneme, Ze konvergence md ¥ad « > 0, pravé kdyz
1Pry — uplln, = Oh®) pro h — 0.
Poznamka 1. Plati ekvivalence
1Py — unlln = O(h®) = (AC > 0) (AH okoli) (Yh € HY) (1Pry — uplly < C - h%).

Definice 2. Necht' Vh € (0, 1) je |||l norma na H,, pro kterou existuje norma ||-||max na C(Q) tak, Ze pro
v§echny spojité funkce y na Q plati
hlirggllﬂyllh = llyllmax-

Pak se norma |||, nazyvd konzistentni.

Poznamka 2. Oznacme E;, = |Pry — upllp chybu numerického veseni. Budeme pouZivat ndsledujici
konzistentni normy:
n—1 h h »
WEnln,p = ( hlER|” + §|Eh0|p + ilEth)) s Eni = |Pry —un)illn, p=1;

i=1

”Eh”h,max = max |Epil.
i=0,...,n

Rad konvergence budeme poé&itat pomoci chyb numerickych feseni na dvou sitich.
Definice 3. Experimentdlni i'dd konvergence EOC' (hy, hy) definujeme jako

log(Ep, /Eny)
log(hi/hy) ~

kde hy > hy jsou dva riizné kroky sité, Ey, a Ep, prislusné chyby aproximace s prislusnou normou.

EOC(hy, hy) = (3.4)

17 anglického Experimental Order of Convergence
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Nyni mame zavedené zakladni pojmy. Dédle budeme testovat konvergenci a uréime fad konvergence
pro tlohu z kapitoly 3.1 fesenou metodou vnéjsich a vnitinich iteraci (MVVI). Hledanou nezndmou je
vektor ¥. ProtoZe tiloha nema analytické feseni, pouZijeme pro konvergencni analyzu jako pfesné feSeni
prave to na nejjemné;jsi siti, oznaéme ho y. Vektor u predstavuje numericky napoctené feseni vektrou

rizné od y.

Postup vypoctu fadu konvergence bude nésledujici:
1. napocteni nejjemnéjsiho feSeni y pro krok A,

2. napocteni numerickych feseni u;, pro kroky sité 2h,4h, 8h, . . .,

3. interpolace vektord tak, aby bylo moZné porovnat hrubsi vektor s nejjemnéj$im vektorem y, tj. na-
pocteni I ’,‘lh - Upp, kde I ’,‘lh je operéator linedrné interpolujici diskrétni funkce ze sité k - 4 na sit’ A,
kde k € {2,22,23,.. ),

4. napocteni normy chyb numerickych reSeni

2h 4h 8h
Ep=lly—12," - uoplln, En = ly — L," - wanlln, En = ly = L," - usnllps - - - »

5. napocteni fadu konvergence EOC podle definice 3.

Vysledky konvergencni analyzy

7 Y2

Resime rovnici (2.1) na (0; 35000 s) % (0; 2 m) a napocitdme experimentdlni fdd konvergence.

Zacnéme s jednim casovym krokem o velikosti 35 000s a deseti elementy o velikosti 0,2 m. Postupné
zmenSujme Casovy krok a zdroven element sité na polovinu. Nastaveni miZzeme vidét v tabulce 3.3.
Reseni v Nastaveni 10 je nejjemnéjsi a s nim budeme predchozi feSeni srovndvat.

Tabulka 3.3: Konvergen¢ni analyza - nastaveni.

pocet ¢asovych | velikost Casového | pocet elementli | velikost elementu

kroka kroku [s] sit€ [m]
Nast.1 1 35000 10 0,2
Nast.2 2 17500 20 0,1
Nast.3 4 8750 40 0,05
Nast.4 8 4375 80 0,025
Nast.5 16 21875 160 0,0125
Nast.6 32 1093,75 320 0,00625
Nast.7 64 546,875 640 0,003125
Nast.8 128 273,4375 1280 0,0015625
Nast.9 256 136,71875 2560 0,00078125
Nast.10 512 68,359375 5120 0,000390625

V tabulce 3.4 poté vidime vysledky. V L; normé fad konverguje k hodnoté 2,5, pro normu L, je hodnota
také rovna pfiblizné 2,5. Pro maximovou normu se po zaokrouhleni dostdvame k hodnoté 1,6.
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Tabulka 3.4: Konvergenéni analyza - vysledky MV VL

cas L L, Lo
vypoctu [s] E, EOC E, EOC E;, EOC
Nast.1 0,0056 76,2328 1,7340 0,9195

Nast.2 0,0452 25,3363 | 1,5892 | 0,7601 | 1,1898 | 0,9084 | 0,0176
Nast.3 0,0576 6,1857 | 2,0342 | 0,2197 | 1,7907 | 0,6535 | 0,4750
Nast.4 0,1211 1,9824 | 1,6417 | 0,0957 | 1,1983 | 0,6199 | 0,0763
Nast.5 0,2991 0,8437 | 1,2325 | 0,0477 | 1,0041 | 0,5493 | 0,1745
Nast.6 0,7376 0,2814 | 1,5842 | 0,0166 | 1,5270 | 0,3654 | 0,5881
Nast.7 4,4219 0,0778 | 1,8544 | 0,0046 | 1,8497 | 0,1978 | 0,8854
Nast.8 17,0197 0,0157 | 2,3048 | 0,0009 | 2,3460 | 0,0790 | 1,3248
Nast.9 60,1513 0,0029 | 2,4655 | 0,0002 | 2,5480 | 0,0265 | 1,5768

3.3 Srovnani s klasickou Newtonovou metodou

N e

Jako dals{ experiment zde mdme porovnini ndmi testované metody vnofenych vnéjsich a vnitinich iterac{
(MVV]) s klasickou Newtonovou metodou. Newtonovu metodu jde nasimulovat v MV VI nastavenim
jedné vnitin{ iterace, protoZe pro [ = 1 pfechdzi rovnice (2.23) v rovnici (2.16).

Pouzijme opét tlohu, kdy feSime rovnici (2.1) na (0; 35 000s) X (0; 2m). Ponechdavame toleranci € = 107°.
UvaZujme nastaveni stejnd jako v tabulce 3.3. Porovndme celkovy Cas potfebny k napocitani feSenf a pii-
slusné normy pro metodu vnéjsich a vnitinich iteraci (MVVI) a Newtonovu metodu (NM). Dostavame
nasledujici tabulku:

Tabulka 3.5: Konvergencni analyza - vysledky NM.

cas Ly L, Leo
vypoctu [s] E, EOC E, EOC E, EOC
Nast.1 0,0029 76,2328 1,7340 0,9195

Nast.2 0,0113 25,3363 | 1,5892 | 0,7601 | 1,1898 | 0,9084 | 0,0176
Nast.3 0,0413 6,1857 | 2,0342 | 0,2197 | 1,7907 | 0,6535 | 0,4750
Nast.4 0,1478 1,9825 | 1,6416 | 0,0957 | 1,1984 | 0,6199 | 0,0763
Nast.5 0,4671 0,8427 | 1,2342 | 0,0477 | 1,0058 | 0,5489 | 0,1753
Nast.6 1,8377 0,2810 | 1,5842 | 0,0165 | 1,5270 | 0,3651 | 0,5886
Nast.7 5,5102 0,0777 | 1,8554 | 0,0046 | 1,8509 | 0,1975 | 0,8865
Nast.8 16,6876 0,0157 | 2,3026 | 0,0009 | 2,3435 | 0,0789 | 1,3228
Nast.9 47,5283 0,0029 | 2,4652 | 0,0002 | 2,5478 | 0,0265 | 1,5764
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Pro lepsi interpretaci srovnani vysledki v tabulkach 3.4 a 3.5 vykresleme chyby numerickych feseni Ej,
pfislusnych norem v logaritmickém méfitku. Na obrazcich 3.4 - 3.6 miZeme vidét, Ze se chyba sniZuje
se zmenSujicim se krokem.

L norma

54.5982 | S
7.3891 | ]

1.0000 o ]

In(Ey)

0.1353 | ]

0.0025 C L C:) | L L L L L L L L L L L |
0.0009 0.0025 0.0067 0.0183 0.0498 0.1353 0.3679

In(h)
Li norma MVVI —c— L norma NM

Obrézek 3.4: Chyba L; normy v logaritmickém méfitku.

L, norma

1.0000 | | | | | e ]
0.3679 1
0.1353 / 1
0.0498 - 5 1
0.0183 - & .
0.0067 1
0.0025 - 1
0.0009 - @ 1
0.0003 1

0.0001 - . | . . L - . ]
0.0009 0.0025 0.0067 0.0183 0.0498 0.1353 0.3679

In(h)
L, norma MVVI —&— L, norma NM

In(Ey)

Obrazek 3.5: Chyba L, normy v logaritmickém méfitku.

32



In(Ep)

1.0000
0.3679
0.1353

0.0498

0.0183

L, norma

0.0067  0.0183  0.0498

In(h)
Lo norma MVVI —&— L., norma NM

0.0009  0.0025

Obrazek 3.6: Chyba L, normy v logaritmickém méfitku.
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V tabulkich 3.6 a 3.7 srovnejme pocet iteraci.

Tabulka 3.6: Pocty iteraci pro MV VL.

MVVI
celkovy pocet celkovy pocet prumérny pocet pocet vnéjsich
vnitinich iteraci | vnéjSich iteraci | vnitfnich iteraci na | iteraci na jednu
jednu vnéjsi iteraci | ¢asovou vrstvu
Nast.1 2 1 2 1
Nast.2 6 4 1,5 2
Nast.3 13 8 1,6250 2
Nast.4 26 14 1,8571 1,75
Nast.5 40 18 2,2222 1,125
Nast.6 71 34 2,0882 1,0625
Nast.7 115 66 1,7424 1,0313
Nast.8 158 128 1,2344 1
Nast.9 278 256 1,0859 1
Nast.10 530 512 1,0352 1
Tabulka 3.7: Pocty iteraci pro NM.
NM
celkovy pocet celkovy pocet prumérny pocet pocet vnéjSich
vnitinich iteraci | vnéjSich iteraci | vnitfnich iteraci na | iteraci na jednu
jednu vnéjsi iteraci | casovou vrstvu
Nast.1 2 2 1 2
Nast.2 5 5 1 2,5
Nast.3 11 11 1 2,75
Nast.4 22 22 1 2,75
Nast.5 38 38 1 2,375
Nast.6 69 69 1 2,1563
Nast.7 113 113 1 1,7656
Nast.8 158 158 1 1,2344
Nast.9 278 278 1 1,0859
Nast.10 530 530 1 1,0352

Vidime, Ze pfi pouziti NM je napocitavan mensi pocet iteraci, a proto je ¢as vypoctu krat$i nez pro MV VI,

jak je uvedeno v tabulkdch 3.4 a 3.5. EOC je pfitom pro obé metody témef stejny.
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Vliv velikosti ¢asového kroku na konvergenci metod

Jako dal$i budeme pozorovat pisobeni velikosti casového kroku na konvergenci metod MVVI a NM.
M¢éjme zadani obdobné tloze v kapitole 3.1 s rozdilem hodnoty okrajové podminky
Yy (2,1 =0,1,

a oblasti - prostorovy interval je zachovén (0; 2 m), zménén je interval Casovy, a sice (0; 262 144 s).

pro0<t<T, (3.5

Nastaveni oblasti a sité¢ méjme pro obé metody shodné. Volme jemnou sit’ o 1280 prvcich, kazdy délky
0,0015625 m. Postupné budeme 4x zvétSovat Casovy krok a sledovat, jak se méni pocet iteraci pro na-
pocteni numerického feSeni.

Tabulka 3.8: Vliv velikosti casového kroku na pocet iteraci a ¢as vypoctu pro MV VL

MVVI
velikost Cas Cas celkovy pocet | celkovy pocet | prumérny pocet pocet vnéjSich
kroku vypoétu [s] vnitinich vnéjSich vnitinich iteraci | iteraci na jednu
iteraci iteraci na 1 vnéjsi iteraci cas. vrstvu
1 938,658 262157 262 145 1,00005 1,000004
4 234,18 65562 65538 1,0004 1,00003
16 53,9617 16431 16389 1,0026 1,0003
64 14,7992 4190 4114 1,0185 1,0044
256 4,98495 1331 1071 1,2428 1,0459
1024 2,1371 615 447 1,3758 1,7461
4096 1,0715 241 166 1,4518 2,5938
16384 0,2448 68 36 1,8889 2,25
65536 0,0698 16 8 2 2
262 144 0,0152 4 2 2 2

Tabulka 3.9: Vliv velikosti ¢asového kroku na pocet iteraci a ¢as vypoctu pro NM.

NM
velikost Cas Cas celkovy pocet | celkovy pocet | prameérny pocet pocet vnéjSich
kroku vypoctu [s] vnitinich vnéjsich vnitinich iteraci | iteraci na jednu
iteraci iteraci na 1 vnéjsi iteraci cas. vrstvu
1 900,136 262157 262157 1 1,00005
4 230,261 65561 65561 1 1,00038
16 58,6624 16429 16429 1 1,00275
64 16,1818 4179 4179 1 1,02026
256 5,2249 1310 1310 1 1,27930
1024 1,9960 458 458 1 1,78906
4096 0,6555 164 164 1 2,5625
16384 0,2602 48 48 1 3
65536 0,0645 12 12 1 3
262 144 0,0235 3 3 1 3
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Po porovnani dat z tabulek 3.8 a 3.9 Ize konstatovat, Ze pro malé casové kroky se jevi Newtonova me-
toda jako vyhodnéjsi. Vypocet pro nase nastaveni je rychlej$i o necelych 40 s a pocet iteraci je t€mér
srovnatelny.

Zvétsujeme-li Casovy krok, rychlej$i konvergence se obraci ve prospéch metody vnéjSich a vnitinich
iteraci, kdy je vypocet 1,5x rychlejsi neZ pro Newtonovu metodu. Zda se, Ze pocet vnéjSich iteraci
na jednu ¢asovou vrstvu je niz$i. OvSem je nutno si uvédomit, Ze dvé vnitini iterace (celkovy pocet)
a dvé vnéjsi iterace v priméru na ¢asovou vrstvu daji dohromady Ctyfi iterace celkem. To je vice neZ
tfi Newtonovy iterace na jednu casovou vrstvu. Z hlediska vypocetniho ¢asu se MV VI pro delsi asové

N e

kroky jevi jako vhodnéjsi nez NM.
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Zaver

V této praci byl predstaven algoritmus metody vné&jSich a vnitinich iteraci spolu s analyzou implemento-
vané metody feSici nelinedrni parcidlni diferencidlni rovnici - Richardsovu rovnici.

Po ovéreni korektnosti implementace a porovndni s literarnimi vysledky jsme zjistili, Ze MV VI (metoda
vnéjsich a vnitfnich iteraci) dosahuje vysokého experimentédlniho fddu konvergence v norméch Ly, L,
a také L. Déle jsme provedli srovnani s klasickou Newtonovou metodou a zjistili, Ze obé metody do-
sahuji srovnatelné chyby, jestliZe sniZujeme krok metody zdroven s velikosti elementu sité. Nicméné
vysledky ukézaly, Ze Newtonova metoda byla Casové efektivnéj$i nez MV VI. Pokud jsme ponechali
velikost elementu sit€¢ neménnou a zménili pouze Casovy krok, MV VI se zddla byt vyhodnéjsi pii zvét-
Sujicim se ¢asovém kroku.

Piinosem préce je mimo jiné zpiehlednéni popisu algoritmu z ¢lanku [5], kde byly vynechdny ur¢ité in-
dexy a mohlo dojit ke zmateni Ctendfe. MozZnost{ dalsitho rozsifeni tohoto vyzkumu je zkoumani vysledki
vicerozmérnych piipadt, abychom posoudili, zda-1i dojdeme k obdobnym zavértim.
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