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Uvod

Pomoci parcialnich diferencialnich rovnic a jejich soustav lze matematicky popsat chovani a vyvoj
mnoha p#irodnich systémt a procesti, jakymi jsou napiiklad Sifen{ tepla a elektromagnetickych
vln, difaze chemickych latek ¢i proudéni kapalin [1, 2, 3, 4]. V mnoha aplikacich je zadouci nejen
pouhé predikovani pribéhu takovychto procesi, nybrz i jejich fizeni [5, 6, 7, 8]. Jako pfiklad zde
uvedme optimalizaci chladiciho procesu pii vyrobé vysoce kvalitnich optickych materiala jako
jsou ¢olky pro laserovou optiku ¢i zrcadla pouzivana pro vesmirné dalekohledy [5, 9]. Pro zajis-
téni kvality materidlu je dilezité, aby pokles teploty béhem chlazeni byl pozvolny a prostorové
homogenni. Dal§im pfikladem je optimalizace tvaru pfedmétu obtékaného viskézni kapalinou s
cflem minimalizovat odpor prostfedi, jejiz aplikaci nalezneme kupiikladu ve vyvoji zdvodnich
plavidel [10]. V mediciné jsou zase pouzivany modely fazového pole k usmériiovani rastu na-
dora [11, 12].

Cilem této prace je provést optimalizaci Dirichletovy okrajové podminky v pocateéni a okra-
jové tuloze pro rovnici vedeni tepla a implementovat numerickou metodu Fesici tuto tlohu.

V prvni kapitole shrneme zdkladni pojmy z teorie topologickych prostorti. Pfedstavime pojem
Fréchetovy derivace a vybrané piiklady Banachovych prostorti. Téchto poznatkd vyuzijeme ve
druhé kapitole, ve které zformulujeme typovou minimaliza¢ni Glohu s nekone¢né dimenzionaln{
vazbou a budeme diskutovat moznosti jejiho feSeni. Nasledné odvodime nutné podminky pro
optimélni fizenf pocateéni a okrajové tlohy pro rovnici vedeni tepla pomoci adjungované metody.
Tteti kapitola predstavi numerické metody pouzité pii feSeni odvozené tlohy a v posledni kapitole
budou prezentovany vysledky ziskané b&hem numerickych simulaci.



Kapitola 1

Matematicky aparat

Nez se za¢neme zabyvat samotnou optimalizacni teorii, je tfeba zavést zakladni pojmy z teorie
topologickych prostori [13, 14]. ZaméFime se predev§im na Banachovy a Hilbertovy prostory,
jelikoZz pravé s témito prostory budeme pracovat pii formulaci typové minimaliza¢ni dlohy s
nekoneéné dimenzionélni vazbou.

1.1 Topologické prostory

Definice 1.1.1. Necht je ddna neprazdna mnozina X a potenéni mnozina P(X) = {A|A C X }.
Systém mnozin 7 C P(X) spliujici

(1) 0, X e,
(2) (VG € 7)(Ugeg G € 7),
(3) VFCr|Fl <o) ((perFerT)

nazyvame topologie na X a uspotfddanou dvojici (X, 7) topologicky prostor. Prvky A € 7 se
nazyvaji oteviené mnoziny.

Definice 1.1.2. Necht (X, 7) je topologicky prostor. Systém mnozin ¢ = {X N A|A € 71}
nazyvame kotopologie na X a jeji prvky uzaviené mnoziny.

Pozndmka. Kotopologie je uzaviena na libovolné priiniky a konetna sjednoceni.
Tvrzeni 1.1.1. Méjme (X, 1) topologicky prostor, M C X. Pak
(1) existuje nejuétsi oteviend mnozina G obsazend v M,

(2) existuje nejmensi uzaviend mnozina F obsahujici M.

Diikaz.
G=[]J 4 F= (B
A€, Beer,
ACM BOM

Definice 1.1.3. Uvazujme mnoziny G a F' z pfedchoziho tvrzeni.

(1) Mnozinu G nazyvame vnitiek mnoziny M a znacime M°.

8



KAPITOLA 1. MATEMATICKY APARAT 9

(2) Mnozinu F nazyvame uzdvér mnoziny M a znacime M.
(3) Mnozinu M ~ M° nazyvame hranice mnoziny M a znacime M.

Definice 1.1.4. Necht je dan topologicky prostor (X, 7), x € X a mnozina U C X.
Potom U nazveme okolim bodu z, jestlize x € U°.

Dilezitymi topologickymi prostory jsou kompaktni topologické prostory.
Definice 1.1.5. Bud (X, 7) topologicky prostor. Systém otevienych mnozin Y C 7 nazveme

oteviené pokryti X, pravé kdyz
Uv=x

veu

Systém mnozin U’ C T nazveme oteviené podpokryti U, prave tehdy kdyz U’ C U ald’ je oteviené
pokryti X.

Definice 1.1.6. Topologicky prostor (X, 7) se nazyva kompaktni, pravé kdyz kazdé oteviené
pokryti X mé kone¢né oteviené podpokryti.

Neprazdnou mnozinu A C X nazveme kompaktni, pokud je topologicky prostor (A, 74) kom-
paktni, kde 74 :={UNA|U € 7}.

Pozndmka. Lze snadno nahlédnout, Ze systém 74 z predchozi definice je skuteéné topologii.
Dvojici (A, T4) nazyvame topologicky podprostor (X, 7).

Pozndmka. Je-li (R™, 7) topologicky prostor se standardni topologii. Potom A C R"™ je kom-
paktni, pravé kdyz je omezena a uzaviena [15].

Definice 1.1.7. Mé&me topologické prostory (X,7x) a (Y, 7y ). Zobrazeni f: X — Y je spojité
pravé tehdy, kdyz
(VU € 7v)(f1(U) € x).

Definice 1.1.8. Bud X # () mnoZina. Zobrazeni p : X x X — [0, 00) splitujici
(1) (Vz,y € X) (p(z,y) = p(y, x)),
(2) (Vz,y,2 € X)(p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2)),
(3) (Vz,y € X)(p(z,y) =0z =y)
nazyvame metrika na X a uspofddanou dvojici (X, p) metricky prostor.
Definice 1.1.9. Bud (X, p) metricky prostor, x € X, r > 0. MnoZinu
Ba(r) :={y € X|p(x,y) <r}
nazyvame otevicenou kouli se stfedem v z a polomérem r.

Pozndmka. Poznamenejme, Ze pojem oteviend koule muze byt ponékud zavadéjici. Napfiklad
pro diskrétni metriku na X definovanou pro x,y € X jako

0 z=y

pa(z,y) == { | w4y

budou mit oteviené koule tvar

po-{% )
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Tvrzeni 1.1.2. Méjme metricky prostor (X, p) a systém

r={|J B|B CB}, kde B={B,(r)|z € X,r > 0}.
Bep’

Pak 7 je topologii na X a nazyvame ji topologie indukovand metrikou.

Na metrickém prostoru lze tedy vzdy zavést topologii pomoci otevienych kouli, tudiz kazdy
metricky prostor je zéroven prostorem topologickym. Naopak to vSak obecné neplati.

Pozndmka. Ve vektorovém prostoru R lze topologii indukovat pomoci metriky

Takovou topologii nazyvame standardni topologie na R.

Pozndmka. Na metrickém prostoru (X, p) diky tvrzeni 1.1.2 z¥ejmeé plati, Ze mnozina U C X je
oteviena pravé tehdy, kdyz
(Vx € U)(3r > 0)(Bg(r) C U).

Vyznamnymi metrickymi prostory jsou prostory uplné. Pro zavedeni tiplnosti si nejprve mu-
sime pripomenout pojem cauchyovska posloupnost.

Definice 1.1.10. Necht (X, p) je metricky prostor. Posloupnost {z,}7°; C X nazveme cauchy-
ovskou, pravé tehdy kdyz

(Ve > 0)(Ing € N)(Ym,n > ng)(p(zm, zn) < €).

Definice 1.1.11. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, 7e posloupnost {z,}2, < X
konverguje k x € X, pravé tehdy kdyz

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > no)(p(xn, z) < ).

Pozndmka. 7 predchozich definic okamzité vyplyva, Ze na metrickém prostoru je kazda konver-
gentni posloupnost zaroven cauchyovska. Prostory, ve kterych jsou konvergence a cauchyovskost
ekvivalentn{, nazveme tuplné.

Definice 1.1.12. Metricky prostor (X, p) se nazyva iplny, pravé kdyz kazda cauchyovska po-
sloupnost v X je konvergentni v X.

Tvrzeni 1.1.3. Necht (X, px), (Y, py) jsou iplné metrické prostory a f: X — Y je stejnomérné

N

spojité na mnozine U C X. Potom existuje jednoznacné spojité rozsiteni f na U.
Diikaz. Lze nalézt napiiklad v [13]. O

Zabyvat se topologickymi a metrickymi prostory obecné je vSak pro nase tucely nadbytecné,
jelikoz vsechny prostory, se kterymi budeme pozdéji pracovat, budou mit line4drni strukturu a
pujde na nich zavést norma ¢i dokonce skalarni sou¢in. Mluvime pak o tzv. normonanych, resp.
pre-Hilbertovych prostorech.

Definice 1.1.13. Bud V vektorovy prostor nad t&lesem R. Zobrazeni ||-||: V — [0,00) s vlast-
nostmi

1) (Ve € V)(Va e R)([laz| = [al]z]),
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(2) (Ve,y € V)([lz +yll < llzll + llyl),
(3) VzeV)(|z]| =0 2 =0)
nazyvame norma na V a uspofadanou dvojici (V, ||-||) normovang prostor.

Na normovaném prostoru (V, ||-||) lze vzdy zavést zobrazeni
pz,y) =z —yll Vo,yeV,

jez zjevné spliuje definici metriky 1.1.8. Takové p nazyvame metrika indukovand normou. A tedy
kazdy normovany prostor je zaroven metricky.

Pozndmka. Obecné vSak neplati, ze kazdy metricky prostor je normovany. Jednim z problémi
je, ze metricky prostor nemusi mit linedrni strukturu, kterd je pro zavedeni normy nezbytné.

Definice 1.1.14. Bud V vektorovy prostor nad télesem R. Zobrazeni (-,-) : V x V — R spliwjici

Vr,y € V)({(z,y) = (y, 7)),

Ve,y,z € V)(Va € R)((z,ay + z) = alz,y) + (, 2)),

1
2

3) Ve V)({(z,x) >0),

(1) (
(2) (
3) (
(4) VzeV){(z,2) =0 x=0)
nazyvame skaldrnim soucinem a uspotradanou dvojici (V, (-,-)) pre-Hilbertiv prostor.

Na pre-Hilbertové prostoru (V, (-,-)) 1ze zavést normu indukovanou skalarnim sou¢inem vzta-

hem
||| == {x,z) VeeV

a tedy kazdy pre-Hilbertiv prostor je normovany. Opacné vSak tvrzen{ opét neplati, tj. normo-
vany prostor nemusi byt pre-Hilberttiv. Mezi prostory tedy existuje striktni hierarchie (jedno-
smérné vztahy):

(V, (-,-)) pre-Hilbertiv = (V, ||-||) normovany = (V, p) metricky = (V,7) topologicky

Pozndmka. Diky hierarchii mame v8echny topologické a metrické pojmy (jako kompaktnost a
uplnost) dobfe zavedeny i na normovanych, resp. pre-Hilbertovych prostorech.

Nyni mazeme pfistoupit k definici Banachova a Hilbertova prostoru.

Definice 1.1.15. Uplny normovany prostor se nazyva Banachiv a tplny pre-Hilberttiv prostor
nazyvame Hilberliv.

Na zavér jesté zavedeme prostor omezenych linedrnich operdtori mezi normovanymi prostory.

Definice 1.1.16. Necht (X, ||||x) a (Y, ]|:|ly) jsou normované prostory. Linearni zobrazeni A :
X — Y nazveme omezené, pokud existuje ¢ > 0 takové, ze pro Va € X plati

[Az]ly < clz|x.

Mnozinu v8ech omezenych linedrnich zobrazeni A: X — Y budeme znacit B(X,Y).
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Pozndmka. B(X,Y) je normovany prostor s normou

JAl = suwp [Azlly, AeB(X,Y).

]l x =1

Tvrzeni 1.1.4. Necht X a Y jsou normované prostory a A: X — Y je linedrni zobrazend.
Potom plati, Ze
A je omezené < A je spojité.

Diikaz. Lze nalézt napiiklad v [13]. O

Definice 1.1.17. Necht X je normovany prostor. Mnozinu vSech spojitych linedrnich funkcionélu
@: X — R nazyvame dudini prostor k X a zna¢ime jej X*.

Véta 1.1.5 (Riesziv reprezenta¢ni teorém). Necht H je Hilbertiv prostor. Potom ke kaZdému
funkciondlu ¢ € H* existuje jediné v € H takové, Ze

o(u) = (v,u) Yu e H.
Diikaz. Nalezneme v [5]. O

Definice 1.1.18. Necht X,Y jsou Banachovy prostory. Potom k operatoru A € B(X,Y) defi-
nujeme dudlni operdtor A* € B(Y*, X*) vztahem

(A*u,v)x+ x = (u, Av)y~y YueY  velX,
kde znacime (A*u,v)x+ x = A*u(v).
Pozndmka. Duélnimu operatoru se také fika banachovsky adjungovany operdtor.

Véta 1.1.6 (O adjungovaném operatoru). Necht Hq a Ha jsou Hilbertovy prostory a operdtor
A € B(H1,H2). Pak existuje pravé jeden operdtor A* € B(Ha, Hi) takovy, pro ktery plati

(Az,y) = (x, A™y) pro kazdé x € Hi,y € Ho.
Diikaz. Dikaz je proveden v [13]. O

Definice 1.1.19. Operator A* z pfedchozi véty se nazyva (hilbertovsky) adjungovany operdtor.

1.2 Vybrané priklady Banachovych prostori

Uvazujme n-dimenzionaln{ euklidovsky prostor R” se standardnf topologii a kompaktni podmno-
zinu K C R™. Zavedeme mnozinu funkci spojitych na K

C(K) = {f . K — R| f je spojité na K}

Mnozina C(K) je ziejmé vektorovym prostorem nad R a zobrazent ||-||oo: C(K) — R7 definované
vztahem

[flloc := sup | f(z)| pro Vf € C(K)
zeK

je normou na C(K). Dvojice (C(K), ||-||so) tedy tvoFi normovany prostor.

Pozndamka. Zobrazeni ||-||s nazyvame supremova norma.
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Véta 1.2.1. Je-li K C R™ kompaktni, pak normovany prostor (C(K), ||||s) je dpinyg, tedy Ba-
nachiv.

Diikaz. Dikaz lze nalézt napiiklad v [16]. O

Definice 1.2.1. Necht n je pfirozené ¢islo. Multiindezem o v n-dimenzionalnim prostoru rozu-
mime uspofddanou n-tici éisel

(a1, ...,an) € (NU{0})".

Oznad¢ime
n
o] = .
k=1

Pak pro funkci uv: R™ — R definujeme

N olely
D U(x) = 8(111-1 e aanajn

() VzeR™

Necht € C R” je oteviend mnozina a k € N. Oznatme mnozinu funkci se spojitymi parcidlnimi
derivacemi az do fadu k jako

ck Q) = {f Q=R ‘ D f existuje a je spojita na € pro vSechna |a| < k:}
Dale pro otevienou a omezenou mnozinu §2 zavedeme oznadceni
crQ) = {f e C*(Q) ‘ D f je stejnomérné spojita na 2 pro vSechna |a| < k:}

Pozndmka. Pro funkce f € C*(Q) lze podle tvrzeni 1.1.3 derivace D®f spojit& roziifit na € pro
jakékoliv |a| < k.

Mnozina C*(Q) je vektorovym prostorem nad R, na kterém lze zavést normu pomoci supré-
mové normy nésledovné

I fllex == 1D flloo pro Vf € C*(Q).

|lo|<k
Véta 1.2.2. Duvojice (C*(Q), ||-|c) tvord Banachiv prostor.
Diikaz. Odkazujeme se na 5] ¢i [14]. O

Poslednim ptikladem Banachova prostoru, ktery zde uvedeme, bude prostor v8ech lebesgu-
eovsky integrabilnich funkci. Pro pfipomenuti pojmi z teorie miry a Lebesgueova integréilu lze
nahlédnout napiiklad do [17]. Necht je dan prostor s Lebesgueovou mirou (X, M,\) a p € N.
Zavedeme linearni prostor

LP(X) = {f X SR ‘ f je metitelna a / ()P dA(z) < oo}.
X

Linearita £P(X) prostoru plyne z Minkovského nerovnosti [17]. Zobrazen |-|zs(x): £P(X) — RY

definované jako
1
o) = ( / |f<x>|pcu<x>)



KAPITOLA 1. MATEMATICKY APARAT 14

bohuzel neni normou na £P(X), nebot neni splnén t¥eti bod v definici normy 1.1.13. Plati pouze
(Vf e LX) flerx) =0= f(x) =0 s v. 7€ X).

Proto provedeme faktorizaci prostoru L£P(X) zavedenim relace ekvivalence takove, ze funkce
nulové vSude az na mnoZiny miry nula budeme ztotoznovat s nulovou funkei.

Definice 1.2.2. Mé&jme f,g € LP(X). Pak relaci ~ definujeme nésledovné:
fr~ge flx)—g(x)=0 s.v.xeX.
Neboli f a g jsou v relaci, pravé kdyz se lisi nanejvys na mnoZziné miry nula.

Je snadné ovéfit, ze relace ~ je skutecné relaci ekvivalence. Ziskdme faktorovy prostor

= {11 £ e LX)},

~

LP(X) := LP(X)’
ktery je tvofeny disjunktnimi t¥idami ekvivalence
1= {geLrx)|g~r}.

LP(X) jiz je normovany prostor s normou || - || z»(x) definovanou jako

1Al = ( / |f<x>|pdA<x>)p vIf] € IP(X).

Pozndmka. Definice LP normy je korektni, nebot pro libovolné dva reprezentanty ze stejné tiidy
ekvivalence je hodnota Lebesgueova integralu stejna.

Véta 1.2.3. Pro p € [1,00) tvori dvojice (LP(X), || - ||z») Banachiv prostor.
Diikaz. Dikaz je k nahlédnuti napfiklad v [16]. O

Pozndmka. Specialné na L?(X) prostoru lze zavést skaldrni soucin
v = [ F@@ @) Vg 12X),

Disledek 1.2.4. Prostor (L?(X),(-,-)12) je Hilbertiv.

1.3 Derivace na normovanych prostorech

Jelikoz pii feSeni typové optimaliza¢ni tlohy budeme pracovat s funkcionaly na nekone¢éné di-
menziondlnich Banachovych prostorech, musime pojem klasické derivace na R™ zobecnit. Znén{
definic a vét byly ¢erpany z 5] a [14].

Definice 1.3.1. Necht jsou dany Banachovy prostory X a Y, neprazdnéd a oteviend mnoZina
UcC X,zeU,he X azobrazeni F': U =Y.

(1) Existuje-li limita

nazyvame ji smérovd derivace F' v bodé x a ve sméru h a znacime 6F(x; h).
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(2) F se nazyva Gateauzove diferencovatelné v bodé z, pokud méa F' v bodé x smérovou derivaci
ve v8ech smérech h € X a zobrazeni DF(z) : X — Y definované vztahem

DF(x)[h] =0F(x;h) Yhe X
je linearni a omezené. DF(x) pak nazyvame Gateauzova derivace F' v bodé x.

(3) F se nazyva Fréchetové diferencovatelné v bodé x, pokud je F' Gateauxové diferencovatelné

v x a plati

1o @+ k) = F(@) = DF () Ally
h—0 Il x

=0.
V takovém piipadé DF(z) nazyvame Fréchetova derivace F' v bodé x a znatime ji F'(z).

(4) F se nazyva Fréchetové diferencovatelné na V', pokud je F Fréchetové diferencovatelné v
kazdém bodé z € V, kde V' C U je oteviena mnozina.

Pozndmka. Skutecnost, ze zobrazeni F' je Gateauxové diferencovatelné, resp. Fréchetové diferen-
covatelné, budeme oznacovat pouze G-diferencovatelné, resp. F-diferencovatelné.

Definice 1.3.2. Necht X, Y, Z jsou Banachovy prostory a F': X x Y — Z. Déile necht b € Y
a F, :x v~ F(x,b). Pokud F, ma Fréchetovu derivaci v a € X, potom operator F,(a) nazyvame
parcidlng Fréchetova derivace F' v bodé (a,b) podle z a znacime ji F.(a,b). Analogicky definujeme
parcialni Fréchetovu derivaci F' v bodé (a,b) podle y.

Tvrzeni 1.3.1. Necht F: X = Y je G-diferencovatelné na U, kde U okoli bodu a € X. Pokud
zobrazeni DF : U — B(X,Y) definované vztahem x — DF(x) je spojité v bodé a, pak F je
F-diferencovatelné v bodé a.

Diikaz. Muzeme najit v [14]. O

Zavedeme pojem spojité Fréchetovy diferencovatelnosti. V definici staci pozadovat existenci
pouze Gateauxovy derivace a diky pfedchozimu tvrzeni bude zajisténa i Fréchetova diferencova-
telnost.

Definice 1.3.3. Necht X,Y jsou Banachovy prostory, U C X oteviend mnozina a zobrazeni
F: X — Y Gateauxové diferencovatelné v kazdém bodé x € U. Potom F nazyvame spojité
F-diferencovatelné na U, pokud zobrazeni DF: U — B(X,Y) definované vztahem x — DF(x)
je spojité.

Nyni uvedeme nékolik poznatkd o Fréchetovych derivacich, které vyuzijeme pii vypoctech.
Tvrzeni 1.3.2. Necht X je Banachiv prostor. Pokud funkciondl F': X — R md smérovou
derivaci v néjakém bodé x € X a sméru s € X, potom plati

OF (z;5) = g[}*_’(:1:—4—7&9)} |

dt

t=0

Diikaz. Zavedeme funkci f: R — R vztahem
f(t):=F(x+ts) VteR.
Potom mutZzeme psat
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Tvrzeni 1.3.3. Necht A € B(X,Y), kde X, Y jsou Banachouvy prostory. Potom A je Fréchetové
diferencovatelné na X o plati

Al(z)=A VzeX.
Diikaz. Plyne pifimo z definice Fréchetovy derivace. O

Pozndmka. Pro linedrni zobrazeni plyne analogické tvrzeni pro smérovou derivaci. Tedy pokud
A: X =Y je linearni, potom plati

0A(x;h) = A(h) Vax,h € X.

Tvrzeni 1.3.4. Pokud F': X XY — Z zobrazeni mezi Banachovijymi prostory je F-diferencovatelné
v (a,b) € X XY, pak i F, a F, jsou F-diferencovatelné v a, resp. b a plati:

F/(av b) [h:ca hy} = F:J/c(a7 b) [hﬂc] + Fé(a, b) [hy}

Dikaz. UkdZzeme, ze F,: X — Z je F-diferencovatelné v a. Pro libovolné v € X plati

§F(a; u) = lim Fy(a+tu) — Fy(a) — lim F(a+ tu,b) — F(a,b)

t—0 t t—0 t = 5F((a7 b); (uv 0))

Proto diky predpokladu F-diferencovatelnosti operatoru F' v bodé (a, b) je zobrazeni
Fl(a) :u— 6F.(a;u)

linedrni a omezené a zaroven

HFx(cH—u) — Fy(a) — Fé(a)[u]”z B HF(a +u,b) — F(a,b) — F'(a, b)[u,O]HZ 40

= 0.
[Jul| x [ (w0, O) | x v

Dokazovanou rovnost jiz dostaneme z linearity Fréchetovy derivace a faktu, ze

F'(a,) Ay, 0] = limg 28T D) = Flo, )
’ w t—0 t

= Fa/:(av b) [hx]

O

Véta 1.3.5 (f{et’ezové pravidlo). Necht X,Y,Z jsou Banachovy prostory, U C X oteviend,
G:U—=Y aF :Y — Z takové, Ze 0G(x;v) existuje pro néjoké © € Uyv € X a F je
F-diferencovatelné v y = G(x). Potom

O(F o G)(x;v) = F'(y)[0G(z; ).

Pokud je navic G Fréchetové diferencovatelné v bodé x, pak také F o G je F-diferencovatelné v x
a plati
(Fo G)(z)[v] = F'(y)[G'(z)[v].

Diikaz. Dikaz lze nalézt napiiklad v [14]. O

Nakonec jesté vyslovime vétu o implicitni funkci, na kterou se budeme odvolévat v nasledujici
kapitole pfi formulaci minimaliza¢ni tilohy.

Definice 1.3.4. Zobrazeni f: X — Y mezi topologickymi prostory se nazyvi homeomorfismus,
pokud
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(i) f je bijektivni a spojite,

(i) f~1:Y — X je spojité.
Véta 1.3.6 (O implicitni funkei). Budte X,Y,Z Banachovy prostory a F': X xY — Z. Necht
existuje bod (a,b) € X XY takovy, Ze F(a,b) = 0. Ddle necht M C X x Y je oteviend mnoZina
obsahugici bod (a,b), F je spojité F-diferencovatelné na M a F,(a,b) € B(Y,Z) je homeomor-
fismus. Pak existuje U x V. C M oteviené okoli bodu (a,b) a prdvé jedno ¢ : U — V takové,
ze

i. p(a) =0,

ii. (Vo e U)(F(z,¢(x)) =0),

1. @ je spojité F-diferencovatelné na U.

Diikaz. Dikaz nalezneme opét v [14]. O



Kapitola 2
Optimaliza¢ni teorie

Pti zkouméni pi¥{rodnich procest se mizeme zabyvat otdzkou, jakym zptisobem takové procesy
Fidit chceme-li dosahnout urc¢itého pozadovaného stavu. Zde se budeme zajimat vyhradné o pro-
cesy, jejichz vyvoj lze popsat parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. V praxi mize jit napiiklad o
hledani optimélniho aerodynamického tvaru kiidla letadla [18] ¢i o ziskéni konkrétniho teplotniho
profilu, ktery pak odpovida ur¢itym vlastnostem daného materialu [5]. V této kapitole definu-
jeme minimaliza¢ni Glohu zahrnujici optimalizaéni problémy tohoto typu a budeme diskutovat
nutné podminky jejitho feSeni. Piedstavime citlivostni a adjungovanou metodu, kterou nésledné
aplikujeme na konkrétni priklad optimalizace okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla.

2.1 Minimaliza¢ni iloha
V této sekci zformulujeme obecny tvar typové optimalizacni tlohy. Poznatky o optimaliza¢ni
teorii pochézi z [5].

Definice 2.1.1. Necht (X, || - ||) je normovany prostor, F': X — R a C C X je neprazdna
mnozina. Rikdme, Zze F' ma v bodé xg € C lokdIni minimum vzhledem k C pravé tehdy, kdyz

(3 oteviené okoli V bodu z¢)(Vx € VN C)(F(x) > F(xo)).
Takové xg budeme nazyvat lokalnim fesenim tlohy

in F'(x).
iy P2

Rikéme, 7ze ' ma v bodé zg € C globdlni minimum vzhledem k C', pokud

(Vz € C)(F(z) > F(x0)).
Definice 2.1.2. Necht X je vektorovy prostor nad R. Zobrazeni p: X — [0,00) je konvexni
funkciondl, jestlize

(i) (Vz € X)(Va > 0)(p(azx) = ap()),

(i) (Vz,y € X)(p(z +y) < p(z) + p(y)).

Véta 2.1.1. Bud (X, | - ||) normovany prostor, F: X — R a C C X neprdzdnd a konverni
mmnozina. Necht F md v bod¢ xo € C smérovou derivaci ve sméru x — xg pro vSechna x € C.
Pokud xg € C je lokdlni TeSent ulohy

min F(x),
18
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potom plati
0F (zo;x —x09) >0 VzeC. (2.1)

Pokud F je navic konvexni funkciondl na C, pak nerovnost (2.1) je nutnou a postacugici podmin-
kou pro globdlni minimum.

Pozndmka. Je-li navic F' Fréchetové diferencovatelné v xg, pak v podmince (2.1) misto smérové
derivace vystupuje Fréchetova derivace.

Diikaz. (=) : Necht zg € C je bodem lokalniho minima F' vzhledem k C. Diky konvexnosti
mnoziny C bude pro libovolné z € C

tr+ (1 —t)zg =20+ t(x —x29) € C, Vte|0,1].
7 ptedpokladu lokalntho minima plyne, Ze
(38 > 0)(t € [0,8))(F(wo + t(x — x0)) > F(0)).

Tudiz

5F (205 — o) = lim 220 1@ = 20)) = Fzo)

>0 Vzedl.
t—0 t

(<): Je-li F konvexni na C, pak
F(zog+t(x —x0)) <tF(x)+ (1 —t)F(x9) VzeC, Vte (0,1).

Tedy
F(zo +t(z — x0)) — F(x0)

t
a limitnim p¥echodem pi#i t — 0 a diky pfedpokladu nerovnosti (2.1) dostavame, 7Ze

< F(x) = F(xo)

F(x) > F(zg) VzxeC.
O

Mame tedy pFipravenou nutnou i postacujici podminku pro bod minima funkcionalu. Nagim
cilem je vSak zabyvat se dlohou hledani extrému vzhledem k vazbé dané diferencialni rovnici.
Takovou minimaliza¢ni tlohou si nynf predstavime. M&me Banachovy prostory U, Y, Hilberttiv
prostor Z a mnozinu U,q C U. Pfedpoklddame, Ze mezi prvky prostort U a Y existuje vazba
zadand implicitné pomoci operatoru e : Y x U — Z v podobé stavové rovnice

e(y,u) =0.

Zavedeme ztratovy funkcional
J:Y xU—=R.

Stavova rovnice zde miZe predstavovat napiiklad parcidlni diferencidlni rovnici s okrajovou pod-
minkou popisujici zkoumany systém. Rest-li dvojice (y,u) € Y x U takovou stavovou rovnici,
prvek y pak reprezentuje stav systému pro danou okrajovou podminku w. Prostor U nazyvame
prostorem t{zen{ a Y stavovy prostor. Podmnozina U,4 oznacuje prostor pfipustnych #zeni, v
tomto pripadé napfiklad mnozinu pouze takovych okrajovych podminek, které maji dobry fy-
zikaln{ vyznam. Ztratovy funkcionédl J miuZe byt raznych tvard, typicky ale pfedstavuje st¥edni
kvadratickou chybu fefeni, kterou se pfirozené budeme snazit minimalizovat.
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Nasim ciflem bude nalézt bod minima J vzhledem k mnoziné Y x U,y C Y X U za podminky
splnéni vazby dané stavovou rovnici. ReSime tedy minimaliza¢n{ tilohu s obecné nekonecéné di-
menzionélni vazbou

min J(y,u
(yvu)EYXUad (y )

vzhledem k (2:2)
e(y,u) =0, (y,u)eY xU.
Definice 2.1.3. Rekneme, 7e bod
(g,1) €Y X Ugq
je optimdlnim FeSenim ulohy (2.2), jestlize
e(yg,u) =0 a J(g,a) <J(y,u) VY(y,u) €Y x Uy takové, ze e(y,u) = 0.
Definice 2.1.4. Uvazujme tlohu (2.2). Pak nésledujici podminky

1. U,q je neprézdné, uzaviend a konvexnf,
II. J a e jsou spojité Fréchetové diferencovatelné na Y x U,

III. pro kazdé u € U ma stavova rovnice e(y,u) = 0 jednoznafné feSeni y € Y, tj. existuje
operator fefeni S : U — Y spliwjici e(S(u),u) = 0 pro kazdé u € U,

V. €,(S(u),u) € B(Y, Z) ma omezenou inverzi pro kazdé u € U,

nazyvame podminkami regularity.

Pozndmka. Operator FeSeni budeme znacit jako y, tj.
y(u) == S(u) YueU.

Predpokladejme, ze plati podminky regularity. Diky existenci operatoru feseni mizeme defi-
novat redukovany funkcional J: U — R vztahem

A~

J(u) = J(y(u),u) YueU.
Ulohu (2.2) pak Ize ekvivalentn& vyjadtit ve tvaru

in J 2.3
Jnin J(u) (2.3)
Véta 2.1.2. Necht plati podminky reqularity a bod uy € Uyq je lokdlni feSent dlohy (2.3). Potom

plati X
J (up)[u —up] >0 Vu € Uyg.

Dikaz. Podminky regularity nam zajisti splnéni pfedpokladd véty 1.3.6 pro stavovou rovnici.
Operator Teseni y je tedy spojité F-diferencovatelny na U, a proto diky vété 1.3.5 je J Fréchetové
diferencovatelny na U. Staci aplikovat vétu 2.1.1. Ul

Typovou tlohu vazaného minima (2.2) je tedy mozné za predpokladu existence operatoru
feSeni stavové rovnice pfevést na minimaliza¢ni ilohu (2.3). Bude-li navic U Hilbertiv prostor,
potom z Rieszova teorému 1.1.5 muZeme derivaci funkcionalu J v bodé ug € U

J(u): U =R
ztotoznit s prvkem v,, € U, ktery ma geometricky vyznam sméru nejvétsiho rustu J z bodu

ug. Pokud umime vypocitat derivaci J, jsme schopni fe§it tlohu (2.3) metodou nejvétsiho spadu
nebo také metodou gradientnfho sestupu.
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2.2 Citlivostni a adjungovanid metoda

V této sekei se budeme zabyvat vypoctem Fréchetovy derivace funkcionalu J z talohy (2.3). V
zésadé existuji dva mozné piistupy, kterymi lze derivaci spocitat. Prvni moznosti je tzv. citlivostn{
metoda. Plati-li podminky regularity, pak pro libovolné u, s € U miiZzeme psét

T (w)[s] = J'(y(w), W)y (w)s], s] = Ty (y(u), W)y (w)[s] + T (y(w), w)]s],

kde jsme vyuzili fetezového pravidla 1.3.5 a tvrzeni o parcidlnich derivacich 1.3.4. Vidime, 7Ze ve
vyrazu vystupuje Fréchetova derivace implicitné zadaného operatoru fesent 3/ (u)[s]. Derivovanim
stavové rovnice dostaneme

ey (y(w), w)ly' (w)[s]] + ey, (y(u), u)[s] = 0.
Spoditat derivaci J’ (u) by tedy znamenalo pro kazdé s € U nejprve fesit operatorovou rovnici

ey, (y(u), u) [y (u)[s]] = —e,, (y(u), u)[s]

pro neznamou y'(u)[s] =: dsy(u) a nésledné vyuzit vztahu

J'(w)ls] = Jy(y(w), w)[sy(w)] + Jo(y(w), w)[s].

Mnohem efektivnéjsi bude k vypocétu derivace pouzit druhy p¥istup, tzv. metodu adjungovaného
operatoru.

Uvazujme znaleni z tulohy (2.2). Necht plati podminky regularity a navic Y je Hilbertiv
prostor. Pro nasledujici vypoCty si zavedeme Lagrangetv funkciondl L : Y x U x Z — R vztahem

L(y,u,\) := J(y,u) + (N e(y,u))z V(y,u,\) €Y xU x Z.
Po dosazeni bodu (y(u),u) bude pro libovolné pevné A\g € Z platit
L(y(u),u, Ao) = J(y(u), u) + (Ao, e(y(u),u))z = J(u) pro kazdé u € U.
Cili pro libovolné wug, s € U muZeme psat
I (uo)[s] = ), (y(uo), o) [y (wo)[s]] + T, (y(uo), o) [s] + ((No, ey aU)>Z),(U0)[5}-

Zavedeme oznacen{
Do = (Mo ) z-

Zobrazeni ¢),: Z — R je zfejmé linedrni a omezené, proto s vyuzitim vét 1.3.5 a 1.3.3 ziskdme

(o ey ) ) (w)ls] = (B30 (ely(u), ) ()l
= g (el >,uo>) [(e(y(w),w)) (wo)]s]
= & ((e(y(w)w)) (uo)[s])

= (Mo, (e(y(u), ) ) 5]>Z

) (o
) (a0
Celkem tedy
jl(UO)[S] = J{,(Z/(Uo)auo) [y’(ug)[s]] + J;(y(uo),uo)[s]
+ (Do) (o), uo) / (wo)s]) + ¢ (y(uo), wo)ls] )
= Jy (y(uo), uo) [y (uo)[s]] + J, (y(uo), uo)[s]
)

+ (A0, € wlwo), uo)ly' (wo)lsl])_ + (Ao cl(w(uo). wo)ls]) -
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Diky Rieszovu reprezentacnimu teorému 1.1.5 bude existovat jediné juo €'Y takové, ze

T} (y(uo), o) [y] = (Jug, ¥)y, Yy €Y.
Déle s vyuzitim véty 1.1.6 vime, Ze k operatoru
ey (y(uo), uo) € B(Y, Z)
existuje pravé jeden adjungovany operator
ey(y(uo), o)™ € B(Z,Y).
Vyraz tedy mizeme piepsat jako
I (u0)[s] = {Jug» ¥/ (u0)[s])y + J4 (y(uo), uo)|s]
+ (e, (y(uo), u0)*Xo, 4 (o) [s])y + (X0, €4, (y(uo), uo)[s]) ,
= <qu + eé(y(uo),Uo)*)\07y/(uo)[3]>y
+ J& (y(uo), ’uo) [s] + <)\0, €L(Z/(Uo), uo)[5]>z-

Tento vztah plati pro libovolné A\g € Z. Piedpokladejme, Ze existuje A € Z spliiujici rovnici

Juy + €, (y(uo), u0)*A =0 (2.4)
Tato rovnice se nazyva adjungovand rovnice. Potom jiz bude platit

I (uo)[s] = J, (y(uo), uo) [s] + (X, €, (y(uo), uo)[s]),, Vs €U (2.5)

Tedy hledanou derivaci miizeme spocitat pfimo bez znalosti 3/ (ug). Nakonec vyslovime vétu, ve
které shrneme ziskané vysledky.

Véta 2.2.1. Uvazujme tlohu (2.2). Necht plati podminky regqularity 2.1.4 a 'Y a Z jsou Hilber-
tovy prostory. Pokud bod (yo,uo) € Y X Uaq je optimdlnim Fesenim tlohy (2.2), potom existuje
Lagrangeiv multiplikdtor A\ € Z takovy, Ze plati ndsledujici podminky
e(yo,up) =0 v Z,
Juo 4 ¢y u0) A =0 Y, 26)
J{L(yo,uo)[u —uo| + <>\, el (Yo, uo)[u — u0]>Z >0 Yue€ Uyy.

Diikaz. Vyuzijeme vztahu (2.5) a véty 2.1.2. Existence A zd@vodnéna v [5]. O

Pozndmka. Podminky (2.6) jsou nutnymi podminkami optimalniho FeSeni ulohy (2.2) a budeme
je nazyvat podminkami optimality pro tlohu (2.2).

Podminky (2.6) mizeme ekvivalentné piepsat do tvaru
<e(y0,uo),z>z =0 VzeZ,

<ju0 + ely(y07u0)*j\ay>y =0 Vy € Yv (27)
J;(?/O»“O)[u - UO] + <5‘a egt(y()vuo)[u - u0]>Z >0 Vu € U
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Za platnosti podminek regularity je Lagrangeuv funkcional Fréchetové diferencovatelny a pro
parcialni derivace plat{ vztahy

L\ (yo, uos A)[hy] = (<)\,e(y,u)>z);(yo,uo, M[ha] = (hase(yo, o)), Vhy € Z,
Ly, (yo, uo, \)| I} (1o, uo) [hy] + (X, €, (yo, uo)[hy]) , = (Jug + €}, (50, u0)* X, hy )y Vhy €,
L, (yo,up, N[ J! (Y0, uo) [ha] + <)\,e;(y0,u0)[hu}>z Vhy € U.

)

h
ho]

Pomoci Lagrangeova funkcionédlu tedy muzeme podobu podminek optimality (2.6) z véty 2.2.1
pfevést do tvaru

L\ (yo, w0, A)[ha] =0 Vhy € Z,
L;<y07 uo, 5‘) {hy] = 0 Vhy € Y7 (28)
L, (40, u0, N)[h — ug) >0 Yhy € Uyg.

Diky podminkam regularity 2.1.4 dlohy (2.2) mame zajisténou korektnost zavedeni reduko-
vané¢ho funkcionalu J , jeho F-diferencovatelnost, existenci Lagrangeova multiplikdtoru ve vété
2.2.1 a ospravedlnéné veskeré operace provedené pii vypocétu Fréchetovy derivace J pomoci ad-
jungované metody. JelikoZ pro libovolny Fréchetové diferencovatelny operdtor F': X — Y zfejmé
plati

F'(z)[h] = 6F(x;h) Vx,h € X.

mizeme vyuzit vysledku z véty 2.2.1 a podminky (2.6), resp. (2.8) zapsat ve slabs{ varianté

5L)\(y07u0a 5\7 h)\) =0 Vhy)eZ,
5Ly(3/07 Uuo, 5\7 hy) =0 Vhy €y, (29)
6 Lo (Y0, U0y X; By — ug) >0 Vhy € Ugg,

kde symbolem Ly (yo,uo, A; hy) znadime smérovou derivaci L vzhedem k proménné \ v bodé
A a sméru hy pro fixni body %o, ug. Podminky (2.9) miizeme tedy pouzit jako navod pro vy-
pocet smérové derivace redukovaného funkciondlu, aniz bychom méli ovéfenu regularitu tlohy.
Poznamenejme, Ze v takovém piipadé existence multiplikatoru A fesictho rovnici

5Ly(y0,u0, /_\)[hy] =0 Vhy ey

neni zarucena. P¥i jeho hledani vSak muZzeme formalné vyuzit postupu z adjungované metody.

2.3 Optimalizace Dirichletovy okrajové podminky

Probranou teorii aplikujeme na tilohu hledéni optimalni okrajové podminky pro rovnici vedenf
tepla. Uvazujme homogenni a izotorpni médium rozloZené v oteviené a omezené mnoziné Q C R3.
Regulovanim teploty na hranici 9€) bychom chtéli za ¢as T" > 0 dosahnout né&jakého daného
teplotniho profilu, tj. konkrétniho rozlozeni teploty na mnoZiné €. Zavedme funkce

y: QA x[0,T] = R,
ya: Q2 — R,
kde y je neznama funkce teploty, tj. y(z,t) oznacuje teplotu v bodé x € Q a case t € [0,7T] a yq

je pozadovany teplotni profil, kterého chceme dosdhnout v ¢ase T. Funkce y tedy spliiuje rovnici
vedeni tepla
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?;:aAy+f v Q% (0,7],

kde a > 0 je bezrozmérna konstanta charakterizujici tepelnou difuzivitu média, A je Laplacetv
operéator vzhledem k prostorové proménné z = (x1, 2, 23)7 definovany jako

82
T (2.t) Vl(x,t) € R x [0,00)
a funkce f: Q x [0,7] — R je dany zdrojovy ¢len. Definujeme-li funkce

u: 002 x [0,T] — R,
yOZQX{O}—)R,

kde u oznacuje teplotu na hranici 02 a yg je pocatecni teplota v ¢ase t = 0, potom funkce y je
déna pocéateéni a okrajovou tlohou

@:aAerf v Q x (0,7

ot
y=1u na 0 x [0, 7] (2.10)
Y =1Yo na Q x {0}

Budeme predpoklddat, ze k dané okrajové a pocateéni podmince u a yg existuje jednozna¢né
fegeni tlohy (2.10) takove, které je t¥idy C?(Q x [0, T1).

Pozndmka. Tento pFedpoklad neni neredlny. Za jistych dodateénych pozadavki na funkce f,u
a yo skutecéné existuje jednozna¢né tzv. slabé Feseni tlohy (2.10) na Sobolevovych prostorech,
které se shoduje s klasickym feSenim. Konceptem slabého feSeni se zde v8ak nebudeme zabyvat,
1ze jej nalézt napiiklad v [19].

Nagim cilem je optimalizovat Dirichletovu okrajovou podminku pro rovnici vedeni tepla.
Pfesnéji feceno chceme pro pevné zvolenou pocatecni teplotu

yo € C(Q2 x {0})
nalézt okrajovou podminku
u e C(002 x [0,T7)

takovou, aby se rozlozeni teploty -
y € C*(Q x [0,T))

ziskané Fesenim ulohy (2.10) lisilo v ¢ase T" od pozadovaného profilu y4 co nejméné. Pro nazornost
budeme zévislost FeSeni y na okrajové podmince vyznacovat explicitné jako y = y(u). Miru
odlignosti teplotnich profili vyjadiime pomoci normy

Hy(u)‘ﬂx{T} - yd||L2(Q)7

kde predpokladame, Ze yy € L*(Q).

Pozndmka. Funkce y(u) je dle tvrzeni 1.1.3 spojité rozgifitelna na Q x [0, T']. Déle funkce spojité
na kompaktn{ mnoziné je omezens, tedy FeSeni y(u)y, ., Jje tiidy L (9).
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Oznagime-li prostory

Y := C%(Q x [0,T)),
U = C (09 x [0,T)),

muzeme tlohu optimalizace okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla formulovat v podobé
tlohy hledajici vdzané minimum

Fnin { y() 0, oy — Vall32(y |w € U}

vzhledem k
0 :
a—?:aAy—i—f v Qx[0,7T] (2.11)
y=u na 0 x [0, 7
L Y =10 na 2 x {0}.
Do tlohy se obvykle pfidava tzv. regulariza¢ni ¢len
1wl 2802 0,17)
ktery penalizuje pouziti zdroje. Budeme tedy feSit nasledujici ilohu
M. (1 9 a, o
mln{§||y(u)|ﬂx{T} —Ydllz2 ) + §H“||L2(89x[0,T]) |ue U}
vzhledem k
0 2.12
%zaAy—i—f v Q x[0,T] (2.12)
y=u na 9 x [0, T
i Y = Yo na Q x {0},

kde a > 0 se nazyva regulariza¢ni koeficient. Uloha (2.12) je konkrétnim piikladem typové tilohy
(2.2), respektivé jejiho redukovaného tvaru. Skutecné, ztratovy funkcionéal J na Banachovych
prostorech Y, U je nyni tvaru

J(y,u) = %Hymxm — ydlZ2(q) + %HUH%Q(GQX[O,T]) (2.13)
a Hilberttv prostor Z zvolime jako
Z = L*(Q x [0,T]) x L*(092 x [0, T]) x L*(2 x {0}).
Na ptipustnost fizeni jsme neuvazovali zadna omezeni a tedy
Uy =U.
Pokud definujeme pomocné linearni operatory

P:Y — L*(Q x [0,7)),
Q:Y — L*09Q x [0,T)),
R:Y — L*(Q2 x {0})
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vztahy
Iy
Py:=— —alAy Vyey,
) ot any vy
Qy = Yisax0,m Yy ey,
Ry =Youuey WEY,

muZeme operator e : Y x U — Z definujici stavovou rovnici zapsat jako

e1(y, u) Py—f
e(y,u) = [eay,u) | = | Qu—u | V(y,u) €Y xU,
e3(y,u) Ry —yo

kde navic predpokladame, ze f € L?(2 x [0,T]) a yo € L*(Q2 x {0}).
Uvazujme Lagrangetv multiplikitor A € Z, jeho? slozky oznadime A = (p, q,7)7, pak Lagran-
geuv funkcional muzeme pro libovolné (y,u,A) € Y x U x Z zapsat jako

L(y7 u, A) - J(y7 U) + <)‘7 6(:[/, U))Z = J(y7 U) + <p7 61(y7 u)>L2(QX[O,T})

+ (g, e2(y, w)) 20 x(0,17) + (75 €3(ys w)) £2(0)

a tedy po rozepsani{ skalarnich soucinii dostdvame

L(y,u, ) = /|yxT—yd< J2de + & //|uxt|2ds>

0 902

// z,t) (Opy(w,t) — aly(z,t) — f(z,t)) dtdx
(2.14)

T
// (z,t)( y‘mxoﬂ(m t) — u(z,t)) dt dS(z)

o0

+ [ (@) (Wgy 1m0y (@) — w0(@)) da,

:0\

kde jsme diky Holderové nerovnosti [17] mohli vyuzit vétu Fubini-Tonelli [17].

Nalezneme konkrétni tvar podminek (2.9) pro nas piiklad, tj. spocitdme parcidlni smérovée
derivace funkcionalu L. 7 linearity skalarniho soucinu plyne dle poznamky u tvrzeni 1.3.3 pro
libovolné hy € Z

5[4)\(2/, u, )‘a h)\) =0+ <h)\> e(y> u)>Z
Tedy zajistit prvni rovnost v podminkach (2.9) neznamend samoziejmé nic jiného, nez vyftesit
pocatecni a okrajovou tlohu (2.10), ¢emuz se budeme vénovat pozdé&ji. Nyni se zaméiime na
druhou rovnost z podminek. Derivaci 6 Ly (y, u, A; hy) spocteme pro kazdé hy, € Y tak, ze budeme
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derivovat postupné jednotlivé séitance z vyrazu (2.14). S pomoci tvrzeni 1.3.2 spocteme

Sy uihy) = 5 [Jy+ ehyw)] =

d|
= ly(z, T) + ehy(z,T) — ya(x)*dz + — lu(x,t)|? dS (= )dt] =

de | / 0/84 le=0
-2 ;/( (2,T) + chy (2, T) — ya(x))’ da ‘ 40—

L QO e=0
;/g (z,T) 4+ ehy(z,T) — ya(x )>2]Is:o dz =
Q

= /(y(:p,T) —ya(z))hy(z,T)) dx.
Q

V piedposledni rovnosti jsme vyuzili vétu o zameéné integralu a derivace podle parametru [17].
Za integrabilni majorantu lze volit napiiklad funkci

©(z) = 2hy (2, T)|(ly(z, T) — ya(x)| + |hy (2, T)]) € L),

kde integrabilita ® plyne z Holderovy a Minkowského nerovnosti. Z vyrazu (2.14) zbyvaji ¢leny

// z,t) (Oy(z, t) — aly(z,t)) dt dz,

// T 0 Y| por o (%, 1) dEAS (),

o0 o0

/r(az)ym{t_o} (z)dz,

Q

které jsou linearni v y a ¢leny

p(z,t) f(x,t) dide,

D

q(z,t)u(x,t)dtdS(z),

O\ﬂ Ot~

r(x)yo(z) dz,

O F—
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které na y vibec nezédvisi. Jejich derivaci ve sméru h, tedy ziskdme jednoduse dle poznamky u
tvrzeni 1.3.3. Celkem tedy dostavame

5Ly(ya u, )\; hy) = / (y((L‘, T) - yd(x))hy(x7 T) dz
Q
T

+ //p(x,t)(@thy(x,t) — alAhy(z,t)) dt dz (2.15)
Q0

+//Tq(x,t)hy(:c,t)dtd5(x)+/r(x)hy(x,0) da.

o0 Q

Nyni se pokusime zajistit druhou rovnost z podminek (2.9). Jinymi slovy hledame Lagrangetv
multiplikator A = (p,q,r) € Z takovy, aby platilo

O0Ly(y,u,A\;hy) =0 Vhy €Y (2.16)

P1i feseni této rovnice vyuzijeme postupu adjungované metody. Budeme totiz derivace ptisobic{
na h, pfevadét na jiné funkce, coz je v jisté analogii s hledanim adjungovaného operétoru.
Zamé&fime se na druhy integral z vyrazu (2.15)

T T

{p, Phy>L2(Qx[0,T}) = //p(:v,t)@thy(x,t) dtdz a//p(x,t)Ahy(z,t) dzdt.
Q0 0 Q

(4) (B)

Metodou Per partes pro urcity integral [15] upravime pro libovolné pevné x € €2 vnitini integral
z vyrazu (A)

T T
/ pla, 0)3ihy (x, 1) dt = [phy(z,1)]y — / Oyp(z, t)hy(z, 1) dt,
0 0

kde musime navic predpoklddat, ze p(z,:) € C*([0,T]). Podobné se ve vyrazu (B) zbavime
Laplaceova operatoru u funkce hy pomoci prvni Greenovy identity [1], kterd je zobecnénim Per
partes do vice dimenzi. P¥edpokladejme, 7e pro libovolné fixni t € [0, 7] je p(-,t) € C?(Q2), potom
plati

/ p(, ) Ahy (@, 1) d = / p(, ) (Vhy (2, 1) - () dS(x) — / V(1) - (Vhy (2, 1) da
Q o0 Q

= /p(x,t)(Vhy(ac,t)-n(x))dS(x)+/hy(x,t)Ap(x,t) dx—/hy(a:,t)(Vp(x,t)-n(m))dS(m),
o0 Q o0

kde V je operator nabla vzhledem k prostorové proménné x a n(z) jednotkovy vektor ve sméru
vngjsi normély k ploge 9 v bodé z. Vyrazy (A), (B) jsme tedy piepsali jako

T
(A) = /phy(x,T) — phy(z,0) dx—// Op(z, t)hy(x, t) dt de,
0

Q Q
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://p(%t)(Vhy(xat) dt—i—//hy z, t)Ap(x,t) do dt
0 90 0 Q

= [ [ 1l 0(Tp(a.t) - n(a)) dS (o) e
0 90

Celkem tedy dostavame vyraz

OLy(y,u, A\; h )—/( (2, T) — ya(z)) hy(z, T)d:v—{—/phy(m,T)—phy(x,O)dx

Q
T
//atp:zt (z,t)dtdx —a
Q0

T
a//hyxtApmtdxdt—l—a
0 Q

T
—I-//q(x,t)hy(x,t) dtdS(fL‘)+/r(x)hy(33,O) dz,
0 Q

o0N

—

p(a:, t)(Vhy(z,t) - n(x))dS(x) dt

o
HQ;

o

/hy x,t)(Vp(x,t) -n(x))dS(x)dt
o0

ktery upravime do tvaru

OLy(y,u, \; hy) = (y(ac,T) — ya(x) +p(x,T))hy(:n,T) dx

(r(x) — p(x,0)) hy(x,0) dz

+
R P

(Op(,t) + alp(z,t))hy(z,t) dt dz

ol
St — iy Tt — 5 T —

ap(z,t) (Vhy(z,t) - n(z)) dt dS(z)

Q
2

+ (a(Vp(z,t) - n(z)) + q(z,t)) hy(z,t) dtdS(z).

o

2

Postacujici podminkou pro zajisténi rovnosti (2.16) je tedy existence funkci
peC*(Qx[0,T))
q € L*(99 x [0,T)),
r e L3(Q x {0})

29
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takovych, Ze p fesi pocatecni a okrajovou tlohu

%:—aAp v Qx(0,7T)
p=0 na 0 x [0, 7T (217)

p=vys—y naQx{T}
a q, r splhujf

q:—avpn na 8Q>< [OyT:I?

r=p nax{0}. (2.18)

Vidime, 7Ze diferencialni rovnice v (2.17) se od rovnice vedeni tepla lisi o znaménko. Navic poc¢a-
te¢ni podminka je zadana v koncovém ¢ase T'. Uloha (2.17) vlastné popisuje proces probihajici
inverzné v cCase. Zavedenim substituce

p(x,t) :==p(z, T —t) pro viechna (z,t) € Q x [0,T]

ziskdme vztahy

op _Op R
a(az,t) =5 —(z,T—t) a Ap(z,t)=Ap(x,T —t).
Uloha (2.17) je tedy ekvivalentni s po¢ateéni a okrajovou tilohou pro rovnici vedeni tepla
gjz—aAﬁ v Qx(0,7)
p=0  1adQx][0,7T] (2.19)

D= Do na Q x {0},
kde po oznacuje pocatecni podminku
po(x) = ya(x) —y(z,T) Vz €.

Opét budeme piedpoklddat, 7e pro tlohu (2.19) existuje fegeni t¥idy C2(Q x [0,77]). Smérovou
derivaci podle proménné u spocitame obdobné. Pro libovolné h, € U opét s vyuzitim tvrzeni
1.3.2 nejprve ziskdme

d
5Ju(y7u7 hu) - & |:J(y7u + 5hu):| o -
ds[ //uz‘ t) + chy(x, t)\QdS( )dt] =
0 99 le=0

//8 u(z,t) + ehy(z, ))ﬂ\EZOdS(x)dt:

0 0Q

—a /T / w(, )bz, 1) dS(x) dt.

0 09
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Argument ospravedliiujici zaménu derivace a integralu je stejny jako prve. Dale ve vyrazu (2.14)

vystupuji pouze ¢leny nezavislé na v a ¢len

_//Tq(x,t)u(x,t) dtdS(z),

o0 o0

ktery je linearni v u. Tedy smérova derivace L podle u je tvaru

T
0Ly (y,u, A\; hy) = // (au(z,t) — q(z,t)) hy(z, t) dS(z) dt.

0 002

Diky linearité vektorového prostoru U plati implikace

SLu(y,u, Aihy) >0 Vhy €U = 6Lu(y,u, \;—hy) >0 Vh, €U
= §Lu(y,u, M\ hy) <0 Vhy €U,

nebot derivace je v tomto pripadé linearni v h,. A tedy pro jakékoliv ug € U bude

0Ly (y,u, A\shy —ug) >0 Vh, €U < 0Ly(y,u,A\hy) >0 VYh, €U
< 0Ly(y,u, A\ hy) =0 VYh, €U.

(2.20)

Splnit podminky optimality pro tlohu (2.12) tedy znamenda nalézt funkce @, 5 a A = (p, , 7)

takové, které spliuji

?;:aAy—i-f v Qx(0,7T]
y=1u na 09 x [0, 7]
g =10 na Q x {0},
dp _

5% —alAp v Qx(0,7T)

p=0 na 09 x [0, 7

P=vya—y naQx{T}
G=—aVp-n mna dQ x[0,T],
f

=p naQ x {0},

T
// (oti(z,t) — q(z,t)) hy(z,t) dS(z)dt =0 Vh, € U.
0 022

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Pozndmka. Podminku (2.21) budeme nazyvat primdrné tlohou a (2.22) dudini tlohou pro pro-

blem (2.12).
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Podminku (2.23) je§té muZzeme upravit do tvaru
4(z,t) = —aVp(z,t) - n(z) = aVp(z,t) -n(x) ¥Y(x,t) € 02 x [0,T],

kde n(x) = —n(z) je jednotkovy vektor ve sméru vnitini normaly k plose 92 v bodé x. Jelikoz
o funkci p predpokladame, ze je tiidy C2(Q x [0,T)]), miZeme vyuzit vztahu mezi gradientem
funkce a jeji smérovou derivaci [15]

. Op
e
Nalezeni funkei i, § a A spliiujicich podminky (2.21), (2.22), (2.23) a (2.24) bohuzel nezarucuje
ani lokdlni minimalitu J. I za pfedpokladu regularity dlohy se jedna pouze o nutné podminky
minima. Ulohu (2.12) vy¥esime nasledujicim zpisobem. Jelikoz pfedpokladame, 7e tloha (2.21)
maé jednoznacné Fefeni, mizeme zavést redukovany funkcional

Vi(z,t) - n(z) = 6pe(x, t;n(x)) =1 —(z,t) V(x,t) € 900 x [0,T].

J(u) =J(y(u),u) YueUl,

kde J je dan vztahem (2.13). Dale plati

A~

L(y(u),u,\) = J(y(u),u) + (A\,0)z = J(u) VueU,

kde A € Z je parametr. Proto smérovou derivaci J ve sméru s € U miizeme pomoci Lagrangeova
funkcionélu vyjadrit jako

6J(u;s) = L/(y(u)v u, A)[&J(“: s), S]
= Lg/(y(u)v u, /\)[5y(u, 3)] + L;(:’J(u)? u, )‘)
= 6Ly (y(u), u, A; 0y(u; 5)) + 6 Lu(y(u), u,

[s]
A;s).
Pokud nalezneme funkce %, ¥ a A spliujici podminky (2.21), (2.22), (2.23), potom bude

8J (w5 s) = 0Ly // au(z,t) — q(z,t))s(z,t)dS(z)dt Vs e U. (2.25)
0 99

V integralu (2.25) vystupuje Lagrangeovsky multiplikitor g, ktery je mozné ziskat ze vztahu
(2.23) az po vyfeSeni ulohy (2.22). Jeji feSeni viak zavisi na FeSeni tlohy (2.21) skrze pocatetni
podminku. Z tohoto pozorovani jasné vyplyva postup, jakym lze podminky fe§it. Pro danou
okrajovou podminku @ vy¥esime primérni ulohu (2.21). Poté nalezneme feSeni duélni ulohy (2.22)
a dopocteme koeficient q.

Minimalizovat redukovany funkcional J je tedy mozné pomoci vztahu (2.25) napiiklad me-
todou gradientntho sestupu, kterou rozebereme v nasledujici kapitole.



Kapitola 3

Numericka metoda

V minulé kapitole jsme nastinili postup FeSeni optimalizacni tlohy (2.12), ktery vyuziva naleze-
nych podminek optimality (2.21), (2.22), (2.23) a (2.24). Pro zjednoduseni budeme tlohu fesit
pro dvou-dimenzionélni obdélnikovou oblast, tj. mnozinu 2 budeme uvaZovat specialné tvaru

Q= (0,L1) x (0, Ly) C R? kde Ly, Ly > 0.

V naésledujicich sekcich popiSeme zpisob diskretizace podminek optimality a piedstavime jed-
notlivé numerické metody, které budeme pii feSeni problému pouzivat.

3.1 Metoda kone¢nych diferenci

V této sekci se zaméfime na fefeni primérni a duélni tlohy. Primarni iloha je pocatetni a
okrajovou tdlohou pro rovnici veden{ tepla. Dualni Glohu lze zavedenim jednoduché substituce
prevest na ulohu (2.19), coZ je opét rovnice vedeni tepla s pocatesni a okrajovou podminkou.
Uvazujme proto typovou tlohu

@:aA@H—f v Q2 x (0,7

ot
y=u na 909 x [0, 7] (3.1)
Y=Yo na  x {0}7

kde Q = (0, L1) x (0, La), u € C(9Q2x[0,T]) a yo € C(£2). Numerické FeSeni této ulohy nalezneme
metodou koneénych diferenci [20].

Nejprve provedeme diskretizaci mnoziny Q x [0, T]. Pro my, mg € N zavedeme velikost pro-
storového kroku ve sméru e; jako

L;
h; = — e {1, 2},
i=_—— proie{l 2}

(2
kde e1, es jsou vektory standardni baze R? . Potom oznac¢ime
wp 1= {(ih1,jho) [P =10,...,m1aj=0,...,ma},

wp = {(ih1,jho) |i=1,...,m1 —laj=1,...,mg—1},
Vh = Wh N\ wp C 082
33
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Déle pro ny € N definujeme Casovy krok 7 jako

a Casovy interval diskretizujeme pomoci ¢asovych hladin
T = {kT‘k‘:O,...,nT},
T = {kT‘k‘:O,...,nT—l}.
Definice 3.1.1. Zobrazeni g: @), X T, — R nazyvame sitovou funkei a jeji hodnoty znacime
g = g(ihy, jha,kr), 0<i<my, 0<j<mg, 0<k<np.
Pro k-tou ¢asovou hladinu pak oznadime
go - glgmz

k k
gm10 R gmlmg

Definice 3.1.2. Necht pro funkci f: R — R existuje okoli nuly Hy takové, Ze

(3K > 0)(Vx € Hy ~ {0}) (‘f(x)‘ < K) pro néjaké o > 0.

xOé
Potom fikdme, Ze se funkce f na okoli Hy chova jako O(z®) a piseme f(z) = O(x®).

Diferencialni vyrazy v rovnici vedeni tepla nahradime kone¢nymi diferencemi pomoci rozvoje
do Taylorova polynomu. Necht funkce y € C5(Q x [0,T]), tj. &ty¥ikrat spojité diferencovatelna
podle prostorové proménné a dvakrat podle ¢asové proménné. Potom plati dle [20] nésledujici
diferen¢ni nahrady

Jy
a(m,t) =y (x,t) + O(1),
0%y
522 (1) = Yziz () + O(hY),
1
523/ 2
552 (0 1) = Ysaas (2, 8) + O(h3),
2
ke (e, +7) — gl 1)
ylo,t +7) =y,
t p—
yt(il‘, ) - )
y(x1 + hi,z2,t) — 2y(x1, 2, t) + y(z1 — h1, 22, 1)
Yz (xvt) = h% )
Yo (1) = y(x1, 22 + ho, t) — 2y(x1, 22, t) + y(x1, T2 — ho, t)
rox2 9 - .

h3
Cili alohu (3.1) lze pfepsat jako
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ye + O(T) = ayz 2, + (’)(h%) + AYzyzy + O(h%) + f v Qx (0,7
y=u na 09 x [0, 7]
Y=Y na 2 x {0}.

Diskretizaci této ulohy vznika diferen¢ni tloha pro sitovou funkci z: W, x 7, — R

d
2t = QZz,2, + 02390y + f vV wyp X Ty

z=u na vy, X T, (3.2)

z =yl na wy, X {0},

kde
d __ d _ d _
f - flthwT’ U = u"Y}LX?T’ yO - y0|wh'
Pri diskretizaci tlohy diferencialni operator nahrazujeme operatorem diferenénim, pfi¢emz chyba
aproximace je fadu O(h? 4+ h3 + 7). Reen{ tlohy (3.2) probiha po ¢asovych hladinach. Pro k = 0
ziskame 2Y z pocatetni a okrajové podminky

20 = yg na wp,

2= (W na .

k+1

Potom jiz pro kazdé k = 0,...,ny — 1 ziskdme feSeni z ze znalosti z¥ pomoci explicitniho

schématu - N N N .
= —i—T(azlel—l—az@m—i—(f ) ) v wp,

Zk—i—l — (ud)k—H na .

Z Laxova teorému |20] plyne, Ze zvolené diferen¢ni schéma (3.2) je konvergentni, pravé kdyz je
stabiln{. Pficemz podminkou stability pro toto schéma je nerovnost

T T 1

-t < = 3.3

ERET R (8:3)
Pozndmka. Pro odvozeni ndhrad diferencialnich vyrazi koneénymi diferencemi pomoci Taylorova
polynomu jsme méli pomérné vysoké pozadavky na diferencovatelnost dané funkce, které byly
ponékud nadbytecné. V [20] se ukazuje, ze explicitni diferen¢ni schéma (3.2) je konvergentni, je-li
splnéna podminka (3.3) a je-li feseni tlohy (3.1) tiidy C?.
Pozndmka. Viimnéme si, 7Ze zvolené numerické schéma v 7a4dném kroku nevyuziva hodnot okra-
jové podminky v rozich @y, tj. v bodech mnoziny {(0,0), (0, L2), (L1,0), (L1, L2)}. Tyto body
tedy muzeme pfi diskretizaci tlohy vynechat.

3.2 Metoda gradientniho sestupu

Metoda gradientniho sestupu je iterativn{ optimalizac¢ni metoda hledajici lokalni minimum funkce.
Uvazujme diferencovatelnou funkci
f:R*" = R.

Chtéli bychom nalézt bod lokalniho minima f. Tento bod si oznaéime jako x,,,. Metoda je zaloZena
na geometrickém vyznamu gradientu. Pro funkci diferencovatelnou v bodé a € R”™ plati vztah
mezi smérovou derivaci a gradientem [15]

df(a;v) =V f(a)v YveR" {0} (3.4)
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Potom z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti [15] vime, Ze

0f(a;0)| = [V f(a)o] <[V f(@)]vl,

kde rovnost nastava pravé tehdy, kdyz v a V f(a) jsou linearné zavislé. Odtud a ze vztahu (3.4)
tedy plyne, Ze mezi vSemi sméry v, jejichz norma je rovna ||V f(a)|, bude hodnota smérove
derivace v bod& a minimaln{ pro smér

v=—-Vf(a).
Je-li navic f € C? potom z Taylorovy véty [15] plyne
fla—aVf(a) = f(a) = a|VF(@)|* + Ra(a;aV f(a)),
kde Ry je Tayloriv zbytek, pro ktery plati

lim Rs(a;aV f(a))

=0.
a=0  [laVf(a)

Tedy pro dostatecné malé a > 0 jsme teoreticky schopni zajistit, aby

fla—aVf(a)) < f(a),

je-li Vf(a) # 0. Na zékladé téchto tivah formulujeme algoritmus metody. Nejprve zvolime néjaky
pocateéni odhad bodu x,,. Tento odhad oznacime jako

20 e R™.
Potom iterujeme k = 0,1,2,... a nasledujici bod z**1) nalezneme ze vztahu
2B — (k) aka(x(k)),
kde a > 0 je velikost kroku a je volena tak, aby
F®*) < f).
Koeficient oy mtzeme ziskat napiiklad pomoci Armijova pravidla [21] jako
o = ",
kde 8 € (0,1) a ng je nejmensi pFirozené &islo takové, ze
F@® — g fa®)) - 1) < -2V,
Algoritmus je ukonéen, pokud v dané iteraci nastane
Vf(z®) =o0.
V praxi se vSak pouziva ukoncovaci podminka
IVF(®)]| <e,

kde € > 0 je zvolena mez presnosti.
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3.3 LichobézZnikova formule

Méjme funkci f: [a,b] — R integrabilni v Riemannové smyslu a integral

b
I(f) = / f(z) da.

Budeme se zajimat o numericky vypocet integralu I(f) pomoci lichob&znikové formule [22].
Uvazujme ekvidistantni rozdéleni intervalu [a, ]

On = {.T(),.Tl, cee 7‘7"71}7

kde pro délici body plati
a=zo<x1 <" -<xp=>
Vzdélenost mezi dvéma sousednimi délicimi body je
b—a
—

h:

Funkci f aproximujeme po ¢astech linearni funkci f, definovanou jako

f(@it1) — f=i)
h

fon(x) = f(xi) +

(x — i) V€ lx,ziq]
pro kazde i € {0,1,...,n — 1} . Z teorie Riemannova integrélu pak zfejmé plati
b b
/ f(z)dx = lim / fo, () dx.
a n—o0 a
To nas motivuje aproximovat integral

b
1(f) ~ / fo (),

kde chyba aproximace zévisi na vzdélenosti sousednich bodt zvoleného rozdéleni o,. Integral z
funkce f,, spocteme snadno jako

b n—1 Ti41 n—1 ‘ ‘
/ fon(x)da = Z/ o (2) dar = Z f(z) —i—2f(a:l+1)h7

nebot f, je linearni na intervalu [z;, z;4+1] pro vSechna ¢ = 0, ..., n— 1. Ziskany vyraz lze pfepsat
do tvaru
b h n—1 h
[ fr@)de = f@) + 3 flaih o+ f(oa).
o 2 P 2

Ozna¢me chybu aproximace integralu I(f) intergralem z funkce f,, jako

E(fan)z/abf(x) dx—/abfgn(a:) dz.

Je-li funkee f tiidy C2([a,b]), potom

(3K > 0)(va € [a,b)(| /P (2)] < K)
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a pro chybu aproximace 1ze pomoci Taylorova rozvoje odvodit nasledujici odhad
31
B(fo) < K(b—a)—.

JelikoZ pii zjemnovani déleni intervalu plati

b b n—1 n—1
: . h h .
/a f(@)de = lim / fo(@) d = lim (f(a)2 + 3 feh+ f(b)2> = Jim 3 £
budeme pro numericky vypocet integralu pouzivat aproximaci
b n—1
[ t@yde= 3 s (3.5)
a i=1

3.4 Numerickia implementace

V této sekci popiSeme samotnou diskretizaci ulohy (2.12) a postup p#i hledani jejiho FeSeni.
Vgechny podminky optimality budeme diskretizovat na stejné numerické siti. Zavedeme mnoziny
sitovych funkci

U; = {ud: (Yo N N) xﬁT—HR},
Y, = {yd: (@Wp, N N) xﬁT—HR},
kde mnoziny @y, v, - oznacuji diskretizaci mnozin 2, 992, [0, T popsanou v sekci 3.1 a mnoZina

N ={(0,0), (0, L2), (L1,0), (L1, L2) }

je mnozina rohovych bodu wy. P#i diskretizaci primérni tlohy nahrazujeme prostory U a Y
pomoci prostorit Uy a Y. Idea feSeni tlohy (2.12) je nasledujici. Uloha se pfevede na redukovany
tvar zavedenim funkcionalu

J(u) = J(y(u),u) Yuel.

P1i diskretizaci ziskané ulohy

in.J
mip /)
se Tunkcional
J:U—R
nahradi funkci
J4: Uy — R,

ktera predstavuje aproximaci J pomoci lichobéznikové formule. Takto diskretizovanou ilohu jiz
1ze Tesit metodou gradientniho sestupu, pficemz gradient J?% budeme v kazdé iteraci ziskavat ze
vztahu (2.25) po vyfeseni podminek (2.21), (2.22) a (2.23).

Pro pocatetni odhad v metodé gradientniho sestupu zvolime libovolnou funkci ug € U<,
Metodou kone¢nych diferenci vy¥esime tlohu (2.21) pro okrajovou podminku . Regenim je
sitova funkce y(ug) € Yy. Oznacme diskretizovanou funkci pozadovaného teplotniho profilu jako

yg = Ya,, -
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Nasledné funkci
d
Ya — y(UO)\th{T}

pouzijeme jako pocateéni podminku pro diskretizovanou tulohu (2.22). Jeji feSeni oznacime jako
p(uo) € Yy

a ziskame jej pfechodem k tloze (2.19) pro p, jak jsme diskutovali v minulé kapitole. Nyni
diskretizujeme podminku (2.23), resp. jeji ekvivaletni podobu

15}
q= a% na 0 x [0, 7.
V tomto pfipadé n nabyva tvaru

- 0
n(x1,0) = <1) pro Vxy € (0,Lq),
N 0
n(xy, Lo) = — <1> pro Va1 € (0, L),
- 1
n(0,z2) = <0) pro Vo € (0, Lo),
N 1
n(Ly,z) = — <0> pro Vs € (0, L2).

Vektory 7 jsou pouze +1-nasobky vektort standardni baze prostoru R?, a proto pro libovolné
k=0,1,...,n7 bude

0 ap . .
ai(zhl,o kT) = 3:5 (ih1,0, kT) Vi=1,...,m — 1,
dp op . .
on (Zhl,Tthg,kT) 652(Zh1,m2h2,]€7') VZZl,...,m1—1,
dp I . . .
iho, k ho, k =1,... -1
a~ (O Jhna, T) 8.@1 (07] 2y T) v] ) , T2 )
§~ (maha, jhe, kT) = —gfl(mlhl,jhmkﬂ Vi=1,...,mga—1.
Diferencidlni vyrazy nahradime koneénymi diferencemi
dp : .
D ——(ih1,0,k7T) = pgy (ih1,0,k7) + O(h2) Vi=1,...,m —1,
2
885 (Zhl,mghg,kT) p@(ihl,mghg,kT)-i-O(hg) Vi=1,...,m; —1,
2
0 . .
81’ (0, jha, kT) = pa, (0, jha, k1) + O(hy) Vi=1,...,ms—1,
dp

a (mlhl,]hQ,kT) Pz (m1h17.jh27k7_) + O(hl) vj = 17 cee, M2 — 17
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kde
p(ihy, ho, kT) — p(ihy,0, kT)

Day (th1,0,kT) =

ho ’
. Zhamh/7k7—— Zh’m _1h7k7_
Py (ihe, mahs, k) = Ui mzhe, KT) 2;(2 12 (ma = Dha k7).
h1,jho, kT) — p(0, jho, k
pxl(o,jhg,lm-):p( 1,JNh2, T)hl p(0, jha, 7')’
. mh7'h’k7-_ m_lh,'h,kT
pfh(mlhl’]hQ,kT):p( 1hi, jha, k7) 1;1(1( 1 Yhi, jho )

Regeni dualni alohy navic spliiuje okrajovou podminku
p=0 na0dQ x[0,T].

K danému p(ug) tedy nalezneme koeficient g(ug) € Uy pomoci vztahii

k
un )
q(uo)ty = ap( )it Vi=1,...,m —1,
ha
k
ug)s
q(u0)§m2 = api( O)lmz Loy = 1,...,m3 —1,
ha
p(uo)t; .
Q(UO)ISJ_G‘ h ! ijla"'amQ_la
1
p(uo)k —1j .
Q(U‘O)fnl] = a’% VJ =L....,Mm2 — 17
1
pro vSechny ¢asové hladiny £ =0, ..., np. Poslednim krokem v dané iteraci je nalezen{ gradientu

funkce J¢ v bodé ug, k emuz vyuzijeme vztahu (2.25). Potfebujeme tedy diskretizovat integral

T
/ / (au(z,t) = g(@, 6)) hu (e, t) dS(x) dt

0 00

pro Q = (0, L1) x (0, Ly) pomoci lichob&znikové formule. Hranici 0Q C R? mtzeme zapsat jako

4
00 = | o,
=1
kde
an = {(331,0) |$1 S (O,Ll)},
892 = {(Ll,.’Eg) |$2 c (O,Lg)},
893 = {(l’l,Lg) ’1’1 c (O,Ll)},
90 = {(0,) | @ € (0, La)}.
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Mnozinu 0 lze chapat také jako obraz po ¢astech C! kiivky v R2, kterou popiSeme pomoci
parametrizaci

VA

O> se (0,Ly),

£
|
®

Ly > S € (0,L1>,

(

Bo(s) = (L1> s€(0,L),
(
(

Ly — S> s € (0, La).

Ozna¢me funkci
f = (au—q)h, nadQxI[0,T].

Necht ¢ € [0,T] je zvoleno libovolné, ale pevné. Potom spotteme kiivkovy integral prvniho druhu
pro funkci f

Ly Lo
= > /f(¢i(8),t)llq>§(8)\ds+ > /f(¢j(5)7t)|@}(5)lld8

1€{1,3} 5 J€{2,4}
L1 Lo Ly Lo

— [fe0ds [ fEisds [ 2a0ad + [ 10,505
0 0 0 0

kde v posledni rovnosti jsme u druhych dvou integrali zavedli substituci
Li—s=5" resp. Ly —s=5"

a vyuzili faktu, ze
[Bl(s) =1 Vi€ {1,2,3,4}
Nyni pouzijeme vztah (3.5) k aproximaci

mi—1 mo—1

[ras= Y £ 0.0k + Y f(Lasgha b
50 i=1 =1

mi—1 mo—1
+ > fiha, Lo, )ha + ) f(0, jihg, t)ho
i=1 J=1

a dany integral bude po diskretizaci tvaru

nr—1mi—1

T
//f(xl,xg,t)dS(z)dm > (f(iha,0,k7) + f(in, Lo, k)T
0 69 k=1 =1 (3.6)

nr—1mg—1

+ ) > (f(La,jho, kT) + f(0, jho, kT))hot.

k=1 j=1
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Aproximaci integralu (2.25) pomoci vztahu (3.6) dostaneme pro libovolné s € Uy

nr— 1m1 1

6Jd U(), Z Z ( O5“’0 - q uO))fOSfO + (O[UQ - Q(UO))fmg zm2> hyt
np— 1m2 1 (37)
30D (@m0 — luo))h, sk + (o — qluo) sty ) hor
k=1 j=1

Prostor sifovych funkci Uy lze ztotoznit s vektorovym prostorem R, kde
N = 2(m1 + mo — 2)(nT + 1).

Slozky gradientu V.J%(ug) € Uy ziskdme ze vztahu (3.7), volime-li smér s jako vektory standardnf
baze RY, tedy pro k € {0,n7} mame

VJ%ug)k =0 proie{1,...,my —1}, j € {0,ma},
de(uo)fj =0 proie{0,mi},j€{l,...,ma—1}
aproke{l,...,np—1}
VI o)k = (aug — q(ug)) kit proi € {1,...,my — 1}, j € {0,ma},
de(uo)fj = (aug — q(uo))fjhﬂ proi € {0,m1}, j €{1l,...,ma—1}.
Nyni Ize provést krok v metodé gradientniho sestupu, tj. nalézt novou funkci Fizeni
w1 = ug — BoVJ4 (),
kde By > 0 volime dostatecné malé tak, aby platilo
Juy) < J(ug).

Numerickou metodu fegici ilohu (2.12) 1ze shrnout do nasledujiciho algoritmu. Zvolime libovolné
pocatecni Fizeni u(?) € Uy a nastavime k = 0. Potom
1. nalezneme y¥) fegenim tlohy (2.21) s okrajovou podminkou u(*),

(k)

2. nalezneme p®) fesenim ulohy (2.22) s pocatetni podminkou g — Y)yp
3. nalezneme ¢®) ze vztahu (2.23) pro p®,

4. nalezneme nové fizeni u* 1) = u*) — g, V.J4(u®) tak, aby J4uFTD) < JA(uk)),
5. nastavime k = k+1 a jdeme zpét na krok 1.

Algoritmus zastavime tehdy, kdyz X
VI @) <,

kde £ > 0 miizeme volit napiiklad jako
e =105,

Je ziejmé, ze tento algoritmus skutecné minimalizuje chybovy funkcional J.
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Numericka studie

V této kapitole popiSeme vybrané numerické experimenty tykajici se optimalizace Dirichletovy
okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla. Pfipomenme, Z%e se jedn& o minimaliza¢ni tlohu
tvaru

e 2 Xl
min {§Hy(u)|m{T} — deLQ(Q) + E”UHLz(aﬁx[O,T]) ‘ u € U}

vzhledem k
g?;:aAy—i—f v Q x[0,7T]
y=u na 09 x [0, 7]
Y =10 na  x {0},

kde Q, T, a, a, yo, yq a f jsou parametry tilohy popsané v sekci 2.3 a
u: 02 x [0,T] - R

je hledana okrajova podminka. Ulohu fedime pomoci algoritmu popsaném v sekci 3.4 a imple-
mentovaném v jazyce MATLAB. Pro lepsi srovnani vysledkd jednotlivych experimenti budeme
ve v8ech piipadech uvazovat bezrozmérny difazni koeficient ¢ = 1 a mnozinu €2 tvaru

2 =1(0,2) x(0,2),
piicemz pro jednotlivé ¢asti hranice 9 budeme pouZivat jiZz zavedené oznaceni

0 = {(21,0) |21 € (0,2

)

)}
0y = {(2,552) ’372 € (072)}7
0 = {(21,2) |21 € (0,2)},
oy = {(O,-T2> ’xQ € (Oa 2>}

P1i diskretizaci problému volime konstanty m1, ms jako
m1 = meo = 49.
Pocet ¢asovych vrstev np pro diskretizaci intervalu [0, 7] ziskdme z rovnosti
ny = |87 (hy® + hy?)],

ktera zarucuje splnéni podminky stability (3.3) pro explicitni schéma metody kone¢nych diferenci.
Parametry zvolené diskretizace jsou pro piehlednost shrunuty v tabulce 4.1.
43



KAPITOLA 4. NUMERICKA STUDIE 44

Li Ly my ms hi he nr T
2 2 49 49 % L BT (hi*+hy%)] L

nr

Tabulka 4.1: Parametry diskretizace mnoziny Q x [0, 7.

4.1 Vliv regularizace a findlniho ¢asu na optimalni reSeni

V této sekci budeme na jednoduché tloze ilustrovat vliv regularizace a délky ¢asového intervalu
[0, T] na optiméalni feSeni. Nastaveni parametri pro tento experiment bude

Yo =0 mna €,
yga =1 naQ, (Experiment 1)
f=0 naQxJ[0,7T].

Finalni c¢as T' a regularizacni koeficient o nejprve zvolme jako

T=1,

a=0.

Hodnoty diskretiza¢nich krokd& hi, ho a 7 jsou pro toto nastaveni shrnuty v tabulce 4.2. Pro
pocateéni odhad Fizeni

u® =0 na Yh X Tr
dosahneme optima po 4 000 iteracich, pfi¢emz

VTP |y =2,37-1077 a Jo(uP) =7,62-107°.

Ziskany teplotni profil y(u(of’t))“:T muZzeme vidét na obrazku 4.1a a na obrazku 4.2 je znézornén
pritbéh optimalniho Fizeni u(°?!) v nékolika bodech hranice 9. Ze symetrie ulohy je z¥ejmeé,
7e ve zbylych t¥ech ¢éstech hranice 0, 0Q3 a 04 bude Fizeni stejné. Z obrézku 4.2 vidime,
ze zpocatku dochézi k pozvolnému zahfivani, ale pro ¢asy blizké T' zacind fizeni prudce kolisat.
Tento jev se pokusime zmirnit pomoci regularizace. Z tvaru funkcionalu J (2.13) je ziejmeé,
ze pokud déame regulariza¢nimu ¢lenu pfili§ velkou vahu, tj. zvolime a > 0, bude optimalnim
Fizenim minimalizujicim J Fizeni nulové. Je tedy podstatné vyladit nastaveni koeficientu « tak,
aby nalezené Fizeni bylo realizovatelné (tj. aby nedochézelo k piili§ prudkym vykyvim teplot) a
zéroven abychom dosahli uspokojivé malé vzdalenosti

d
||y(u(0pt))‘WhX{T} — Yallz,n,

kde )
mi1—1mo—1 2
I fll2,n == Z Z | fij|2hiho pro sitovou funkci f na wy,.
=1 j=1
Zkusme nastavit
T=1,
oa=1.

V tomto pifipadé optimum nalezneme po 200 iteracich, kdy

IV (uPD)||y = 6,66-1077 a JulPD) =0,676
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a odchylka ziskaného profilu od profilu pozadovaného je
) = [y ()~ g3, = 0,624

Optimalni Fizeni je zachyceno na obrazku 4.3. Teplotni vykyvy se skute¢né povedlo odstranit,
nicméné chyba J{ (ul°P) je prilis velka. Koeficient o proto zmengime. Pro volbu

T=1,
a=10"2
dostavame po 1200 iteracich
|V (uPD) ||y = 2,83-1078,  J4u(P)) =0,0160 a JI(ul"Y)=0,0014.

Ziskany teplotni profil a optimélni fizeni jsou zobrazeny na obrazcich 4.1b a 4.4. 7 tabulky 4.3
vidime, Ze je nejprve minimalizovano Ja poté jesté zlepSovany odchylky Jf. Porovnani ziskanych
profilit a optimalnich f{zeni pro & = 0 a a = 102 nalezneme na obréazcich 4.5 a 4.6. Srovnan{
konvergence rezidui J d(u(k)) pro experiment 1 pro rizna « je uvedeno v tabulce 4.4. Pfidanim
regulariza¢niho ¢lenu jsme tedy docilili zmensSeni teplotnich vykyvi béhem fizeni, aviak za cenu
vétsi odchylky ziskaného teplotnfho profilu od profilu pozadovaného, coz je v souladu s chovanim,
které jsme ocekavali. Vhodnéa volba a pak zalezf na konkrétnim zadani tlohy. Pfedev§im na tom,
zda ziskané optimalni Fizeni je realizovatelné, coZ zde nejsme schopni vyhodnotit. Obvykle se
v8ak dle [5] bere hodnota
a€[107°,1072).

Nyni budeme studovat vliv délky intervalu [0, 7| na tvar optimalniho Fizeni a kvalitu ziskaného
profilu pro experiment 1. Nastavime

a =0,
T=0,5.

Hodnoty diskretizace najdeme v tabulce 4.2. Pro optimum ziskame
VI WPy =1,77-107¢ a  J4u(PD) =2,91.107°.

Optimalni fizeni je zndzornéno na obriazku 4.7. Vidime, Ze priibéh Fizeni je téméf identicky jako
na obrazku 4.2 od casu t = 0,5. Zd4a se tedy, ze obdobné dobrych vysledkii dosdhneme i pro
krat$i ¢asy T'. Nicméné pokud bychom zvolili éas pfilis kratky, napriklad

T=0,1,
dosdhneme optimalniho vysledku s hodnotami
IV (WP ||y =2,15-107% a  J4u(PY) =1,90-1075.

Rizenf je uvedeno na obrazku 4.8. Pribéh tohoto #{zenf{ je nyni zcela odlisny a teplotni vykyvy
vyrazné vét$i. Pokud naopak finaln{ ¢as prodlouzime napfiklad na

T=1,5,
ziskdme hodnoty

IV Iy = 9,55 - 1077 a  JéuPD) =1,90-1075.
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T L1 L2 mi1 M9 h1 hQ nrtr T

1,6 2 2 49 49 0,0408 0,0408 14407 1,0412-107%
1 2 2 49 49 0,0408 0,0408 9605 1,0411-107*

06 2 2 49 49 0,0408 0,0408 5763 1,0411-10*

05 2 2 49 49 0,0408 0,0408 4803 1,0410-10*

03 2 2 49 49 0,0408 0,0408 2882 1,0409-10~*

0,1 2 2 49 49 0,0408 0,0408 961  1,0406-10~*

Tabulka 4.2: Parametry diskretizace mnoziny € x [0, T pro riiznou volbu 7.

koo 0™ g7 )

0 1.919200 3.838401
100 0.243381 0.477405
200 0.017668 0.007160
300  0.016079 0.002196
400  0.015999 0.001757
200  0.015973 0.001585
600 0.015964 0.001505
700 0.015961 0.001460
800  0.015960 0.001433
900  0.015959 0.001418
1000 0.015959 0.001409
1100  0.015959 0.001403
1200  0.015959 0.001400

Tabulka 4.3: Konvergence rezidui J%u®) a odchylek J&(u®)) pro experiment 1, T =1 a a =
102,

Z obrazku 4.9 vidime, Ze zpoc¢atku se fizeni pro toto nastaveni téméf neméni (je nulové) a od
¢asu t = 0,5 odpovida pribéhu na obrazku 4.2 pro nastaveni T' = 1. V tabulce 4.5 jsou uvedeny
hodnoty rezidui J%(u(®)) podle volby T. Pro experiment 1 je idealni volbou finalniho casu T
hodnota

1
T e (5,1),

protoze pro krat§i T' ziskdvame finalni profily s v&tsi odchylkou od pozadovaného profilu a navic
Fizeni ma vétsi teplotni vykyvy. Pro delsi ¢asy T' > 1 bude vypocetni doba zbytetné delsi a
dosazeny vysledek jen nepatrné lepgi. Obecné v8ak plati, Ze rovnice vedeni tepla je tzv. nulové
fiditelna [23]. To znamend, Ze pro libovolny pocétecni stav yo a konstantni pozadovany profil
yq bude pro libovolny kladny finalni ¢as T existovat okrajova podminka takova, Ze se vysledné
feSeni ulohy v ¢ase T rovné yg.
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0994
0982
02 04 06 08 1 12 14 16 18 02 04 06 08 1 12 14 16 18
X1 X1
(c) Ziskany profil y(u(oi”t))h=1 pro o = 0. (d) Ziskany profil y(u("pt))h=1 pro o = 1072,

Obrazek 4.1: Ziskané teplotni profily y(u("pt))| . Pro experiment 1 pro T’ = 1.
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a
(0.75,0.t) \

u(0.5,0,t) —
(0.25,0,t)

ylort)

Obréazek 4.2: Casovy pribéh optimélniho Fizeni (%" v nékolika bodech hranice 9 pro expe-
riment 1, T=1aa=0.

ulor)

0.5

Obrazek 4.3: éasovy pritbéh optimalniho Fizeni u(°PY) v n&kolika bodech hranice 9§ pro expe-
riment 1, TT=1aa=1.
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» u(1,0,t) N _
u(0.75,0.t) VRN
u(0.5,0,t) / \
1(0.25,0,t) - ‘
1.5 —
2
=]
vj
; i
05— =
| | |
0.6 0.8 1

Obrazek 4.4: éasovy pritbeh optimalniho ¥izeni u(°P) v nekolika bodech hranice 8§ pro expe-
riment 1,7 =1a a =102

02 04 0.6 0.8 1 12 14

0.2 04 0.6 0.8 1 12 14

Obrazek 4.5: Porovnéni ziskanych teplotnich profila y(u("pt))|t=T pro experiment 1 v fezech pro
r1 € {0.2,0.5,1}. Pro T =1, a = 0 (modra) a a = 1072 (Zervena).
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Obrazek 4.6: Porovnani optimalnich Fizeni u(°PY) pro experiment 1 na hranici 9 v Casech
te{T -3r,T—27r,T—7}.ProT =1, a =0 (modrd) a a = 1072 (Cervend).

T — T
P \\\
2 u(1,0,t) < —
u(0.75,0,t) 7 _ \
u(0.5,0,t) P
11(025,0,‘5) / \
15— // 7
/ I
g ,/’/ -
= P
1= e b
05 - . -
0 I I I I I
0 0.1 0.2 03 04 05

t

Obrazek 4.7: éasovy pritbéh optimalniho Fizeni u(°PY) v nekolika bodech hranice 9§ pro expe-
riment 1, T =0.5a a =0.
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Obrazek 4.8: Casovy priibsh optimélntho Fzeni u(°Pt) v nekolika bodech hranice dQ; pro expe-

riment 1, 7'=0.1a a =0.

I T
u(1,0,t) //7\‘.
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Obrazek 4.9: Casovy priibsh optimélntho Fzeni u(°Pt) v nekolika bodech hranice dQ; pro expe-

riment 1, T'=1,5aa=0.
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k J(u®)

0 1.91920  1.91920 1.91920
200 0.000478 0.004917  0.017507
400  0.000224 0.001930  0.015998
600 0.000151 0.001793  0.015964
800  0.000118 0.001748 0.015959
1000 0.000101 0.001729  0.015959
1200 9.02e-05 0.001719  0.015958
1400 8.16e-05 0.001713  0.015958
1600 2.78e-05 0.001710  0.015958
1800 2.43e-05 0.001707  0.015958
2000 2.15e-05  0.001705 0.015958

a=0 a=10"3 a=10"2

Tabulka 4.4: Srovnan{ konvergence rezidui jd(u(k)) pro experiment 1, "= 1 a riizné koeficienty
regulace.

k J(u)

0 1.9192 1.9192 1.9192 1.9192
200 4.70E-04 4.63E-04 4.23E-03 2.81E-02
400 1.91E-04 1.89E-04 3.41E-04 1.68E-02
600 1.07E-04 1.08E-04 1.66E-04 1.22E-02
800 7.31E-05 7.34E-05 1.04E-04 9.68E-03
1000 5.49E-05 5.44E-05 7.47E-05 8.08E-03
1200 4.22E-05 4.26E-05 5.86E-05 6.98E-03
1400 3.37E-05 3.42E-05 4.77E-05 6.16E-03
1600 2.78E-05 2.79E-05 3.98E-05 5.51E-03
1800 2.29E-05 2.43E-05 3.38E-05 5.01E-03
2000 1.90E-05 2.15E-05 291E-05 4.59E-03

T=15 T=1 T=05 1T=01

Tabulka 4.5: Srovnan{ konvergence rezidui J d(u(k)) pro experiment 1 pro riznd 7' a o = 0.
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4.2 Spojity pozadovany profil
Nyni se zabyvejme o néco zajimavéjsi dlohou. Z pocatecni nulové teploty se budeme snazit za
¢as T dosdhnout na mnozing € uréitého gaussovského profilu. Pro pfesnéjsi formulaci zavedme
Gaussovu funkci

(z1 —p1)*  (x2 — p2)?

2
G[A,,u,l,MQ,O'l,O'Q](xlv :EQ) = AeXp <_ 20_% - 20_% > A (.1:1, I'Q) eR s

kde A, 12 € R, 012 > 0 jsou parametry funkce. Nastaveni experimentu bude

yo =0 na
Yd = G[lO,l,l,%,é na €2, (Experiment 2a)

f=0 naQx][0,7].

Pozadovany profil y; = G [0,1,1,1,1] mizeme vidét na obrazku 4.10a. Nastavime
Ty ?3?3
a =0,
T =0,5.

Parametry diskretizace najdeme opét v tabulce 4.2. Pro pocate¢ni odhad

w9 =0 na Yh X Ty

zastavime vypocet po 30 000 iteracich, kdy hodnoty
IV (uPD)||y = 4,83-107¢ a J4u(PY) =9 511077

Vidime, zZe i pfes zna¢né vyssi pocet iteraci je chyba jd(u(‘)pt)) pomérné velkd ve srovnani s
chybami pro experiment 1 bez regularizace. To je zptisobeno samotnym procesem Sifeni tepla,
tj. diftznim procesem, ktery se v kazdém okamziku snazi systém dovést do rovnovazného stavu.
Proto zvoleného gaussovského profilu, jehoz teplota smérem ke stfedu oblasti 2 ostfe nartisté,
Ize dosatnout mnohem obtizné&ji nez konstantniho teplotniho profilu z pfedchoziho experimentu.
Ackoliv je tedy ziskana chyba pomérné velka, povedlo se nam ji zmens§it o vice nez t¥i fady oproti
pocatecni chybé
Jw®) = 17,45

a z poklesu hodnot rezidui v tabulce 4.6 Ize predpokléddat, ze ptfi dalsim iterovani by se vysledek
mohl vylepsit. Ziskany teplotni profil je na obrézku 4.10b a jeho srovnani s pozadovanym profilem
najdeme na obrazku 4.11. Nejvétsi odlisnost obou profili miazeme pozorovat na okoli bodu (1,1).
Hodnota ziskaného profilu v tomto bodé je

y(uP)(1,1,T) = 9,63,

coz je o 0,37 méné nez pozadovana vysSka. Prabéh optimalntho fizen{ je zndzornén na obrazku
4.12. Vykyvy teploty béhem fizeni bychom opét mohli zmirnit pomoci regularizace. Pro

a=1073,
T=0,5

je situace zobrazena na obrézcich 4.13 a 4.14.
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Resme stejnou dlohu avSak se zmenSenym rozptylem findlniho profilu yg = G. Pfesnéji,
zabyvejme se tlohou

yo=0 mna Q,
Ya = G[MLL%& na 2, (Experiment 2b)

f=0 naQx][0,7].

Pozadovany profil je vykreslen na obrazku 4.15a. Nartst teploty v tomto finalnim profilu je jesté
prudsi nez pro experiment 2a. Zvolime-li

T=0,5,
potom po 43 000 iteraci ziskime
IV (uP||y = 7,64-107% a  J4ulP)) =3,63-1072.

Rizeni nalezneme na obrazku 4.13 a ziskany profil na obrazku 4.14. Vidime, Ze pro experiment
2b je ziskany profil jesté o néco nizsi (hodnota vrcholu je y(ul®PY)(1,1,T) = 9,16) a teplotni
vykyvy béhem fizeni jeSté vétsi nez pro experiment 2a pro a = 0.

Nyni budeme uvazovat profil y4 slozeny ze dvou Gaussovych funkci. Necht

Yo = 0 na Q,
ya = G1+ G2 naQ, (Experiment 2c)
F=0 naQx[0,T],

kde
G = G[l,O.G,O.G,%,%}’
Ga = G[1,1.4,1.4,§,§}‘
Nastavime
a =0,
T =0,6.

Hodnoty diskretizace najdeme v tabulce 4.2. Nyni je pozadovany profil zdanlivé slozitéjsi nez v
experimentech 2b a 2c¢, mohli bychom se proto domnivat, Ze FeSeni bude obtiZznéji dosazitelné.
Jelikoz jsme viak vysku profilu yg zvolili deset krat mensi (nartst teploty je tedy pozvolnéjsi),
ziskdme optiméalni FeSenf jiz po 13 000 iteraci s hodnotami

IV J P = 8,38 - 1077 a  Jé(uP)) =1,51-107%

Ziskany profil a jeho srovnani s pozadovanym profilem nalezneme na obrézcich 4.18b, 4.19 a 4.20.
Na obrazku 4.21 vidime pribéh optimélniho ¥izeni na hranici 9€2;. Na ostatnich ¢dstech hranice
je fizeni symetrickeé.
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koo ™) VI ™))

0 1.75E+01 8.08E-03
3000  1.86E-01 8.16E-05
6000  6.93E-02 2.87E-05
9000  4.46E-02 1.35E-05
12000  3.23E-02 1.07E-05
15000  2.54E-02 1.11E-04
18000  2.09E-02 8.99E-05
21000 1.72E-02 1.03E-05
24000 1.41E-02 3.01E-06
27000  1.09E-02 4.79E-06
30000  9.50E-03 4.83E-06

Tabulka 4.6: Hodnoty rezidui J%(u®) a ||[V.J%(u®)||2 pro experiment 2a, T = 0,5 a a = 0.

Yy
-

(a) Pozadovany teplotni profil yg. (b) Ziskany teplotni profil y(u("pt))“:T.

Obrézek 4.10: Pozadovany a ziskany teplotni profil pro experiment 2a, T'=0,5 a a = 0.

4.3 Nespojity pozZadovany profil

Gaussova profilu tedy umime dosdhnout pomérné spolehlivé. Nyni provedeme experiment s ne-
spojitym pozadovanym profilem. Nespojitého teplotniho profilu pochopitelné dosdhnout vibec
nelze. Divodem je opét diftzni proces &ifeni tepla. Zajima nas pouze, s jakou pfesnosti je mozné
se k danému tvaru pFiblizit. Uvazujme charakteristickou funkci mnoziny M C R?

1 (xl,xg) eM

Y(z1,z2) € R
0 (.%'1,.21?2) ¢ M (1'1 x2)

X (w1, 22) = {

a mnozinu B(Ll)(%) C R? piedstavujici kruh se stfedem v bodé (1,1) a polomérem % Nastaveni
tlohy zvolime

Yo =0 mna €,

Yd = X(B (L)} D2 Q, (Experiment 3)

f=0 naQx]I0,7]
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——y(1x,.T)
7y(0.75,x2,T)
y(U.S,xZ,T)
7y(0.25,x2,T)
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Vq(1.x5)
—-— —-yd(0.75,x2)
-y 05.x,)
-— ——yd(0.25,x2)
y(02x,)

Obréazek 4.11: Porovnani ziskaného teplotniho profilu y(u(®P!)

541393

{0.2,0.25,0.5,0.75, 1}.

lt=T
filu yg = G[10,11 117 (pferuSovang) pro experiment 2a, T = 0,5 a «

o6

(plné) a pozadovaného pro-
0 v bodech x1 €

T

60 |~ u(1,0,t)

u(0.75,0,t)

u(0.5,0,t)

u(0.25,0,t)
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g o
=}
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a0
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| I
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Obrézek 4.12: Casovy pribéh optimélniho Fzent u(°P!) v nekolika bodech hranice 99 pro expe-

riment 2a, T'=0,5a a = 0.
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Obrézek 4.13: Casovy pribéh optimélniho Fzeni u(°P!) v nskolika bodech hranice 9 pro expe-

riment 2a, T =0,5a a = 1073,
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Obrazek 4.14: Porovnani ziskaného teplotniho profilu y(u(OPt))‘ o (pIn€) a pozadovaného profilu

yq (pFerugovang) pro experiment 2a, T'= 0,5 a «

1073 v bodech z7 € {0.2,0.25,0.5,0.75,1}.
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= 4 —
2
0 Ny
2" S
1.5 2
X, 0o 0 X,
(a) Pozadovany teplotni profil yg. (b) Ziskany teplotni profil y(u(OPt))|t=T

Obréazek 4.15: Pozadovany a ziskany teplotni profil pro experiment 2b, T'=0,5 a a = 0.

97‘ 7y(1,x2,T) ‘,
——y(0.8,x,,T)

,’ YO75,T) ‘ il

‘ ——¥(05x,,T) ‘

7y(0.25,x2,T)

Y1) ‘7
———¥4(08x,)

———y4(0.75,x,) ‘ 7

=== ¥405,x,)

yd(0.25,x2) —

Obrazek 4.16: Porovnani ziskaného teplotniho profilu y(u(ol’t))| r (pIn€) a pozadovaného profilu
ya (pFerusované) pro experiment 2b, T'= 0,5 a « = 0 v bodech z; € {0.25,0.5,0.75,0.8,1}.
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w00 [——u(1,0,t)

—u(0.75,0,t) i
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ylort)

Obrazek 4.17: Casovy pritbéh optimalntho Fizeni u(°?Y) v nskolika bodech hranice 9 pro expe-
riment 2b, T'=0,5a a = 0.

1 1
0.8 y \
o 06 i
> >—"‘
0.4 N
0.2 \@\\\&
. R
X, X,
a) Pozadovany teplotni profil y4 = G1 + Gbs. b) Ziskany teplotni profil y(u(°??), _
Y Y [¢=T

Obrézek 4.18: Pozadovany a ziskany teplotni profil pro experiment 2¢, T'= 0,6 a o = 0.
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Obréazek 4.19: Porovnani ziskaného teplotniho profilu y(u(Pt) )i—r (PIn&) a pozadovaného pro-
filu yg = G1 + G2 (pferusované) pro experiment 2¢, 7' = 0,6 a « = 0 v Fezech pro
21 € {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}.

Obrazek 4.20: Porovnani ziskaného teplotniho profilu g(u(°P!) )=y (PIng) a pozadovaného pro-
filu yg = G1 + G2 (pFerusovanéd) pro experiment 2¢, T = 0,6 a « = 0 v Fezech pro
z1 € {0.6,0.8,0.9,1}.
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Obrézek 4.21: Casovy pribéh optimélniho Fizeni u(°P") na hranici 99 pro experiment 2¢, T = 0,6
aa=0.

a parametry «, T nastavime jako

a=0,
T=0,5.

Pozadovany profil je zachycen na obrazku 4.22a. Po 15 000 iteracich ziskdme vysledek s chybou
IV (uPD) ||y = 1,48 -107¢ a  JY(wu(PD) =2,70-1072.

Ziskany teplotni profil miZzeme vidét na obrazku 4.22b a optimalni Fizen{ na obrazku 4.23.

4.4 Optimalizace chladiciho procesu

Poslednim zde diskutovanym experimentem je optimalizace chladiciho procesu. Az doposud jsme
ve vSech experimentech uvazovali, Ze teplota daného média je pfedespana homogenni rovnic{ ve-
deni tepla. Nyni vSak predpokladame, Ze v oblasti €2 plisobi zdroj tepla. Na§im cilem bude z
daného pocatecntho stavu navzdory ptlisobeni tepelného zdroje dosdhnout konstantniho teplot-
niho profilu. Konkrétné budeme fesit nasledujici dlohu

Yo = 1 na Q,
ya =0 naQ, (Experiment 4a)
f=fi+f2 naQx0,T],

kde

fi= G[50,0.6,1,§,§]’

fa=Goora1,1 1)
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(a) Pozadovany teplotni profil y; = X{Bg 1) (1)} (b) Ziskany teplotni profil y(u("pt))|t=T.

Obrazek 4.22: Pozadovany a ziskany teplotni profil pro experiment 3, 7= 0,5 a a = 0.

0 0.5 1 1.5 2

X

Obrazek 4.23: Casovy pribsh optimalntho Fizeni u(°PY) na hranici Q4 pro experiment 3, T = 0, 5
aa=0.
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Funkce f je vykreslena na obrazku 4.24. Stejné€ jako v experimentu 1 bude i zde diky nulové
fiditelnosti rovnice vedeni tepla existovat presné feseni tlohy. Kvili zdrojovému ¢lenu bude v8ak
optimélni fizeni hiife dosazitelné. P#i volbé

a =0,
T=0,5

dosdhneme po 18 000 iteracich vysledku s hodnotami
IV (wP|| = 3,02-107¢ a  J4ulP)) =1,60-107°.

Ziskany teplotni profil a fizeni jsou na obrézcich 4.25 a 4.26.
Resme ulohu znovu ovSem nyni s ¢asové proménnym pulzujicim zdrojem. Uvazujme

Yo=1 na €,
ya =0 mna €, (Experiment 4b)
f:fg nan[O,T],

kde 5
. s
f3(xla .’Eg,t) = G[50’171’%7%}(l‘1,$2) + |S1n (Tt> ‘ .
Pro
a =0,
T=0,3

a diskretizaci dle tabulky 4.2 nalezneme optimum s hodnotami
VI Py = 1,12-1076 & Jé(uP)) = 3,65- 1074,

Ziskany teplotni profil mizeme vidét na obrazku 4.27 a optiméln{ fizeni na obrazku 4.28. Chyba
FeSeni je témér o fad mensi nez pro experiment 4a, coz je zpusobeno mensi amplitudou zdrojového
¢lenu.
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(a) Zdrojovy ¢len f = f; + f2 - z boku. (b) Zdrojovy ¢len f = f1 + fo - shora.

Obrazek 4.24: Zdrojovy Clen f = fi + fo pro experiment 4a.
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(a) Ziskany teplotni profil y(u(°??),_, - z boku. (b) Ziskany teplotni profil y(u(°P"),_ - shora.

T

(=]

Obrazek 4.25: Ziskany teplotni profil y(u("pt))|t:T pro experiment 4a, T'=0,5a a = 0.
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(a) Pribéh fizeni u(°PY) na hranici 99;.
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(c) Pribéh fizeni u(°P") na hranici 09;.
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(b) Prabeéh fizeni u(°PY) na hranici 6.
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(d) Priibéh fizeni u(°P!) na hranici 9$y.

Obrazek 4.26: éasovy pritbéh optimélntho ¥zenf u(°PY) pro experiment 4a, T = 0,5 a a = 0.
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(a) Ziskany teplotni profil - z boku. (b) Ziskany teplotni profil - shora.

Obrazek 4.27: Ziskany teplotni profil y(u("pt))h:T pro experiment 4b, T =0,3 a a = 0.
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Obrézek 4.28: Casovy pritbsh optimalniho Fizeni u(°?") na hranici 8Q; pro experiment 4b,
T=0,3aa=0.



Zaveér

V ramci této prace jsem se zabyval optimalizaci Fizeni pocateén{ a okrajové dlohy pro rovnici
vedeni tepla. K vyfeSeni tohoto problému jsem pouzil numerickou metodu vyuzivajici adjungo-
vaného piistupu pro vypocet derivace ztratového funkciondlu J. Na vybranych experimentech
byl otestovan vliv regulariza¢niho ¢lenu na tvar optimalnfho fizeni. Byla demonstrovana vySsi
presnost ziskanych vysledki pro spojité pozadované profily v porovnéni s nespojitymi a byla
provedena optimalizace chlazeni pfedmétu zahifivaného riznymi zdroji tepla. Pro v8echny vy-
zkougené experimenty se podarilo nalézt aproximaci optimélntho #zen{. Timto zptisobem byla
¢asteéné validovina spravnost zvolené numerické metody.

Veskeré experimenty byly provadény v bezrozmérném nastaveni, maji tedy kvalitativni fyzi-
kalni interpretaci, nikoliv v8ak kvantitativni. V tomto ohledu je mozZné praci do budoucna rozsitit
a zkoumané metody pouzit pii numerickych simulacich na realnych datech.
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