
�eské vysoké u£ení technické v Praze
Fakulta jaderná a fyzikáln¥ inºenýrská

Aplikace optimaliza£ních metod na vývoj

proces· °ízených parciálními diferenciálními

rovnicemi

Controlling Processes Governed by Partial

Di�erential Equations using Optimization

Methods

Bakalá°ská práce

Autor: Jan Plechá£ek

Vedoucí práce: Ing. Ale² Wodecki

Akademický rok: 2022/2023







Pod¥kování:
Cht¥l bych zde pod¥kovat p°edev²ím svému ²koliteli Ale²ovi Wodecki za ochotu, vst°ícnost a
odborné i lidské zázemí p°i vedení mé bakalá°ské práce.

�estné prohlá²ení:
Prohla²uji, ºe jsem tuto práci vypracoval samostatn¥ a uvedl jsem ve²kerou pouºitou literaturu.

V Praze dne 2. srpna 2023 Jan Plechá£ek



Název práce:

Aplikace optimaliza£ních metod na vývoj proces· °ízených parciálními diferenciál-

ními rovnicemi

Autor: Jan Plechá£ek

Obor: Matematické inºenýrství

Zam¥°ení: Aplikované matematicko-stochastické metody

Druh práce: Bakalá°ská práce

Vedoucí práce: Ing. Ale² Wodecki, �eské vysoké u£ení technické v Praze, Fakulta jaderná a
fyzikáln¥ inºenýrská, Katedra matematiky

Abstrakt: Tato práce se zabývá problematikou minimaliza£ních úloh s nekone£n¥ dimenzionální
vazbou danou parciálními diferenciálními rovnicemi. Nejprve jsou studovány Banachovy a Hilber-
tovy prostory, na kterých je následn¥ formulována typová minimaliza£ní úloha. Jsou diskutovány
moºnosti jejího °e²ení pomocí citlivostní a adjungované metody a nalezeny nutné podmínky opti-
málního °e²ení této úlohy. Následn¥ je adjungovaná metoda pouºita p°i optimalizaci Dirichletovy
okrajové podmínky v po£áte£ní a okrajové úloze pro rovnici vedení tepla a je p°edstaven nume-
rický algoritmus zaloºený na metod¥ gradientního sestupu °e²ící tuto úlohu.

Klí£ová slova: adjungovaná metoda, metoda gradientního sestupu, optimalizace okrajové pod-
mínky, rovnice vedení tepla

Title:

Controlling Processes Governed by Partial Di�erential Equations using Optimization

Methods

Author: Jan Plechá£ek

Abstract: This Bachelor project deals with PDE constrained optimization problems. Firstly, the
minimization problem with in�nite dimensional constrain is de�ned. The necessary condition
for this problem is formulated and the possibilities of its solving using the sensitivity and the
adjoint approach are discussed. Further, the adjoint approach is applied to controlling process
governed by heat equation and the numerical method solving this task is introduced.

Key words: adjoint method, controlling processes, gradient descent method, heat equation



Obsah

Úvod 7

1 Matematický aparát 8
1.1 Topologické prostory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Vybrané p°íklady Banachových prostor· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3 Derivace na normovaných prostorech . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Optimaliza£ní teorie 18
2.1 Minimaliza£ní úloha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2 Citlivostní a adjungovaná metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3 Optimalizace Dirichletovy okrajové podmínky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Numerická metoda 33
3.1 Metoda kone£ných diferencí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 Metoda gradientního sestupu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3 Lichob¥ºníková formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.4 Numerická implementace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4 Numerická studie 43
4.1 Vliv regularizace a �nálního £asu na optimální °e²ení . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.2 Spojitý poºadovaný pro�l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.3 Nespojitý poºadovaný pro�l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.4 Optimalizace chladícího procesu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Záv¥r 67

6



Úvod

Pomocí parciálních diferenciálních rovnic a jejich soustav lze matematicky popsat chování a vývoj
mnoha p°írodních systém· a proces·, jakými jsou nap°íklad ²í°ení tepla a elektromagnetických
vln, difúze chemických látek £i proud¥ní kapalin [1, 2, 3, 4]. V mnoha aplikacích je ºádoucí nejen
pouhé predikování pr·b¥hu takovýchto proces·, nýbrº i jejich °ízení [5, 6, 7, 8]. Jako p°íklad zde
uve¤me optimalizaci chladícího procesu p°i výrob¥ vysoce kvalitních optických materiál· jako
jsou £o£ky pro laserovou optiku £i zrcadla pouºívaná pro vesmírné dalekohledy [5, 9]. Pro zaji²-
t¥ní kvality materiálu je d·leºité, aby pokles teploty b¥hem chlazení byl pozvolný a prostorov¥
homogenní. Dal²ím p°íkladem je optimalizace tvaru p°edm¥tu obtékaného viskózní kapalinou s
cílem minimalizovat odpor prost°edí, jejíº aplikaci nalezneme kup°íkladu ve vývoji závodních
plavidel [10]. V medicín¥ jsou zase pouºívány modely fázového pole k usm¥r¬ování r·stu ná-
dor· [11, 12].

Cílem této práce je provést optimalizaci Dirichletovy okrajové podmínky v po£áte£ní a okra-
jové úloze pro rovnici vedení tepla a implementovat numerickou metodu °e²ící tuto úlohu.

V první kapitole shrneme základní pojmy z teorie topologických prostor·. P°edstavíme pojem
Fréchetovy derivace a vybrané p°íklady Banachových prostor·. T¥chto poznatk· vyuºijeme ve
druhé kapitole, ve které zformulujeme typovou minimaliza£ní úlohu s nekone£n¥ dimenzionální
vazbou a budeme diskutovat moºnosti jejího °e²ení. Následn¥ odvodíme nutné podmínky pro
optimální °ízení po£áte£ní a okrajové úlohy pro rovnici vedení tepla pomocí adjungované metody.
T°etí kapitola p°edstaví numerické metody pouºité p°i °e²ení odvozené úlohy a v poslední kapitole
budou prezentovány výsledky získané b¥hem numerických simulací.
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Kapitola 1

Matematický aparát

Neº se za£neme zabývat samotnou optimaliza£ní teorií, je t°eba zavést základní pojmy z teorie
topologických prostor· [13, 14]. Zam¥°íme se p°edev²ím na Banachovy a Hilbertovy prostory,
jelikoº práv¥ s t¥mito prostory budeme pracovat p°i formulaci typové minimaliza£ní úlohy s
nekone£n¥ dimenzionální vazbou.

1.1 Topologické prostory

De�nice 1.1.1. Nech´ je dána neprázdná mnoºina X a poten£ní mnoºina P(X) = {A |A ⊂ X}.
Systém mnoºin τ ⊂ P(X) spl¬ující

(1) ∅, X ∈ τ,

(2) (∀G ⊂ τ)(
⋃

G∈G G ∈ τ),

(3) (∀F ⊂ τ, |F| < ∞)(
⋂

F∈F F ∈ τ)

nazýváme topologie na X a uspo°ádanou dvojici (X, τ) topologický prostor. Prvky A ∈ τ se
nazývají otev°ené mnoºiny.

De�nice 1.1.2. Nech´ (X, τ) je topologický prostor. Systém mnoºin cτ = {X ∖ A |A ∈ τ }
nazýváme kotopologie na X a její prvky uzav°ené mnoºiny.

Poznámka. Kotopologie je uzav°ená na libovolné pr·niky a kone£ná sjednocení.

Tvrzení 1.1.1. M¥jme (X, τ) topologický prostor, M ⊂ X. Pak

(1) existuje nejv¥t²í otev°ená mnoºina G obsaºená v M ,

(2) existuje nejmen²í uzav°ená mnoºina F obsahující M .

D·kaz.

G =
⋃
A∈τ,
A⊂M

A F =
⋂

B∈cτ,
B⊃M

B

De�nice 1.1.3. Uvaºujme mnoºiny G a F z p°edchozího tvrzení.

(1) Mnoºinu G nazýváme vnit°ek mnoºiny M a zna£íme M◦.
8
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(2) Mnoºinu F nazýváme uzáv¥r mnoºiny M a zna£íme M .

(3) Mnoºinu M ∖M◦ nazýváme hranice mnoºiny M a zna£íme ∂M .

De�nice 1.1.4. Nech´ je dán topologický prostor (X, τ), x ∈ X a mnoºina U ⊂ X.
Potom U nazveme okolím bodu x, jestliºe x ∈ U◦.

D·leºitými topologickými prostory jsou kompaktní topologické prostory.

De�nice 1.1.5. Bu¤ (X, τ) topologický prostor. Systém otev°ených mnoºin U ⊂ τ nazveme
otev°ené pokrytí X, práv¥ kdyº ⋃

U∈U
U = X.

Systém mnoºin U ′ ⊂ τ nazveme otev°ené podpokrytí U , práv¥ tehdy kdyº U ′ ⊂ U a U ′ je otev°ené
pokrytí X.

De�nice 1.1.6. Topologický prostor (X, τ) se nazývá kompaktní, práv¥ kdyº kaºdé otev°ené
pokrytí X má kone£né otev°ené podpokrytí.
Neprázdnou mnoºinu A ⊂ X nazveme kompaktní, pokud je topologický prostor (A, τA) kom-
paktní, kde τA := {U ∩A |U ∈ τ}.

Poznámka. Lze snadno nahlédnout, ºe systém τA z p°edchozí de�nice je skute£n¥ topologií.
Dvojici (A, τA) nazýváme topologický podprostor (X, τ).

Poznámka. Je-li (Rn, τ) topologický prostor se standardní topologií. Potom A ⊂ Rn je kom-
paktní, práv¥ kdyº je omezená a uzav°ená [15].

De�nice 1.1.7. M¥jme topologické prostory (X, τX) a (Y, τY ). Zobrazení f : X → Y je spojité

práv¥ tehdy, kdyº
(∀U ∈ τY )(f

−1(U) ∈ τX).

De�nice 1.1.8. Bu¤ X ̸= ∅ mnoºina. Zobrazení ρ : X ×X → [0,∞) spl¬ující

(1) (∀x, y ∈ X) (ρ(x, y) = ρ(y, x)),

(2) (∀x, y, z ∈ X)(ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)),

(3) (∀x, y ∈ X)(ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y)

nazýváme metrika na X a uspo°ádanou dvojici (X, ρ) metrický prostor.

De�nice 1.1.9. Bu¤ (X, ρ) metrický prostor, x ∈ X, r > 0. Mnoºinu

Bx(r) := {y ∈ X | ρ(x, y) < r}

nazýváme otev°enou koulí se st°edem v x a polom¥rem r.

Poznámka. Poznamenejme, ºe pojem otev°ená koule m·ºe být pon¥kud zavád¥jící. Nap°íklad
pro diskrétní metriku na X de�novanou pro x, y ∈ X jako

ρd(x, y) :=

{
0 x = y

1 x ̸= y

budou mít otev°ené koule tvar

Bx(r) =

{
{x} r ≤ 1

X r > 1
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Tvrzení 1.1.2. M¥jme metrický prostor (X, ρ) a systém

τ = {
⋃

B∈B′

B | B′ ⊂ B}, kde B = {Bx(r) |x ∈ X, r > 0}.

Pak τ je topologií na X a nazýváme ji topologie indukovaná metrikou.

Na metrickém prostoru lze tedy vºdy zavést topologii pomocí otev°ených koulí, tudíº kaºdý
metrický prostor je zárove¬ prostorem topologickým. Naopak to v²ak obecn¥ neplatí.

Poznámka. Ve vektorovém prostoru R lze topologii indukovat pomocí metriky

ρ(x, y) = |x− y| ∀x, y ∈ R.

Takovou topologii nazýváme standardní topologie na R.
Poznámka. Na metrickém prostoru (X, ρ) díky tvrzení 1.1.2 z°ejm¥ platí, ºe mnoºina U ⊂ X je
otev°ená práv¥ tehdy, kdyº

(∀x ∈ U)(∃r > 0)(Bx(r) ⊂ U).

Významnými metrickými prostory jsou prostory úplné. Pro zavedení úplnosti si nejprve mu-
síme p°ipomenout pojem cauchyovská posloupnost.

De�nice 1.1.10. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor. Posloupnost {xn}∞n=1 ⊂ X nazveme cauchy-
ovskou, práv¥ tehdy kdyº

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ≥ n0)(ρ(xm, xn) < ε).

De�nice 1.1.11. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor. �ekneme, ºe posloupnost {xn}∞n=1 ⊂ X
konverguje k x ∈ X, práv¥ tehdy kdyº

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(ρ(xn, x) < ε).

Poznámka. Z p°edchozích de�nic okamºit¥ vyplývá, ºe na metrickém prostoru je kaºdá konver-
gentní posloupnost zárove¬ cauchyovská. Prostory, ve kterých jsou konvergence a cauchyovskost
ekvivalentní, nazveme úplné.

De�nice 1.1.12. Metrický prostor (X, ρ) se nazývá úplný, práv¥ kdyº kaºdá cauchyovská po-
sloupnost v X je konvergentní v X.

Tvrzení 1.1.3. Nech´ (X, ρX), (Y, ρY ) jsou úplné metrické prostory a f : X → Y je stejnom¥rn¥

spojité na mnoºin¥ U ⊂ X. Potom existuje jednozna£né spojité roz²í°ení f na U .

D·kaz. Lze nalézt nap°íklad v [13].

Zabývat se topologickými a metrickými prostory obecn¥ je v²ak pro na²e ú£ely nadbyte£né,
jelikoº v²echny prostory, se kterými budeme pozd¥ji pracovat, budou mít lineární strukturu a
p·jde na nich zavést norma £i dokonce skalární sou£in. Mluvíme pak o tzv. normonaných, resp.
pre-Hilbertových prostorech.

De�nice 1.1.13. Bu¤ V vektorový prostor nad t¥lesem R. Zobrazení ∥·∥ : V → [0,∞) s vlast-
nostmi

(1) (∀x ∈ V )(∀α ∈ R)(∥αx∥ = |α|∥x∥),
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(2) (∀x, y ∈ V )(∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥),

(3) (∀x ∈ V )(∥x∥ = 0 ⇔ x = 0)

nazýváme norma na V a uspo°ádanou dvojici (V, ∥·∥) normovaný prostor.

Na normovaném prostoru (V, ∥·∥) lze vºdy zavést zobrazení

ρ(x, y) := ∥x− y∥ ∀x, y ∈ V,

jeº zjevn¥ spl¬uje de�nici metriky 1.1.8. Takové ρ nazýváme metrika indukovaná normou. A tedy
kaºdý normovaný prostor je zárove¬ metrický.

Poznámka. Obecn¥ v²ak neplatí, ºe kaºdý metrický prostor je normovaný. Jedním z problém·
je, ºe metrický prostor nemusí mít lineární strukturu, která je pro zavedení normy nezbytná.

De�nice 1.1.14. Bu¤ V vektorový prostor nad t¥lesem R. Zobrazení ⟨·,·⟩ : V ×V → R spl¬ující

(1) (∀x, y ∈ V )(⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩),

(2) (∀x, y, z ∈ V )(∀α ∈ R)(⟨x, αy + z⟩ = α⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩),

(3) (∀x ∈ V )(⟨x, x⟩ ≥ 0),

(4) (∀x ∈ V )(⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0)

nazýváme skalárním sou£inem a uspo°ádanou dvojici (V, ⟨·,·⟩) pre-Hilbert·v prostor.

Na pre-Hilbertov¥ prostoru (V, ⟨·,·⟩) lze zavést normu indukovanou skalárním sou£inem vzta-
hem

∥x∥ :=
√

⟨x, x⟩ ∀x ∈ V

a tedy kaºdý pre-Hilbert·v prostor je normovaný. Opa£n¥ v²ak tvrzení op¥t neplatí, tj. normo-
vaný prostor nemusí být pre-Hilbert·v. Mezi prostory tedy existuje striktní hierarchie (jedno-
sm¥rné vztahy):

(V, ⟨·,·⟩) pre-Hilbert·v ⇒ (V, ∥·∥) normovaný ⇒ (V, ρ) metrický ⇒ (V, τ) topologický

Poznámka. Díky hierarchii máme v²echny topologické a metrické pojmy (jako kompaktnost a
úplnost) dob°e zavedeny i na normovaných, resp. pre-Hilbertových prostorech.

Nyní m·ºeme p°istoupit k de�nici Banachova a Hilbertova prostoru.

De�nice 1.1.15. Úplný normovaný prostor se nazývá Banach·v a úplný pre-Hilbert·v prostor
nazýváme Hilbert·v.

Na záv¥r je²t¥ zavedeme prostor omezených lineárních operátor· mezi normovanými prostory.

De�nice 1.1.16. Nech´ (X, ∥·∥X) a (Y, ∥·∥Y ) jsou normované prostory. Lineární zobrazení A :
X → Y nazveme omezené, pokud existuje c > 0 takové, ºe pro ∀x ∈ X platí

∥Ax∥Y ≤ c∥x∥X .

Mnoºinu v²ech omezených lineárních zobrazení A : X → Y budeme zna£it B(X,Y ).
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Poznámka. B(X,Y ) je normovaný prostor s normou

∥A∥ = sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y , A ∈ B(X,Y ).

Tvrzení 1.1.4. Nech´ X a Y jsou normované prostory a A : X → Y je lineární zobrazení.

Potom platí, ºe

A je omezené ⇔ A je spojité.

D·kaz. Lze nalézt nap°íklad v [13].

De�nice 1.1.17. Nech´X je normovaný prostor. Mnoºinu v²ech spojitých lineárních funkcionál·
φ : X → R nazýváme duální prostor k X a zna£íme jej X∗.

V¥ta 1.1.5 (Riesz·v reprezenta£ní teorém). Nech´ H je Hilbert·v prostor. Potom ke kaºdému

funkcionálu φ ∈ H∗ existuje jediné v ∈ H takové, ºe

φ(u) = ⟨v, u⟩ ∀u ∈ H.

D·kaz. Nalezneme v [5].

De�nice 1.1.18. Nech´ X,Y jsou Banachovy prostory. Potom k operátoru A ∈ B(X,Y ) de�-
nujeme duální operátor A∗ ∈ B(Y ∗, X∗) vztahem

⟨A∗u, v⟩X∗,X = ⟨u,Av⟩Y ∗,Y ∀u ∈ Y ∗, v ∈ X,

kde zna£íme ⟨A∗u, v⟩X∗,X := A∗u(v).

Poznámka. Duálnímu operátoru se také °íká banachovsky adjungovaný operátor.

V¥ta 1.1.6 (O adjungovaném operátoru). Nech´ H1 a H2 jsou Hilbertovy prostory a operátor

A ∈ B(H1,H2). Pak existuje práv¥ jeden operátor A∗ ∈ B(H2,H1) takový, pro který platí

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A∗y⟩ pro kaºdé x ∈ H1, y ∈ H2.

D·kaz. D·kaz je proveden v [13].

De�nice 1.1.19. Operátor A∗ z p°edchozí v¥ty se nazývá (hilbertovsky) adjungovaný operátor.

1.2 Vybrané p°íklady Banachových prostor·

Uvaºujme n-dimenzionální euklidovský prostor Rn se standardní topologií a kompaktní podmno-
ºinu K ⊂ Rn. Zavedeme mnoºinu funkcí spojitých na K

C(K) :=
{
f : K → R

∣∣ f je spojité na K
}
.

Mnoºina C(K) je z°ejm¥ vektorovým prostorem nad R a zobrazení ∥·∥∞ : C(K) → R+
0 de�nované

vztahem
∥f∥∞ := sup

x∈K
|f(x)| pro ∀f ∈ C(K)

je normou na C(K). Dvojice (C(K), ∥·∥∞) tedy tvo°í normovaný prostor.

Poznámka. Zobrazení ∥·∥∞ nazýváme supremová norma.
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V¥ta 1.2.1. Je-li K ⊂ Rn kompaktní, pak normovaný prostor (C(K), ∥·∥∞) je úplný, tedy Ba-

nach·v.

D·kaz. D·kaz lze nalézt nap°íklad v [16].

De�nice 1.2.1. Nech´ n je p°irozené £íslo. Multiindexem α v n-dimenzionálním prostoru rozu-
míme uspo°ádanou n-tici £ísel

(α1, ..., αn) ∈ (N ∪ {0})n.

Ozna£íme

|α| =
n∑

k=1

αk.

Pak pro funkci u : Rn → R de�nujeme

Dαu(x) :=
∂|α|u

∂α1x1 · · · ∂αnxn
(x) ∀x ∈ Rn.

Nech´ Ω ⊂ Rn je otev°ená mnoºina a k ∈ N. Ozna£me mnoºinu funkcí se spojitými parciálními
derivacemi aº do °ádu k jako

Ck(Ω) :=
{
f : Ω → R

∣∣Dαf existuje a je spojitá na Ω pro v²echna |α| ≤ k
}
.

Dále pro otev°enou a omezenou mnoºinu Ω zavedeme ozna£ení

Ck(Ω) :=
{
f ∈ Ck(Ω)

∣∣Dαf je stejnom¥rn¥ spojitá na Ω pro v²echna |α| ≤ k
}
.

Poznámka. Pro funkce f ∈ Ck(Ω) lze podle tvrzení 1.1.3 derivace Dαf spojit¥ roz²í°it na Ω pro
jakékoliv |α| ≤ k.

Mnoºina Ck(Ω) je vektorovým prostorem nad R, na kterém lze zavést normu pomocí supré-
mové normy následovn¥

∥f∥Ck :=
∑
|α|≤k

∥Dαf∥∞ pro ∀f ∈ Ck(Ω).

V¥ta 1.2.2. Dvojice (Ck(Ω), ∥·∥Ck) tvo°í Banach·v prostor.

D·kaz. Odkazujeme se na [5] £i [14].

Posledním p°íkladem Banachova prostoru, který zde uvedeme, bude prostor v²ech lebesgu-
eovsky integrabilních funkcí. Pro p°ipomenutí pojm· z teorie míry a Lebesgueova integrálu lze
nahlédnout nap°íklad do [17]. Nech´ je dán prostor s Lebesgueovou mírou (X,M, λ) a p ∈ N.
Zavedeme lineární prostor

Lp(X) :=

{
f : X → R

∣∣∣ f je m¥°itelná a
∫
X
|f(x)|p dλ(x) < ∞

}
.

Linearita Lp(X) prostoru plyne z Minkovského nerovnosti [17]. Zobrazení | · |Lp(X) : Lp(X) → R+
0

de�nované jako

|f |Lp(X) :=

(∫
X
|f(x)|p dλ(x)

) 1
p
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bohuºel není normou na Lp(X), nebo´ není spln¥n t°etí bod v de�nici normy 1.1.13. Platí pouze

(∀f ∈ Lp(X))(|f |Lp(X) = 0 ⇒ f(x) = 0 s. v. x ∈ X).

Proto provedeme faktorizaci prostoru Lp(X) zavedením relace ekvivalence takové, ºe funkce
nulové v²ude aº na mnoºiny míry nula budeme ztotoº¬ovat s nulovou funkcí.

De�nice 1.2.2. M¥jme f, g ∈ Lp(X). Pak relaci ∼ de�nujeme následovn¥:

f ∼ g ⇔ f(x)− g(x) = 0 s. v. x ∈ X.

Neboli f a g jsou v relaci, práv¥ kdyº se li²í nanejvý² na mnoºin¥ míry nula.

Je snadné ov¥°it, ºe relace ∼ je skute£n¥ relací ekvivalence. Získáme faktorový prostor

Lp(X) := Lp(X)∣∣∼ :=
{
[f ]
∣∣ f ∈ Lp(X)

}
,

který je tvo°ený disjunktními t°ídami ekvivalence

[f ] =
{
g ∈ Lp(X)

∣∣ g ∼ f
}
.

Lp(X) jiº je normovaný prostor s normou ∥ · ∥Lp(X) de�novanou jako

∥∥[f ]∥∥
Lp :=

(∫
X
|f(x)|p dλ(x)

) 1
p

∀ [f ] ∈ Lp(X).

Poznámka. De�nice Lp normy je korektní, nebo´ pro libovolné dva reprezentanty ze stejné t°ídy
ekvivalence je hodnota Lebesgueova integrálu stejná.

V¥ta 1.2.3. Pro p ∈ [1,∞) tvo°í dvojice (Lp(X), ∥ · ∥Lp) Banach·v prostor.

D·kaz. D·kaz je k nahlédnutí nap°íklad v [16].

Poznámka. Speciáln¥ na L2(X) prostoru lze zavést skalární sou£in

⟨f, g⟩L2 =

∫
X
f̄(x)g(x) dλ(x) ∀ f, g ∈ L2(X).

D·sledek 1.2.4. Prostor (L2(X), ⟨·, ·⟩L2) je Hilbert·v.

1.3 Derivace na normovaných prostorech

Jelikoº p°i °e²ení typové optimaliza£ní úlohy budeme pracovat s funkcionály na nekone£n¥ di-
menzionálních Banachových prostorech, musíme pojem klasické derivace na Rn zobecnit. Zn¥ní
de�nic a v¥t byly £erpány z [5] a [14].

De�nice 1.3.1. Nech´ jsou dány Banachovy prostory X a Y , neprázdná a otev°ená mnoºina
U ⊂ X , x ∈ U , h ∈ X a zobrazení F : U → Y .

(1) Existuje-li limita

lim
t→0

F (x+ th)− F (x)

t
∈ Y,

nazýváme ji sm¥rová derivace F v bod¥ x a ve sm¥ru h a zna£íme δF (x;h).
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(2) F se nazývá Gateauxov¥ diferencovatelné v bod¥ x, pokud má F v bod¥ x sm¥rovou derivaci
ve v²ech sm¥rech h ∈ X a zobrazení DF (x) : X → Y de�nované vztahem

DF (x)[h] = δF (x;h) ∀h ∈ X

je lineární a omezené. DF (x) pak nazýváme Gateauxova derivace F v bod¥ x.

(3) F se nazývá Fréchetov¥ diferencovatelné v bod¥ x, pokud je F Gateauxov¥ diferencovatelné
v x a platí

lim
h→0

∥F (x+ h)− F (x)−DF (x)[h]∥Y
∥h∥X

= 0.

V takovém p°ípad¥ DF (x) nazýváme Fréchetova derivace F v bod¥ x a zna£íme ji F ′(x).

(4) F se nazývá Fréchetov¥ diferencovatelné na V , pokud je F Fréchetov¥ diferencovatelné v
kaºdém bod¥ x ∈ V , kde V ⊂ U je otev°ená mnoºina.

Poznámka. Skute£nost, ºe zobrazení F je Gateauxov¥ diferencovatelné, resp. Fréchetov¥ diferen-
covatelné, budeme ozna£ovat pouze G-diferencovatelné, resp. F-diferencovatelné.

De�nice 1.3.2. Nech´ X, Y , Z jsou Banachovy prostory a F : X × Y → Z. Dále nech´ b ∈ Y
a Fx : x 7→ F (x, b). Pokud Fx má Fréchetovu derivaci v a ∈ X, potom operátor F ′

x(a) nazýváme
parciální Fréchetova derivace F v bod¥ (a, b) podle x a zna£íme ji F ′

x(a, b). Analogicky de�nujeme
parciální Fréchetovu derivaci F v bod¥ (a, b) podle y.

Tvrzení 1.3.1. Nech´ F : X → Y je G-diferencovatelné na U , kde U okolí bodu a ∈ X. Pokud

zobrazení DF : U → B(X,Y ) de�nované vztahem x 7→ DF (x) je spojité v bod¥ a, pak F je

F-diferencovatelné v bod¥ a.

D·kaz. M·ºeme najít v [14].

Zavedeme pojem spojité Fréchetovy diferencovatelnosti. V de�nici sta£í poºadovat existenci
pouze Gateauxovy derivace a díky p°edchozímu tvrzení bude zaji²t¥na i Fréchetova diferencova-
telnost.

De�nice 1.3.3. Nech´ X,Y jsou Banachovy prostory, U ⊂ X otev°ená mnoºina a zobrazení
F : X → Y Gateauxov¥ diferencovatelné v kaºdém bod¥ x ∈ U . Potom F nazýváme spojit¥

F-diferencovatelné na U , pokud zobrazení DF : U → B(X,Y ) de�nované vztahem x 7→ DF (x)
je spojité.

Nyní uvedeme n¥kolik poznatk· o Fréchetových derivacích, které vyuºijeme p°i výpo£tech.

Tvrzení 1.3.2. Nech´ X je Banach·v prostor. Pokud funkcionál F : X → R má sm¥rovou

derivaci v n¥jakém bod¥ x ∈ X a sm¥ru s ∈ X, potom platí

δF (x; s) =
d

dt

[
F (x+ ts)

]∣∣
t=0

D·kaz. Zavedeme funkci f : R → R vztahem

f(t) := F (x+ ts) ∀t ∈ R.

Potom m·ºeme psát

δF (x; s) = lim
t→0

F (x+ ts)− F (x)

t
= lim

t→0

f(t)− f(0)

t
= f ′(0) =

d

dt

[
F (x+ ts)

]
|t=0
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Tvrzení 1.3.3. Nech´ A ∈ B(X,Y ), kde X, Y jsou Banachovy prostory. Potom A je Fréchetov¥

diferencovatelné na X a platí

A′(x) = A ∀x ∈ X.

D·kaz. Plyne p°ímo z de�nice Fréchetovy derivace.

Poznámka. Pro lineární zobrazení plyne analogické tvrzení pro sm¥rovou derivaci. Tedy pokud
A : X → Y je lineární, potom platí

δA(x;h) = A(h) ∀x, h ∈ X.

Tvrzení 1.3.4. Pokud F : X×Y → Z zobrazení mezi Banachovými prostory je F-diferencovatelné

v (a, b) ∈ X × Y , pak i Fx a Fy jsou F-diferencovatelné v a, resp. b a platí:

F ′(a, b)[hx, hy] = F ′
x(a, b)[hx] + F ′

y(a, b)[hy].

D·kaz. Ukáºeme, ºe Fx : X → Z je F-diferencovatelné v a. Pro libovolné u ∈ X platí

δFx(a;u) = lim
t→0

Fx(a+ tu)− Fx(a)

t
= lim

t→0

F (a+ tu, b)− F (a, b)

t
= δF ((a, b); (u, 0)).

Proto díky p°edpokladu F-diferencovatelnosti operátoru F v bod¥ (a, b) je zobrazení

F ′
x(a) : u 7→ δFx(a;u)

lineární a omezené a zárove¬∥∥Fx(a+ u)− Fx(a)− F ′
x(a)[u]

∥∥
Z

∥u∥X
=

∥∥F (a+ u, b)− F (a, b)− F ′(a, b)[u, 0]
∥∥
Z

∥(u, 0)∥X×Y

u→0−−−→ 0.

Dokazovanou rovnost jiº dostaneme z linearity Fréchetovy derivace a faktu, ºe

F ′(a, b)[hx, 0] = lim
t→0

F (a+ thx, b)− F (a, b)

t
= F ′

x(a, b)[hx].

V¥ta 1.3.5 (�e´ezové pravidlo). Nech´ X,Y, Z jsou Banachovy prostory, U ⊂ X otev°ená,

G : U → Y a F : Y → Z takové, ºe δG(x; v) existuje pro n¥jaké x ∈ U, v ∈ X a F je

F-diferencovatelné v y = G(x). Potom

δ(F ◦G)(x; v) = F ′(y)[δG(x; v)].

Pokud je navíc G Fréchetov¥ diferencovatelné v bod¥ x, pak také F ◦G je F-diferencovatelné v x
a platí

(F ◦G)′(x)[v] = F ′(y)[G′(x)[v]].

D·kaz. D·kaz lze nalézt nap°íklad v [14].

Nakonec je²t¥ vyslovíme v¥tu o implicitní funkci, na kterou se budeme odvolávat v následující
kapitole p°i formulaci minimaliza£ní úlohy.

De�nice 1.3.4. Zobrazení f : X → Y mezi topologickými prostory se nazývá homeomor�smus,
pokud
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(i) f je bijektivní a spojité,

(ii) f−1 : Y → X je spojité.

V¥ta 1.3.6 (O implicitní funkci). Bu¤te X,Y, Z Banachovy prostory a F : X × Y → Z. Nech´
existuje bod (a, b) ∈ X × Y takový, ºe F (a, b) = 0. Dále nech´ M ⊂ X × Y je otev°ená mnoºina

obsahující bod (a, b), F je spojit¥ F-diferencovatelné na M a F ′
y(a, b) ∈ B(Y,Z) je homeomor-

�smus. Pak existuje U × V ⊂ M otev°ené okolí bodu (a, b) a práv¥ jedno φ : U → V takové,

ºe

i. φ(a) = b,

ii. (∀x ∈ U)(F (x, φ(x)) = 0),

iii. φ je spojit¥ F-diferencovatelné na U .

D·kaz. D·kaz nalezneme op¥t v [14].



Kapitola 2

Optimaliza£ní teorie

P°i zkoumání p°írodních proces· se m·ºeme zabývat otázkou, jakým zp·sobem takové procesy
°ídit chceme-li dosáhnout ur£itého poºadovaného stavu. Zde se budeme zajímat výhradn¥ o pro-
cesy, jejichº vývoj lze popsat parciálními diferenciálními rovnicemi. V praxi m·ºe jít nap°íklad o
hledání optimálního aerodynamického tvaru k°ídla letadla [18] £i o získání konkrétního teplotního
pro�lu, který pak odpovídá ur£itým vlastnostem daného materiálu [5]. V této kapitole de�nu-
jeme minimaliza£ní úlohu zahrnující optimaliza£ní problémy tohoto typu a budeme diskutovat
nutné podmínky jejího °e²ení. P°edstavíme citlivostní a adjungovanou metodu, kterou následn¥
aplikujeme na konkrétní p°íklad optimalizace okrajové podmínky pro rovnicí vedení tepla.

2.1 Minimaliza£ní úloha

V této sekci zformulujeme obecný tvar typové optimaliza£ní úlohy. Poznatky o optimaliza£ní
teorii pochází z [5].

De�nice 2.1.1. Nech´ (X, ∥ · ∥) je normovaný prostor, F : X → R a C ⊂ X je neprázdná
mnoºina. �íkáme, ºe F má v bod¥ x0 ∈ C lokální minimum vzhledem k C práv¥ tehdy, kdyº

(∃ otev°ené okolí V bodu x0)(∀x ∈ V ∩ C)(F (x) ≥ F (x0)).

Takové x0 budeme nazývat lokálním °e²ením úlohy

min
x∈C

F (x).

�íkáme, ºe F má v bod¥ x0 ∈ C globální minimum vzhledem k C, pokud

(∀x ∈ C)(F (x) ≥ F (x0)).

De�nice 2.1.2. Nech´ X je vektorový prostor nad R. Zobrazení p : X → [0,∞) je konvexní

funkcionál, jestliºe

(i) (∀x ∈ X)(∀α > 0)(p(αx) = αp(x)),

(ii) (∀x, y ∈ X)(p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)).

V¥ta 2.1.1. Bu¤ (X, ∥ · ∥) normovaný prostor, F : X → R a C ⊂ X neprázdná a konvexní

mnoºina. Nech´ F má v bod¥ x0 ∈ C sm¥rovou derivaci ve sm¥ru x − x0 pro v²echna x ∈ C.

Pokud x0 ∈ C je lokální °e²ení úlohy

min
x∈C

F (x),

18
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potom platí

δF (x0;x− x0) ≥ 0 ∀x ∈ C. (2.1)

Pokud F je navíc konvexní funkcionál na C, pak nerovnost (2.1) je nutnou a posta£ující podmín-

kou pro globální minimum.

Poznámka. Je-li navíc F Fréchetov¥ diferencovatelné v x0, pak v podmínce (2.1) místo sm¥rové
derivace vystupuje Fréchetova derivace.

D·kaz. (⇒) : Nech´ x0 ∈ C je bodem lokálního minima F vzhledem k C. Díky konvexnosti
mnoºiny C bude pro libovolné x ∈ C

tx+ (1− t)x0 = x0 + t(x− x0) ∈ C, ∀t ∈ [0, 1].

Z p°edpokladu lokálního minima plyne, ºe

(∃δ > 0)(t ∈ [0, δ))(F (x0 + t(x− x0)) ≥ F (x0)).

Tudíº

δF (x0;x− x0) = lim
t→0

F (x0 + t(x− x0))− F (x0)

t
≥ 0 ∀x ∈ C.

(⇐) : Je-li F konvexní na C, pak

F (x0 + t(x− x0)) ≤ tF (x) + (1− t)F (x0) ∀x ∈ C, ∀t ∈ (0, 1).

Tedy
F (x0 + t(x− x0))− F (x0)

t
≤ F (x)− F (x0)

a limitním p°echodem p°i t → 0 a díky p°edpokladu nerovnosti (2.1) dostáváme, ºe

F (x) ≥ F (x0) ∀x ∈ C.

Máme tedy p°ipravenou nutnou i posta£ující podmínku pro bod minima funkcionálu. Na²ím
cílem je v²ak zabývat se úlohou hledání extrému vzhledem k vazb¥ dané diferenciální rovnicí.
Takovou minimaliza£ní úlohou si nyní p°edstavíme. M¥jme Banachovy prostory U, Y , Hilbert·v
prostor Z a mnoºinu Uad ⊂ U . P°edpokládáme, ºe mezi prvky prostor· U a Y existuje vazba
zadaná implicitn¥ pomocí operátoru e : Y × U → Z v podob¥ stavové rovnice

e(y, u) = 0.

Zavedeme ztrátový funkcionál
J : Y × U → R.

Stavová rovnice zde m·ºe p°edstavovat nap°íklad parciální diferenciální rovnici s okrajovou pod-
mínkou popisující zkoumaný systém. �e²í-li dvojice (y, u) ∈ Y × U takovou stavovou rovnici,
prvek y pak reprezentuje stav systému pro danou okrajovou podmínku u. Prostor U nazýváme
prostorem °ízení a Y stavový prostor. Podmnoºina Uad ozna£uje prostor p°ípustných °ízení, v
tomto p°ípad¥ nap°íklad mnoºinu pouze takových okrajových podmínek, které mají dobrý fy-
zikální význam. Ztrátový funkcionál J m·ºe být r·zných tvar·, typicky ale p°edstavuje st°ední
kvadratickou chybu °e²ení, kterou se p°irozen¥ budeme snaºit minimalizovat.
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Na²ím cílem bude nalézt bod minima J vzhledem k mnoºin¥ Y ×Uad ⊂ Y ×U za podmínky
spln¥ní vazby dané stavovou rovnicí. �e²íme tedy minimaliza£ní úlohu s obecn¥ nekone£n¥ di-
menzionální vazbou

min
(y,u)∈Y×Uad

J(y, u)

vzhledem k

e(y, u) = 0, (y, u) ∈ Y × U.

(2.2)

De�nice 2.1.3. �ekneme, ºe bod
(ȳ, ū) ∈ Y × Uad

je optimálním °e²ením úlohy (2.2), jestliºe

e(ȳ, ū) = 0 a J(ȳ, ū) ≤ J(y, u) ∀(y, u) ∈ Y × Uad takové, ºe e(y, u) = 0.

De�nice 2.1.4. Uvaºujme úlohu (2.2). Pak následující podmínky

I. Uad je neprázdná, uzav°ená a konvexní,

II. J a e jsou spojit¥ Fréchetov¥ diferencovatelné na Y × U ,

III. pro kaºdé u ∈ U má stavová rovnice e(y, u) = 0 jednozna£né °e²ení y ∈ Y , tj. existuje
operátor °e²ení S : U → Y spl¬ující e(S(u), u) = 0 pro kaºdé u ∈ U ,

IV. e′y(S(u), u) ∈ B(Y, Z) má omezenou inverzi pro kaºdé u ∈ U ,

nazýváme podmínkami regularity.

Poznámka. Operátor °e²ení budeme zna£it jako y, tj.

y(u) := S(u) ∀u ∈ U.

P°edpokládejme, ºe platí podmínky regularity. Díky existenci operátoru °e²ení m·ºeme de�-
novat redukovaný funkcionál Ĵ : U → R vztahem

Ĵ(u) := J(y(u), u) ∀u ∈ U.

Úlohu (2.2) pak lze ekvivalentn¥ vyjád°it ve tvaru

min
u∈Uad

Ĵ(u) (2.3)

V¥ta 2.1.2. Nech´ platí podmínky regularity a bod u0 ∈ Uad je lokální °e²ení úlohy (2.3). Potom

platí

Ĵ ′(u0)[u− u0] ≥ 0 ∀u ∈ Uad.

D·kaz. Podmínky regularity nám zajistí spln¥ní p°edpoklad· v¥ty 1.3.6 pro stavovou rovnici.
Operátor °e²ení y je tedy spojit¥ F-diferencovatelný na U , a proto díky v¥t¥ 1.3.5 je Ĵ Fréchetov¥
diferencovatelný na U . Sta£í aplikovat v¥tu 2.1.1.

Typovou úlohu vázaného minima (2.2) je tedy moºné za p°edpokladu existence operátoru
°e²ení stavové rovnice p°evést na minimaliza£ní úlohu (2.3). Bude-li navíc U Hilbert·v prostor,
potom z Rieszova teorému 1.1.5 m·ºeme derivaci funkcionálu Ĵ v bod¥ u0 ∈ U

Ĵ ′(u0) : U → R

ztotoºnit s prvkem vu0 ∈ U , který má geometrický význam sm¥ru nejv¥t²ího r·stu Ĵ z bodu
u0. Pokud umíme vypo£ítat derivaci Ĵ , jsme schopni °e²it úlohu (2.3) metodou nejv¥t²ího spádu
nebo také metodou gradientního sestupu.



KAPITOLA 2. OPTIMALIZA�NÍ TEORIE 21

2.2 Citlivostní a adjungovaná metoda

V této sekci se budeme zabývat výpo£tem Fréchetovy derivace funkcionálu Ĵ z úlohy (2.3). V
zásad¥ existují dva moºné p°ístupy, kterými lze derivaci spo£ítat. První moºností je tzv. citlivostní
metoda. Platí-li podmínky regularity, pak pro libovolné u, s ∈ U m·ºeme psát

Ĵ ′(u)[s] = J ′(y(u), u)[y′(u)[s], s] = J ′
y(y(u), u)[y

′(u)[s]] + J ′
u(y(u), u)[s],

kde jsme vyuºili °e´ezového pravidla 1.3.5 a tvrzení o parciálních derivacích 1.3.4. Vidíme, ºe ve
výrazu vystupuje Fréchetova derivace implicitn¥ zadaného operátoru °e²ení y′(u)[s]. Derivováním
stavové rovnice dostaneme

e′y(y(u), u)[y
′(u)[s]] + e′u(y(u), u)[s] = 0.

Spo£ítat derivaci Ĵ ′(u) by tedy znamenalo pro kaºdé s ∈ U nejprve °e²it operátorovou rovnici

e′y(y(u), u)[y
′(u)[s]] = −e′u(y(u), u)[s]

pro neznámou y′(u)[s] =: δsy(u) a následn¥ vyuºít vztahu

Ĵ ′(u)[s] = J ′
y(y(u), u)[δsy(u)] + J ′

u(y(u), u)[s].

Mnohem efektivn¥j²í bude k výpo£tu derivace pouºít druhý p°ístup, tzv. metodu adjungovaného
operátoru.

Uvaºujme zna£ení z úlohy (2.2). Nech´ platí podmínky regularity a navíc Y je Hilbert·v
prostor. Pro následující výpo£ty si zavedeme Lagrange·v funkcionál L : Y ×U×Z → R vztahem

L(y, u, λ) := J(y, u) + ⟨λ, e(y, u)⟩Z ∀(y, u, λ) ∈ Y × U × Z.

Po dosazení bodu (y(u), u) bude pro libovolné pevné λ0 ∈ Z platit

L(y(u), u, λ0) = J(y(u), u) + ⟨λ0, e(y(u), u)⟩Z = Ĵ(u) pro kaºdé u ∈ U.

�ili pro libovolné u0, s ∈ U m·ºeme psát

Ĵ ′(u0)[s] = J ′
y

(
y(u0), u0

)[
y′(u0)[s]

]
+ J ′

u

(
y(u0), u0

)
[s] +

(〈
λ0, e(y(u), u)

〉
Z

)′
(u0)[s].

Zavedeme ozna£ení
ϕλ0 := ⟨λ0, ·⟩Z .

Zobrazení ϕλ0 : Z → R je z°ejm¥ lineární a omezené, proto s vyuºitím v¥t 1.3.5 a 1.3.3 získáme(〈
λ0, e(y(u), u)

〉
Z

)′
(u0)[s] =

(
ϕλ0

(
e(y(u), u)

))′
(u0)[s]

= ϕ′
λ0

(
e(y(u0), u0)

)[(
e(y(u), u)

)′
(u0)[s]

]
= ϕλ0

((
e(y(u), u)

)′
(u0)[s]

)
=
〈
λ0,
(
e(y(u), u)

)′
(u0)[s]

〉
Z
.

Celkem tedy

Ĵ ′(u0)[s] = J ′
y

(
y(u0), u0

)[
y′(u0)[s]

]
+ J ′

u

(
y(u0), u0

)
[s]

+
〈
λ0, e

′
y(y(u0), u0)[y

′(u0)[s]] + e′u(y(u0), u0)[s]
〉
Z

= J ′
y

(
y(u0), u0

)[
y′(u0)[s]

]
+ J ′

u

(
y(u0), u0

)
[s]

+
〈
λ0, e

′
y(y(u0), u0)[y

′(u0)[s]]
〉
Z
+
〈
λ0, e

′
u(y(u0), u0)[s]

〉
Z
.
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Díky Rieszovu reprezenta£nímu teorému 1.1.5 bude existovat jediné J̃u0 ∈ Y takové, ºe

J ′
y

(
y(u0), u0

)
[y] =

〈
J̃u0 , y

〉
Y

∀y ∈ Y.

Dále s vyuºitím v¥ty 1.1.6 víme, ºe k operátoru

e′y(y(u0), u0) ∈ B(Y, Z)

existuje práv¥ jeden adjungovaný operátor

e′y(y(u0), u0)
∗ ∈ B(Z, Y ).

Výraz tedy m·ºeme p°epsat jako

Ĵ ′(u0)[s] =
〈
J̃u0 , y

′(u0)[s]
〉
Y
+ J ′

u

(
y(u0), u0

)
[s]

+
〈
e′y(y(u0), u0)

∗λ0, y
′(u0)[s]

〉
Y
+
〈
λ0, e

′
u(y(u0), u0)[s]

〉
Z

=
〈
J̃u0 + e′y(y(u0), u0)

∗λ0, y
′(u0)[s]

〉
Y

+ J ′
u

(
y(u0), u0

)
[s] +

〈
λ0, e

′
u(y(u0), u0)[s]

〉
Z
.

Tento vztah platí pro libovolné λ0 ∈ Z. P°edpokládejme, ºe existuje λ̄ ∈ Z spl¬ující rovnici

J̃u0 + e′y(y(u0), u0)
∗λ̄ = 0 (2.4)

Tato rovnice se nazývá adjungovaná rovnice. Potom jiº bude platit

Ĵ ′(u0)[s] = J ′
u

(
y(u0), u0

)
[s] +

〈
λ̄, e′u(y(u0), u0)[s]

〉
Z

∀s ∈ U (2.5)

Tedy hledanou derivaci m·ºeme spo£ítat p°ímo bez znalosti y′(u0). Nakonec vyslovíme v¥tu, ve
které shrneme získané výsledky.

V¥ta 2.2.1. Uvaºujme úlohu (2.2). Nech´ platí podmínky regularity 2.1.4 a Y a Z jsou Hilber-

tovy prostory. Pokud bod (y0, u0) ∈ Y × Uad je optimálním °e²ením úlohy (2.2), potom existuje

Lagrange·v multiplikátor λ̄ ∈ Z takový, ºe platí následující podmínky

e(y0, u0) = 0 v Z,

J̃u0 + e′y(y0, u0)
∗λ̄ = 0 v Y, (2.6)

J ′
u

(
y0, u0

)
[u− u0] +

〈
λ̄, e′u(y0, u0)[u− u0]

〉
Z
≥ 0 ∀u ∈ Uad.

D·kaz. Vyuºijeme vztahu (2.5) a v¥ty 2.1.2. Existence λ̄ zd·vodn¥na v [5].

Poznámka. Podmínky (2.6) jsou nutnými podmínkami optimálního °e²ení úlohy (2.2) a budeme
je nazývat podmínkami optimality pro úlohu (2.2).

Podmínky (2.6) m·ºeme ekvivalentn¥ p°epsat do tvaru〈
e(y0, u0), z

〉
Z
= 0 ∀z ∈ Z,〈

J̃u0 + e′y(y0, u0)
∗λ̄, y

〉
Y
= 0 ∀y ∈ Y, (2.7)

J ′
u

(
y0, u0

)
[u− u0] +

〈
λ̄, e′u(y0, u0)[u− u0]

〉
Z
≥ 0 ∀u ∈ Uad.
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Za platnosti podmínek regularity je Lagrange·v funkcionál Fréchetov¥ diferencovatelný a pro
parciální derivace platí vztahy

L′
λ(y0, u0, λ̄)[hλ] =

(〈
λ, e(y, u)

〉
Z

)′
λ
(y0, u0, λ̄)[hλ] =

〈
hλ, e(y0, u0)

〉
Z

∀hλ ∈ Z,

L′
y(y0, u0, λ̄)[hy] = J ′

y(y0, u0)[hy] +
〈
λ̄, e′y(y0, u0)[hy]

〉
Z
=
〈
J̃u0 + e′y(y0, u0)

∗λ̄, hy
〉
Y

∀hy ∈ Y,

L′
u(y0, u0, λ̄)[hu] = J ′

u(y0, u0)[hu] +
〈
λ̄, e′u(y0, u0)[hu]

〉
Z

∀hu ∈ U.

Pomocí Lagrangeova funkcionálu tedy m·ºeme podobu podmínek optimality (2.6) z v¥ty 2.2.1
p°evést do tvaru

L′
λ(y0, u0, λ̄)[hλ] = 0 ∀hλ ∈ Z,

L′
y(y0, u0, λ̄)[hy] = 0 ∀hy ∈ Y,

L′
u(y0, u0, λ̄)[hu − u0] ≥ 0 ∀hu ∈ Uad.

(2.8)

Díky podmínkám regularity 2.1.4 úlohy (2.2) máme zaji²t¥nou korektnost zavedení reduko-
vaného funkcionálu Ĵ , jeho F-diferencovatelnost, existenci Lagrangeova multiplikátoru ve v¥t¥
2.2.1 a ospravedln¥né ve²keré operace provedené p°i výpo£tu Fréchetovy derivace Ĵ pomocí ad-
jungované metody. Jelikoº pro libovolný Fréchetov¥ diferencovatelný operátor F : X → Y z°ejm¥
platí

F ′(x)[h] = δF (x;h) ∀x, h ∈ X.

m·ºeme vyuºít výsledku z v¥ty 2.2.1 a podmínky (2.6), resp. (2.8) zapsat ve slab²í variant¥

δLλ(y0, u0, λ̄;hλ) = 0 ∀hλ ∈ Z,

δLy(y0, u0, λ̄;hy) = 0 ∀hy ∈ Y,

δLu(y0, u0, λ̄;hu − u0) ≥ 0 ∀hu ∈ Uad,

(2.9)

kde symbolem δLλ(y0, u0, λ̄;hλ) zna£íme sm¥rovou derivaci L vzhedem k prom¥nné λ v bod¥
λ̄ a sm¥ru hλ pro �xní body y0, u0. Podmínky (2.9) m·ºeme tedy pouºít jako návod pro vý-
po£et sm¥rové derivace redukovaného funkcionálu, aniº bychom m¥li ov¥°enu regularitu úlohy.
Poznamenejme, ºe v takovém p°ípad¥ existence multiplikátoru λ̄ °e²ícího rovnici

δLy(y0, u0, λ̄)[hy] = 0 ∀hy ∈ Y

není zaru£ena. P°i jeho hledání v²ak m·ºeme formáln¥ vyuºít postupu z adjungované metody.

2.3 Optimalizace Dirichletovy okrajové podmínky

Probranou teorii aplikujeme na úlohu hledání optimální okrajové podmínky pro rovnici vedení
tepla. Uvaºujme homogenní a izotorpní médium rozloºené v otev°ené a omezené mnoºin¥ Ω ⊂ R3.
Regulováním teploty na hranici ∂Ω bychom cht¥li za £as T > 0 dosáhnout n¥jakého daného
teplotního pro�lu, tj. konkrétního rozloºení teploty na mnoºin¥ Ω. Zave¤me funkce

y : Ω× [0, T ] → R,
yd : Ω → R,

kde y je neznámá funkce teploty, tj. y(x, t) ozna£uje teplotu v bod¥ x ∈ Ω a £ase t ∈ [0, T ] a yd
je poºadovaný teplotní pro�l, kterého chceme dosáhnout v £ase T . Funkce y tedy spl¬uje rovnici
vedení tepla
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∂y

∂t
= a∆y + f v Ω× (0, T ],

kde a > 0 je bezrozm¥rná konstanta charakterizující tepelnou difuzivitu média, ∆ je Laplace·v
operátor vzhledem k prostorové prom¥nné x = (x1, x2, x3)

T de�novaný jako

∆y(x, t) =

3∑
i=1

∂2y

∂xi2
(x, t) ∀(x, t) ∈ R3 × [0,∞)

a funkce f : Ω× [0, T ] → R je daný zdrojový £len. De�nujeme-li funkce

u : ∂Ω× [0, T ] → R,
y0 : Ω× {0} → R,

kde u ozna£uje teplotu na hranici ∂Ω a y0 je po£áte£ní teplota v £ase t = 0, potom funkce y je
dána po£áte£ní a okrajovou úlohou

∂y

∂t
= a∆y + f v Ω× (0, T ]

y = u na ∂Ω× [0, T ]

y = y0 na Ω× {0}

(2.10)

Budeme p°edpokládat, ºe k dané okrajové a po£áte£ní podmínce u a y0 existuje jednozna£né
°e²ení úlohy (2.10) takové, které je t°ídy C2(Ω× [0, T ]).

Poznámka. Tento p°edpoklad není nereálný. Za jistých dodate£ných poºadavk· na funkce f, u
a y0 skute£n¥ existuje jednozna£né tzv. slabé °e²ení úlohy (2.10) na Sobolevových prostorech,
které se shoduje s klasickým °e²ením. Konceptem slabého °e²ení se zde v²ak nebudeme zabývat,
lze jej nalézt nap°íklad v [19].

Na²ím cílem je optimalizovat Dirichletovu okrajovou podmínku pro rovnici vedení tepla.
P°esn¥ji °e£eno chceme pro pevn¥ zvolenou po£áte£ní teplotu

y0 ∈ C(Ω× {0})

nalézt okrajovou podmínku
u ∈ C(∂Ω× [0, T ])

takovou, aby se rozloºení teploty
y ∈ C2(Ω× [0, T ])

získané °e²ením úlohy (2.10) li²ilo v £ase T od poºadovaného pro�lu yd co nejmén¥. Pro názornost
budeme závislost °e²ení y na okrajové podmínce vyzna£ovat explicitn¥ jako y = y(u). Míru
odli²nosti teplotních pro�l· vyjád°íme pomocí normy

∥y(u)|Ω×{T} − yd∥L2(Ω),

kde p°edpokládáme, ºe yd ∈ L2(Ω).

Poznámka. Funkce y(u) je dle tvrzení 1.1.3 spojit¥ roz²í°itelná na Ω× [0, T ]. Dále funkce spojitá
na kompaktní mnoºin¥ je omezená, tedy °e²ení y(u)|Ω×{T} je t°ídy L2(Ω).



KAPITOLA 2. OPTIMALIZA�NÍ TEORIE 25

Ozna£íme-li prostory

Y := C2(Ω× [0, T ]),

U := C(∂Ω× [0, T ]),

m·ºeme úlohu optimalizace okrajové podmínky pro rovnici vedení tepla formulovat v podob¥
úlohy hledající vázané minimum

min
{
∥y(u)|Ω×{T} − yd∥2L2(Ω)

∣∣u ∈ U
}

vzhledem k

∂y

∂t
= a∆y + f v Ω× [0, T ]

y = u na ∂Ω× [0, T ]

y = y0 na Ω× {0}.

(2.11)

Do úlohy se obvykle p°idává tzv. regulariza£ní £len

∥u∥L2(∂Ω×[0,T ]),

který penalizuje pouºití zdroje. Budeme tedy °e²it následující úlohu

min
{1
2
∥y(u)|Ω×{T} − yd∥2L2(Ω) +

α

2
∥u∥2L2(∂Ω×[0,T ])

∣∣u ∈ U
}

vzhledem k

∂y

∂t
= a∆y + f v Ω× [0, T ]

y = u na ∂Ω× [0, T ]

y = y0 na Ω× {0},

(2.12)

kde α ≥ 0 se nazývá regulariza£ní koe�cient. Úloha (2.12) je konkrétním p°íkladem typové úlohy
(2.2), respektiv¥ jejího redukovaného tvaru. Skute£n¥, ztrátový funkcionál J na Banachových
prostorech Y, U je nyní tvaru

J(y, u) =
1

2
∥y|Ω×{T} − yd∥2L2(Ω) +

α

2
∥u∥2L2(∂Ω×[0,T ]) (2.13)

a Hilbert·v prostor Z zvolíme jako

Z = L2(Ω× [0, T ])× L2(∂Ω× [0, T ])× L2(Ω× {0}).

Na p°ípustnost °ízení jsme neuvaºovali ºádná omezení a tedy

Uad = U.

Pokud de�nujeme pomocné lineární operátory

P : Y → L2(Ω× [0, T ]),

Q : Y → L2(∂Ω× [0, T ]),

R : Y → L2(Ω× {0})
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vztahy

Py :=
∂y

∂t
− a∆y ∀y ∈ Y,

Qy := y|∂Ω×[0,T ]
∀y ∈ Y,

Ry := y|Ω×{t=0} ∀y ∈ Y,

m·ºeme operátor e : Y × U → Z de�nující stavovou rovnici zapsat jako

e(y, u) =

e1(y, u)
e2(y, u)
e3(y, u)

 =

Py − f
Qy − u
Ry − y0

 ∀(y, u) ∈ Y × U,

kde navíc p°edpokládáme, ºe f ∈ L2(Ω× [0, T ]) a y0 ∈ L2(Ω× {0}).
Uvaºujme Lagrange·v multiplikátor λ ∈ Z, jehoº sloºky ozna£íme λ = (p, q, r)T , pak Lagran-

ge·v funkcionál m·ºeme pro libovolné (y, u, λ) ∈ Y × U × Z zapsat jako

L(y, u, λ) = J(y, u) + ⟨λ, e(y, u)⟩Z = J(y, u) + ⟨p, e1(y, u)⟩L2(Ω×[0,T ])

+ ⟨q, e2(y, u)⟩L2(∂Ω×[0,T ]) + ⟨r, e3(y, u)⟩L2(Ω)

a tedy po rozepsání skalárních sou£in· dostáváme

L(y, u, λ) =
1

2

∫
Ω

|y(x, T )− yd(x)|2 dx+
α

2

T∫
0

∫
∂Ω

|u(x, t)|2 dS(x) dt

+

∫
Ω

T∫
0

p(x, t)
(
∂ty(x, t)− a∆y(x, t)− f(x, t)

)
dt dx

+

∫
∂Ω

T∫
0

q(x, t)
(
y|∂Ω×[0,T ]

(x, t)− u(x, t)
)
dt dS(x)

+

∫
Ω

r(x)
(
y|Ω×{t=0}(x)− y0(x)

)
dx,

(2.14)

kde jsme díky Hölderov¥ nerovnosti [17] mohli vyuºít v¥tu Fubini-Tonelli [17].
Nalezneme konkrétní tvar podmínek (2.9) pro ná² p°íklad, tj. spo£ítáme parciální sm¥rové

derivace funkcionálu L. Z linearity skalárního sou£inu plyne dle poznámky u tvrzení 1.3.3 pro
libovolné hλ ∈ Z

δLλ(y, u, λ;hλ) = 0 + ⟨hλ, e(y, u)⟩Z .

Tedy zajistit první rovnost v podmínkách (2.9) neznamená samoz°ejm¥ nic jiného, neº vy°e²it
po£áte£ní a okrajovou úlohu (2.10), £emuº se budeme v¥novat pozd¥ji. Nyní se zam¥°íme na
druhou rovnost z podmínek. Derivaci δLy(y, u, λ;hy) spo£teme pro kaºdé hy ∈ Y tak, ºe budeme



KAPITOLA 2. OPTIMALIZA�NÍ TEORIE 27

derivovat postupn¥ jednotlivé s£ítance z výrazu (2.14). S pomocí tvrzení 1.3.2 spo£teme

δJy(y, u;hy) =
d

dε

[
J(y + εhy, u)

]
|ε=0

=

=
d

dε

[
1

2

∫
Ω

|y(x, T ) + εhy(x, T )− yd(x)|2 dx+
α

2

T∫
0

∫
∂Ω

|u(x, t)|2 dS(x) dt

]
|ε=0

=

=
d

dε

[
1

2

∫
Ω

(
y(x, T ) + εhy(x, T )− yd(x)

)2
dx

]
|ε=0

+ 0 =

=
1

2

∫
Ω

∂

∂ε

[(
y(x, T ) + εhy(x, T )− yd(x)

)2]
|ε=0

dx =

=

∫
Ω

(y(x, T )− yd(x))hy(x, T )) dx.

V p°edposlední rovnosti jsme vyuºili v¥tu o zám¥n¥ integrálu a derivace podle parametru [17].
Za integrabilní majorantu lze volit nap°íklad funkci

Φ(x) = 2|hy(x, T )|
(
|y(x, T )− yd(x)|+ |hy(x, T )|

)
∈ L1(Ω),

kde integrabilita Φ plyne z Hölderovy a Minkowského nerovnosti. Z výrazu (2.14) zbývají £leny

∫
Ω

T∫
0

p(x, t)
(
∂ty(x, t)− a∆y(x, t)

)
dtdx,

∫
∂Ω

T∫
0

q(x, t)y|∂Ω×[0,T ]
(x, t) dt dS(x),

∫
Ω

r(x)y|Ω×{t=0}(x) dx,

které jsou lineární v y a £leny

∫
Ω

T∫
0

p(x, t)f(x, t) dt dx,

∫
∂Ω

T∫
0

q(x, t)u(x, t) dt dS(x),

∫
Ω

r(x)y0(x) dx,
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které na y v·bec nezávisí. Jejich derivaci ve sm¥ru hy tedy získáme jednodu²e dle poznámky u
tvrzení 1.3.3. Celkem tedy dostáváme

δLy(y, u, λ;hy) =

∫
Ω

(
y(x, T )− yd(x)

)
hy(x, T ) dx

+

∫
Ω

T∫
0

p(x, t)
(
∂thy(x, t)− a∆hy(x, t)

)
dtdx

+

∫
∂Ω

T∫
0

q(x, t)hy(x, t) dt dS(x) +

∫
Ω

r(x)hy(x, 0) dx.

(2.15)

Nyní se pokusíme zajistit druhou rovnost z podmínek (2.9). Jinými slovy hledáme Lagrange·v
multiplikátor λ = (p, q, r) ∈ Z takový, aby platilo

δLy(y, u, λ;hy) = 0 ∀hy ∈ Y (2.16)

P°i °e²ení této rovnice vyuºijeme postupu adjungované metody. Budeme totiº derivace p·sobící
na hy p°evád¥t na jiné funkce, coº je v jisté analogii s hledáním adjungovaného operátoru.
Zam¥°íme se na druhý integrál z výrazu (2.15)

〈
p, Phy

〉
L2(Ω×[0,T ])

=

∫
Ω

T∫
0

p(x, t)∂thy(x, t) dt dx

︸ ︷︷ ︸
(A)

−a

T∫
0

∫
Ω

p(x, t)∆hy(x, t) dx dt

︸ ︷︷ ︸
(B)

.

Metodou Per partes pro ur£itý integrál [15] upravíme pro libovolné pevné x ∈ Ω vnit°ní integrál
z výrazu (A)

T∫
0

p(x, t)∂thy(x, t) dt =
[
phy(x, t)

]T
0
−

T∫
0

∂tp(x, t)hy(x, t) dt,

kde musíme navíc p°edpokládat, ºe p(x, ·) ∈ C1([0, T ]). Podobn¥ se ve výrazu (B) zbavíme
Laplaceova operátoru u funkce hy pomocí první Greenovy identity [1], která je zobecn¥ním Per
partes do více dimenzí. P°edpokládejme, ºe pro libovolné �xní t ∈ [0, T ] je p(·, t) ∈ C2(Ω), potom
platí∫

Ω

p(x, t)∆hy(x, t) dx =

∫
∂Ω

p(x, t)(∇hy(x, t) · n(x)) dS(x)−
∫
Ω

∇p(x, t) · (∇hy(x, t))
T dx

=

∫
∂Ω

p(x, t)(∇hy(x, t) ·n(x)) dS(x)+
∫
Ω

hy(x, t)∆p(x, t) dx−
∫
∂Ω

hy(x, t)(∇p(x, t) ·n(x)) dS(x),

kde ∇ je operátor nabla vzhledem k prostorové prom¥nné x a n(x) jednotkový vektor ve sm¥ru
vn¥j²í normály k plo²e ∂Ω v bod¥ x. Výrazy (A), (B) jsme tedy p°epsali jako

(A) =

∫
Ω

phy(x, T )− phy(x, 0) dx−
∫
Ω

T∫
0

∂tp(x, t)hy(x, t) dt dx,
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(B) =

T∫
0

∫
∂Ω

p(x, t)(∇hy(x, t) · n(x)) dS(x) dt+
T∫
0

∫
Ω

hy(x, t)∆p(x, t) dx dt

−
T∫
0

∫
∂Ω

hy(x, t)(∇p(x, t) · n(x)) dS(x) dt.

Celkem tedy dostáváme výraz

δLy(y, u, λ;hy) =

∫
Ω

(
y(x, T )− yd(x)

)
hy(x, T ) dx+

∫
Ω

phy(x, T )− phy(x, 0) dx

−
∫
Ω

T∫
0

∂tp(x, t)hy(x, t) dt dx− a

T∫
0

∫
∂Ω

p(x, t)(∇hy(x, t) · n(x)) dS(x) dt

− a

T∫
0

∫
Ω

hy(x, t)∆p(x, t) dx dt+ a

T∫
0

∫
∂Ω

hy(x, t)(∇p(x, t) · n(x)) dS(x) dt

+

∫
∂Ω

T∫
0

q(x, t)hy(x, t) dtdS(x) +

∫
Ω

r(x)hy(x, 0) dx,

který upravíme do tvaru

δLy(y, u, λ;hy) =

∫
Ω

(
y(x, T )− yd(x) + p(x, T )

)
hy(x, T ) dx

+

∫
Ω

(
r(x)− p(x, 0)

)
hy(x, 0) dx

−
∫
Ω

T∫
0

(
∂tp(x, t) + a∆p(x, t)

)
hy(x, t) dtdx

−
∫
∂Ω

T∫
0

ap(x, t)
(
∇hy(x, t) · n(x)

)
dt dS(x)

+

∫
∂Ω

T∫
0

(
a(∇p(x, t) · n(x)) + q(x, t)

)
hy(x, t) dt dS(x).

Posta£ující podmínkou pro zaji²t¥ní rovnosti (2.16) je tedy existence funkcí

p ∈ C2(Ω× [0, T ])

q ∈ L2(∂Ω× [0, T ]),

r ∈ L2(Ω× {0})
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takových, ºe p °e²í po£áte£ní a okrajovou úlohu
∂p

∂t
= −a∆p v Ω× (0, T )

p = 0 na ∂Ω× [0, T ]

p = yd − y na Ω× {T}

(2.17)

a q, r spl¬ují

q = −a∇p · n na ∂Ω× [0, T ],

r = p na Ω× {0}.
(2.18)

Vidíme, ºe diferenciální rovnice v (2.17) se od rovnice vedení tepla li²í o znaménko. Navíc po£á-
te£ní podmínka je zadaná v koncovém £ase T . Úloha (2.17) vlastn¥ popisuje proces probíhající
inverzn¥ v £ase. Zavedením substituce

p̂(x, t) := p(x, T − t) pro v²echna (x, t) ∈ Ω× [0, T ]

získáme vztahy
∂p̂

∂t
(x, t) = −∂p

∂t
(x, T − t) a ∆p̂(x, t) = ∆p(x, T − t).

Úloha (2.17) je tedy ekvivalentní s po£áte£ní a okrajovou úlohou pro rovnici vedení tepla
∂p̂

∂t
= a∆p̂ v Ω× (0, T )

p̂ = 0 na ∂Ω× [0, T ]

p̂ = p̂0 na Ω× {0},

(2.19)

kde p̂0 ozna£uje po£áte£ní podmínku

p̂0(x) = yd(x)− y(x, T ) ∀x ∈ Ω.

Op¥t budeme p°edpokládat, ºe pro úlohu (2.19) existuje °e²ení t°ídy C2(Ω × [0, T ]). Sm¥rovou
derivaci podle prom¥nné u spo£ítáme obdobn¥. Pro libovolné hu ∈ U op¥t s vyuºitím tvrzení
1.3.2 nejprve získáme

δJu(y, u;hu) =
d

dε

[
J(y, u+ εhu)

]
|ε=0

=

=
d

dε

[
α

2

T∫
0

∫
∂Ω

|u(x, t) + εhu(x, t)|2 dS(x) dt

]
|ε=0

=

=
α

2

T∫
0

∫
∂Ω

∂

∂ε

[(
u(x, t) + εhu(x, t)

)2]
|ε=0

dS(x) dt =

= α

T∫
0

∫
∂Ω

u(x, t)hu(x, t) dS(x) dt.
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Argument ospravedl¬ující zám¥nu derivace a integrálu je stejný jako prve. Dále ve výrazu (2.14)
vystupují pouze £leny nezávislé na u a £len

−
∫
∂Ω

T∫
0

q(x, t)u(x, t) dtdS(x),

který je lineární v u. Tedy sm¥rová derivace L podle u je tvaru

δLu(y, u, λ;hu) =

T∫
0

∫
∂Ω

(
αu(x, t)− q(x, t)

)
hu(x, t) dS(x) dt. (2.20)

Díky linearit¥ vektorového prostoru U platí implikace

δLu(y, u, λ;hu) ≥ 0 ∀hu ∈ U ⇒ δLu(y, u, λ;−hu) ≥ 0 ∀hu ∈ U

⇒ δLu(y, u, λ;hu) ≤ 0 ∀hu ∈ U,

nebo´ derivace je v tomto p°ípad¥ lineární v hu. A tedy pro jakékoliv u0 ∈ U bude

δLu(y, u, λ;hu − u0) ≥ 0 ∀hu ∈ U ⇔ δLu(y, u, λ;hu) ≥ 0 ∀hu ∈ U

⇔ δLu(y, u, λ;hu) = 0 ∀hu ∈ U.

Splnit podmínky optimality pro úlohu (2.12) tedy znamená nalézt funkce ū, ȳ a λ̄ = (p̄, q̄, r̄ )
takové, které spl¬ují 

∂ȳ

∂t
= a∆ȳ + f v Ω× (0, T ]

ȳ = ū na ∂Ω× [0, T ]

ȳ = y0 na Ω× {0},

(2.21)


∂p̄

∂t
= −a∆p̄ v Ω× (0, T )

p̄ = 0 na ∂Ω× [0, T ]

p̄ = yd − ȳ na Ω× {T},

(2.22)

q̄ = −a∇p̄ · n na ∂Ω× [0, T ],

r̄ = p̄ na Ω× {0},
(2.23)

T∫
0

∫
∂Ω

(
αū(x, t)− q̄(x, t)

)
hu(x, t) dS(x) dt = 0 ∀hu ∈ U. (2.24)

Poznámka. Podmínku (2.21) budeme nazývat primární úlohou a (2.22) duální úlohou pro pro-
blém (2.12).
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Podmínku (2.23) je²t¥ m·ºeme upravit do tvaru

q̄(x, t) = −a∇p̄(x, t) · n(x) = a∇p̄(x, t) · ñ(x) ∀(x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

kde ñ(x) = −n(x) je jednotkový vektor ve sm¥ru vnit°ní normály k plo²e ∂Ω v bod¥ x. Jelikoº
o funkci p̄ p°edpokládáme, ºe je t°ídy C2(Ω × [0, T ]), m·ºeme vyuºít vztahu mezi gradientem
funkce a její sm¥rovou derivací [15]

∇p̄(x, t) · ñ(x) = δp̄x(x, t; ñ(x)) =:
∂p̄

∂ñ
(x, t) ∀(x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

Nalezení funkcí ū, ȳ a λ̄ spl¬ujících podmínky (2.21), (2.22), (2.23) a (2.24) bohuºel nezaru£uje
ani lokální minimalitu J . I za p°edpokladu regularity úlohy se jedná pouze o nutné podmínky
minima. Úlohu (2.12) vy°e²íme následujícím zp·sobem. Jelikoº p°edpokládáme, ºe úloha (2.21)
má jednozna£né °e²ení, m·ºeme zavést redukovaný funkcionál

Ĵ(u) = J(y(u), u) ∀u ∈ U,

kde J je dán vztahem (2.13). Dále platí

L(y(u), u, λ) = J(y(u), u) + ⟨λ, 0⟩Z = Ĵ(u) ∀u ∈ U,

kde λ ∈ Z je parametr. Proto sm¥rovou derivaci Ĵ ve sm¥ru s ∈ U m·ºeme pomocí Lagrangeova
funkcionálu vyjád°it jako

δĴ(u; s) = L′(y(u), u, λ)[δy(u; s), s]

= L′
y(y(u), u, λ)[δy(u; s)] + L′

u(y(u), u, λ)[s]

= δLy(y(u), u, λ; δy(u; s)) + δLu(y(u), u, λ; s).

Pokud nalezneme funkce ū, ȳ a λ̄ spl¬ující podmínky (2.21), (2.22), (2.23), potom bude

δĴ(ū; s) = δLu(ȳ, ū, λ̄; s) =

T∫
0

∫
∂Ω

(
αū(x, t)− q̄(x, t)

)
s(x, t) dS(x) dt ∀s ∈ U. (2.25)

V integrálu (2.25) vystupuje Lagrangeovský multiplikátor q̄, který je moºné získat ze vztahu
(2.23) aº po vy°e²ení úlohy (2.22). Její °e²ení v²ak závisí na °e²ení úlohy (2.21) skrze po£áte£ní
podmínku. Z tohoto pozorování jasn¥ vyplývá postup, jakým lze podmínky °e²it. Pro danou
okrajovou podmínku ū vy°e²íme primární úlohu (2.21). Poté nalezneme °e²ení duální úlohy (2.22)
a dopo£teme koe�cient q̄.

Minimalizovat redukovaný funkcionál Ĵ je tedy moºné pomocí vztahu (2.25) nap°íklad me-
todou gradientního sestupu, kterou rozebereme v následující kapitole.



Kapitola 3

Numerická metoda

V minulé kapitole jsme nastínili postup °e²ení optimaliza£ní úlohy (2.12), který vyuºívá naleze-
ných podmínek optimality (2.21), (2.22), (2.23) a (2.24). Pro zjednodu²ení budeme úlohu °e²it
pro dvou-dimenzionální obdélníkovou oblast, tj. mnoºinu Ω budeme uvaºovat speciáln¥ tvaru

Ω = (0, L1)× (0, L2) ⊂ R2, kde L1, L2 > 0.

V následujících sekcích popí²eme zp·sob diskretizace podmínek optimality a p°edstavíme jed-
notlivé numerické metody, které budeme p°i °e²ení problému pouºívat.

3.1 Metoda kone£ných diferencí

V této sekci se zam¥°íme na °e²ení primární a duální úlohy. Primární úloha je po£áte£ní a
okrajovou úlohou pro rovnici vedení tepla. Duální úlohu lze zavedením jednoduché substituce
p°evést na úlohu (2.19), coº je op¥t rovnice vedení tepla s po£áte²ní a okrajovou podmínkou.
Uvaºujme proto typovou úlohu

∂y

∂t
= a∆y + f v Ω× (0, T ]

y = u na ∂Ω× [0, T ]

y = y0 na Ω× {0},

(3.1)

kde Ω = (0, L1)×(0, L2), u ∈ C(∂Ω× [0, T ]) a y0 ∈ C(Ω). Numerické °e²ení této úlohy nalezneme
metodou kone£ných diferencí [20].

Nejprve provedeme diskretizaci mnoºiny Ω× [0, T ]. Pro m1, m2 ∈ N zavedeme velikost pro-
storového kroku ve sm¥ru ei jako

hi :=
Li

mi
pro i ∈ {1, 2},

kde e1, e2 jsou vektory standardní báze R2 . Potom ozna£íme

ωh :=
{
(ih1, jh2)

∣∣ i = 0, . . . ,m1 a j = 0, . . . ,m2

}
,

ωh :=
{
(ih1, jh2)

∣∣ i = 1, . . . ,m1 − 1 a j = 1, . . . ,m2 − 1
}
,

γh := ωh ∖ ωh ⊂ ∂Ω.

33
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Dále pro nT ∈ N de�nujeme £asový krok τ jako

τ :=
T

nT

a £asový interval diskretizujeme pomocí £asových hladin

πτ :=
{
kτ
∣∣ k = 0, . . . , nT

}
,

πτ :=
{
kτ
∣∣ k = 0, . . . , nT − 1

}
.

De�nice 3.1.1. Zobrazení g : ωh × πτ → R nazýváme sí´ovou funkcí a její hodnoty zna£íme

gkij := g(ih1, jh2, kτ), 0 ≤ i ≤ m1, 0 ≤ j ≤ m2, 0 ≤ k ≤ nT .

Pro k-tou £asovou hladinu pak ozna£íme

gk =

 gk00 . . . gk0m2
...

. . .
...

gkm10
. . . gkm1m2


De�nice 3.1.2. Nech´ pro funkci f : R → R existuje okolí nuly H0 takové, ºe

(∃K > 0)(∀x ∈ H0 ∖ {0})
(∣∣∣∣f(x)xα

∣∣∣∣ ≤ K

)
pro n¥jaké α ≥ 0.

Potom °íkáme, ºe se funkce f na okolí H0 chová jako O(xα) a pí²eme f(x) = O(xα).

Diferenciální výrazy v rovnici vedení tepla nahradíme kone£nými diferencemi pomocí rozvoje
do Taylorova polynomu. Nech´ funkce y ∈ C4

2 (Ω × [0, T ]), tj. £ty°ikrát spojit¥ diferencovatelná
podle prostorové prom¥nné a dvakrát podle £asové prom¥nné. Potom platí dle [20] následující
diferen£ní náhrady

∂y

∂t
(x, t) = yt(x, t) +O(τ),

∂2y

∂x21
(x, t) = yx̄1x1(x, t) +O(h21),

∂2y

∂x22
(x, t) = yx̄2x2(x, t) +O(h22),

kde

yt(x, t) =
y(x, t+ τ)− y(x, t)

τ
,

yx̄1x1(x, t) =
y(x1 + h1, x2, t)− 2y(x1, x2, t) + y(x1 − h1, x2, t)

h21
,

yx̄2x2(x, t) =
y(x1, x2 + h2, t)− 2y(x1, x2, t) + y(x1, x2 − h2, t)

h22
.

�ili úlohu (3.1) lze p°epsat jako
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yt +O(τ) = ayx̄1x1 +O(h21) + ayx̄2x2 +O(h22) + f v Ω× (0, T ]

y = u na ∂Ω× [0, T ]

y = y0 na Ω× {0}.

Diskretizací této úlohy vzniká diferen£ní úloha pro sí´ovou funkci z : ωh × πτ → R
zt = azx̄1x1 + azx̄2x2 + fd v ωh × πτ

z = ud na γh × πτ

z = yd0 na ωh × {0},
(3.2)

kde
fd = f|ωh×πτ

, ud = u|γh×πτ
, yd0 = y0|ωh

.

P°i diskretizaci úlohy diferenciální operátor nahrazujeme operátorem diferen£ním, p°i£emº chyba
aproximace je °ádu O(h21+h22+ τ). �e²ení úlohy (3.2) probíhá po £asových hladinách. Pro k = 0
získáme z0 z po£áte£ní a okrajové podmínky

z0 = yd0 na ωh,

z0 = (ud)0 na γh.

Potom jiº pro kaºdé k = 0, . . . , nT − 1 získáme °e²ení zk+1 ze znalosti zk pomocí explicitního
schématu

zk+1 = zk + τ
(
azkx̄1x1

+ azkx̄2x2
+ (fd)k

)
v ωh,

zk+1 = (ud)k+1 na γh.

Z Laxova teorému [20] plyne, ºe zvolené diferen£ní schéma (3.2) je konvergentní, práv¥ kdyº je
stabilní. P°i£emº podmínkou stability pro toto schéma je nerovnost

τ

h21
+

τ

h22
<

1

2a
(3.3)

Poznámka. Pro odvození náhrad diferenciálních výraz· kone£nými diferencemi pomocí Taylorova
polynomu jsme m¥li pom¥rn¥ vysoké poºadavky na diferencovatelnost dané funkce, které byly
pon¥kud nadbyte£né. V [20] se ukazuje, ºe explicitní diferen£ní schéma (3.2) je konvergentní, je-li
spln¥na podmínka (3.3) a je-li °e²ení úlohy (3.1) t°ídy C2

1 .

Poznámka. V²imn¥me si, ºe zvolené numerické schéma v ºádném kroku nevyuºívá hodnot okra-
jové podmínky v rozích ωh, tj. v bodech mnoºiny {(0, 0), (0, L2), (L1, 0), (L1, L2)}. Tyto body
tedy m·ºeme p°i diskretizaci úlohy vynechat.

3.2 Metoda gradientního sestupu

Metoda gradientního sestupu je iterativní optimaliza£ní metoda hledající lokální minimum funkce.
Uvaºujme diferencovatelnou funkci

f : Rn → R.

Cht¥li bychom nalézt bod lokálního minima f . Tento bod si ozna£íme jako xm. Metoda je zaloºena
na geometrickém významu gradientu. Pro funkci diferencovatelnou v bod¥ a ∈ Rn platí vztah
mezi sm¥rovou derivací a gradientem [15]

δf(a; v) = ∇f(a)v ∀v ∈ Rn ∖ {0}. (3.4)
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Potom z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti [15] víme, ºe

|δf(a; v)| = |∇f(a)v| ≤ ∥∇f(a)∥∥v∥,

kde rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº v a ∇f(a) jsou lineárn¥ závislé. Odtud a ze vztahu (3.4)
tedy plyne, ºe mezi v²emi sm¥ry v, jejichº norma je rovna ∥∇f(a)∥, bude hodnota sm¥rové
derivace v bod¥ a minimální pro sm¥r

v = −∇f(a).

Je-li navíc f ∈ C2 potom z Taylorovy v¥ty [15] plyne

f(a− α∇f(a)) = f(a)− α∥∇f(a)∥2 +R2(a;α∇f(a)),

kde R2 je Taylor·v zbytek, pro který platí

lim
α→0

R2(a;α∇f(a))

∥α∇f(a)∥
= 0.

Tedy pro dostate£n¥ malé α > 0 jsme teoreticky schopni zajistit, aby

f(a− α∇f(a)) < f(a),

je-li ∇f(a) ̸= 0. Na základ¥ t¥chto úvah formulujeme algoritmus metody. Nejprve zvolíme n¥jaký
po£áte£ní odhad bodu xm. Tento odhad ozna£íme jako

x(0) ∈ Rn.

Potom iterujeme k = 0, 1, 2, . . . a následující bod x(k+1) nalezneme ze vztahu

x(k+1) = x(k) − αk∇f(x(k)),

kde αk > 0 je velikost kroku a je volena tak, aby

f(x(k+1)) < f(x(k)).

Koe�cient αk m·ºeme získat nap°íklad pomocí Armijova pravidla [21] jako

αk = βnk ,

kde β ∈ (0, 1) a nk je nejmen²í p°irozené £íslo takové, ºe

f(x(k) − βnk∇f(x(k)))− f(x(k)) ≤ −βnk

2
∥∇f(x(k))∥2.

Algoritmus je ukon£en, pokud v dané iteraci nastane

∇f(x(k)) = 0.

V praxi se v²ak pouºívá ukon£ovací podmínka

∥∇f(x(k))∥ < ε,

kde ε > 0 je zvolená mez p°esnosti.
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3.3 Lichob¥ºníková formule

M¥jme funkci f : [a, b] → R integrabilní v Riemannov¥ smyslu a integrál

I(f) =

∫ b

a
f(x) dx.

Budeme se zajímat o numerický výpo£et integrálu I(f) pomocí lichob¥ºníkové formule [22].
Uvaºujme ekvidistantní rozd¥lení intervalu [a, b]

σn = {x0, x1, . . . , xn},

kde pro d¥lící body platí
a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Vzdálenost mezi dv¥ma sousedními d¥lícími body je

h =
b− a

n
.

Funkci f aproximujeme po £ástech lineární funkcí fσn de�novanou jako

fσn(x) = f(xi) +
f(xi+1)− f(xi)

h
(x− xi) ∀x ∈ [xi, xi+1]

pro kaºdé i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} . Z teorie Riemannova integrálu pak z°ejm¥ platí∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞

∫ b

a
fσn(x) dx.

To nás motivuje aproximovat integrál

I(f) ≈
∫ b

a
fσn(x) dx,

kde chyba aproximace závisí na vzdálenosti sousedních bod· zvoleného rozd¥lení σn. Integrál z
funkce fσn spo£teme snadno jako∫ b

a
fσn(x) dx =

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

fσn(x) dx =

n−1∑
i=0

f(xi) + f(xi+1)

2
h,

nebo´ fσn je lineární na intervalu [xi, xi+1] pro v²echna i = 0, . . . , n−1. Získaný výraz lze p°epsat
do tvaru ∫ b

a
fσn(x) dx = f(x0)

h

2
+

n−1∑
i=1

f(xi)h+ f(xn)
h

2
.

Ozna£me chybu aproximace integrálu I(f) intergrálem z funkce fσn jako

E(fσn) =

∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
fσn(x) dx.

Je-li funkce f t°ídy C2([a, b]), potom

(∃K > 0)(∀x ∈ [a, b])(|f (2)(x)| ≤ K)
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a pro chybu aproximace lze pomocí Taylorova rozvoje odvodit následující odhad

|E(fσn)| < K(b− a)3
1

n2
.

Jelikoº p°i zjem¬ování d¥lení intervalu platí∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞

∫ b

a
fσn(x) dx = lim

n→∞

(
f(a)

h

2
+

n−1∑
i=1

f(xi)h+ f(b)
h

2

)
= lim

n→∞

n−1∑
i=1

f(xi)h,

budeme pro numerický výpo£et integrálu pouºívat aproximaci∫ b

a
f(x) dx ≈

n−1∑
i=1

f(xi)h (3.5)

3.4 Numerická implementace

V této sekci popí²eme samotnou diskretizaci úlohy (2.12) a postup p°i hledání jejího °e²ení.
V²echny podmínky optimality budeme diskretizovat na stejné numerické síti. Zavedeme mnoºiny
sí´ových funkcí

Ud =
{
ud : (γh ∖N)× πτ → R

}
,

Yd =
{
yd : (ωh ∖N)× πτ → R

}
,

kde mnoºiny ωh, γh, πτ ozna£ují diskretizaci mnoºin Ω, ∂Ω, [0, T ] popsanou v sekci 3.1 a mnoºina

N = {(0, 0), (0, L2), (L1, 0), (L1, L2)}

je mnoºina rohových bod· ωh. P°i diskretizaci primární úlohy nahrazujeme prostory U a Y
pomocí prostor· Ud a Yd. Idea °e²ení úlohy (2.12) je následující. Úloha se p°evede na redukovaný
tvar zavedením funkcionálu

Ĵ(u) = J(y(u), u) ∀u ∈ U.

P°i diskretizaci získané úlohy
min
u∈U

Ĵ(u)

se funkcionál
Ĵ : U → R

nahradí funkcí
Ĵd : Ud → R,

která p°edstavuje aproximaci Ĵ pomocí lichob¥ºníkové formule. Takto diskretizovanou úlohu jiº
lze °e²it metodou gradientního sestupu, p°i£emº gradient Ĵd budeme v kaºdé iteraci získávat ze
vztahu (2.25) po vy°e²ení podmínek (2.21), (2.22) a (2.23).

Pro po£áte£ní odhad v metod¥ gradientního sestupu zvolíme libovolnou funkci u0 ∈ Ud.
Metodou kone£ných diferencí vy°e²íme úlohu (2.21) pro okrajovou podmínku u0. �e²ením je
sí´ová funkce y(u0) ∈ Yd. Ozna£me diskretizovanou funkci poºadovaného teplotního pro�lu jako

ydd = yd|ωh
.
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Následn¥ funkci
ydd − y(u0)|ωh×{T}

pouºijeme jako po£áte£ní podmínku pro diskretizovanou úlohu (2.22). Její °e²ení ozna£íme jako

p(u0) ∈ Yd

a získáme jej p°echodem k úloze (2.19) pro p̂, jak jsme diskutovali v minulé kapitole. Nyní
diskretizujeme podmínku (2.23), resp. její ekvivaletní podobu

q = a
∂p

∂ñ
na ∂Ω× [0, T ].

V tomto p°ípad¥ ñ nabývá tvaru

ñ(x1, 0) =

(
0
1

)
pro ∀x1 ∈ (0, L1),

ñ(x1, L2) = −
(
0
1

)
pro ∀x1 ∈ (0, L1),

ñ(0, x2) =

(
1
0

)
pro ∀x2 ∈ (0, L2),

ñ(L1, x2) = −
(
1
0

)
pro ∀x2 ∈ (0, L2).

Vektory ñ jsou pouze ±1-násobky vektor· standardní báze prostoru R2, a proto pro libovolné
k = 0, 1, . . . , nT bude

∂p

∂ñ
(ih1, 0, kτ) =

∂p

∂x2
(ih1, 0, kτ) ∀i = 1, . . . ,m1 − 1,

∂p

∂ñ
(ih1,m2h2, kτ) = − ∂p

∂x2
(ih1,m2h2, kτ) ∀i = 1, . . . ,m1 − 1,

∂p

∂ñ
(0, jh2, kτ) =

∂p

∂x1
(0, jh2, kτ) ∀j = 1, . . . ,m2 − 1,

∂p

∂ñ
(m1h1, jh2, kτ) = − ∂p

∂x1
(m1h1, jh2, kτ) ∀j = 1, . . . ,m2 − 1.

Diferenciální výrazy nahradíme kone£nými diferencemi

∂p

∂x2
(ih1, 0, kτ) = px2(ih1, 0, kτ) +O(h2) ∀i = 1, . . . ,m1 − 1,

∂p

∂x2
(ih1,m2h2, kτ) = px̄2(ih1,m2h2, kτ) +O(h2) ∀i = 1, . . . ,m1 − 1,

∂p

∂x1
(0, jh2, kτ) = px1(0, jh2, kτ) +O(h1) ∀j = 1, . . . ,m2 − 1,

∂p

∂x1
(m1h1, jh2, kτ) = px̄1(m1h1, jh2, kτ) +O(h1) ∀j = 1, . . . ,m2 − 1,
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kde

px2(ih1, 0, kτ) =
p(ih1, h2, kτ)− p(ih1, 0, kτ)

h2
,

px̄2(ih1,m2h2, kτ) =
p(ih1,m2h2, kτ)− p(ih1, (m2 − 1)h2, kτ)

h2
,

px1(0, jh2, kτ) =
p(h1, jh2, kτ)− p(0, jh2, kτ)

h1
,

px̄1(m1h1, jh2, kτ) =
p(m1h1, jh2, kτ)− p((m1 − 1)h1, jh2, kτ)

h1
.

�e²ení duální úlohy navíc spl¬uje okrajovou podmínku

p = 0 na ∂Ω× [0, T ].

K danému p(u0) tedy nalezneme koe�cient q(u0) ∈ Ud pomocí vztah·

q(u0)
k
i0 = a

p(u0)
k
i1

h2
∀i = 1, . . . ,m1 − 1,

q(u0)
k
im2

= a
p(u0)

k
im2−1

h2
∀i = 1, . . . ,m1 − 1,

q(u0)
k
0j = a

p(u0)
k
1j

h1
∀j = 1, . . . ,m2 − 1,

q(u0)
k
m1j = a

p(u0)
k
m1−1j

h1
∀j = 1, . . . ,m2 − 1,

pro v²echny £asové hladiny k = 0, . . . , nT . Posledním krokem v dané iteraci je nalezení gradientu
funkce Ĵd v bod¥ u0, k £emuº vyuºijeme vztahu (2.25). Pot°ebujeme tedy diskretizovat integrál

T∫
0

∫
∂Ω

(
αu(x, t)− q(x, t)

)
hu(x, t) dS(x) dt

pro Ω = (0, L1)× (0, L2) pomocí lichob¥ºníkové formule. Hranici ∂Ω ⊂ R2 m·ºeme zapsat jako

∂Ω =

4⋃
i=1

∂Ωi,

kde

∂Ω1 = {(x1, 0) |x1 ∈ (0, L1)},
∂Ω2 = {(L1, x2) |x2 ∈ (0, L2)},
∂Ω3 = {(x1, L2) |x1 ∈ (0, L1)},
∂Ω4 = {(0, x2) |x2 ∈ (0, L2)}.
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Mnoºinu ∂Ω lze chápat také jako obraz po £ástech C1 k°ivky v R2, kterou popí²eme pomocí
parametrizací

Φ1(s) =

(
s
0

)
s ∈ (0, L1),

Φ2(s) =

(
L1

s

)
s ∈ (0, L2),

Φ3(s) =

(
L1 − s
L2

)
s ∈ (0, L1),

Φ4(s) =

(
0

L2 − s

)
s ∈ (0, L2).

Ozna£me funkci
f := (αu− q)hu na ∂Ω× [0, T ].

Nech´ t ∈ [0, T ] je zvoleno libovoln¥, ale pevn¥. Potom spo£teme k°ivkový integrál prvního druhu
pro funkci f∫

∂Ω

f dS =

∫
Φ1

f dS +

∫
Φ2

f dS +

∫
Φ3

f dS +

∫
Φ4

f dS

=
∑

i∈{1,3}

L1∫
0

f(Φi(s), t)∥Φ′
i(s)∥ds+

∑
j∈{2,4}

L2∫
0

f(Φj(s), t)∥Φ′
j(s)∥ ds

=

L1∫
0

f(s, 0, t) ds+

L2∫
0

f(L1, s, t) ds+

L1∫
0

f(s′, L2, t) ds
′ +

L2∫
0

f(0, s′′, t) ds′′,

kde v poslední rovnosti jsme u druhých dvou integrál· zavedli substituci

L1 − s = s′, resp. L2 − s = s′′

a vyuºili faktu, ºe
∥Φ′

i(s)∥ = 1 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Nyní pouºijeme vztah (3.5) k aproximaci∫
∂Ω

f dS ≈
m1−1∑
i=1

f(ih1, 0, t)h1 +

m2−1∑
j=1

f(L1, jh2, t)h2

+

m1−1∑
i=1

f(ih1, L2, t)h1 +

m2−1∑
j=1

f(0, jh2, t)h2

a daný integrál bude po diskretizaci tvaru

T∫
0

∫
∂Ω

f(x1, x2, t) dS(x) dt ≈
nT−1∑
k=1

m1−1∑
i=1

(f(ih1, 0, kτ) + f(ih1, L2, kτ))h1τ

+

nT−1∑
k=1

m2−1∑
j=1

(f(L1, jh2, kτ) + f(0, jh2, kτ))h2τ.

(3.6)
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Aproximací integrálu (2.25) pomocí vztahu (3.6) dostaneme pro libovolné s ∈ Ud

δĴd(u0, s) =

nT−1∑
k=1

m1−1∑
i=1

(
(αu0 − q(u0))

k
i0s

k
i0 + (αu0 − q(u0))

k
im2

skim2

)
h1τ

+

nT−1∑
k=1

m2−1∑
j=1

(
(αu0 − q(u0))

k
m1js

k
m1j + (αu0 − q(u0))

k
0js

k
0j

)
h2τ.

(3.7)

Prostor sí´ových funkcí Ud lze ztotoºnit s vektorovým prostorem RN , kde

N = 2(m1 +m2 − 2)(nT + 1).

Sloºky gradientu ∇Ĵd(u0) ∈ Ud získáme ze vztahu (3.7), volíme-li sm¥r s jako vektory standardní
báze RN , tedy pro k ∈ {0, nT } máme

∇Ĵd(u0)
k
ij = 0 pro i ∈ {1, . . . ,m1 − 1}, j ∈ {0,m2},

∇Ĵd(u0)
k
ij = 0 pro i ∈ {0,m1}, j ∈ {1, . . . ,m2 − 1}

a pro k ∈ {1, . . . , nT − 1}

∇Ĵd(u0)
k
ij = (αu0 − q(u0))

k
ijh1τ pro i ∈ {1, . . . ,m1 − 1}, j ∈ {0,m2},

∇Ĵd(u0)
k
ij = (αu0 − q(u0))

k
ijh2τ pro i ∈ {0,m1}, j ∈ {1, . . . ,m2 − 1}.

Nyní lze provést krok v metod¥ gradientního sestupu, tj. nalézt novou funkci °ízení

u1 = u0 − β0∇Ĵd(u0),

kde β0 > 0 volíme dostate£n¥ malé tak, aby platilo

Ĵd(u1) < Ĵd(u0).

Numerickou metodu °e²ící úlohu (2.12) lze shrnout do následujícího algoritmu. Zvolíme libovolné
po£áte£ní °ízení u(0) ∈ Ud a nastavíme k = 0. Potom

1. nalezneme y(k) °e²ením úlohy (2.21) s okrajovou podmínkou u(k),

2. nalezneme p(k) °e²ením úlohy (2.22) s po£áte£ní podmínkou yd − y
(k)
|t=T

,

3. nalezneme q(k) ze vztahu (2.23) pro p(k),

4. nalezneme nové °ízení u(k+1) = u(k) − βk∇Ĵd(u(k)) tak, aby Ĵd(u(k+1)) < Ĵd(u(k)),

5. nastavíme k = k+1 a jdeme zp¥t na krok 1.

Algoritmus zastavíme tehdy, kdyº
∥∇Ĵd(u(k))∥ < ε,

kde ε > 0 m·ºeme volit nap°íklad jako

ε = 10−6.

Je z°ejmé, ºe tento algoritmus skute£n¥ minimalizuje chybový funkcionál Ĵ .



Kapitola 4

Numerická studie

V této kapitole popí²eme vybrané numerické experimenty týkající se optimalizace Dirichletovy
okrajové podmínky pro rovnici vedení tepla. P°ipome¬me, ºe se jedná o minimaliza£ní úlohu
tvaru

min
{1
2
∥y(u)|Ω×{T} − yd∥2L2(Ω) +

α

2
∥u∥2L2(∂Ω×[0,T ])

∣∣u ∈ U
}

vzhledem k

∂y

∂t
= a∆y + f v Ω× [0, T ]

y = u na ∂Ω× [0, T ]

y = y0 na Ω× {0},
kde Ω, T, a, α, y0, yd a f jsou parametry úlohy popsané v sekci 2.3 a

u : ∂Ω× [0, T ] → R

je hledaná okrajová podmínka. Úlohu °e²íme pomocí algoritmu popsaném v sekci 3.4 a imple-
mentovaném v jazyce MATLAB. Pro lep²í srovnání výsledk· jednotlivých experiment· budeme
ve v²ech p°ípadech uvaºovat bezrozm¥rný difúzní koe�cient a = 1 a mnoºinu Ω tvaru

Ω = (0, 2)× (0, 2),

p°i£emº pro jednotlivé £ásti hranice ∂Ω budeme pouºívat jiº zavedené ozna£ení

∂Ω1 = {(x1, 0) |x1 ∈ (0, 2)},
∂Ω2 = {(2, x2) |x2 ∈ (0, 2)},
∂Ω3 = {(x1, 2) |x1 ∈ (0, 2)},
∂Ω4 = {(0, x2) |x2 ∈ (0, 2)}.

P°i diskretizaci problému volíme konstanty m1, m2 jako

m1 = m2 = 49.

Po£et £asových vrstev nT pro diskretizaci intervalu [0, T ] získáme z rovnosti

nT = ⌊8T
(
h−2
1 + h−2

2

)
⌋,

která zaru£uje spln¥ní podmínky stability (3.3) pro explicitní schéma metody kone£ných diferencí.
Parametry zvolené diskretizace jsou pro p°ehlednost shrunuty v tabulce 4.1.

43
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L1 L2 m1 m2 h1 h2 nT τ

2 2 49 49 2
49

2
49 ⌊8T

(
h−2
1 + h−2

2

)
⌋ T

nT

Tabulka 4.1: Parametry diskretizace mnoºiny Ω× [0, T ].

4.1 Vliv regularizace a �nálního £asu na optimální °e²ení

V této sekci budeme na jednoduché úloze ilustrovat vliv regularizace a délky £asového intervalu
[0, T ] na optimální °e²ení. Nastavení parametr· pro tento experiment bude

y0 = 0 na Ω,

yd = 1 na Ω,

f = 0 na Ω× [0, T ].

(Experiment 1)

Finální £as T a regulariza£ní koe�cient α nejprve zvolme jako

T = 1,

α = 0.

Hodnoty diskretiza£ních krok· h1, h2 a τ jsou pro toto nastavení shrnuty v tabulce 4.2. Pro
po£áte£ní odhad °ízení

u(0) = 0 na γh × πτ

dosáhneme optima po 4 000 iteracích, p°i£emº

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 2, 37 · 10−7 a Ĵd(u(opt))

.
= 7, 62 · 10−6.

Získaný teplotní pro�l y(u(opt))|t=T
m·ºeme vid¥t na obrázku 4.1a a na obrázku 4.2 je znázorn¥n

pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1. Ze symetrie úlohy je z°ejmé,
ºe ve zbylých t°ech £ástech hranice ∂Ω2, ∂Ω3 a ∂Ω4 bude °ízení stejné. Z obrázku 4.2 vidíme,
ºe zpo£átku dochází k pozvolnému zah°ívání, ale pro £asy blízké T za£íná °ízení prudce kolísat.
Tento jev se pokusíme zmírnit pomocí regularizace. Z tvaru funkcionálu J (2.13) je z°ejmé,
ºe pokud dáme regulariza£nímu £lenu p°íli² velkou váhu, tj. zvolíme α ≫ 0, bude optimálním
°ízením minimalizujícím J °ízení nulové. Je tedy podstatné vyladit nastavení koe�cientu α tak,
aby nalezené °ízení bylo realizovatelné (tj. aby nedocházelo k p°íli² prudkým výkyv·m teplot) a
zárove¬ abychom dosáhli uspokojiv¥ malé vzdálenosti

∥y(u(opt))|ωh×{T} − ydd∥2,h,

kde

∥f∥2,h :=

m1−1∑
i=1

m2−1∑
j=1

|fij |2h1h2

 1
2

pro sí´ovou funkci f na ωh.

Zkusme nastavit

T = 1,

α = 1.

V tomto p°ípad¥ optimum nalezneme po 200 iteracích, kdy

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 6, 66 · 10−7 a Ĵd(u(opt))

.
= 0, 676
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a odchylka získaného pro�lu od pro�lu poºadovaného je

Jd
1 (u

(opt)) := ∥y(u(opt))|ωh×{T} − ydd∥22,h
.
= 0, 624.

Optimální °ízení je zachyceno na obrázku 4.3. Teplotní výkyvy se skute£n¥ povedlo odstranit,
nicmén¥ chyba Jd

1 (u
(opt)) je p°íli² velká. Koe�cient α proto zmen²íme. Pro volbu

T = 1,

α = 10−2

dostáváme po 1200 iteracích

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 2, 83 · 10−8, Ĵd(u(opt))

.
= 0, 0160 a Jd

1 (u
(opt)) = 0, 0014.

Získaný teplotní pro�l a optimální °ízení jsou zobrazeny na obrázcích 4.1b a 4.4. Z tabulky 4.3
vidíme, ºe je nejprve minimalizováno Ĵd a poté je²t¥ zlep²ovány odchylky Jd

1 . Porovnání získaných
pro�l· a optimálních °ízení pro α = 0 a α = 10−2 nalezneme na obrázcích 4.5 a 4.6. Srovnání
konvergence reziduí Ĵd(u(k)) pro experiment 1 pro r·zná α je uvedeno v tabulce 4.4. P°idáním
regulariza£ního £lenu jsme tedy docílili zmen²ení teplotních výkyv· b¥hem °ízení, av²ak za cenu
v¥t²í odchylky získaného teplotního pro�lu od pro�lu poºadovaného, coº je v souladu s chováním,
které jsme o£ekávali. Vhodná volba α pak záleºí na konkrétním zadání úlohy. P°edev²ím na tom,
zda získané optimální °ízení je realizovatelné, coº zde nejsme schopni vyhodnotit. Obvykle se
v²ak dle [5] bere hodnota

α ∈ [10−5, 10−2].

Nyní budeme studovat vliv délky intervalu [0, T ] na tvar optimálního °ízení a kvalitu získaného
pro�lu pro experiment 1. Nastavíme

α = 0,

T = 0, 5.

Hodnoty diskretizace najdeme v tabulce 4.2. Pro optimum získáme

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 1, 77 · 10−6 a Ĵd(u(opt))

.
= 2, 91 · 10−5.

Optimální °ízení je znázorn¥no na obrázku 4.7. Vidíme, ºe pr·b¥h °ízení je tém¥° identický jako
na obrázku 4.2 od £asu t = 0, 5. Zdá se tedy, ºe obdobn¥ dobrých výsledk· dosáhneme i pro
krat²í £asy T . Nicmén¥ pokud bychom zvolili £as p°íli² krátký, nap°íklad

T = 0, 1,

dosáhneme optimálního výsledku s hodnotami

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 2, 15 · 10−6 a Ĵd(u(opt))

.
= 1, 90 · 10−3.

�ízení je uvedeno na obrázku 4.8. Pr·b¥h tohoto °ízení je nyní zcela odli²ný a teplotní výkyvy
výrazn¥ v¥t²í. Pokud naopak �nální £as prodlouºíme nap°íklad na

T = 1, 5,

získáme hodnoty

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 9, 55 · 10−7 a Ĵd(u(opt))

.
= 1, 90 · 10−5.
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T L1 L2 m1 m2 h1 h2 nT τ

1,5 2 2 49 49 0, 0408 0, 0408 14407 1, 0412 · 10−4

1 2 2 49 49 0, 0408 0, 0408 9605 1, 0411 · 10−4

0,6 2 2 49 49 0, 0408 0, 0408 5763 1, 0411 · 10−4

0,5 2 2 49 49 0, 0408 0, 0408 4803 1, 0410 · 10−4

0,3 2 2 49 49 0, 0408 0, 0408 2882 1, 0409 · 10−4

0,1 2 2 49 49 0, 0408 0, 0408 961 1, 0406 · 10−4

Tabulka 4.2: Parametry diskretizace mnoºiny Ω× [0, T ] pro r·znou volbu T .

k Ĵd(u(k)) Jd
1 (u

(k))

0 1.919200 3.838401
100 0.243381 0.477405
200 0.017668 0.007160
300 0.016079 0.002196
400 0.015999 0.001757
500 0.015973 0.001585
600 0.015964 0.001505
700 0.015961 0.001460
800 0.015960 0.001433
900 0.015959 0.001418
1000 0.015959 0.001409
1100 0.015959 0.001403
1200 0.015959 0.001400

Tabulka 4.3: Konvergence reziduí Ĵd(u(k)) a odchylek Jd
1 (u

(k)) pro experiment 1, T = 1 a α =
10−2.

Z obrázku 4.9 vidíme, ºe zpo£átku se °ízení pro toto nastavení tém¥° nem¥ní (je nulové) a od
£asu t = 0, 5 odpovídá pr·b¥hu na obrázku 4.2 pro nastavení T = 1. V tabulce 4.5 jsou uvedeny
hodnoty reziduí Ĵd(u(k)) podle volby T . Pro experiment 1 je ideální volbou �nálního £asu T
hodnota

T ∈ (
1

2
, 1),

protoºe pro krat²í T získáváme �nální pro�ly s v¥t²í odchylkou od poºadovaného pro�lu a navíc
°ízení má v¥t²í teplotní výkyvy. Pro del²í £asy T > 1 bude výpo£etní doba zbyte£n¥ del²í a
dosaºený výsledek jen nepatrn¥ lep²í. Obecn¥ v²ak platí, ºe rovnice vedení tepla je tzv. nulov¥
°iditelná [23]. To znamená, ºe pro libovolný po£áte£ní stav y0 a konstantní poºadovaný pro�l
yd bude pro libovolný kladný �nální £as T existovat okrajová podmínka taková, ºe se výsledné
°e²ení úlohy v £ase T rovná yd.
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(a) Získaný pro�l y(u(opt))|t=1
pro α = 0. (b) Získaný pro�l y(u(opt))|t=1

pro α = 10−2.

(c) Získaný pro�l y(u(opt))|t=1
pro α = 0. (d) Získaný pro�l y(u(opt))|t=1

pro α = 10−2.

Obrázek 4.1: Získané teplotní pro�ly y(u(opt))|t=T
pro experiment 1 pro T = 1.
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Obrázek 4.2: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1 pro expe-
riment 1, T = 1 a α = 0.

Obrázek 4.3: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1 pro expe-
riment 1, T = 1 a α = 1.
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Obrázek 4.4: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1 pro expe-
riment 1, T = 1 a α = 10−2.

Obrázek 4.5: Porovnání získaných teplotních pro�l· y(u(opt))|t=T
pro experiment 1 v °ezech pro

x1 ∈ {0.2, 0.5, 1}. Pro T = 1, α = 0 (modrá) a α = 10−2 (£ervená).



KAPITOLA 4. NUMERICKÁ STUDIE 50

Obrázek 4.6: Porovnání optimálních °ízení u(opt) pro experiment 1 na hranici ∂Ω1 v £asech
t ∈ {T − 3τ, T − 2τ, T − τ}. Pro T = 1, α = 0 (modrá) a α = 10−2 (£ervená).

Obrázek 4.7: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1 pro expe-
riment 1, T = 0.5 a α = 0.
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Obrázek 4.8: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1 pro expe-
riment 1, T = 0.1 a α = 0.

Obrázek 4.9: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1 pro expe-
riment 1, T = 1, 5 a α = 0.
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k Ĵd(u(k))

0 1.91920 1.91920 1.91920
200 0.000478 0.004917 0.017507
400 0.000224 0.001930 0.015998
600 0.000151 0.001793 0.015964
800 0.000118 0.001748 0.015959
1000 0.000101 0.001729 0.015959
1200 9.02e-05 0.001719 0.015958
1400 8.16e-05 0.001713 0.015958
1600 2.78e-05 0.001710 0.015958
1800 2.43e-05 0.001707 0.015958
2000 2.15e-05 0.001705 0.015958

α = 0 α = 10−3 α = 10−2

Tabulka 4.4: Srovnání konvergence reziduí Ĵd(u(k)) pro experiment 1, T = 1 a r·zné koe�cienty
regulace.

k Ĵd(u(k))

0 1.9192 1.9192 1.9192 1.9192
200 4.70E-04 4.63E-04 4.23E-03 2.81E-02
400 1.91E-04 1.89E-04 3.41E-04 1.68E-02
600 1.07E-04 1.08E-04 1.66E-04 1.22E-02
800 7.31E-05 7.34E-05 1.04E-04 9.68E-03
1000 5.49E-05 5.44E-05 7.47E-05 8.08E-03
1200 4.22E-05 4.26E-05 5.86E-05 6.98E-03
1400 3.37E-05 3.42E-05 4.77E-05 6.16E-03
1600 2.78E-05 2.79E-05 3.98E-05 5.51E-03
1800 2.29E-05 2.43E-05 3.38E-05 5.01E-03
2000 1.90E-05 2.15E-05 2.91E-05 4.59E-03

T = 1.5 T = 1 T = 0.5 T = 0.1

Tabulka 4.5: Srovnání konvergence reziduí Ĵd(u(k)) pro experiment 1 pro r·zná T a α = 0.
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4.2 Spojitý poºadovaný pro�l

Nyní se zabývejme o n¥co zajímav¥j²í úlohou. Z po£áte£ní nulové teploty se budeme snaºit za
£as T dosáhnout na mnoºin¥ Ω ur£itého gaussovského pro�lu. Pro p°esn¥j²í formulaci zave¤me
Gaussovu funkci

G[A,µ1,µ2,σ1,σ2](x1, x2) = A exp

(
−(x1 − µ1)

2

2σ2
1

− (x2 − µ2)
2

2σ2
2

)
∀ (x1, x2) ∈ R2,

kde A, µ1,2 ∈ R, σ1,2 > 0 jsou parametry funkce. Nastavení experimentu bude

y0 = 0 na Ω,

yd = G[10,1,1, 1
3
, 1
3
] na Ω,

f = 0 na Ω× [0, T ].

(Experiment 2a)

Poºadovaný pro�l yd = G[10,1,1, 1
3
, 1
3
] m·ºeme vid¥t na obrázku 4.10a. Nastavíme

α = 0,

T = 0, 5.

Parametry diskretizace najdeme op¥t v tabulce 4.2. Pro po£áte£ní odhad

u(0) = 0 na γh × πτ

zastavíme výpo£et po 30 000 iteracích, kdy hodnoty

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 4, 83 · 10−6 a Ĵd(u(opt))

.
= 9, 51 · 10−3.

Vidíme, ºe i p°es zna£n¥ vy²²í po£et iterací je chyba Ĵd(u(opt)) pom¥rn¥ velká ve srovnání s
chybami pro experiment 1 bez regularizace. To je zp·sobeno samotným procesem ²í°ení tepla,
tj. difúzním procesem, který se v kaºdém okamºiku snaºí systém dovést do rovnováºného stavu.
Proto zvoleného gaussovského pro�lu, jehoº teplota sm¥rem ke st°edu oblasti Ω ost°e nar·stá,
lze dosátnout mnohem obtíºn¥ji neº konstantního teplotního pro�lu z p°edchozího experimentu.
A£koliv je tedy získaná chyba pom¥rn¥ velká, povedlo se nám ji zmen²it o více neº t°i °ády oproti
po£áte£ní chyb¥

Ĵd(u(0))
.
= 17, 45

a z poklesu hodnot reziduí v tabulce 4.6 lze p°edpokládat, ºe p°i dal²ím iterování by se výsledek
mohl vylep²it. Získaný teplotní pro�l je na obrázku 4.10b a jeho srovnání s poºadovaným pro�lem
najdeme na obrázku 4.11. Nejv¥t²í odli²nost obou pro�l· m·ºeme pozorovat na okolí bodu (1, 1).
Hodnota získaného pro�lu v tomto bod¥ je

y(u(opt))(1, 1, T ) = 9, 63,

coº je o 0,37 mén¥ neº poºadovaná vý²ka. Pr·b¥h optimálního °ízení je znázorn¥n na obrázku
4.12. Výkyvy teploty b¥hem °ízení bychom op¥t mohli zmírnit pomocí regularizace. Pro

α = 10−3,

T = 0, 5

je situace zobrazena na obrázcích 4.13 a 4.14.
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�e²me stejnou úlohu av²ak se zmen²eným rozptylem �nálního pro�lu yd = G. P°esn¥ji,
zabývejme se úlohou

y0 = 0 na Ω,

yd = G[10,1,1, 1
4
, 1
4
] na Ω,

f = 0 na Ω× [0, T ].

(Experiment 2b)

Poºadovaný pro�l je vykreslen na obrázku 4.15a. Nár·st teploty v tomto �nálním pro�lu je je²t¥
prud²í neº pro experiment 2a. Zvolíme-li

α = 0,

T = 0, 5,

potom po 43 000 iterací získáme

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 7, 64 · 10−6 a Ĵd(u(opt))

.
= 3, 63 · 10−2.

�ízení nalezneme na obrázku 4.13 a získaný pro�l na obrázku 4.14. Vidíme, ºe pro experiment
2b je získaný pro�l je²t¥ o n¥co niº²í (hodnota vrcholu je y(u(opt))(1, 1, T )

.
= 9, 16) a teplotní

výkyvy b¥hem °ízení je²t¥ v¥t²í neº pro experiment 2a pro α = 0.
Nyní budeme uvaºovat pro�l yd sloºený ze dvou Gaussových funkcí. Nech´

y0 = 0 na Ω,

yd = G1 +G2 na Ω,

f = 0 na Ω× [0, T ],

(Experiment 2c)

kde
G1 = G[1,0.6,0.6, 1

3
, 1
3
],

G2 = G[1,1.4,1.4, 1
3
, 1
3
].

Nastavíme

α = 0,

T = 0, 6.

Hodnoty diskretizace najdeme v tabulce 4.2. Nyní je poºadovaný pro�l zdánliv¥ sloºit¥j²í neº v
experimentech 2b a 2c, mohli bychom se proto domnívat, ºe °e²ení bude obtíºn¥jí dosaºitelné.
Jelikoº jsme v²ak vý²ku pro�lu yd zvolili deset krát men²í (nár·st teploty je tedy pozvoln¥j²í),
získáme optimální °e²ení jiº po 13 000 iterací s hodnotami

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 8, 38 · 10−7 a Ĵd(u(opt))

.
= 1, 51 · 10−4.

Získaný pro�l a jeho srovnání s poºadovaným pro�lem nalezneme na obrázcích 4.18b, 4.19 a 4.20.
Na obrázku 4.21 vidíme pr·b¥h optimálního °ízení na hranici ∂Ω1. Na ostatních £ástech hranice
je °ízení symetrické.
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k Ĵd(u(k)) ∥∇Ĵd(u(k))∥2
0 1.75E+01 8.08E-03

3000 1.86E-01 8.16E-05
6000 6.93E-02 2.87E-05
9000 4.46E-02 1.35E-05
12000 3.23E-02 1.07E-05
15000 2.54E-02 1.11E-04
18000 2.09E-02 8.99E-05
21000 1.72E-02 1.03E-05
24000 1.41E-02 3.01E-06
27000 1.09E-02 4.79E-06
30000 9.50E-03 4.83E-06

Tabulka 4.6: Hodnoty reziduí Ĵd(u(k)) a ∥∇Ĵd(u(k))∥2 pro experiment 2a, T = 0, 5 a α = 0.

(a) Poºadovaný teplotní pro�l yd. (b) Získaný teplotní pro�l y(u(opt))|t=T
.

Obrázek 4.10: Poºadovaný a získaný teplotní pro�l pro experiment 2a, T = 0, 5 a α = 0.

4.3 Nespojitý poºadovaný pro�l

Gaussova pro�lu tedy umíme dosáhnout pom¥rn¥ spolehliv¥. Nyní provedeme experiment s ne-
spojitým poºadovaným pro�lem. Nespojitého teplotního pro�lu pochopiteln¥ dosáhnout v·bec
nelze. D·vodem je op¥t difúzní proces ²í°ení tepla. Zajímá nás pouze, s jakou p°esností je moºné
se k danému tvaru p°iblíºit. Uvaºujme charakteristickou funkci mnoºiny M ⊂ R2

χM (x1, x2) =

{
1 (x1, x2) ∈ M

0 (x1, x2) /∈ M
∀(x1, x2) ∈ R2

a mnoºinu B(1,1)(
1
3) ⊂ R2 p°edstavující kruh se st°edem v bod¥ (1, 1) a polom¥rem 1

3 . Nastavení
úlohy zvolíme

y0 = 0 na Ω,

yd = χ{B(1,1)(
1
3
)} na Ω,

f = 0 na Ω× [0, T ]

(Experiment 3)
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Obrázek 4.11: Porovnání získaného teplotního pro�lu y(u(opt))|t=T
(pln¥) a poºadovaného pro-

�lu yd = G[10,1,1, 1
3
, 1
3
] (p°eru²ovan¥) pro experiment 2a, T = 0, 5 a α = 0 v bodech x1 ∈

{0.2, 0.25, 0.5, 0.75, 1}.

Obrázek 4.12: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1 pro expe-
riment 2a, T = 0, 5 a α = 0.
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Obrázek 4.13: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1 pro expe-
riment 2a, T = 0, 5 a α = 10−3.

Obrázek 4.14: Porovnání získaného teplotního pro�lu y(u(opt))|t=T
(pln¥) a poºadovaného pro�lu

yd (p°eru²ovan¥) pro experiment 2a, T = 0, 5 a α = 10−3 v bodech x1 ∈ {0.2, 0.25, 0.5, 0.75, 1}.
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(a) Poºadovaný teplotní pro�l yd. (b) Získaný teplotní pro�l y(u(opt))|t=T
.

Obrázek 4.15: Poºadovaný a získaný teplotní pro�l pro experiment 2b, T = 0, 5 a α = 0.

Obrázek 4.16: Porovnání získaného teplotního pro�lu y(u(opt))|t=T
(pln¥) a poºadovaného pro�lu

yd (p°eru²ovan¥) pro experiment 2b, T = 0, 5 a α = 0 v bodech x1 ∈ {0.25, 0.5, 0.75, 0.8, 1}.
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Obrázek 4.17: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) v n¥kolika bodech hranice ∂Ω1 pro expe-
riment 2b, T = 0, 5 a α = 0.

(a) Poºadovaný teplotní pro�l yd = G1 +G2. (b) Získaný teplotní pro�l y(u(opt))|t=T
.

Obrázek 4.18: Poºadovaný a získaný teplotní pro�l pro experiment 2c, T = 0, 6 a α = 0.
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Obrázek 4.19: Porovnání získaného teplotního pro�lu y(u(opt))|t=T
(pln¥) a poºadovaného pro-

�lu yd = G1 + G2 (p°eru²ovan¥) pro experiment 2c, T = 0, 6 a α = 0 v °ezech pro
x1 ∈ {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}.

Obrázek 4.20: Porovnání získaného teplotního pro�lu y(u(opt))|t=T
(pln¥) a poºadovaného pro-

�lu yd = G1 + G2 (p°eru²ovan¥) pro experiment 2c, T = 0, 6 a α = 0 v °ezech pro
x1 ∈ {0.6, 0.8, 0.9, 1}.
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Obrázek 4.21: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) na hranici ∂Ω1 pro experiment 2c, T = 0, 6
a α = 0.

a parametry α, T nastavíme jako

α = 0,

T = 0, 5.

Poºadovaný pro�l je zachycen na obrázku 4.22a. Po 15 000 iteracích získáme výsledek s chybou

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 1, 48 · 10−6 a Ĵd(u(opt))

.
= 2, 70 · 10−2.

Získaný teplotní pro�l m·ºeme vid¥t na obrázku 4.22b a optimální °ízení na obrázku 4.23.

4.4 Optimalizace chladícího procesu

Posledním zde diskutovaným experimentem je optimalizace chladícího procesu. Aº doposud jsme
ve v²ech experimentech uvaºovali, ºe teplota daného média je p°edespána homogenní rovnicí ve-
dení tepla. Nyní v²ak p°edpokládáme, ºe v oblasti Ω p·sobí zdroj tepla. Na²ím cílem bude z
daného po£áte£ního stavu navzdory p·sobení tepelného zdroje dosáhnout konstantního teplot-
ního pro�lu. Konkrétn¥ budeme °e²it následující úlohu

y0 = 1 na Ω,

yd = 0 na Ω,

f = f1 + f2 na Ω× [0, T ],

(Experiment 4a)

kde
f1 = G[50,0.6,1, 1

3
, 1
3
],

f2 = G[100,1.4,1, 1
4
, 1
4
].
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(a) Poºadovaný teplotní pro�l yd = χ{B(1,1)(
1
3 )}

. (b) Získaný teplotní pro�l y(u(opt))|t=T
.

Obrázek 4.22: Poºadovaný a získaný teplotní pro�l pro experiment 3, T = 0, 5 a α = 0.

Obrázek 4.23: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) na hranici ∂Ω1 pro experiment 3, T = 0, 5
a α = 0.
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Funkce f je vykreslena na obrázku 4.24. Stejn¥ jako v experimentu 1 bude i zde díky nulové
°iditelnosti rovnice vedení tepla existovat p°esné °e²ení úlohy. Kv·li zdrojovému £lenu bude v²ak
optimální °ízení h·°e dosaºitelné. P°i volb¥

α = 0,

T = 0, 5

dosáhneme po 18 000 iteracích výsledku s hodnotami

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 3, 02 · 10−6 a Ĵd(u(opt))

.
= 1, 60 · 10−3.

Získaný teplotní pro�l a °ízení jsou na obrázcích 4.25 a 4.26.
�e²me úlohu znovu ov²em nyní s £asov¥ prom¥nným pulzujícím zdrojem. Uvaºujme

y0 = 1 na Ω,

yd = 0 na Ω,

f = f3 na Ω× [0, T ],

(Experiment 4b)

kde

f3(x1, x2, t) = G[50,1,1, 1
3
, 1
3
](x1, x2) ·

∣∣∣∣sin(3π

T
t

)∣∣∣∣ .
Pro

α = 0,

T = 0, 3

a diskretizaci dle tabulky 4.2 nalezneme optimum s hodnotami

∥∇Ĵd(u(opt))∥2
.
= 1, 12 · 10−6 a Ĵd(u(opt))

.
= 3, 65 · 10−4.

Získaný teplotní pro�l m·ºeme vid¥t na obrázku 4.27 a optimální °ízení na obrázku 4.28. Chyba
°e²ení je tém¥° o °ád men²í neº pro experiment 4a, coº je zp·sobeno men²í amplitudou zdrojového
£lenu.
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(a) Zdrojový £len f = f1 + f2 - z boku. (b) Zdrojový £len f = f1 + f2 - shora.

Obrázek 4.24: Zdrojový £len f = f1 + f2 pro experiment 4a.

(a) Získaný teplotní pro�l y(u(opt))|t=T
- z boku. (b) Získaný teplotní pro�l y(u(opt))|t=T

- shora.

Obrázek 4.25: Získaný teplotní pro�l y(u(opt))|t=T
pro experiment 4a, T = 0, 5 a α = 0.
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(a) Pr·b¥h °ízení u(opt) na hranici ∂Ω1. (b) Pr·b¥h °ízení u(opt) na hranici ∂Ω2.

(c) Pr·b¥h °ízení u(opt) na hranici ∂Ω3. (d) Pr·b¥h °ízení u(opt) na hranici ∂Ω4.

Obrázek 4.26: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) pro experiment 4a, T = 0, 5 a α = 0.
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(a) Získaný teplotní pro�l - z boku. (b) Získaný teplotní pro�l - shora.

Obrázek 4.27: Získaný teplotní pro�l y(u(opt))|t=T
pro experiment 4b, T = 0, 3 a α = 0.

Obrázek 4.28: �asový pr·b¥h optimálního °ízení u(opt) na hranici ∂Ω1 pro experiment 4b,
T = 0, 3 a α = 0.



Záv¥r

V rámci této práce jsem se zabýval optimalizací °ízení po£áte£ní a okrajové úlohy pro rovnici
vedení tepla. K vy°e²ení tohoto problému jsem pouºil numerickou metodu vyuºívající adjungo-
vaného p°ístupu pro výpo£et derivace ztrátového funkcionálu J . Na vybraných experimentech
byl otestován vliv regulariza£ního £lenu na tvar optimálního °ízení. Byla demonstrována vy²²í
p°esnost získaných výsledk· pro spojité poºadované pro�ly v porovnání s nespojitými a byla
provedena optimalizace chlazení p°edm¥tu zah°ívaného r·znými zdroji tepla. Pro v²echny vy-
zkou²ené experimenty se poda°ilo nalézt aproximaci optimálního °ízení. Tímto zp·sobem byla
£áste£n¥ validována správnost zvolené numerické metody.

Ve²keré experimenty byly provád¥ny v bezrozm¥rném nastavení, mají tedy kvalitativní fyzi-
kální interpretaci, nikoliv v²ak kvantitativní. V tomto ohledu je moºné práci do budoucna roz²í°it
a zkoumané metody pouºít p°i numerických simulacích na reálných datech.
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