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Abstrakt: Tato práce pojednává o vybraných p°íkladech náhodných algoritm· a ukazuje tak
jejich uºite£nost a jednoduchost. První kapitola se zabývá algoritmy na hledání minimálního
°ezu grafu. �tená°i je d·kladn¥ p°edstavena teorie dané problematiky a podrobn¥ vysv¥tlen
princip algoritmu. Spo£tena je úsp¥²nost s délkou b¥hu a p°iloºena je také implementace kódu.
Dále je navrºeno vylep²ení a °ádn¥ porovnáno s p·vodním algoritmem. Zjistíme, ºe drobnou
úpravou lze vytvo°it velmi efektivní algoritmus, av²ak za cenu mírného nár·stu délky b¥hu. V
druhé kapitole pak zkoumáme pojem disperze. �tená°e zasv¥tíme do problematiky a p°edstavíme
vybrané odhady, které lze konstruovat pomocí pravd¥podobnostních metod. Hlavním výsledkem
práce je pak spojení disperze s jiným kombinatorickým problémem � restriction setem. To nám
umoºní provést nové spodní odhady na disperzi. Krom¥ toho ukáºeme také nové, alternativní
d·kazy jiº známých odhad·. Nakonec provedeme srovnání s aktuáln¥ nejlep²ími odhady.
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of the code is also included. Further improvements are proposed and properly compared with the
original algorithm. We �nd that a small modi�cation can create a very e�cient algorithm, but at
the cost of slightly extending the running time. In the second chapter, we deal with the concept
of dispersion. We introduce the reader into the problem and present selected estimates that can
be constructed using probabilistic methods. The main result of the work is then to connect the
dispersion with another combinatorial problem � the restriction set. This allows us to make new
lower estimates on the dispersion. In addition, we also show new, alternative evidence of already
known estimates. Finally, we make a comparison with the currently best estimates.
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Úvod

Náhodné algoritmy jsou takové algoritmy, které ve svém b¥hu na rozdíl od t¥ch determinis-
tických vyuºívají jistý prvek náhody, respektive více £i mén¥ uniformn¥ distribuovaných bit·.
Zpravidla se jedná o pseudonáhodn¥ generované £íslo £i rozhodnutí. Vyuºívány jsou zejména
tehdy, kdy deterministická cesta je p°íli² náro£ná, aº nemoºná. Jejich randomizace pak vede v¥t-
²inou k velkému zjednodu²ení a zrychlení. Rozli²ujeme dv¥ skupiny náhodných algoritm·. Tou
první jsou takové, které pokaºdé dojdou ke správnému výsledku, nap°íklad Quick-Sort na t°íd¥ní
pole dle velikosti. Tou druhou jsou pak algoritmy, které následkem náhodného kroku mohou p°i
opakovaných b¥zích dojít k r·zným výsledk·m, nap°íklad velmi známý algoritmus Monte Carlo.
Analýzou chodu se pak snaºíme vy£íslit délku b¥hu a pravd¥podobnost, ºe nalezený výsledek
algoritmu je ten správný.

Historie náhodných algoritm· sahá do poloviny 20. let a je spojena se zkoumáním vlivu
náhody ve výpo£etních úlohách. Jeden z prvích p°íklad· konstrukce randomizovaných algoritm·
lze nalézt v práci Nicholase Metropolise a Stanislawa Ulama [1], kt¥°í vyvinuli algoritmus Monte
Carlo b¥hem projektu Manhattan ve 40. letech 20. století. Tato metoda vyuºívá generování
náhodných £ísel k aproximaci °e²ení sloºitých matematických problém·. Na po£átku 60. let pak
Tony Hoare p°i²el s algoritmem Quick-Sort [2], který velmi rychle, jednodu²e a efektivn¥ t°ídí
pole dle velikosti.

V 70. letech 20. století se pak za£alo náhodným algoritm·m dostávat veliké pozornosti díky
práci Roberta W. Floyda a Ronalda L. Rivesta [3], ve které demonstrovali zlep²ení efektivity
algoritmu získané pomocí randomizace. O dal²í posun se postaral Paul Erdös nap°íklad v [4, 5],
který za vyuºití pravd¥podobnostních metod, jejichº výhodu demonstrujeme i v následující práci,
°e²í náro£né kombinatorické problémy a existenci objekt· zkoumaných vlastností. Tyto metody
se pak velmi roz²í°ily a st¥ºejní prací, ve které auto°i ukázali sílu jejich aplikací, bylo [6] od Alona
Noga a Joela H. Spencera publikované poprvé v roce 1991. Vrcholem problematiky náhodných
algoritm· se následn¥ stalo v roce 1995 dílo Rajeeva Motwaniho a Prabhakara Raghavana s
názvem Randomized Algorithms [7], které se stalo motivací pro tuto práci.

Cílem této bakalá°ské práce bude p°edstavit n¥které jednodu²²í i sloºit¥j²í algoritmy. Jako
p°íklad toho pom¥rn¥ jednoduchého byl vybrán algoritmus Min-Cut, který hledá minimální °ez
multigrafu. Základ algoritmu pochází z roku 1956, kdy Lester R. Ford, Jr. a Delbert R. Ful-
kerson p°edstavili sv·j algoritmus na hledání maximálního toku v síti [8]. Samotný Min-Cut
algoritmus byl pak poprvé sestrojen Davidem R. Kargerem v roce 1993 v [9], kde p°edstavil
sv·j p°elomový algoritmus. Svoji velmi efektivní verzi algoritmu na hledání minimálního °ezu
grafu sestrojili i Mechthild Stoer a Frank Wagner [10]. Zde si v²ak posta£íme s Kargerovou verzí,
která svou jednoduchostí dob°e ilustruje princip náhodných algoritm·. �téná°i bude vysv¥tlena
teorie graf· k pochopení problematiky a následn¥ bude seznámen s principem algoritmu. Pro-
veden bude korektní matematický popis a podrobná analýza úsp¥²nosti. Dále bude p°edstaveno
moºné vylep²ení, kterým pomocí jednoduché úpravy p·vodního algoritmu sestrojíme jiº algo-
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ritmus sloºit¥j²í. Ov²em jak záhy zjistíme, povede ke znateln¥ lep²í pravd¥podobnosti úsp¥chu
nalezení minimálního °ezu, jíº d·kladn¥ spo£teme a porovnáme spole£n¥ i s délkou b¥hu. Aby
si pak £tená° mohl ud¥lat reálný obrázek o obou algoritmech a vyzkou²et si tak jeho funk£nost,
p°iloºíme také moºné implementace kód· v jazyku Python.

Druhá kapitola se zabývá problematikou disperze. V druhé polovin¥ 20. století matematici
zkoumali, jak velký kvádr lze sestrojit, aby neobsahoval ºádný z daných bod· rozmíst¥ných v
jednotkové krychli [11, 12, 13]. Deterministická konstrukce takových kvádr· je pak obsahem [14].
Zde budeme naopak odhadovat, kolik bod· rozmíst¥ných v jednotkové krychli v závislosti na
dimenzi je nutno mít, aby objem kvádr· v této krychli, který nebude ºádný bod obsahovat,
byl men²í neº zadaná hodnota. Jedná se o sloºitý problém, který nelze vy°e²it p°esn¥. Pomoci
pravd¥podobnostních metod a nejr·zn¥j²ích odhad· m·ºeme znát pouze rozmezí, ve kterém
se zkoumané veli£iny pohybují. �tená°i bude p°edstavena teorie této problematiky a bude se-
známen s pravd¥podobnostním d·kazem odhadu disperze. Generováním uniformn¥ rozd¥lených
bod· m·ºeme totiº sestrojit mnoºinu bod· s poºadovanou disperzí. Na²im cílem bádání bude
zjistit, respektive odhadnout velikost této mnoºiny. P°edstavíme jiº známý d·kaz, který nám
pom·ºe spojit problematiku disperze s jiným kombinatorickým problémem zvaným restriction
set. Uvedeme zde známé odhady obou veli£in, pokusíme se p°ijít na odhady nové a porovnáme
je s t¥mi nejlep²ími.

Celkovým cílem práce je tedy uvést n¥které druhy náhodných algoritm·, p°edstavit je a
ilustrovat tak jejich princip a výhody. Provedeme d·kladnou analýzu algoritm· a, kde to bude
moºné, implementujeme prakticky kód algoritmu v jazyku Python.

10



Kapitola 1

Min-Cut Algoritmus

Jako první p°edstavíme a zanalyzujeme algoritmus s názvem MinCut. Jeho úkolem bude
najít v souvislém grafu nejmen²í moºný °ez, který rozd¥lí graf na dva souvislé podgrafy. Jako
jednoduchý p°íklad vyuºití m·ºe poslouºit situace, kdy kaºdý vrchol grafu p°edstavuje pozice
protivníka a hrany mezi nimi zna£í po£et komunikací, které je spojují. Agresora by pak zajímalo,
jaký nejmen²í po£et bomb pot°ebuje na zp°etrhání sít¥ protivníka a odizolování £ásti jednotek
od zbytku. Prakti£t¥j²í aplikace pak úloha nachází v hledání slabých míst sítí, jejich optimalizace
a spolehlivost [15], ve strojovém u£ení p°i u£ení z dat pomocí min-cutu [16] £i p°i segmentaci
obrázk· [17].

Úloha hledání minimálního °ezu v²ak není tak jednoduchá, jak by se mohlo na první pohled
zdát. Analyticky je tém¥° ne°e²itelná uº p°i pouºití n¥kolika desítek vrchol·. Jak ale záhy uvidíme,
s pouºitím náhodného výb¥ru budeme schopni p°edpov¥d¥t alespo¬ pravd¥podobnost, s jakou
jistotou jsme schopni nalezený °ez ozna£it za skute£n¥ minimální.

1.1 Teorie graf·

K pochopení látky nejprve uve¤me základní pojmy z teorie graf·. Pracovat budeme s mul-
tigrafem, který je sloºen z vrchol· a hran je spojující. Následn¥ si uvedeme, co vlastn¥ znamená
samotný pojem °ez grafu. Celý algoritmus hledání minimálního °ezu pak bude fungovat na prin-
cipu zkracování hran, jejíº de�nice je uvedena v záv¥ru této sekce.

De�nice 1.1. GrafG = (V,E) nazveme neorientovaným multigrafem o n vrcholech aN hranách,
jestliºe V = {U1, . . . , Un} je mnoºina vrchol· U1, . . . , Un a E = (e1, . . . , eN ) je posloupnost hran
spojující jednotlivé vrcholy, kde ∀i ∈ N̂ , ∃Ai, Bi ∈ V : ei = {Ai, Bi}.

1 2 3

4 5

e3

e2

e4
e9

e1

e5

e7

e6

e8

Obrázek 1.1: P°íklad multigrafu o p¥ti vrcholech.
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Poznámka 1.2. Je d·leºité si z de�nice uv¥domit, ºe libovolné dva vrcholy m·ºe spojovat
libovolný po£et hran.

De�nice 1.3. Graf G = (V,E) nazveme souvislý, jestliºe pro kaºdé jeho dva vrcholy A,B ∈ V
existuje cesta z A do B. T°ídu v²ech souvislých graf· ozna£me pro jednoduchost zápisu jako S.

De�nice 1.4. �ezem grafu G = (V,E) rozumíme délku takové vybrané posloupnosti F z E,
ºe graf G0 = (V,E \ F ) není souvislý. �íslo k := min

F : (V,E\F )/∈S
|F | nazveme minimálním °ezem

grafu G neboli min-cutem.

1 2 3

4 5

Obrázek 1.2: �ez grafu velikosti £ty°i, p°i£emº £erven¥ jsou p°e°íznuty hrany tvo°ící daný °ez.

Poznámka 1.5. Jiná de�nice °ezu je moºná k nahlédnutí nap°íklad v [6].

De�nice 1.6. Nech´ G = (V,E) je graf o n vrcholech a N hranách, kde V = {U1, . . . , Ai, . . . , Bi,
. . . , Un} je mnoºina vrchol· a E = (e1, . . . , eN ) posloupnost hran. Zkrácením hrany
ei = {Ai, Bi} ∈ E, kde i ∈ N̂ a Ai, Bi ∈ V, p°i£emº Ai ̸= Bi, rozumíme vytvo°ení nového
grafu G0 = (V0, E0), kde V0 = {U1, . . . , Ai ∪ Bi, . . . , Un} neboli |V0| = n − 1 a pro posloupnost
hran E0 platí:

(
∀e ∈ E

)(
∀Uj , Uk ∈ V \ (Ai ∪Bi)

)
: e =


{Ai, Bi} ⇒ e /∈ E0,

{Ai, Ai} ∨ {Bi, Bi} ⇒ e /∈ E0,

{Ai, Uj} ∨ {Bi, Uj} ⇒ {Ai ∪Bi, Uj} ∈ E0,

{Uj , Uk} ⇒ e ∈ E0.

Poznámka 1.7. Zade�novat bychom mohli téº zkracování tzv. smy£ky, tedy hrany za£ínající
a kon£ící v témºe vrcholu. Av²ak takovou hranu by bylo zbyte£né zkracovat, protoºe jak si
rozmyslíme v následující sekci, smy£ky velikost minimálního °ezu neovlivní, proto s nimi ani
nebudeme pracovat a na za£átku algoritmu je v²echny odstraníme.

1 2 3

4 5

e3

e2

e4

e9

e1

e5

e7

e6

e8

zkrácení e8
1 2

4 3, 5

e3

e2

e4

e1

e5 e7

e6

Obrázek 1.3: Zkrácení hrany e8.



KAPITOLA 1. MIN-CUT ALGORITMUS 13

1.2 Popis algoritmu

Úmluva 1.8. V celé následující kapitole uvaºujme graf G = (V,E) vºdy o |V | = n vrcholech
a |E| = N hranách.

Celý algoritmus bude fungovat na následujícím principu. M¥jme graf G = (V,E). Náhodn¥
zvolíme hranu {A,B} ∈ E a zkrátíme ji. Tím vzniká nový graf G1 = (V1, E1), který uº nemá
ºádnou hranu {A,B} a namísto dvou vrchol· A a B uº obsahuje pouze vrchol A∪B. Na graf G1

op¥t aplikujeme stejný postup a takto budeme postupn¥ tvo°it poloupnost graf· dále, aº nakonec
sestrojíme graf Gn−2 pouze o dvou vrcholech a n¥jakými hranami pouze mezi nimi. Kdyº pak
tyto hrany grafu Gn−2 odstraníme, vzniknou dv¥ osamocené mnoºiny bod· neboli nesouvislý
graf, tudíº jsme na²li °ez grafu Gn−2.

Nyní je v²ak t°eba rozmyslet dv¥ zásadní otázky. Tou první je, jestli nalezený °ez grafu Gn−2

n¥jak souvisí s °ezem grafu G, protoºe to jsou dva zcela odli²né grafy. Ná² postup spo£íval v tom,
ºe zkrátíme n¥jakou hranu {Ai, Bi} grafu Gi a slou£íme tyto dva vrcholy do jednoho. Nyní uº
v grafu Gi+1 není poznat, kolik hran mezi Ai a Bi bylo. Jisté ale je, ºe existovala alespo¬ jedna
hrana {Ai, Bi}, která v Ei byla, tudíº spojené ur£it¥ byly. Neboli postupnou transformací p·vod-
ního grafu G jsme do²li ke grafu Gn−2, který ale p°edstavuje jakési �zjednodu²ení� p·vodního
grafu G. Kdyº tedy provedeme °ez v grafu Gn−2, tak m·ºeme °ez stejné velikosti provést i v grafu
G, tudíº tímto algortimem m·ºeme slute£n¥ najít °ez grafu G.

Druhou otázkou je korektnost na²í de�nice zkracování. Pokud jsme totiº zkrátili jistou hranu
{Ai, Bi} grafu Gi, ale t¥chto hran bylo v Ei více, tak v nov¥ vzniklém grafu Gi+1 uº ºádná
z potenciáln¥ dal²ích stejných hran nebude (stejn¥ jako moºné hrany {Ai, Ai} £i {Bi, Bi}). Mu-
síme v²ak rozmyslet, jestli tento krok neovlivní velikost minimálního °ezu a tím pádem princip
celého algoritmu. Jednoduchou úvahou ale zjistíme, ºe pokud jsou v grafu n¥jaké hrany za£ína-
jící a kon£ící ve stejném bod¥, tzv. smy£ky, tak jejich odstran¥ním minimální °ez nezmen²íme.
Pokud totiº chceme p°i °ezání grafu p°etnout i tyto smy£ky, tak si tím daný °ez akorát zv¥t²íme,
protoºe m·ºeme ur£it¥ provést °ez, ve kterém nebudou. Tudíº odstran¥ní smy£ek b¥hem na²eho
zkracování vede pouze ke zjednodu²ení celého grafu, které velikost min-cutu nezm¥ní.

Algoritmus 1: MinCut

G0 = (V0, E0);
V0 = {U1, . . . , Un}, E0 = (e1, ..., eN );
odstra¬ v²echny smy£ky v E0;
for 1 ≤ i ≤ n− 2 do

náhodn¥ vyber hranu e = {A,B} a zkra´ ji;
Ei = Ei−1 bez v²ech hran {A,B} a v²echny vrcholy A a B nahra¤ A ∪B;
Vi = Vi−1 bez vrchol· A a B, ale s vrcholem A ∪B;

return |En−2|

Nakonec uvaºme, ºe pokud jsme algoritmus konstruovali tak, ºe jsme hrany vybírali zcela
náhodn¥, je z°ejmé, ºe n¥kdy m·ºeme zkrátit hranu z minimálního °ezu, a tudíº námi nalezený
°ez nemusí být zdaleka tím minimálním. Níºe se tedy budeme snaºit odhadnout pravd¥podobnost,
s jakou m·ºeme nalezený °ez ozna£it za minimální, a pokud necháme algoritmus b¥ºet vícekrát
po sob¥ a najdeme n¥kolik °ez·, s jakou pravd¥podobností m·ºeme ten nejmen²í z nich ozna£it
opravdu za min-cut.
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1.3 Matematický popis

M¥jme multigraf G0 = (V0, E0) s vrcholy V0 = {U1, . . . , Un} a hranami E0 = (e1, . . . , eN ).
Ozna£me posloupnost hran jeho minimálního °ezu F = (f1, . . . , fk), která je vybraná z E0.
Náhodn¥ vybereme hranu e1 = {A1, B1}, kde rozumíme e1 ∈ E0 a A1, B1 ∈ V0 a zkrátíme ji.
Tím vzniká nový graf G1 = (V1, E1).

V druhém kroku vybereme náhodn¥ hranu e2 = (A2, B2) z E1, kde A2, B2 ∈ V1 a zkrátíme
ji. Vzniká nový graf G2 = (V2, E2), |V2| = n− 2.

Takto budeme postupovat nadále neboli bude obecn¥ pro i-tý krok 3 ≤ i ≤ n − 2 platit:
náhodn¥ vybereme hranu ei = {Ai, Bi} ∈ Ei−1 a zkrátíme ji. Vzniká nový graf Gi = (Vi, Ei)
a |Vi| = n− i.

Postupným n − 2 zkracováním dojdeme ke grafu Gn−2 = (Vn−2, En−2) s vrcholy Vn−2 =
{Um1 ∪ · · · ∪ Ump , Ump+1 ∪ · · · ∪ Umn} a hranami En−2 = (el1 , . . . , elq), p°i£emº jsme ozna£ili
m1, . . . ,mn permutaci na n.

Te¤ uº máme graf pouze o dvou vrcholech a q hranách mezi nimi. Kdyº tedy odstraníme dané
hrany, vzniknou nám dva souvislé podgrafy a hrany el1 , . . . , elq tvo°í °ez grafu Gn−2 o velikosti
q. Z p°ede²lé úvahy tedy m·ºeme ud¥lat °ez o stejné velikosti i v grafu G0.

1 2 3

4 5

e3

e2

e4

e9

e1

e5

e7

e6

e8

zkrácení e8
1 2

4 3, 5

e3

e2

e4

e1

e5 e7

e6

zkrácení e3

1, 2

4 3, 5

e4 e5

e7

e6

zkrácení e4
1, 2, 4 3, 5

e7

e6

Obrázek 1.4: P°íklad zkracování hran grafu, dokud nezbývá graf o dvou vrcholech. Hrany e6 a e7
pak tvo°í °ez velikosti dva i v p·vodním grafu.

1.4 Odhad °e²ení

V následující sekci budeme zkoumat, s jakou pravd¥podobností bude q = k, kde jsme ozna£ili
velikost min-cutu rovnou £íslu k, pop°ípad¥ po kolika opakováních algoritmu najdeme s jistou
pravd¥podobností takovou posloupnost hran, ºe q = k. P°edtím si v²ak je²t¥ uve¤me v¥tu z míry
a pravdepodobnosti, tzv. sou£inové pravidlo.

V¥ta 1.9. Nech´ A je σ-algebra jev·, A1, . . . , An ∈ A a P
( n−1⋂

i=1
Ai

)
> 0. Pak

P
( n⋂

i=1

Ai

)
= P (A1) · P (A2|A1) · P (A3|A1 ∩A2) · · · · · P

(
An

∣∣∣ n−1⋂
i=1

Ai

)
. (1.1)
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D·kaz. Provedeme indukcí s p°edpokladem, ºe vztah platí pro n.

� n = 2: P (A1 ∩A2) = P (A1) · P (A2|A1) je samotný de�ni£ní vztah podmín¥né pravd¥po-
dobnosti.

� n→ n+ 1: P (A1 ∩ · · · ∩ An ∩ An+1) = P
( n⋂

i=1
Ai

)
· P
(
An+1|

n⋂
i=1

Ai

)
, kde víme, ºe vztah

pro P
( n⋂

i=1
Ai

)
platí z induk£ního p°edpokladu. Tím je d·kaz dokon£en.

Nyní jiº p°istoupíme k samotnému odvození a odhadu pravd¥podobnosti, ºe námi nalezený
minimální °ez je opravdu min-cutem daného grafu [7]. Jelikoº se jedná o jednoduchý algoritmus,
tak úsp¥²nost nebude p°íli² dobrá, o to snaº²í v²ak bude odvození úsp¥²nosti.

V¥ta 1.10. Nech´ G = (V,E) je multigraf, C je posloupnost hran minimálního °ezu vybraná

z E, |C| = k a Ai zna£í událost, ºe v i-tém kroku algoritmu nezkrátíme hranu z C. Pak

P
( n−2⋂

i=1

Ai

)
≥ 2

n2
.

D·kaz. Na za£átku je t°eba si uv¥domit, ºe jestliºe min-cut obsahuje k hran, tak kaºdý vrchol
grafu G musí mít alespo¬ k soused·, nebo´ kdyby jich m¥l mén¥, sta£ilo by odstranit pouze tyto
hrany je spojující a potom by |C| < k, coº by byl spor s p°edpokladem. Proto G má nejmén¥
k·n
2 hran (dvojkou d¥líme z jednoduchého d·vodu, ºe v²echny hrany jsou zapo£teny dvakrát).
Nyní odhadneme zespodu pravd¥podobnost, ºe ºádná hrana z C není b¥hem postupného

zkracování vybrána. Potom hrany, které z·stanou nezkráceny po n−2 krocích, budou práv¥ hrany
z C. Nech´ p°i prvním zkracování vybereme hranu ej1 = (u1, v1). Pravd¥podobnost, ºe ej1 /∈ C,
spo£teme pomocí komplementárního jevu

P (AC
1 ) ≤

k
k·n
2

,

jelikoº po£et hran grafu m·ºe být v¥t²í. Odtud ze základního axiomu pravd¥podobnosti

P (A) = 1− P (AC) (1.2)

dostaneme jiº pravd¥podobnost P (A1) ≥ 1− 2
n .

Pokud jsme tedy v prvním kroku ºádnou hranu z C nevybrali, v druhém kroku vybereme
náhodn¥ hranu ej2 = (u2, v2) a budeme se ptát na pravd¥podobnost, ºe ej2 /∈ C. Pro dopln¥k
jevu A2 platí

P (AC
2 |A1) ≤

k
k(n−1)

2

,

nebo´ G1 uº obsahuje jen n−1 vrchol·. Neboli P (A2|A1) ≥ 1− 2
n−1 a vzniká graf G2 = (V2, E2),

|V2| = n− 2.
Tímto zp·sobem budeme zkracovat hrany i nadále. V algoritmu m·ºeme najít jednoduchou

závislost. V kaºdém i-tém kroku máme n − i + 1 vrchol·, stále platí |C| = k, tedy celkem graf
obsahuje v daný moment vºdy alespo¬ k(n−i+1)

2 hran. M·ºeme tedy konstatovat, ºe

P
(
Ai

∣∣ i−1⋂
j=1

Aj

)
≥ 1− 2

n− i+ 1
, ∀i ∈ {1, . . . , n− 2}.
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Nyní jiº m·ºeme pomocí vztahu (1.1) spo£ítat pravd¥podobnost, ºe b¥hem n− 2 zkracování
hran nevybereme ºadnou hranu z minimálního °ezu. Neboli

P
( n−2⋂

j=1

Aj

)
≥

n−2∏
i=1

(
1− 2

n− i+ 1

)
=

n− 2

n
· n− 3

n− 1
· n− 4

n− 2
· · · · · 3

5
· 2
4
· 1
3
=

2

n(n− 1)
, (1.3)

coº je²t¥ m·ºeme odhadnout

P
( n−2⋂

j=1

Aj

)
≥ 2

n2
. (1.4)

Vý²e odvozeným vzore£kem jsme tedy pravd¥podobnost, ºe v ºádném z n−2 krok· algoritmu
nezkrátíme hranu z |C|, zespod omezili velmi malým £íslem. Proto spí²e najdeme °ez o velikosti
v¥t²í neº k neboli q > k. Intuitivn¥ nám je tedy jasné, ºe £ím více budeme daný algoritmus
opakovat a z nalezených °ez· vybereme ten nejmen²í, s o to v¥t²í pravd¥podobností o n¥m
m·ºeme prohlásit, ºe je daným min-cutem grafu G. O tom pojednává následující v¥ta.

V¥ta 1.11. Nech´ G = (V,E) je multigraf a událost Bi zna£í, ºe v i-tém b¥hu algoritmu nena-

jdeme minimální °ez. Pak po
⌈
n2

2

⌉
opakováních platí

P

( ⌈
n2

2

⌉⋂
i=1

Bi

)
<

1

e
.

D·kaz. Víme, ºe po jednom b¥hu daného algoritmu najdeme minimální °ez s pravd¥podobností
alespo¬ 2

n2 , viz vztah (1.4) neboli

P (BC
1 ) ≥

2

n2
.

Odtud m·ºeme pomocí (1.2) vyjád°it

P (B1) ≤ 1− 2

n2
.

V souladu se zna£ením z p°edchozího d·kazu m·ºeme téº psát

BC
1 =

n−2⋂
j=1

Aj .

Vzhledem ke skute£nosti, ºe ná² algoritmus vybírá a zkracuje hrany zcela náhodn¥ dle uniform-
ního rozd¥lení neboli výsledky nalezeného °ezu na konci kaºdého b¥hu jsou navzájem nezávislé,
a tedy i v²echny jevy B1, . . . , B⌈

n2

2

⌉ jsou navzájem nezávislé, m·ºeme pouºít de�nici nezávislosti

jev· a psát

P

( ⌈
n2

2

⌉⋂
i=1

Bi

)
=

⌈
n2

2

⌉∏
i=1

P (Bi) ≤
(
1− 2

n2

)⌈n2

2

⌉
≤
(
1− 2

n2

)n2

2
<

1

e
,
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nebo´ P (Bi) = P (B1) pro kaºdé i ∈ {1, . . . ,
⌈
n2

2

⌉
}. Ostrá nerovnost pak plyne z poznatk·

matematické analýzy, kdy posloupnost((
1− 2

n2

)n2

2

)+∞

n=1

konveruje k £íslu 1/e zespodu.

A co vlastn¥ tato v¥ta °íká? �ím £ast¥ji budeme algoritmus hledání minimálního °ezu opako-
vat, zapisovat si výsledky na²eho práv¥ nalezeného °ezu a nakonec z n¥j vybereme ten nejmen²í,
tím spí²e je opravdu daný °ez min-cutem grafu G = (V,E).

1.5 Kód

Tento algortimus lze implementovat tak, ºe vstupem bude graf ve form¥ struktury dictionary,
kde key name je název vrcholu a samotné items jsou vrcholy, které jsou s daným klí£em spojené.
Pak uº jen náhodn¥ volíme hrany a zkracujeme je dle de�nice 1.6.

1 import random
2

3 # Function removing s e l f =l oops
4 de f remove_sel f_loops ( graph ) :
5 f o r node in graph :
6 graph [ node ] = [ ne ighbor f o r ne ighbor in graph [ node ] i f

ne ighbor != node ]
7

8 de f min_cut ( graph ) :
9 """

10 The input i s a d i c t i ona ry that r ep r e s en t s the graph in the
f o l l ow i n g format : {node1 : [ neighbor1 , neighbor2 , . . . ] , node2 :
[ neighbor1 , neighbor2 , . . . ] , . . . }

11 """
12 remove_sel f_loops ( graph )
13

14 whi le l en ( graph ) > 2 :
15 # Choose a random edge
16 node1 = random . cho i c e ( l i s t ( graph . keys ( ) ) )
17 node2 = random . cho i c e ( graph [ node1 ] )
18 # Contract i t
19 f o r w in graph [ node2 ] :
20 # Remove edges that are the same as the contrac ted one
21 i f w == node1 :
22 graph [w ] . remove ( node2 )
23 # Else put a l l o ther edges o f node2 to node1 and s e t new

ne ighbors o f a l l o ther v e r t i c e s w
24 e l s e :
25 graph [ node1 ] . append (w)
26 graph [w ] . remove ( node2 )
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27 graph [w ] . append ( node1 )
28 de l graph [ node2 ]
29

30 # Return the s i z e o f the cut
31 node1 = l i s t ( graph . keys ( ) ) [ 0 ]
32 r e turn l en ( graph [ node1 ] )
33

34 de f repeated_min_cut ( graph , r e p e t i t i o n =100) :
35 # Create empty array with cuts found in each run
36 cuts = [ ]
37 f o r i in range ( r e p e t i t i o n ) :
38 # Find the s i z e o f the cut with min_cut and append i t to the

array
39 cut = min_cut ( graph )
40 cuts . append ( cut )
41 # Return the minimal cut found during a l l r e p e t i t i o n
42 r e turn min ( cuts )

1.6 Vylep²ení algoritmu

Ozna£íme-li °ád £ísla jako Ω, z v¥ty 1.10 p°i ozna£ení jevu A =
n−2⋂
i=1

Ai m·ºeme psát P (A) =

Ω
(

1
n2

)
. To znamená, ºe algoritmus musíme, jak jsme ostatn¥ zjistili ve v¥t¥ 1.11, opakovat °ádov¥

Ω(n2), abychom do²li k rozumné pravd¥podobnosti, ºe jsme na²li skute£n¥ minimální °ez grafu.
Je nám proto intuitivn¥ jasné, ºe algoritmus MinCut je sice velmi jednoduchý, ale to se bohuºel
odráºí v nízké úsp¥²nosti nalezení min-cutu a velký po£et opakování zase p°edstavuje obrovskou
zát¥º na výpo£etní techniku.

Zamysleme se proto nad tím, jak tento algoritmus vylep²it, respektive v £em tkví tak mi-
zivá p°esnost výsledku. D·vod je jednoduchý � algoritmus vybírá hrany dle uniformního rozd¥-
lení, proto kdyº hned zkraje náhodou odstraní hranu z minimálního °ezu, tak chyba z·stane aº
do konce algoritmu nebo se je²t¥ dokonce zv¥t²í.

Existuje proto nespo£et lep²ích algoritm·, které zlep²ují jak p°esnost nalezeného minimálního
°ezu, tak i délku b¥hu. My si v²ak posta£íme s jiº stávajícím, pouze ho jen trochu modi�kujeme
a sestrojíme algoritmus FastMinCut [7]. Princip je jednoduchý. Abychom zabránili chyb¥ jiº
v n¥kolika prvních zkráceních náhodných hran, budeme hrany odstra¬ovat tak, aby se po£et
vrchol· sníºil, ale ne o tolik. Na tento nov¥ vzniklý graf pak pustíme sice pomalej²í algoritmus,
který nám ale najde minimální °ez s v¥t²í pravd¥podobostí neº oby£ejný MinCut a zabere mén¥
£asu, neº kdybychom n¥kolikrát opakovali prostý MinCut stále dokola.

1.6.1 Matematický popis

M¥jme grafG = (V,E). Na za£átku pustíme na grafG1 := G dvakrát algoritmusMinCut, ale s

tím rozdílem, ºe oba b¥hy zastavíme ve chvíli, kdy se po£et vrchol· zredukoval na n→
⌈
1 + n√

2

⌉
.

Na tyto dva nov¥ vzniklé grafy pustíme znovu op¥t to samé neboli na grafGi o t vrcholech pustíme
dvakrát MinCut tak, aby nám vznikly dva grafy G2i a G2i+1, oba o

⌈
1 + t√

2

⌉
vrcholech. Problém

nastane, kdyº na konci budou grafy obsahovat nanejvý² 6 vrchol·. Na n¥ jiº nebudeme moci
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G1

G2

G4

...

Gj Gj+1

...

G5

...
...

G3

G6

...
...

G7

...
...

Gm−2 Gm−1
n

(
√
2)O(lnn)

...

n
(
√
2)2

n√
2

n

j = 2O(lnn), m = 2j

Obrázek 1.5: Binární strom s grafy

pustit rekurzi, protoºe pro 1 ≤ t ≤ 6, t ∈ N :
⌈
1 + t√

2

⌉
≮ t. V té chvíli pak jiº budeme muset

samotný minimální °ez dopo£ítat jinak.
Pro tak malý po£et vrchol· uº by bylo nejlep²í spo£ítat minimální °ez hrubou silou, nebo´

uº to není nijak obtíºná úloha. My ov²em namísto hrubé síly uºijeme op¥t algoritmus MinCut,
který nám vytvo°í graf o dvou vrcholech a £áste£ný min-cut uº se najde stejn¥ jako v p·vodním
p°ípad¥ � po£et hran mezi t¥mito dv¥ma vrcholy tvo°í °ez p·vodního grafu.

Algoritmus 2: FastMinCut

G = (V,E);
Function Rekurze(Gi = (V,E)):
|V | = t;
if t ≤ 6 then

spo£ítej °ez hrubou silou;
uloº velikost °ezu;

else

t←
⌈
1 + t√

2

⌉
;

algoritmem MinCut vytvo° z grafu Gi dva grafy G2i a G2i+1, oba o t vrcholech;
Rekurze(G2i), Rekurze(G2i+1);

End Function;
Rekurze(G);
return nejmen²í z nalezených °ez·

Na²e p°emý²lení nám v na²em následujícím oddíle usnadní uv¥dom¥ní si, ºe celý algoritmus
nápadn¥ p°ipomíná binární strom. Jeho ko°en tvo°í vstupní graf. Kaºdý uzel pak p°edstavuje
nov¥ vzniklý podgraf, jehoº oba synové vznikli nezávisle na sob¥ pu²t¥ním algoritmu MinCut



KAPITOLA 1. MIN-CUT ALGORITMUS 20

na svého otce (graf o t vrcholech) a obsahují pouze
⌈
1 + t√

2

⌉
vrchol·.

1.6.2 Analýza vylep²ení

Nyní se pokusíme zjistit, jak je vlastn¥ £asov¥ náro£ný algoritmus MinCut, a následn¥ jej
srovnáme s algoritmem FastMinCut. Porovnáme pak i pravd¥podobnost, ºe nalezneme minimální
°ez. Uvidíme, ºe tato drobná úprava má za následek obrovské zlep²ení.

V¥ta 1.12. Algoritmus MinCut je sloºitosti O(n2) p°i libovolném grafu o n vrcholech.

D·kaz. Uvaºme, ºe kaºdý multigraf si lze p°edstavit jako prostý graf, ve kterém m·ºe být mezi
dv¥ma libovolnými vrcholy nanejvý² jedna hrana, av²ak kaºdé hran¥ p°i°adíme dle její násobnosti
váhu. Velikost °ezu pak p°edstavuje suma vah p°e°íznutých hran. V tomto p°ípad¥ pak celý graf
obsahuje nanejvý²

(
n
2

)
hran. Po p°iblíºení n·(n−1)

2 = O(n2) je jiº tvrzení z°ejmé.

V¥ta 1.13. Algoritmus FastMinCut je sloºitosti O(n2 lnn) p°i libovolném grafu o n vrcholech.

D·kaz. Hloubka rekurze je v °ádu O(lnn), nebo´ kdyº zkoumáme zmen²ování po£tu vrchol·
z p·vodního grafu o n vrcholech a poloºíme q jako samotnou hloubku, zkoumáme:

6 ≥ n

(
√
2)q
≥ 1,

jehoº jednoduchou logaritmickou úpravou dojdeme k výsledku, ºe q je °ádov¥ rovno q = O(lnn).
Z p°edchozí v¥ty tedy víme, ºe z grafu o n vrcholech vytvo°íme graf o dvou vrcholech °ádov¥

v £ase O(n2), proto z grafu H ud¥láme dva grafy H1 a H2 v £ase O(n2). Ozna£íme-li tedy jako
£as b¥hu algoritmu na grafu o n vrcholech jako T (n), dostaneme následující rekurzi:

T (n) = 2T

(⌈
1 +

n√
2

⌉)
+O(n2).

Jestliºe neuvaºujeme p°esné °e²ení, ale jen °ádové, tak m·ºeme rovnici zjednodu²it na

T (n) = 2T
( n√

2

)
+O(n2).

�e²ení této rovnice nám poskytne tzv. mistrovská v¥ta (v angli£tin¥ Master Theorem) [18] pro
asymptotické °e²ení rekuretní sloºitosti algoritm·, odkud po dosazení na²ich hodnot získáme
°e²ení T (n) = O(n2 lnn).

Nyní bychom je²t¥ cht¥li zjistit, o kolik je tento vylep²ený algoritmus p°esn¥j²í neboli jestli
dosáhneme lep²í pravd¥podobnosti, ºe nalezený °ez je tím minimálním. Neº vyslovíme a dokáºeme
danou v¥tu, uve¤me si nejprve pomocné lemma, které pak vyuºijeme.

Lemma 1.14. M¥jme graf o n vrcholech s minimálním °ezem velikosti k. Ozna£me jev Xm,

m ≤ n zna£ící, ºe hrany z minimálního °ezu nebudou zkráceny algortimem MinCut do chvíle,

kdy graf tvo°í práv¥ m hran. Pak platí:

P (Xm) ≥
(
m
2

)(
n
2

) = Ω

((m
n

)2)
.
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D·kaz. V¥tu 1.10 m·ºeme p°eformulovat jako

P (X2) ≥
n−2∏
i=1

(
1− 2

n− i+ 1

)
=

1(
n
2

) .
Kdyº uváºíme, ºe jsme ve v¥t¥ 1.10 zkracovali n− 2 hran, tak v na²em lemmatu zkracujeme jen
n−m hran. Rozepí²eme-li daný produkt a roz²í°íme-li pak vztah vhodnou jedni£kou, dostaneme
p°ímo tvrzení:

P (Xm) ≥
n−m∏
i=1

(n− i− 1

n− i+ 1

)
=

n− 2

n
· n− 3

n− 1
· · · · · m

m+ 2
· m− 1

m+ 1
=

(
m
2

)(
n
2

) .

V¥ta 1.15. M¥jme graf o n vrcholech s minimálním °ezem velikosti k. Ozna£me jev An, ºe al-

goritmus FastMinCut nalezne minimální °ez grafu o n vrcholech. Pak P (An) = Ω
(

1
lnn

)
.

D·kaz. Hlavní my²lenka d·kazu je p°evzata z [7]. Ná² algoritmus funguje na bázi rekurze, kdy za-
£ínáme na n vrcholech a v kaºdé fázi z grafu o t vrcholech vytvo°íme MinCutem dva grafy
o t0 :=

⌈
1 + t√

2

⌉
vrcholech. Jako obvykle bude op¥t snaz²í vyjád°it pravd¥podobnost komple-

mentárního jevu neboli za vyuºití (1.2) budeme po£ítat

P (At) = 1− P (AC
t ). (1.5)

Pravd¥podobnost, ºe nenalezneme minimální °ez grafu o t vrcholech, znamená, ºe ji nenalezneme
ani v jednom z obou chod· algoritmu. Jelikoº jsou ale jevy nezávislé a zárove¬ algoritmus pob¥ºí
v obou chodech na stejném principu, jsou tyto pravd¥podobnosti identické. Po ozna£ení jevu Bt,
ºe najdeme min-cut grafu o t vrcholech b¥hem jednoho b¥hu algoritmu, m·ºeme psát

P (AC
t ) = P (BC

t )
2.

Nyní v²ak op¥t vyuºijeme (1.2) a pí²eme

P (AC
t ) =

(
1− P (Bt)

)2
.

Jestliºe ale algoritmus zkracuje hrany grafu o t vrcholech do doby, neº vytvo°í graf o t0 vrcholech,
a na n¥j pak rekurzivn¥ op¥t pou²tí stejný algoritmus, m·ºeme pouºít lemma 1.14 spole£n¥ s jejím
zna£ením a dostaneme

P (AC
t ) =

(
1− P (Xt0)P (At0)

)2
.

Dále dosadíme do Lemma 1.14 a upravíme

P (Xt0) ≥
(
t0
2

)(
t
2

) =

⌈
1 + t√

2

⌉( ⌈
1 + t√

2

⌉
− 1
)

t(t− 1)
≥

(
1 + t√

2

)(
1 + t√

2
− 1
)

t(t− 1)
=

t(
√
2 + t)

2t(t− 1)
≥ 1

2
.

Poskládáme-li tedy díl£í výsledky dohromady, z (1.5) pak vzejde rekurzivní nerovnost

P (At) ≥ 1−
(
1− 1

2
P (At0)

)2
, t0 :=

⌈
1 +

t√
2

⌉
.

Pro snaz²í zápis si je²t¥ ozna£íme P (t) := P (At).
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Nakonec budeme-li °e²it rovnici op¥t jen °ádov¥, posta£íme si s p°iblíºením rovnice

P (t) ≥ 1−
(
1− 1

2
P

(
t√
2

))2

.

Abychom mohli °e²it rovnici pomocí obvyklých metod pro rekurentní rovnice, provedeme trans-
formaci prom¥nných. Z úvahy o binárním stromu a d·kazu v¥ty 1.13 totiº víme, ºe hloubka
stromu grafu o t vrcholech (�po£et pater�) je °ádov¥ j = O(ln t). S vyuºitím tohoto poznatku
bychom mohli od prom¥nné po£tu vrchol· p°ejít k nové prom¥nné � hloubce rekurze (�hloubky
stromu�) a zade�nujeme

p(k) = P

(
t
( 1√

2

)j−k
)

= P
(
t · 2

k−j
2

)
∀k ∈ {0, . . . , j}.

Potom m·ºeme rovnice ekvivalentn¥ p°epsat

P (t) ≥ 1−
(
1− 1

2
P

(
t√
2

))2

⇐⇒ p(k) ≥ 1−
(
1− 1

2
p(k − 1)

)2
a nahrazením nerovnosti rovností °e²íme stejn¥ jako v [19]

p(k) = 1−
(
1− 1

2
p(k − 1)

)2
= p(k − 1)− p(k − 1)2

4
, p(0) = 1.

Vidíme ale, ºe posloupnost p(k) klesá a konverguje k nule. Obvykle je snaz²í pracovat naopak
s posloupnostmi rostoucími, proto naposledy de�nujme q(k) = 1

p(k) . Dosazením pak dostáváme
vztah

q(k) =
4q(k − 1)2

4q(k − 1)− 1
· 4
4
=

16q(k − 1)2 − 4q(k − 1) + 4q(k − 1)

16q(k − 1)− 4
= q(k − 1) +

4q(k − 1)− 1 + 1

16q(k − 1)− 4

neboli
q(k) = q(k − 1) +

1

4
+

1

16q(k − 1)− 4
, q(0) = 1.

Jelikoº víme, ºe pro kaºdé k ∈ N platí q(k) ≥ 1, m·ºeme provést následující dva odhady:

�
1

16q(k−1)−4 ≥ 0, proto q(k) ≥ q(k − 1) + 1
4 , odkud se dá snadno vy£íst, ºe

q(k) ≥ 1 +
k

4
,

�
1

16q(k−1)−4 ≤
1
4 , proto q(k) ≤ q(k − 1) + 1

2 , z £ehoº plyne, ºe

q(k) ≤ 1 +
k

2
.

Vidíme tedy, ºe q(k) = Ω(k), odkud dostáváme p(k) = Ω( 1k ) neboli P (t) = Ω( 1
ln t). Proto

P (An) = Ω
(

1
lnn

)
.

Jak jsme tedy uvedli d°íve, samotný MinCut byl sloºitosti O(n2) a min-cut na²el s pravd¥-
podobností Ω( 1

n2 ). Nyní jsme v²ak sestrojili algoritmus FastMinCut, který je sice sloºitostí v¥t²í,
resp. O(n2 lnn), av²ak dosahuje daleko v¥t²í úsp¥²nosti Ω( 1

lnn). Stojí ov²em za zmínku, ºe by´
na²í hlavní argumentací nízké úsp¥²nosti algoritmu MinCut byl moºný dlouhodobý p°enos chyby
z prvních n¥kolika zkrácení, tak algoritmu FastMinCut se to m·ºe stát úpln¥ st¥jn¥. Rekurzivím
dvojnásobným pu²t¥ním náhodného algoritmu na stejný graf v²ak znateln¥ sniºujeme pravd¥po-
dobnost, ºe v obou krocích zkrátíme opravdu hranu minimálního °ezu.
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1.6.3 Kód

Nakonec si je²t¥ uve¤me moºný kód, pomocí kterého lze algoritmus implementovat. Jedná
se jen o variaci na algoritmus MinCut.

1 import random
2

3 # Function removing s e l f l oops
4 de f remove_sel f_loops ( graph ) :
5 f o r node in graph :
6 graph [ node ] = [ ne ighbor f o r ne ighbor in graph [ node ] i f

ne ighbor != node ]
7

8 de f min_cut ( graph , d e c i s i o n ) :
9 """

10 The input i s a d i c t i ona ry that r ep r e s en t s the graph in the
f o l l ow i n g format : {node1 : [ neighbor1 , neighbor2 , . . . ] , node2 :
[ neighbor1 , neighbor2 , . . . ] , . . . }

11 """
12 #Decide , i f we make whole min_cut or only p a r t i a l min_cut
13 m=0
14 remove_sel f_loops ( graph )
15 i f d e c i s i o n == 0 :
16 # Contract edges t i l l 2 v e r t i c e s remain
17 m = 2
18 e l s e :
19 # Contract edges o f a smal l subset o f v e r t i c e s
20 m = in t ( l en ( l i s t ( graph . keys ( ) ) ) / 2**(1/2) )
21

22 whi le l en ( graph ) > m:
23 # Choose a random edge
24 node1 = random . cho i c e ( l i s t ( graph . keys ( ) ) )
25 node2 = random . cho i c e ( graph [ node1 ] )
26 # Contract i t
27 f o r w in graph [ node2 ] :
28 # Remove edges that are the same as the contrac ted one
29 i f w == node1 :
30 graph [w ] . remove ( node2 )
31 # Else put a l l o ther edges o f node2 to node1 and s e t new

ne ighbors o f a l l o ther v e r t i c e s w
32 e l s e :
33 graph [ node1 ] . append (w)
34 graph [w ] . remove ( node2 )
35 graph [w ] . append ( node1 )
36 de l graph [ node2 ]
37

38 # Return the contrac ted graph
39 r e turn graph
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40

41 de f fast_min_cut ( graph , cuts ) :
42 """
43 Saves the minimum cut o f a graph us ing double r e cu r s i on and a

merge f r a c t i o n o f 1/ 2**(1/2) . The input graph should be
r epre s en ted as a d i c t i ona ry too . The second input i s an array
o f found cuts .

44 """
45

46 # Find number o f v e r t i c e s and remove s e l f l oops
47 v e r t i c e s = l i s t ( graph . keys ( ) )
48 n = len ( v e r t i c e s )
49 remove_sel f_loops ( graph )
50

51 # Base case : i f the graph has from 6 to 2 v e r t i c e s , append the
cut us ing min_cut

52 i f 6>=n>=2:
53 graph0 = min_cut ( graph , 0 )
54 node1 = l i s t ( graph0 . keys ( ) ) [ 0 ]
55 cut = len ( graph0 [ node1 ] )
56 cuts . append ( cut )
57 # Recurs ive case : compute r e c u r s i v e l y the minimum cut us ing twice

the partial_min_cut
58 e l s e :
59 # Contract the graph by merging a smal l subset o f v e r t i c e s
60 graph1 = min_cut ( graph . copy ( ) ,1 )
61 graph2 = min_cut ( graph . copy ( ) ,1 )
62 fast_min_cut ( graph1 , cuts )
63 fast_min_cut ( graph2 , cuts )
64

65 de f find_min_cut ( graph ) :
66 # Save found min=cuts i n to l i s t " cuts " and then choose the

minimal
67 g l oba l cuts
68 cuts =[ ]
69 fast_min_cut ( graph , cuts )
70 #pr in t (" cuts : " , cuts )
71 pr in t ( "Min=cut nalezeny algoritmem FastMinCut j e : " ,min ( cuts ) )



Kapitola 2

Disperze

V následující kapitole se budeme zabývat problematikou disperze. Nejedná se v·bec o úlohu
se sloºitou implementací algoritmu, o to v²ak náro£n¥j²í je samotná matematická analýza. Jde
o tak sloºitý problém, ºe jej nelze vy°e²it p°ímo a p°esn¥, ale dokáºeme ho jen pouze odhadnout
a omezit shora a zdola. Cílem matematik· po celém sv¥t¥ je pak tento rozdíl v odchadech ze dvou
stran u£init co nejmen²ím a tím tak získat co nejlep²í p°edstavu o chování veli£iny. V textu níºe
uvedeme n¥které ze známých odhad· a p°edstavíme také vylep²ení £i alespo¬ novou alternativu
odhadu.

Úmluva 2.1. Nech´ d ∈ N. Zobecn¥ním krychle ve 3 dimenzích do d dimenzí rozumíme d-krychli,
zkrácen¥ pouze krychli. Analogicky de�nujeme d-kvádr, resp. kvádr.

M¥jme tedy v prostoru Rd, d ∈ N krychli [0, 1]d a v ní libovolnou mnoºinu bod· P ⊂ [0, 1]d.
Cht¥li bychom zkoumat, jaký je nejv¥t²í moºný objem kvádru v dané krychli, který neobsahuje
ani jeden bod z mnoºiny P a zárove¬ má osy rovnob¥ºné s krychlí.

De�nice 2.2. Nech´ P ⊂ [0, 1]d, d ∈ N je mnoºina bod· prostoru Rd. Disperzí mnoºiny P
rozumíme

disp(P) := sup
B: B∩P=∅

|B|,

kde B = I1 × · · · × Id, ∀j ∈ d̂ : Ij ⊂ [0, 1] je kvádr s osami rovnob¥ºnými s krychlí a symbolem

|B| myslíme jeho objem |B| =
d∏

j=1
|Ij |.

B

(0, 0) (1, 0)

(0, 1) (1, 1)

Obrázek 2.1: Kvádr B tvo°ící disperzi P = {(0.7, 0.1), (0.9, 0.5), (0.1, 0.3), (0.6, 0.9)} v R2.

25
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Nás v²ak bude zajímat takové rozloºení bod· v krychli, ºe bude disperze co nejmen²í. Ilu-
strovat by se to dalo ve dvou dimenzích na jehli£kových tiskárnách v dobách, kdy se tisklo pouze
£ernobíle. Stínování obrázku se tvo°ilo pomocí hustoty £erných te£ek na papí°e � £ím více pun-
tík·, tím více tmav²í barva. Kv·li úsporám barvy se ale hledalo takové uspo°ádání te£ek, aby
spot°eba inkoustu byla co nejmen²í, ale zárove¬ kvalita obrázku co nejvy²²í. Praktické aplikace
pak úloha nachází v data miningu p°i hledání co nejv¥t²ích prázdných oblastí v datech [20] nebo
p°i vyst°ihování ºelezných kvádr· z krychlí, p°i£emº se chceme vyhnout po²kozeným £ástem,
a jinde [12].

De�nice 2.3. Nech´ n, d ∈ N. Pak n-tou minimální disperzi krychle [0, 1]d de�nujeme jako

disp(n, d) := inf
P⊂[0,1]d

#P=n

disp(P)

a její inverzní funkci
N(ε, d) := min{n : disp(n, d) ≤ ε}. (2.1)

P°estoºe to na první pohled není z°ejmé, jedná se o sloºitý problém mnohaletého bádání
matematik·. Není t¥ºké si rozmyslet, ºe pro kaºdé p°irozené d bude disp(n, d) p°ibliºn¥ n−1

pro n → ∞. V sekci 2.3 uvedeme aktuáln¥ nejlep²í odhady na disperzi jak shora, tak zdola.
Abychom v²ak provedli odhad zespod, tak si za tímto ú£elem uvedeme odhad shora, který dokázal
Mario Ullrich a Jan Vybíral [21], nebo´ vyuºijeme poznatky a princip z tohoto d·kazu. Do té
doby, neº byl p°edstaven tento odhad [21], byly nejlep²í známé odhady

log2(d)

4(n+ log2(d))
≤ disp(n, d) ≤ Cd

n
∀n, d ∈ N, C ∈ R+, (2.2)

kde dolní odhad dokázal Christoph Aistleitner a spol. [22] a horní odhad získal Gérald Lar-
cher a dokázal op¥t Christoph Aistleitner a spol. [22, Kapitola 4]. Zdá se, ºe závislost disperze
na dimenzi a po£tu bod· by mohla být disp(n, d) ≈ ln d

n , av²ak prozatím je²t¥ nebyla nikým do-
kázaná pro kaºdé n, d ∈ N. Aktuální srovnání uvedených odhad· shora a zespod s t¥mi doposud
nejlep²ími uvedeme v sekci 2.3.

2.1 Horní odhad

Budeme-li nyní zkoumat zmín¥nou invezní funkci N(ε, d) z de�nice 2.3, Mario Ullrich a Jan
Vybíral [21] dokázali d·sledek 2.12, jenº omezuje disperzi shora. Av²ak pomocí jejich d·kazu
se lze dopracovat k lep²ímu výsledkun neº je uveden v daném £lánku. Uve¤me si tedy v¥tu
2.6, z níº pak d·sledek 2.12 jiº vyplývá. Neº ji v²ak p°edstavíme a nastíníme d·kaz, uvaºujme
následující de�nici. My²lenka d·kazu je totiº v p°enesení problému ze spojitého do diskrétního
p°ípadu. Sestrojíme si tedy d-dimenzionální m°íºku, ze které budeme volit n bod·. Vezmeme pak
v²echny kvádry, které mají objem v¥t²í neº 2−k pro jisté k ∈ N a omezíme n¥jakým zp·sobem
jejich sou°adnice. Kdyº pak pro kaºdý kvádr bude existovat n¥jaký bod, který kvádr protne,
bude to znamenat, ºe disperze je men²í neº 2−k. Diskretizace je tedy následující.

De�nice 2.4. Nech´ k ∈ N. Pak de�nujeme

Ωk := {B ⊂ [0, 1]d : B je kvádr s rovnob¥ºnými osami ∧ |B| > 2−k}, (2.3)
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respektive

Mk :=

{
1

2k
,
2

2k
, . . . ,

2k − 1

2k

}
⊂ [0, 1].

Sestrojíme-li pak vektory p = (pi)
d
i=1 ∈ Md

k a s = (si)
d
i=1 ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1}d, de�nujeme

mnoºinu

Ωk(p, s) :=

{
I1 × · · · × Id ∈ Ωk :

sl
2k

< |Il| ≤
sl + 1

2k
∧ inf Il ∈

[
pl −

1

2k
, pl

)
∀l ∈ d̂

}
. (2.4)

Poznámka 2.5. V následujícím textu uvaºujme, ºe v²echny hrany kvádr· I1, . . . , Id jsou ote-
v°enými intervaly. Velikost disperze de�novaná pomocí suprema bude pak stejné hodnoty jako
pro uzav°ené intervaly.

V¥ta 2.6. Nech´ d ≥ 2, d ∈ N a ε ∈ (0, 12). Pak existuje mnoºina bod· P ⊂ [0, 1]d s disperzí

disp(P) ≤ ε a zárove¬

#P ≤ 26
1

ε2

(
1 + log2

(1
ε

))(
2 + log2

(1
ε

)
+ log2(d)

)
. (2.5)

D·kaz. Nebudeme zde uvád¥t kompletní d·kaz, ten je ostatn¥ k nahlédnutí v samotném £lánku
[21]. Pokusíme se v²ak nastínit alespo¬ jeho hlavní my²lenku a princip.

Pot°ebujeme dokázat, ºe existuje taková mnoºina bod· P s poºadovanou velikostí, jejíº
disperze je omezená ε. To znamená, ºe kaºdý kvádr o objemu ε uº obsahuje alespo¬ jeden bod
z P. Postupujme tedy tak, ºe zkonstruujeme testovací mnoºinu v²ech kvádr· o objemu minimáln¥
ε, které obsahuje daná krychle [0, 1]d. Následn¥ budeme náhodn¥ volit body X = {x1, . . . , xn}
z krychle a snaºit se vyjád°it pravd¥podobnost, ºe existuje alespo¬ jeden bod xi, i ∈ n̂, který n¥-
jaký kvádr protne. Pokud tato pravd¥podobnost bude nenulová, bude to dokazovat existenci
takové mnoºiny bod·, která protne kaºdý kvádr o objemu v¥t²ím neº ε, a tím bude d·kaz hotov.

Jelikoº moºných kvádr·, které m·ºe krychle obsahovat, je nekone£n¥ mnoho, musíme ze spo-
jitého p°ípadu p°ejít n¥jakým zp·sobem do spo£etné diskrétní roviny. Av²ak stále nesmíme za-
pomenout na to, ºe kvádr· je nekone£n¥ mnoho. Tento krok provedeme následovn¥. Za ú£elem
vyuºití de�nice 2.4 sestrojíme takové k ∈ N, abychom omezili daný objem kvádr· o objemu
alespo¬ 0 < ε < 1

2 tak, ºe
2−k ≤ ε < 2−k+1. (2.6)

Neboli k je alespo¬

k =

⌈
log2

(1
ε

)⌉
≥ 2.

Tímto k pak de�nujeme mnoºinu Mk a mnoºinu kvádr· Ωk(p, s). Pro zadané p a s dostáváme
konkrétní Ωk(p, s), pro které platí, ºe v²echny B ∈ Ωk(p, s) mají skoro stejné sou°adnice. O tom
pojednává následující lemma.

Lemma 2.7. Nech´ Md
k (p, s) =

d

×
l=1

M l
k(pl, sl), kde ∀l ∈ d̂ : M l

k(pl, sl) =
{
pl, . . . , pl +

sl−1
2k

}
.

Pak pro v²echna B ∈ Ωk(p, s) platí:

B ∩Md
k ⊃Md

k (p, s).
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D·kaz. Nejvíce by se nám hodilo, kdyby v²echny pr·niky kvádr· z Ωk(p, s) s Md
k byly stejné.

To v²ak p°i na²í konstrukci nejde, jelikoº z vlastností Ωk(p, s) plyne, ºe

inf Il ∈
[
pl −

1

2k
, pl

)
∧ sup Il ∈

(
pl +

sl − 1

2k
, pl +

sl + 1

2k

)
︸ ︷︷ ︸

|·|= 2

2k

∀l ∈ d̂.

2
2k

(
3
2k

)
4
2k

5
2k

(
6
2k

7
2k

)
7
2k

8
2k

Obrázek 2.2: Znázorn¥ní, kde v²ude se m·ºe nacházet inf Il (mod°e), respektive sup Il (£erven¥)
pro pl =

4
2k

a sl = 3.

Proto m·ºe sup Il padnout do intervalu délky 2
2k

a pr·niky se tedy mohou pro r·zná B ∈
Ωk(p, s) li²it o jednu sou°adnici. Pokud ale vezmeme nejv¥t²í spole£ný pr·nik, po£ínaje pl a kon-
£eje pl +

sl−1
2k

, dojdeme k tvrzení lemma, ºe

∀l ∈ d̂ : Il ∩Mk ⊃
{
pl, . . . , pl +

sl − 1

2k

}
=: M l

k(pl, sl).

B

4
2k

5
2k

6
2k

7
2k

8
2k

9
2k

11
2k

12
2k

13
2k

14
2k

15
2k

16
2k

Obrázek 2.3: Kvádr B v R2, kde s = (3, 3) a p =
(

5
2k
, 12
2k

)
. �ed¥ jsou znázorn¥na místa, kde se

mohou nacházet vrcholy v²ech kvádr· v Ωk

((
5
2k
, 12
2k

)
, (3, 3)

)
.

Pro r·zná p a s pak dostáváme r·zné pr·niky Md
k (p, s). T¥mi pak pokryjeme celý prostor

krychle. Pokud následn¥ zvolíme n¥jaký bod z x ∈ Md
k a trefí se do Md

k (p, s), trefí se zárove¬
do v²ech B ∈ Ωk(p, s). Tím máme pro r·zná p a s pokryty v²echny kvádry z [0, 1]d. Na²ím sna-
ºením pak bude mít co nejmén¥ p a s, ale zárove¬ co nejv¥t²í Md

k (p, s). To jsou v²ak protich·dné
poºadavky a my se budeme snaºit najít jistou rovnováhu.
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Uvaºujme tedy náhodn¥ zvolenou mnoºinu bod·X = {x1, . . . , xn} ⊂Md
k velikosti n, kde sou-

°adnice (xj)l, j ∈ n̂ a l ∈ d̂ jsou náhohodn¥ a uniformn¥ vybrané. D·leºité v této chvíli je si
uv¥domit, ºe Ωk(p, s) je rozd¥lení Ωk a ºe pro n¥které volby p a s je Ωk(p, s) = ∅. Nap°íklad
pokud existuje index i ∈ d̂ takový, ºe si = 0, je pak |Ii| ≤ 1

2k
a pro takové B pak platí |B| ≤ 1

2k
,

tudíº jiº nem·ºe pat°it do Ωk, a tedy ani do Ωk(p, s).
Následn¥ se v d·kazu vyuºije [21, Lemma 3]. Toto lemma nám v podstat¥ °íká, ºe na²e

Md
k (p, s) jsou opravdu velké (p°ipomínáme, ºe objem kaºdého B ∈ Ωk(p, s) je v¥t²í neº 2−k):

Lemma 2.8. Nech´ x je vybráno uniformn¥ z Md
k . Pak pro kaºdé p ∈Md

k a s ∈ {0, . . . , 2k − 1}d
taková, ºe Ωk(p, s) ̸= ∅, platí:

P (∀B ∈ Ωk(p, s) : x ∈ B) ≥ P (x ∈Md
k (p, s)) >

1

2k+4
(2.7)

neboli

P (∃B ∈ Ωk(p, s) : x /∈ B) < e
− 1

2k+4 . (2.8)

D·kaz. Ponecháme bez d·kazu (viz [21]). Uvedeme jen, ºe d·kaz v podstat¥ vyuºívá samotné
lemma 2.7.

Vlastní d·kaz tedy spo£ívá v hledání pravd¥podobnosti, ºe zvolená mnoºina bod· neprotne
n¥jaký kvádr z Ωk, tedy

P (∃B ∈ Ωk : X ∩B = ∅) ≤
∑

p,s : Ωk(p,s) ̸=∅

P (∃B ∈ Ωk(p, s) : X ∩B = ∅)

=
∑

p,s : Ωk(p,s)̸=∅

P (∃B ∈ Ωk(p, s) : x1 /∈ B)n

L. 2.8
< #{(p, s) : Ωk(p, s) ̸= ∅} · e−

n

2k+4 .

Nyní se d·kaz p°enese do hledání po£tu (p, s) takových, ºe Ωk(p, s) ̸= ∅. Z úvahy vý²e,
ºe existují volby p a s takové, ºe Ωk(p, s) je prázdná, musíme vznést n¥jaká omezení na si a pi
z de�nice Ωk(p, s), kde p = (pi)

d
i=1 a s = (si)

d
i=1. Úloha pak v podstat¥ p°ejde ve zkoumání

a hledání tzv. pasivních a aktivních sou°adnic kvádr·.

De�nice 2.9. Nech´ B ∈ Ωk(p, s). �ekneme, ºe j ∈ d̂ je aktivní, resp. pasivní sou°adnice kvádru
B, jestliºe sj < 2k − 1, resp sj = 2k − 1.

Poznámka 2.10. Jestliºe j ∈ d̂ je aktivní sou°adnice, tak pro hranu Ij platí, ºe |Ij | ≤ 2k−1
2k

.

Neboli hranu Ij m·ºeme v krychli posunout nap°íklad tak, ºe (0, |Ij |) ⊂
(
0, 2

k−1
2k

)
=: I0 a tu-

díº existuje x ∈ Md
k takové, ºe x /∈ I0. Naopak pasivní sou°adnice znamená to, ºe a´ hranu

�umístíme� kamkoli v krychli, vºdy bude libovolný bod x ∈Md
k v této hran¥ obsaºen.

Proto se v d·kazu vyskytnem1(s) := #{i : si < 2k−1} jako po£et aktivních sou°adnic. Hrana
Ii je pak totiº dlouhá nanejvý² stejn¥ jako rozdíl krajních hodnot z Md

k . Av²ak z poznámky vý²e
a faktu, ºe hrana je otev°ený interval, jiº víme, ºe ji m·ºeme i tak posunout a n¥jaký bod se
do ní nemusí stre�t.

V¥ta 2.11. Nech´ B ∈ Ωk(p, s) a ozna£me po£et aktivních sou°adnic kvádru B jako m1(s) :=
#{i : si < 2k − 1}. Pak platí

m1(s) < ln(2)k2k.
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D·kaz. Z (2.3) víme, ºe 2−k < |B|. Zárove¬ z vlastnosti (2.4) dostaneme, ºe pro B = I1×· · ·×Id
platí |Il| ≤ sl+1

2k
pro v²echna l ∈ d̂, z £ehoº plyne

2−k < |B| ≤
d∏

l=1

(sl + 1

2k

)
≤
(
1− 1

2k

)m1(s)
.

Zlogaritmováním tohoto výrazu získáváme

m1(s) <
ln(2−k)

ln(1− 2−k)
=

k ln(2)

− ln(1− 2−k)
,

p°i£emº po pouºití nerovnosti

− ln(1 + x) ≥ −x, ∀x ∈ (−1,+∞) (2.9)

dostáváme
m1(s) < k2k ln(2).

Náro£nou technickou pasáº zbytku d·kazu p°enecháme na samotném £tená°i, k náhlednutí
je v [21]. Nakonec dojdeme k výsledku

P (∃B ∈ Ωk : X ∩B = ∅) < e
k2k log2(2

k+1d)− n

2k+4 . (2.10)

My v²ak chceme ukázat, ºe

0 < P (∀B ∈ Ωk : X ∩B ̸= ∅) = 1− P (∃B ∈ Ωk : X ∩B = ∅), (2.11)

abychom tím potvrdili existenci takové mnoºiny X. Kdyº v²ak výraz napravo v (2.10) omezíme
jedni£kou, bude tím (2.11) dokázána. Pokud tak ud¥láme, dojdeme k výsledku, ºe

e
k2k log2(2

k+1d)− n

2k+4 ≤ 1 ⇐⇒ n ≥ 24k22k log2(2
k+1d). (2.12)

Neboli vezmeme-li takové n, tak existuje mnoºina bod· {x1, . . . , xn} ⊂ Md
k taková, ºe skute£n¥

prost°elí kaºdý kvádr B o objemu |B| > 2−k. To p°ímo implikuje skute£nost, ºe disp(n, d) ≤ ε =
2−k. Jelikoº ale N(ε, d) je in�mum p°es v²echna n taková, ºe disp(n, d) ≤ ε, bude proto nanejvý²
stejn¥ velké jako (2.12). Proto tedy musí platit

N(ε, d) ≤ 24k22k log2(2
k+1d).

Dosa¤me za k ze vztahu (2.6)

k ≤ 1 + log2

(1
ε

)
,

2k ≤ 2
1

ε
,

a dostaneme tvrzení samotné v¥ty

N(ε, d) ≤ 26
1

ε2

(
1 + log2

(1
ε

))(
2 + log2

(1
ε

)
+ log2(d)

)
.
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D·sledek 2.12. Nech´ d ≥ 2, d ∈ N a ε ∈ (0, 12). Pak existuje mnoºina bod· P ⊂ [0, 1]d

s disperzí disp(P) ≤ ε a zárove¬

#P ≤ 27 log2(d)

(
1 + log2(

1
ε )
)2

ε2
. (2.13)

D·kaz. Pro v²echna a ≥ 2 a b ≥ 1 platí 1 + a+ b ≤ 2ba. To lze jednodu²e dokázat

1 + a+ b ≤ 2ba = ba+ ba ⇐⇒ 1 ≤ b (a− 1)︸ ︷︷ ︸
≥1

+a (b− 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

.

Pokud pak do této nerovnosti dosadíme z v¥ty 2.6 za a = 1 + log2
(
1
ε

)
a b = log2(d), je pak

d·sledek z°ejmý.

2.2 Dolní odhad

Ná² odhad na N(ε, d) zkusme je²t¥ omezit z druhé strany. K tomu nám poslouºí jiný ma-
tematický problém, tentokráte bliº²í kombinatorické matematice, na který pak dokáºeme p°e-
transformovat problém disperze. Ten spo£ívá v odhadování toho, kolik vektor·, které se skládají
pouze z nul a jedni£ek, musí být, aby na jistých pozicích byly jedni£ky a na jiných zase nuly.
Korektní de�nice takzvaného (l, d)-restriction setu je pak následující.

Úmluva 2.13. Nech´N, d ∈ N, x1, . . . , xN ∈ {0, 1}d a A ⊂ {1, . . . , d}. Poté pro u ∈ N̂ : (xu)
∣∣
A
=

1 rozumíme, ºe pro kaºdé i ∈ A platí (xu)i = 1.

De�nice 2.14. Nech´ N, l, d ∈ N taková, ºe 1 ≤ l ≤ d. �ekneme, ºe mnoºina bod· x1, . . . , xN ∈
{0, 1}d je (l, d)-restriction set, jestliºe ∀A ⊂ {1, . . . , d} : |A| = l − 1 a ∀j ∈ {1, . . . , d} \ A,∃u ∈
N̂ : (xu)j = 0 ∧ (xu)

∣∣
A

= 1. Následn¥ pak de�nujme velikost nejmen²ího (l, d)-restriction setu
jako

R(l, d) = min{N ∈ N : ∃{x1, . . . , xN} ⊂ {0, 1}d, který je (l, d)-restriction set}.

Poznámka 2.15. V následující pasáºi se dostaneme k odhad·m na R(l, d). Proto si pro pocho-
pení pojmu uve¤me jisté triviální odhady, které lze ihned odvodit:

� l ≤ R(l, d): pokud vezmeme pevné j ∈ {1, . . . , l} a k n¥mu A = {1, . . . , l} \ j, pak máme
l moºností, jak dané j volit. Av²ak je z°ejmé, ºe tímto p°ístupem nepokryjeme v²echny
mnoºiny A o velikosti |A| = l − 1, respektive jsme pro kaºdé j uváºili jen jednu takovou,
proto musí být R(l, d) v¥t²í.

� R(l, d) ≤
(

d
l−1

)
: vezmeme v²echny vektory, které mají l − 1 jedni£ek a zbytek jsou nuly.

Av²ak z velikosti kombina£ního £ísla není odhad v·bec optimální.

� R(l, d) ≤ d: pokud vezmeme mnoºinu vektor· {x1, . . . , xd}, pro kterou platí, ºe vektor xi

má na v²ech sloºkách jedni£ky aº na (xi)i = 0, je mnoºina (l, d)-restriciton set.

Stejn¥ jako v p°ede²lé kapitole, m¥jme zadané 0 < ε < 1
2 a zkoumejme disperzi krychle [0, 1]d

neboli hledejme N(ε, d). Stejn¥ jako v (2.6) nalezneme k ∈ N takové, ºe ε ≈ 2−k. Poté uvaºme
následující mnoºinu testovacích kvádr·.

De�nice 2.16. Nech´ k, d ∈ N, A ⊂ {1, . . . , d} a j ∈ {1, . . . , d} \A. Pak Bj,A = I1 × · · · × Id ⊂
[0, 1]d je takový kvádr, pro který platí:
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� Ij =
[
0, 2

2k

)
,

� ∀i ∈ A : Ii =
(

2
2k
, 1
]
,

� ∀l ∈ {1, . . . , d} \ (A ∪ j) : Il = [0, 1].

Nakonec de�nujme B = {Bj,A : A ⊊ {1, . . . , d}, A ̸= ∅ ∧ j ∈ {1, . . . , d} \A}.

Op¥t budeme chtít, aby B byla mnoºina testovacích kvádr· neboli aby obsahovala kvádry
o objemu v¥t²ím n¥º 2−k. Proto zkoumejme vztah mezi objemem kvádr· z B a velikostí A.

V¥ta 2.17. Nech´ k ∈ N a k ≥ 2. Pak pro v²echna Bj,A ∈ B platí následující dv¥ implikace:

1. Jestliºe |Bj,A| > 2−k, tak |A| < ln 2
2 2k.

2. Jestliºe |A| < 1
42

k, pak |Bj,A| > 2−k.

D·kaz. 1. P°edpokládáme, ºe pro Bj,A ∈ B platí |Bj,A| > 2−k. Z toho plyne

|Bj,A| > 2−k ⇐⇒ 2

2k

(
1− 2

2k

)|A|
>

1

2k

a po zlogaritmování výrazu zjistíme, ºe

|A| < ln 2

− ln
(
1− 2

2k

) (2.9)

≤ ln 2

2
2k.

2. Máme omezenou velikost mnoºiny A a pot°ebujeme dokázat, ºe(
1− 2

2k

)|A|
>

1

2
,

coº je ekvivalentní s otázkou, jestli

|A| ln
(
1− 2

2k

)
> − ln 2. (2.14)

Vyjdeme-li z p°edpokladu, ºe |A| < 1
42

k, a vynásobíme nerovnici ln
(
1− 2

2k

)
, který je ov²em

pro libovolné k ∈ N záporný, dostáváme za pouºití tvrzení 2.18 nerovnici

|A| ln
(
1− 2

2k

)
>

1

4
2k ln

(
1− 2

2k

)
2.18
≥ − ln 2,

£ímº je nerovnost (2.14) dokázána.

Tvrzení 2.18. Pro v²echna x ∈
[
− 1

2 , 0
]
platí: 2x ln 2 ≤ ln(1 + x).

D·kaz. Funkce f(x) = ln(1 + x) je na intervalu
[
− 1

2 , 0
]
konkávní. Vezmeme-li tedy lineární

funkci g(x), která prochází body f
(
− 1

2

)
= − ln 2 a f(0) = 0, coº spl¬uje funkce g(x) = 2x ln 2,

pak je nerovnost z°ejmá.
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Obrázek 2.4: Graf funkcí f(x) = ln(1 + x) a g(x) = 2x ln 2 na intervalu x ∈
[
− 1

2 , 0
]
.

Nyní jiº m·ºeme p°istoupit k samotnému odhadu disperze zespod. Jak jiº bylo nastín¥no,
pokusíme se to ud¥lat práv¥ pomocí (l, d)-restriction setu. K tomu bychom cht¥li co nejv¥t²í
mnoºinu A v mnoºin¥ B, nejlépe aby se velikostí blíºila k maximálnímu po£tu aktivních sou°ad-
nic omezenému ve v¥t¥ 2.11. Jak ale vidíme, pro na²i testovací mnoºinu B se nám to nepoda°ilo,
protoºe z v¥ty 2.17 m·ºeme uvaºovat A pouze takové, ºe |A| ≈ 2k, tudíº nám chybí je²t¥ loga-
ritmická závislost. Jak si v²ak m·ºeme v²imnout z d·kazu v¥ty 2.11, tu získáme, pokud v²echny
hrany budou délky tém¥° jedna, respektive

(
1− 1

2k

)
. To by v²ak nepro²lo p°i konstrukci d·kazu

následující v¥ty 2.19. Museli bychom tedy uvaºovat bu¤ jinou mnoºinu, nebo zvolit zcela jiný
princip d·kazu.

My se v²ak zabývejme pouze tímto konkrétním B.Disperzi pak m·ºeme zespod omezit pomocí
R(l, d) pro jisté l, které budeme chtít mít co nejv¥t²í. O spojení R a N pojednává následující
v¥ta, která je velmi zásadní pro dal²í pokra£ování.

V¥ta 2.19. Nech´ k, d ∈ N jsou taková, ºe k ≥ 2 a 2k−2 ≤ d. Pak platí

R
(
2k−2, d

)
≤ N

(
2−k, d

)
. (2.15)

D·kaz. Chceme zespod odhadnout N(2−k, d) neboli minimální po£et bod· takových, ºe disperze
této mnoºiny bude men²í neº 2−k. Poloºme tedy N := N(2−k, d) a vezm¥me libovolnou mnoºinu
N bod· {x1, . . . , xN} ⊂ [0, 1]d.

Vyuºijme nyní mnoºinu kvádr· B z de�nice 2.16. Z v¥ty 2.17 v²ak víme, ºe pro libovolné
Bj,A ∈ B, respektive pro kaºdé j ∈ {1, . . . , d} a libovolné A ⊂ {1, . . . , d} \ j : |A| < 1

42
k plyne,

ºe |Bj,A| > 2−k. Vezmeme-li pak |A| = 1
42

k − 1, dostáváme, ºe téº existuje u ∈ N̂ takové,
ºe xu ∈ Bj,A.

Pouºijeme-li následn¥ zaokrouhlovací funkci

∀t ∈ [0, 1] : ϕ(t) =

{
0, pokud t < 2

2k
,

1, pokud t ≥ 2
2k
,

tak ov²em dostáváme, ºe pro kaºdé j ∈ {1, . . . , d} a A ⊂ {1, . . . , d} \ j : |A| = 2k−2 − 1 platí,
ºe existuje u ∈ N takové, ºe ϕ(xu)j = 0 a ϕ(xu)

∣∣
A
= 1 (funkci ϕ aplikovanou na vektor de�nujeme

po sloºkách). Tím jsme v²ak dokázali, ºe {ϕ(x1), . . . , ϕ(xN )} spl¬uje (2k−2, d)-restriction set
a tudíº R

(
2k−2, d

)
≤ N, z £ehoº vyplývá samotné tvrzení.
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Nyní bychom cht¥li získat n¥jaké odhady práv¥ na R(l, d), abychom pak pomocí nich mohli
odhadnout minimální disperzi. K tomu nám poslouºí následující dv¥ v¥ty. Je²t¥ p°edtím si v²ak
uve¤me odhady na kombina£ní £íslo, které budeme v následujících d·kazech pot°ebovat.

Tvrzení 2.20. Nech´ k, n ∈ N taková, ºe k ≤ n. Pak(
n

k

)k

≤
(
n

k

)
≤
(
ne

k

)k

. (2.16)

D·kaz. 1. Nejprve dokáºeme odhad zespod. Pro k = 1 je to triviální nerovnost(
n

1

)1

= n ≤ n =

(
n

1

)
.

Poté pro k > 1 a pro kaºdé m ∈ N takové, ºe 0 < m < k ≤ n platí, ºe

k ≤ n ⇐⇒ m

n
≤ m

k
⇐⇒ 1− m

k
≤ 1− m

n
⇐⇒ k −m

k
≤ n−m

n
⇐⇒ n

k
≤ n−m

k −m
.

Odtud pak dostáváme samotné tvrzení(
n

k

)k

=
n

k
· · · · · n

k
≤ n

k
· n− 1

k − 1
· · · · · n− k + 2

2
· n− k + 1

1
=

(
n

k

)
.

2. Nyní prove¤me odhad shora. Kombina£ní £íslo m·ºeme p°epsat do tvaru(
n

k

)
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
· n

k

nk
=
(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)nk

k!
.

Jelikoº kaºdá závorka je ost°e men²í neº jedna, m·ºeme psát(
n

k

)
<

nk

k!
. (2.17)

Pokud v²ak vezmeme Taylor·v rozvoj funkce ex =
∞∑

m=0

xm

m! , tak pro libovolné x > 0 bude

kaºdý £len sumy men²í neº sou£et sumy celé neboli

xm

m!
< ex ∀x > 0 a m ∈ N.

Jestliºe v²ak zvolíme x := k a m := k, pak dostáváme

kk

k!
< ek ⇐⇒ 1 <

k!ek

kk
. (2.18)

Pokud tedy odhad (2.17) je²t¥ zhor²íme pomocí (2.18), dostáváme samotné tvrzení(
n

k

)
<

nk

k!
· k!e

k

kk
=

(
ne

k

)k

.
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V¥ta 2.21. Nech´ l, d ∈ N jsou takové, ºe 1 ≤ l ≤ d, d ≥ 2 a C1 ∈ R+ je jistá konstanta. Pak

R(l, d) ≤ C1l
2 ln d.

D·kaz. Vztah dokáºeme pomocí známé pravd¥podobnostní metody. Cht¥li bychom najít odhad
pro N takové, ºe {x1, . . . , xN} je (l, d)-restriction set. Kdyº pak n¥jaké takové N nalezneme,
in�mum p°es v²echna taková N0, ºe {x1, . . . , xN0} je (l, d)-restriction set, bude muset být na-
nejvý² stejn¥ velké jako námi nalezené N a tím bude odhad shora hotov. Volme j ∈ {1, . . . , d}
libovolné a A ⊂ {1, . . . , d} \ j : |A| = l− 1. �ekneme, ºe x ∈ {0, 1}d spl¬uje (j, A), jestliºe xj = 0

a x
∣∣
A
= 1. Nech´ x ∈ {0, 1}d je náhodn¥ zvolené £íslo, kde pro v²echna i ∈ d̂ platí: P (xi = 1) = p

a P (xi = 0) = 1 − p pro p ∈ (0, 1). Dále pak budeme postupovat stejn¥ jako v d·kazu v¥ty
2.6 � pokud bude pravd¥podobnost, ºe pro libovolné j a A existuje bod x ∈ {x1, . . . , xN},
který (j, A) splní, nenulová, pak bude existence celé mnoºiny potvrzena. Postupujme op¥t p°es
pravd¥podobnost komplementárního jevu (1.2).

Jestliºe zvolíme libovolné (j, A), tak pravd¥podobnost, ºe náhodné x spl¬uje (j, A), je rovna

P (x spl¬uje (j, A)) = pl−1(1− p)

neboli z (1.2):
P (x nespl¬uje (j, A)) = 1− pl−1(1− p).

Kdyº pak uváºíme mnoºinu {x1, . . . , xN} náhodn¥ a nezávisle sestrojenou, pak m·ºeme psát

P (∀u ∈ N̂ : xu nespl¬uje (j, A)) =
(
1− pl−1(1− p)

)N
.

Snadno m·ºeme zjistit, ºe #{A : |A| = l− 1} =
(

d
l−1

)
a k ní m·ºeme sestrojit d− (l− 1) r·zných

j. Pokud následn¥ vyuºijeme vztah(
d

l − 1

)
· (d− l + 1) =

d!

(l − 1)!(d− l)!
· l
l
=

(
d

l

)
· l,

m·ºeme vyjád°it

P (∃(j, A) : ∀u ∈ N̂ : xu nespl¬uje (j, A)) = P
( ⋃

(j,A)

(
∀u ∈ N̂ : xu nespl¬uje (j, A)

))
≤

≤
∑
(j,A)

(
1− pl−1(1− p)

)N
=

(
d

l

)
· l
(
1− pl−1(1− p)

)N
.

Vyuºijeme známou nerovnost 1+ x ≤ ex pro v²echna x ∈ R a zárove¬ odhad (2.16) a dostáváme

P (∃(j, A) : ∀u ∈ N̂ : xu nespl¬uje (j, A)) ≤
(de

l

)l
· l · e−Npl−1(1−p).

Tuto pravd¥podobnost chceme mít co nejmen²í, proto nalezneme minimum pro výraz napravo
podle p, získanou hodnotu p = l−1

l dosadíme do výrazu a získáváme(de
l

)l
· l · e−N

(
1− 1

l

)l−1
1
l ≤

(de
l

)l
· l · e−Npl−1(1−p) ∀p ∈ (0, 1).

Upravujme je²t¥ exponent. Víme, ºe pro libovolné l ∈ N platí(
1− 1

l

)l

<
1

e
<

(
1− 1

l

)l−1

, (2.19)
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z £ehoº ov²em vyplývá

−N
(
1− 1

l

)l−1 1

l
< − N

e · l
.

Nakonec tedy dostáváme

P (∃(j, A) : ∀u ∈ N̂ : xu nespl¬uje (j, A)) ≤
(de

l

)l
· l · e−

N
e·l .

Poloºíme-li pak (de
l

)l
· l · e−

N
e·l < 1,

bude z toho plynout
0 < P (∀(j, A) : ∃u ∈ N̂ : xu spl¬uje (j, A)),

coº chceme dokázat. To platí práv¥ tehdy, kdyº

el
(
l ln
(ed

l

)
+ ln l

)
< N.

Odhad m·ºeme brát je²t¥ hrub²í, kdyº vezmeme N taková, ºe

el2
(
ln d− ln

( l
e

))
+ el ln l < el2

(
ln d+

ln l

l

)
≤ el2

(
ln d+

1

e

)
= l2 ln d

(
e+

1

ln d

) d≥2
<

d≥2
< (2 + e)l2 ln d ≤ N

neboli existuje taková konstanta C1 = 2 + e, ºe pro

C1l
2 ln d ≤ N

je existence (l, d)-restriction setu jiº jistá. Jak ale vidíme, jednak jsme ud¥lali mnoho hrubých
odhad·, a také p°es pravd¥podobnostní postup si m·ºeme být �pouze� jisti, ºe taková mnoºina
{x1, . . . , xN} existuje. Av²ak existovat m·ºe i pro men²í N neboli pro in�mum p°es v²echna N
taková, ºe {x1, . . . , xN} bude (l, d)-restriction set, musí platit

R(l, d) ≤ C1l
2 ln d.

P°i bádání o vylep²ení odhadu jsme za pomoci pana profesora Vojt¥cha Rödla a jeho dok-
toranda Marcela Tadeu Sales do²li ke stejnému výsledku, av²ak jinou cestou. Proto si ukaºme
i tuto alternativu.

Alternativní d·kaz. Ukazuje se, ºe nejlep²í vektory tvo°ící (l, d)-restriciton set jsou takové, ve kte-
rých je p°ibliºn¥ d

l nul (p°edpokládejme, ºe d
l ∈ N) a zbytek jedni£ek. M¥jme tedy permutaci

σ : {1, . . . , d} → {1, . . . , d} a uvaºme mnoºinu vektor· {x1σ, . . . , xlσ} takovou, ºe pro kaºdé i ∈ l̂
a m ∈ d̂ platí: (

xiσ
)
σ(m)

=

0, pokud (i− 1)dl + 1 ≤ m ≤ idl ,

1, pokud m /∈ {(i− 1)dl + 1, . . . , idl }.
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Pro ilustraci pojmu si uve¤me p°íklad, jak bude vypadat mnoºina vektor· sestrojená v rámci
konkrétní identické permutace σ = Id:

x1Id = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d
l
−krát

, 1, ........................, 1),

x2Id = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d
l
−krát

, 1, ............1),

...

xlId = (1, ........................, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d
l
−krát

).

Permutace nám pouze pozm¥ní umíst¥ní nul a jedni£ek, av²ak jejich po£et bude stále stejný.
M¥jme tedy op¥t A ⊂ {1, . . . , d} o velikosti |A| = l−1 a j ∈ {1, . . . , d}\A. �ekneme, ºe (j, A) je
pokryto permutací σ, pokud existuje u ∈ l̂ takové, ºe

(
xuσ
)∣∣

A
= 1 a

(
xuσ
)
j
= 0. Celkem pak máme(

d
l−1

)
mnoºin A a ke kaºdé z nich d− l+1 index· j, proto existuje celkem

(
d

l−1

)
(d− l+1) moºných

dvojic (j, A). Naproti tomu pomocí jedné permutace pokryjeme analogicky pouze
(d− d

l
l−1

)
· dl · l

dvojic (j, A), kde násobíme l kv·li celkov¥ l vektor· sestrojených v rámci jedné permutace. Pokud
následn¥ generujeme náhodné σ1, . . . , σM , pak m·ºeme psát, ºe

p := P ((j, A) je pokryto p°i σ) =
d
(d− d

l
l−1

)
(d− l + 1)

(
d

l−1

) .
Upravujme v²ak dále

p =
(d− l)!(d− d

l )!

(d− 1)!(d− d
l − l + 1)!

=
(d− d

l )(d−
d
l − 1) . . . (d− d

l − l + 3)(d− d
l − l + 2)

(d− 1)(d− 2) . . . (d− l + 2)(d− l + 1)
.

Jelikoº je v²ak funkce

f(x) =
d− d

l − x

d− 1− x

klesající pro v²echna x ∈ [0, d− 1), tak platí i vztah

d− d
l − j

d− 1− j
≥

d− d
l − l + 2

d− l + 1
0 ≤ j ≤ l − 2.

Proto m·ºeme psát

p ≥
(
d− d

l − l + 2

d− l + 1

)l−1

.

Snadno pak ov¥°íme, ºe platí i
d− d

l − l + 2

d− l + 1
≥ l − 1

l
,

coº nám spole£n¥ s (2.19) dává odhad

p ≥ 1

e
.
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Tudíº p°i náhodných M permutací m·ºeme psát, ºe

P (∃(j, A) : (j, A) není pokryté σ1, . . . , σM ) ≤
∑
(j,A)

P ((j, A) není pokryté σ1, . . . , σM ) =

=
∑
(j,A)

(
1− P ((j, A) je pokryté σ)

)M
=

(
d

l

)
l · (1− p)M ≤

(
d

l

)
l ·
(
1− 1

e

)M

.

Jestliºe výraz napravo bude ost°e men²í neº jedna, bude to implikovat

0 < P (∀(j, A) : (j, A) je pokryté σ1, . . . , σM ),

£ímº bude d·kaz hotov. Ov²em z této podmínky plyne, ºe M musí být takové, aby

ln

((
d

l

)
l

)
+M ln

(
1− 1

e

)
< 0.

Pokud v²ak pouºijeme odhady (2.9) a (2.17), m·ºeme upravovat dále, odhad je²t¥ zhor²it a vzít
M taková, ºe

ln
((

d
l

)
l
)

− ln
(
1− 1

e

) (2.9),(2.17)

≤ e ln

(
(ed)l

ll−1

)
≤ el ln d+ el < M.

Z toho plyne, ºe existuje konstanta C > 0 taková, ºe pro kaºdé 1 ≤ l ≤ d a d ≥ 2 musí být M
alespo¬

Cl ln d < M.

Ov²em v kaºdé permutaci máme l vektor·, z £ehoº vyplývá, ºe p°i sestrojení Cl2 ln d vektor· je
existence (l, d)-restriction setu jistá. Proto minimální velikost (l, d)-restriction setu je nanejvý²
stejn¥ veliká. Tedy platí, ºe existuje C > 0 taková, ºe pro kaºdé d a l p°irozená, která spl¬ují
1 ≤ l ≤ d a d ≥ 2, platí:

R(l, d) ≤ Cl2 ln d.

V¥ta 2.22. Existuje taková konstanta C2 ∈ R+, ºe pro libovolné l, d ∈ N, které spl¬ují 1 ≤ l ≤ d
a d ≥ 2, platí:

C2l ln d ≤ R(l, d).

D·kaz. Hlavní my²lenka d·kazu je p°evzata z [23]. M¥jme mnoºinu bod· {x1, . . . , xN} ⊂ {0, 1}d
a p°edpokládejme, ºe je (l, d)-restriction set. Chceme zkoumat, jaké nejmen²í m·ºe N být. Vez-
m¥me tedy jedlotlivé body x1, . . . , xN a ud¥lejme z nich °ádky matice X, která je N × n neboli

∀i ∈ N̂ ,∀j ∈ d̂ : Xij = 1 ⇐⇒ (xi)j = 1.

Kdyº pak vezmeme sloupce matice X a ozna£íme je jako vektory y1, . . . , yd ∈ {0, 1}N , tak je
z°ejmé, ºe

∀i ∈ N̂ ,∀j ∈ d̂ : (yj)i = 1 ⇐⇒ (xi)j = 1.

Nakonec je²t¥ de�nujme pro libovolné A ⊂ {1, . . . , d} taková, ºe |A| = l − 1 vektor yA =
∏
i∈A

yi,

kde násobením vektor· rozumíme po sloºkách, to znamená

∀j ∈ N̂ : (yA)j =
∏
i∈A

(yi)j =
∏
i∈A

(xj)i. (2.20)
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Jestliºe byl ale {x1, . . . , xN} (l, d)-restriction set, tak z de�nice víme, ºe pro kaºdé k ∈ {1, . . . , d}
a A ⊂ {1, . . . , d} \ k : |A| = l − 1 existuje u ∈ N̂ : (xu)j = 0 a (xu)

∣∣
A
= 1. Pokud tedy vezmeme

libovolné A a B takové, ºe A ⊂ {1, . . . , d}, B ⊂ {1, . . . , d}, |A| = |B| = l − 1 a A ̸= B, tak yA

a yB musí být r·zné. To plyne z pozorování, ºe pro libovolné k ∈ {1, . . . , d} \ A, a tedy i kaºdé
k ∈ B\A, existuje index j ∈ N̂ takový, ºe (xj)

∣∣
A
= 1 a (xj)k = 0. Tudíº z (2.20) máme (yA)j = 1.

Jestliºe ale pro n¥jaké k ∈ B je (xj)k = 0, pak musí i (yB)j = 0.
Z toho vyplývá, ºe pro r·zné volby A dostáváme r·zné vektory yA, z £ehoº plyne fakt, ºe

zobrazení A→ yA je prosté. To ov²em implikuje skute£nost, ºe

#{A ⊂ {1, . . . , d} : |A| = l − 1} < #{yA : yA ∈ {0, 1}N}.

Vektor· yA m·ºe být celkem 2N , mnoºin A o velikosti l − 1 m·ºeme z d prvk· nakombinovat
celkem

(
d

l−1

)
. Po dosazení m·ºeme upravit za pouºití (2.16) na( d

l − 1

)l−1
≤
(

d

l − 1

)
≤ 2N ,

coº je ekvivalentní zápisu
1

ln 2
(l − 1) ln

( d

l − 1

)
≤ N.

Odtud pak m·ºeme pro velká l a d psát, ºe existuje C2 > 0 taková, ºe platí

C2l ln d ≤ R(l, d)

pro kaºdé p°irozené l a d spl¬ující l ≤ d.

Stejn¥ jako u p°ede²lé v¥ty, i zde jsme do²li k alternativnímu d·kazu, na který p°i²el práv¥
Marcelo Tadeu Sales, jemuº tímto pat°í velké díky. Pro ilustraci jiného p°ístupu jej zde taktéº
uvedeme.

Alternativní d·kaz. M¥jme mnoºinu x1, . . . , xN ∈ {0, 1}d, která je (l, d)-restriction set. Ke kaº-
dému vektoru xi, i ∈ d̂ pak uvaºme mnoºinu U i = {j ∈ {1, . . . , d} : (xi)j = 0}, která udává, na
kterých sloºkách je vektor xi nulový. Sestrojili jsme tedy mnoºiny U1, . . . , UN . Kdyº pak zvolíme
libovolnou A ⊂ {1, . . . , d}, která je velikosti |A| = k − 1, tak m·ºeme je²t¥ zade�novat mnoºinu
index·

IA = {i ∈ {1, . . . , N} : U i ∩A = ∅} ⊂ {1, . . . , N},

která udává indexy vektor·, které mají na jiných sloºkách, neº udává A, nuly. Pokud se v²ak
podíváme na sjednocení ⋃

i∈IA

U i = AC , (2.21)

tak nutn¥ musí dávat komplement mnoºiny A, jelikoº p°eci pro libovolné A musí pro v²echna
ostatní j mimo A existovat vektor s nulou na j-té pozici. Z toho v²ak plyne, ºe pro dané A
dostaneme jedine£nou mnoºinu IA, nebo´ z rovnice (2.21) jsme sestrojili dopln¥k mnoºiny A,
který je pro r·zná A jiný. Tudíº zobrazení

f : A→ IA

je prosté. Mnoºin A je celkem
(

d
l−1

)
a mnoºin IA op¥t 2N , nebo´ u kaºdého indexu máme dv¥

moºnosti: bu¤ v mnoºin¥ IA bude, £i nebude. Následná argumentace s odvozením je v²ak stejná
jako v p·vodním d·kazu.
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Pokud tedy zkombinujeme v¥tu 2.19 a 2.21, získáme tím d·sledek, jenº je nejd·leºit¥j²ím
poznatkem kapitoly 2.

D·sledek 2.23. Existuje taková konstanta C > 0, ºe pro libovolné ε ∈
(
0, 12
)
a d ∈ N, d ≥ 2

platí

C
ln d

ε
≤ N(ε, d).

D·kaz. Vezm¥me takové k ∈ N, ºe nabývá vztah (2.6) a zárove¬ jsou spln¥ny p°edpoklady v¥t
2.19 a p°ede²lé 2.21. Víme, ºe pak existuje konstanta C2 > 0, pro kterou m·ºeme psát

C22
k−2 ln d ≤ R

(
2k−2, d

)
≤ N

(
2−k, d

)
.

Jestliºe pak ozna£íme konstantu C̃ = C2
4 , platí

C̃
ln d

ε
≤ C̃2k ln d ≤ N

(
2−k, d

)
.

Nakonec musíme rozmyslet, ºe funkce N(ε, d) je pro ε ∈ (0, 12) klesající funkce, tudíº

N(2−k+1, d) ≤ N(ε, d) ≤ N(2−k, d)

(pro ε ∈ [12 , 1] je N(ε, d) = 1, nebo´ sta£í brát bod x = (12 , . . . ,
1
2)). Ov²em pro N(2−k+1, d) bude

op¥t existovat n¥jaká konstanta C > 0, která bude pouhým násobkem konstanty C̃, ºe bude
platit

C
ln d

ε
≤ N(2−k+1, d) ≤ N(ε, d).

2.3 Srovnání se známými odhady

Pokusme se tedy zmín¥né odhady disperze z v¥ty 2.6, respektive d·sledku 2.12 a 2.23 po-
rovnat s jinými odhady a zjistit, jestli jsou p°elomové nebo uº byly p°ekonány. Jak jiº bylo
zmín¥no, v £lánku [22] dokázal Christoph Aistleitner, Aicke Hinrichs a Daniel Rudolf spodní
odhad v rovnici (2.2). Z n¥ho pak za vyuºití (2.1) vyplývá, ºe pro ε ∈ (0, 14) a d ≥ 2, d ∈ N platí

1− 4ε

4ε
log2 d ≤ N(ε, d),

coº je i samotným obsahem [22, Corollary 1]. Jelikoº v²ak zárove¬ pro v²echna ε ∈ (0, 14) platí

1

8ε
<

1− 4ε

4ε
,

vyplývá z toho odhad
log2 d

8ε
≤ N(ε, d) ∀ε ∈

(
0,

1

4

)
.

Ten je v porovnání s d·sledkem 2.23 aº na neznámou konstantu zam¥nitelný, ov²em my jsme
tento odhad roz²í°ili pro libovolné ε ∈ (0, 12), tedy i v¥t²í neº 1

4 .
Av²ak odhad shora p°itahuje daleko v¥t²í zájem matematik·, proto omezení 2.13 dokázané

Mariem Ullrichem a Janem Vybíralem v [21] jiº bylo vylep²eno. Nejprve Alexander E. Litvak



KAPITOLA 2. DISPERZE 41

v [24] p°i²el s vylep²ením, kdy existuje konstanta C > 0 taková, ºe pro libovolné ε ∈ (0, 12)
a d ≥ 2, d ∈ N platí

N(ε, d) ≤ C log2(d)

(
1 + log2(

1
ε )
)

ε2
. (2.22)

Následn¥ stejný autor ve spolupráci s Galynou V. Livshytsovou v [25] p°i²li je²t¥ s dal²ím odha-
dem, p°i£emº dokázali pro libovolné d ∈ N, d ≥ 2 a ε ∈ (0, 12 ] odhad

N(ε, d) ≤ 12e
4d ln ln

(
8
ε

)
+ ln

(
1
ε

)
ε

. (2.23)

Pokud pak zkombinujeme (2.22) a (2.23), ve stejném £lánku [25] auto°i sestrojili tabulku, která
udává zjednodu²ené výsledky odhad· N(ε, d) shora v závislosti na r·zném ε. Zjednodu²ený zápis
pak vypadá následovn¥:

N(ε, d) ≤



C1 ln d
ln( 1

ε
)

ε2
pro ε ≥ ln2 d

d ln ln(2d) ,

C2d
ln ln( 1

ε
)

ε pro ln2 d
d ln ln(2d) ≥ ε ≥ d−d,

C3
ln( 1

ε
)

ε pro d−d ≥ ε ≥ d−d2 ,

C4
d2 ln d

ε pro d−d2 ≥ ε,

(2.24)

kde Ci pro i ∈ 4̂ je vºdy jistá kladná konstanta. Posledn¥ zmín¥ný odhad dokázali Boris Bukh
a Ting-Wei Chao v [26].
Poznámka 2.24. V d·sledku 2.23 jsme dokázali z v¥ty 2.19 vyvodit a zlep²it spodní odhad
N(ε, d). Zkusme se tedy je²t¥ na problém podívat z druhé strany a pomocí stejné v¥ty a vztah·
(2.24) vyvodit naopak odhady na R(l, d). Pokud tedy máme (2.6), respektive ε ≈ 2−k pro jisté
k ∈ N, pak víme z v¥ty 2.19, ºe existuje konstanta c > 0 taková, ºe

R(c2k, d) ≤ N(2−k, d).

To má ov²em z de�nice 2.14 smysl pouze tehdy, kdyº c2k < d. Stejný vztah tedy m·ºeme vyjád°it
pomocí ε jako

R
(c
ε
, d
)
≤ N(ε, d) pro

c

ε
≤ d. (2.25)

Pro ε ≥ ln2 d
d ln ln(2d) tedy z (2.24) dostáváme

R
(c
ε
, d
)
≤ C

ln d

ε2
ln
(1
ε

)
.

Ov²em z v¥ty 2.21 víme, ºe

R
(c
ε
, d
)
≤ C

ln d

ε2
,

tudíº pro takto velká ε jsme odhad na R
(
c
ε , d
)
nevylep²ili.

Zkusme tedy je²t¥ z (2.24) a (2.25) p°ípad, kdy ln2 d
d ln ln(2d) ≥ ε ≥ c

d . Z toho dostáváme odhad

R
(c
ε
, d
)
≤ Cd

ln ln
(
1
ε

)
ε

,

z £ehoº ov²em ihned plyne, ºe tento odhad je op¥t p°íli² ²patný, jelikoº

1 <
ln ln

(
1
ε

)
ε

a pro c
ε ≤ d platí elementární odhad R

(
c
ε , d
)
≤ d (viz poznámka 2.15).
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