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Uvod

Tato prace je vénovana modelovani proudéni, spalovani a transportu kapalné
faze v chemickém raketovém motoru. Chemicky raketovy motor je na prvni pohled
jednoduché zarizeni, které preménuje vnitini energii spalin na kinetickou energii.
Spaliny se v raketovém motoru produkuji chemickou reakei paliva a okyslicovadla,
ktera také uvolni velké mnozstvi energie. Konstrukce raketovych motorii jsou rizné,
ale zakladni princip je u vsSech stejny, smiseni paliva a okyslicovadla v komote
raketového motoru, jejich reakce a poté preména vnitini na kinetickou energii pomoci

konvergentné divergentni geometrie kterou nazyvame tryska.

\/__
T

XY

Obr. 1: Schématické znazornéni komory a trysky raketového motoru

Proudéni v raketovém motoru je velice komplikované, trojrozmérné turbulentni
proudéni s velkymi gradienty tlaku i teploty. Palivo a okyslicovadlo mohou byt
do spalovaci komory privedeny v plynné nebo kapalné fazi, takze reseny problém
zahrnuje popis vicefazového proudéni. Kapicky paliva i okyslicovadla spolu navzajem
mohou interagovat, dochazi k jejich kontaktu, spojeni nebo rozpadu. Problém obsahuje
i feSeni chemickych reakci, které predstavuji velké mnozstvi dodatecénych diferencialnich
rovnic. Ty casto ztézuji numerické feseni. Celd problematika je velice komplikované

a jeji plné feseni by vyzadovalo velké vypocetni naroky.

P1i prvotnim vyvoji je nutné navrh analyzovat a upravovat. To je mozné provést
za pouziti analytickych vztaht, ale ty mohou byt nedostatecné. Cilem je vytvorit
vypocetni nastroj, ktery umoznuje popsat dilezité jevy, analyzovat prvotni navrhy

a nevyzaduje velké vypocetni naroky. Z tohoto divodu byl sestaven zjednoduseny



matematicky model popisujici plynnou a rozptylenou kapalnou fazi. Komplikované

chemické reakce byly nahrazeny zjednodusenym modelem.

Po vytvoreni tohoto modelu bude vypocetni kod aplikovan na priklad odparovani
kapicek vody a na spalovani v raketovém motoru. Budou analyzovany vlivy velikosti
kapicek a jejich vstupni rychlosti na tah motoru. Dale bude analyzovana potiebné
délka na uplné odpareni a spaleni paliva pro rtizné velikosti kapicek a rtuzné tlaky v

komore.



Model plynné a rozptylené faze

Aby bylo mozné problémy proudéni resit, je tfeba je matematicky popsat. Popis
by se mél odvijet od pozadavki, které na model klademe, at uz se jedna o dimenzi
problému nebo ruzné fyzikalni jevy, které se snazime zachytit. Pro zde feseny problém
byl zvolen model nevazkého proudéni stlacitelné tekutiny. Model byl dale zjednodusen
v dimenzi a je feSen pouze jako kvazi-2D. Toto zjednoduseni bylo zvoleno z divodu

symetrie a charakteru fesenych problémii.

1.1 Rovnice popisujici proudéni plynné faze

Resené rovnice vychéazeji ze zakladnich fyzikalnich principt, zéakonti zachovani.
Ty Ize formulovat pro materialovy objem. Tato formulace ale neni vhodné pro reseni
metodou konec¢nych objemt, proto se bude tato prace zabyvat Eulerovskym popisem
plynné faze.

Pouzité rovnice lze odvodit za pomoci bilance tokti a zdroji. V tomto postupu
je vymezen kontrolni objem jako omezena oblast [obr. 1.1]

YA
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Obr. 1.1: Kontrolni oblast



Necht ¢ je hustota néjaké zkoumané veliciny. Celkové mnozstvi je oznaceno jako

@:// Y (L.1)
Q

Casova zména celkového mnozstvi v kontrolnim objemu je zptisobena zdroji v

® a je definovano nasledovné.

kontrolnim objemu a tokem pres hranici.

C‘;/g/ gf)dQ:—?fgbﬁﬂdSJr/ﬂ/ Qdo) (1.2)

Za predpokladu nezavislosti €2 na case je mozné zameénit derivaci a integral na
levé strané rovnice. V opacném piipadé by pribyl ¢len reprezentujici pohyb hranice.

Poté je aplikovana Gaussova véta.

//lgf+v(¢ﬁ)—cg dQ =0 (1.3)
Q

Aby integral v rov. ([1.3)) existoval, musi byt argumentem funkce spojita skoro
vsude na omezené oblasti €2. Aby bylo mozné prejit k diferencialni formé tj. aby
integrand byl samotny roven nule, pozadujeme aby rov. (1.3) byla splnéna na

libovolné oblasti €. Poté 1ze diferencialni tvar vyjadrit nasledovné.

¢ L

Na rov. jsou kladeny striktnéjsi pozadavky nez na rov. (L.3), funkce ¢
musi byt spojitd v kazdém bodé. Diky témto prisnéjsim pozadavkim je pro metodu
kone¢nych objemi pouzivana integralni forma zakonii zachovani, které dovoluji i
feseni s nepojitostmi. Zde uvedeny postup bude pouzit k odvozeni matematické

formulace zdkonu zachovani.

1.1.1 Zakon zachovani hmoty

Rovnice kontinuity vyjadiuje fyzikdlni princip zachovani hmoty (pokud pomineme
jaderné reakce a podobné jevy). V Lagrangeové popisu lze rovnici kontinuity zapsat

nasledovneé.



G | oandi=o (L5)

Zde Q*(t) C R™ znadi ¢asové proménné materialové téleso obsahujici stéle stejné
materidlové body. Rovnice kontinuity v této formeé rika, ze hmota obsazena v materialovém
télese je konstantni v ¢ase. Jak uz bylo zminéno, vzhledem k pouziti metody konecnych
objemil je vhodnéjsi Eulerova formulace v kontrolnim objemu 2 C R". K jeji
matematické formulaci se 1ze dostat mnoha zptsoby, naptiklad pouzitim zminéné

bilance na kontrolnim objemu.

dp o
§+V~ (pu) =0 (1.6)

Zde rov. (1.6 je s nulovym zdrojovym ¢lenem. Pro popis fesenych problémi v
vyjadrovat zachovani hmoty jako celku, ale napriklad zachovani chemické slozky

nebo frakce rozptylené faze.

dp

5 TV (o) = [(@,0,1) (1.7)

1.1.2 Zakon zachovani hybnosti

Matematickou formulaci zakona zachovani hybnosti lze ziskat obdobnym pristupem
jako u zédkona zachovani hmoty. Pti bilanci hybnostnich toki v koneé¢ném objemu je
také nutné aplikovat tlakové a objemové sily na element. Vysledkem je rov. ((1.8)).
Pti odvozeni byly vypustény vazké ¢leny. Pti jejich uvazovani bychom ziskali Navier-

Stokesovy rovnice.

dpu;
ot

+ V- (pwid) +

op .
=of: 1.2 1.
oz, pfi 1€ { , ,3} (1.8)

V' rov. fi znadi i-tou slozku vektoru zrychleni. Tento zdrojovy ¢len muze
popisovat vnéjsi gravitacni pole nebo také nesetrvacné ucinky jako odstiedivou silu.
Pokud rov. (|1.8)) rozepiseme do slozek, ziskdme soustavu parcidlnich diferencialnich
rovnic rov. ([1.9).

dpu  Opu*+p Opuv  dpuw
o T or oy Tos

= pfa



dpv  Opvu  Opv* +p  Opvw
ot T or T ey Tar TP

Opw  Opwu  Opwv n opw+p
ot ox oy 0z B

Pt (1.9)

1.1.3 Zakon zachovani energie

Pro ziskani formulace zdkona zachovani energie 1ze postupovat obdobné jako u
predchozich formulaci, je ovSem potieba nejprve energii zadefinovat. Celkova energie
tekutiny se skladd z vnitini, kinetické a potencidlni energie (vzhledem k nizké hustoté

plynt je potencidlni energie zanedbavéana).

1
e:u+§ﬁ-ﬁT (1.10)

V rov. (1.10)) je celkova energie vztazena na jednotku hmotnosti. Vnitini energie
je oznacena u. Jeji definice zalezi na zvoleném modelu chovani plynu. Nejjednodussi

variantou je model idealniho plynu, vnitini energie je potom pouze funkci teploty.

Po definici celkové energie v kontrolnim objemu lze postupovat bilanci energetickych
tokli pres hranici objemu. Pro pripad celkové energie je tfeba zohlednit tok energie
spojeny s tokem hmoty pfes hranici, vykon povrchovych sil na hranici kontrolniho
objemu, vykon vnitfnich sil v kontrolnim objemu, difuzni tok energie a zdroje v

kontrolnim objemu. Vysledkem této bilance je nasledujici rovnice.

aap:—i—v-((pe—i-p)ﬁ):pf-ﬁ+v-(kVT)+pQ (1.11)

Pti odvozeni rov. (1.11)) byl vypustén ¢len vykonu vazkych ¢lend. Pti findlni
formulaci budou dale zanedbany cCleny spojené s vykonem objemovych sil a difuznim

tokem energie.

Za ucelem jednodussiho zapisu lze zavést celkovou energii tekutiny vztazenou

na jednotku objemu. Tato veli¢ina se totiz uz v rov. (1.11) vyskytuje.

E = pe (1.12)

Energeticka rovnice aplikaci rov. (1.12) a zanedbanim vykonu objemovych sil a

difuzniho toku energie prejde na finalni formulaci, kterd bude nadéle pouzivana.



V(B ) = p0 (1.13)

1.1.4 Model kvazi-2D proudéni

Tato prace se zabyva modelovanim proudéni v raketovém motoru. Jiz zminéné
rovnice jsou k popisu proudéni naprosto dostatecné, ovsem vzhledem ke geometrii
a cili této prace Tesit zjednoduseny model jsou moc obecné. Proto jiz uvedené
rovnice budou zjednoduseny a upraveny na model proudéni v trubici nekonstantniho
prutrezu. Zjednoduseny model je odvoze pro jednoslozkovy problém, ten déle bude

rozsiten pro vice slozek.

dp L
dpu; - dp .
5 TV (puiil) + 5o, = 0 (1.15)
OFE ~ .
S YV ((B+p)i) = pQ (1.16)

Dale budou rovnice integrované pres oblast €2 vyznacenou na jobr. 1.2, Oblast je

zvolena tak, aby predstavovala komoly kuzel s podstavou kolmou na osu geometrie.

YA

Obr. 1.2: Geometrie oblasti a kontrolni objem



Zakon zachovani hmoty

Zakon zachovani hmoty je integrovan pres kontrolni oblast, a déle je aplikovana

/// Bf +V- (pﬁ)] dQ =0 (1.17)
Q
///apdﬁ+#pa-ﬁdszo

Gaussova véta.

-
="
Lt
-
~

m, 5 7,
- 1 >
20! i i,

Obr. 1.3: Kontrolni oblast

Hranice oblasti je rozdélena na tii ¢asti 02 = 92 U 0€2, U 0€25. Diky podmince
neprostupnosti stény tj. 023, plati u -7 = 0.

///apd9+//pﬁ-ﬁd5+//pﬁ~ﬁd5+//pﬁ-ﬁdS:O
o 009 003
=0

V redlném proudéni je hustota i rychlost rtizna po prurezu trubice. Zde je
uvazovana stfedni hodnota po prirezu. Diky tomuto predpokladu lze vyraz déle

zjednodusit.

// a0+ (puS(x))2 — (puS(2)), = 0



T2 T2

op dpuS(x) ,

z1 (z 1
S(x)
[(0S(x)p  0puS(x)\ ,
/( T + pe dx =0 (1.18)

1

Pro rov. (1.18) plati stejné predpoklady jako byly uvedeny v dvodni ¢asti pro
rov. (1.3]). Pfevod do diferencialni formulace ptinasi pfisnéjsi pozadavky na hledanou
funkei. Diferencidlni forma je ziskdna na platnosti rov. (1.18) pro libovolnou oblast.

dS(x)p N OpuS(x)

o 5 =0 (1.19)

Zakon zachovani hybnosti

Stejné jako u zakona zachovani hmoty je integrovana hybnostni rovnice v ose x

na kontrolnim objemu €2. Poté je pouzita Gaussova véta.

8,0u o Op B
/// [ puit) + ax] Q=0 (1.20)
dpu Lo
// dQ—l—#puwndS—l—#pnde:O
90

Jako u predchoziho odvozeni se konvektivni ¢len da rozdélit ¢leny po jednotlivych
¢astech hranice oblasti. Diky podmince neprostupnosti hranice vypadne konvektivni
clen pres sténu oblasti.

// apudQ+ (Spu?)z — (Spu? )1+//png;d5—l—//pn$d5—|—//pnzd52 0 (1.21)

o 02 03
zména hybnosti konvektivni tok tok hybnosti tok hybnosti
v objemu hybnosti vlivem tlaku vlivem zmény
geometrie

Ctvrty a paty clen lze zjednodusit predpokladem o rovnomérném rozlozeni tlaku

v prifezu. Posledni Clen je tfeba detailnéji analyzovat. Zacneme nejprve popisem
plochy tvotici hranici oblasti na [obr. 1.2



Plochu popiSeme parametrizaci P: M — R3, M C R? rov. (1.22),

x
P(xz,¢) =1 r(z)cos(¢p) z€<0,l>, ¢€<0,2n) (1.22)
r(z)sin(p)
Pro danou parametrizaci lze najit normalovy vektor dle rov. (|1.23))
d il i .
. & x £ _ ( —7 cos(¢)  sin(9) > (1.23)
15 % G5l \VI+72 V1472 V1442

8P (9P dM

// padS = // P

rv1+r2dM = //prrdM

i

M
Je nutné dodefinovat oblast M. Mnozina M by méla byt zobrazena rov. ([1.22))

na 0. Proto je M =< 1,29 > x < 0,27).

xo 2T
05 (1.24)

//prrdgbdm = —/27rr7"pdm = —/pda:
Ox

1

Kdyz je posledni ¢len rov. ([1.21]) zndm, je mozné pokracovat v odvozeni rovnice
pro hybnost. Déle je uvazovana zavislost hybnosti a tlaku pouze na axialni souradnici.

Dalsim dulezitym predpokladem je v Case neproménnda geometrie. Tento efekt by

mohl byt uvazovan za cenu dalsiho ¢lenu.

J e N S TP ) Y (T

1

/ [8puai(x) N 85(%)?;2 +p) B pagf)] — (1.25)

1

Vyraz musi platit pro libovolny kontrolni objem, proto i integrand musi byt

nulovy.

opuS(x)  0S(z)(pu*+p)  IS(x)
o T or P (1.26)
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Energeticka rovnice

Odvozeni energetické rovnice je stejné jako u zdkona zachovani hmoty. Vysledna

rovnice v integralni formé ma nésledujici tvar.

2

OES(z) 0S(x)(E+p)u
/[ ot + ox d

=0 (1.27)

1

Opét na zakladé nezavislosti volby kontrolniho objemu musi byt integrand roven

nule a ziskame diferencialni tvar energetické rovnice.

OES(z) N IS(x)(E + p)u _
ot Ox

0 (1.28)

Takto stanovené rovnice pro proudéni stlacitelné tekutiny musi byt uzavieny

definici celkové energie tekutiny, ktera spojuje tlak, rychlost a teplotu tekutiny.

1.2 Popis rozptylené faze

V této praci se rozptylenou fazi rozumi kapalnd faze ve formeé kapicek v proudovém
poli. Rozptylend faze je modelovana dvéma zpusoby, jako Eulerovské pole a jako
mnozina Lagrangeovskych bodt. Lagrangeovsky popis lze formulovat dvéma zptisoby.
Pokud sledujeme kazdou ¢éstici, jednéd se o DEM (Discrete Element Method), pokud
jsou sledovany jen skupiny kapicek jednd se o DPM (Discrete Parcel Method).

d . a|®e . ° e O g . ° .0 .
.- Q. o 9 .?;.\. - © 0 .... """""""""" o ©
® @ P ‘@e ° Y [ S ot ‘@e ° Y . ‘@o °
: °. ° . ‘ ../7. . ) o ' ..................... ° .
@ o (e © ® o .0 ° ® o e ®
. . |® * . . e . . e
® ../V ,/. o .. [ ) [ ] ® .. o )
.°..-.. 00..... oo....'
Euler DEM DPM

Obr. 1.4: Pristupy diskretizace rozptylené faze

Vzhledem k velkému mnozstvi kapicek byla zvolena DPM.



1.2.1 Eulertv popis

V ramci popisu vlastnosti rozptylené faze bude modelovana hustota rozptylené
hmoty, hustota poctu c¢astic, hustota hybnosti a hustota energie. Hustotou neni

myslena v pripadé rozptylené faze materialova vlastnost ale koncentrace rozptylené

faze v kontrolnim objemu.

Obr. 1.5: Rozptylena faze

Na obrazku je znazornéno rozlozeni rozptylené faze. Pro popis je zavedena
proménna X popisujici hmotnostni koncentraci v kontrolnim objemu. Vzhledem k
bodovému charakteru rozlozeni hmoty je potfeba pouzit objemové stredovani. Proto
byla v oblasti zvolena kulova kontrolni oblast s polomérem r. Hmotnostni koncentraci
v kontrolni oblasti lze vyjadrit nasledovné.

1 N
Xg=— > my (1.29)

Vi iz
Zde V, je objem kontrolni oblasti, N(r) je pocet ¢astic v kontrolni oblasti a
m; je hmotnost i-té castice. Cilem je volit polomér oblasti takovy, ze dalsi zvétseni
poloméru nema vliv na hmotnostni koncentraci. Na druhou stranu je tfeba zachytit
zmény v proudovém poli, takze velikost kontrolni oblasti musi byt mensi nez jista

charakteristicka velikost proudového pole.
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Popis rozptylené faze pomoci hmotnostni koncentrace neni jedinou moznosti,
dalsi moznost predstavuje objemovy zlomek. Necht rozptylend faze ma celkovy

objem Vj, spojita faze V.. Objemovy zlomek potom lze definovat nasledovneé.

Va Va
= = — 1.30
Va+Ve V (1.30)

(%)

Vztah mezi hmotnostni koncentraci a objemovym zlomkem lze vyjadrit z definice

hmotnostni koncentrace.

mq mgq Vg mgq Vq

X e TG
LI VA VA VA VA Ve

Zde oy znadi objemovy zlomek (v tomto piipadé rozptylené faze) a p; materidlovou

hustotu rozptylené faze.

Zakon zachovani hmoty pro rozptylenou fazi

Pro ziskdni matematického vyjadieni pro zachovani rozptylené faze je pouzita
uz drive zminénd metoda bilance toku na kontrolnim objemu. Zména celkového
mnozstvi rozptylené faze je ovlivnéna pouze tokem pres hranici kontrolni oblasti nebo

objemovym zdrojem napf. odpafovanim nebo kondenzaci. Tuto bilanci vyjadiuje

rov. (|1.31]).
0 I
at///XdQ = —#Xud~nd5+///deQ (1.31)
Q Q

o0

Za predpokladu v ¢ase neménné oblasti €2 1ze zaménit derivaci s integralem, poté

je pouzita Gaussova véta a vyraz je upraven na findlni tvar.

// [(ZJFV-(X@)—FX] dQ =0 (1.32)
Q

Vyraz rov. (1.32)) plati pro libovolnou oblast €2, proto je jeho nulovost splnéna

pouze pro nulovy integrand.

‘Z + V- (Xay) = Ty (1.33)

Clen v rov. 1) popisuje zdroj nebo zanik hmoty rozptylené faze.

Ty = N (1.34)
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Pozdéji bude ukazano, jak je ri formulovan pro rizné modely odparovani.

Pocetni hustota rozptylené faze

Zmalost poctu c¢astic je dulezita z hlediska modelovani zmény velikosti kapicek.
P1i znalosti po¢tu a hmotnosti ¢astic nebo jejich koncentraci a materidlové hustoty

spolu s predpokladem sférickych ¢éastic je mozné uréit jejich polomér.

h 3X
-\ 4Np

Matematickd formulace a jeji odvozeni je analogické hmotnostni koncentraci,

proto bude uveden az findlni tvar.

%y+v.mmw:rN (1.35)

Zdrojovy ¢len v rov. (|1.35)) modeluje vznik nebo ztratu poctu kapicek, dovoluje

také popsat rozpad nebo spojeni ¢astic. V této praci jsou tyto efekty zanedbany

(T = 0).

Zakon zachovani hybnosti pro rozptylenou fazi

Zékon zachovani hybnosti pro rozptylenou fazi je formulovan jako transportni
rovnice pro hybnost. Na rozdil od spojité faze je zde zanedban vliv tlakového gradientu.
Tento predpoklad byl uvazovan na zakladé malé velikosti kapicek. Jsou také zanedbany
dalsi vlivy jako napriklad tiha. U rozptylené faze je zajem popsat jeji brzdéni nebo
urychlovani vlivem aerodynamického odporu. Tento jev je modelovan zdrojovym
¢lenem. Zakon zachovani hybnosti rozptylené faze ve sméru x je vyjadren rov.

(L.36).

(9Xud,;
ot

+ V- (Xugitig) = Ty, (1.36)
Zde, 1y = (ug, v, we)T znali vektor rychlosti rozptylené faze. I'y, popisuje zdroj
hybnosti rozptylené faze.
N
qu :NFDx = gpf(uf—ud)|uf—ud|ACD (137)

V rov. (1.37)) ps je hustota plynné faze, A je prufez ¢astice a Cp je koeficient

aerodynamického odporu.
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Zakon zachovani energie pro rozptylenou fazi

Zékon zachovani energie je pro rozptylenou fazi realizovan jako zachovani vnitini
energie. Vnitini energie rozptylené faze je definovana nasledovné a je funkci pouze

teploty.
T
eq = / Xe(T)dT = eX(T — Tyey) (1.38)

T'ref
Zde ¢(T) a ¢ znaci tepelnou kapacitu rozptylené faze zavislou na teploté a jeji

reprezentativni hodnotu pro urcity interval teplot.
Zakon zachovani energie muze byt poté formulovan jako v predchozim pripadé

ve formé transportni rovnice pro vnitini energii.
oXe
5tV (Xeaiy) =T, (1.39)

Zdrojovy clen vnitini energie reprezentuje prenos tepla do nebo z rozptylené

faze. Timto zpisobem bude modelovana zména teploty kapicek vlivem sdileni tepla

s plynnou fazi a také ztrata energie vlivem odparovani.
Fed = N(Q + mhvap) (140)

1.2.2 Lagrangeuv popis
Pri popisu v Lagrangeové formalismu je kazdé skupiné kapicek pridélena poloha,

rychlost, polomér, teplota a pocet kapicek ve skupiné. Reseni takto formulovaného

problému vede na soustavu obycejnych diferencialnich rovnic.

Poloha
Skupina kapicek je popsana jejich hmotnym stfedem, rychlosti kapicek ve skupiné

jsou uvazovany jako stejné. Pohyb skupiny poté lze popsat jako pohyb hmotného

bodu a pro ¢astici pohybujici se rychlosti @ plati, Ze derivace polohového vektoru se

rovna vektoru rychlosti.
(1.41)
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Obr. 1.6: Lagrangeovska castice

Rychlost

Na kapicky ve skupiné pusobi odporova sila. Vzhledem ke stejné velikosti a
rychlosti kapicek je tato sila na vsSechny kapicky stejna. Zménu rychlosti jedné

kapicky lze vyjadrit z Newtonova zakona sily.

g O (1.42)

Polomér

Zména hmotnosti kapicky je mozna pouze tokem hmoty pres jeji hranici, at uz
se jedna o kondenzaci nebo odpatovani. Pokud je celkovy tok pfes hranici vyjadien

jako riy, 1ze zménu hmotnosti vyjadrit nasledovné.

dm )
2w
dt ’
Kapicky mohou mit obecny tvar, ale budou uvazovany jen sférické kapicky.
Potom lze predchozi vztah upravit na diferencialni rovnici pro zménu poloméru

v Case.

dr 1
o m
dt  4nr?p ’

(1.43)
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Teplota

Popis teploty kapicky lze ziskat ze zdkona zachovani energie. V tomto pripadeé je
uvazovana pouze vnitini energie. Déle je predpokladéno, ze kapicka nekona zadnou
praci. Je uvazovan tepelny tok a vliv odparovani. Zdkon zachovani energie poté lze

zapsat ve formé.

ar .
mC— = Qu + 1y (1.44)

Zménu teploty v Case 1ze poté snadno vyjadrit nasledovneé.

dr

— = mlC (Qu+ ritahuay (1.45)

1.3 Rozdéleni velikosti kapicek a model frakci

V predchozi ¢asti byly uvedeny rovnice popisujici vyvoj monodisperzni kapickové
faze. Otazkou je, jak modelovat kapicky, které jsou reprezentovany jistou distribucéni
funkei popisujici jejich pocet v zavislosti na poloméru. Jednou z moznosti je momentova
metoda, kdy jsou pridany transportni rovnice pro momenty daného rozdéleni. V
této praci byl vybran jiny pristup. Rozdéleni je diskretizovano na konecny pocet

subintervall a ty jsou poté Teseny jako monodisperze.

Necht mé kapickové faze naptiklad normaln{ rozdéleni N (u, o) se stfedni hodnotou
1 a smérodatnou odchylkou o. Rozlozeni poctu kapicek v zavislosti na poloméru lze

poté vyjadrit nasledovné.

Ny (r—m)?
n(r) = ——=—=e 22 1.46
)= (1.46)
V rov. (1.46) vystupuje nezndma konstanta, kterd skaluje maximum norméalniho
rozdéleni. Tato konstanta je predem neznama, ale je mozné ji urcit pri znalosti
celkového hmotnostniho toku kapicek. Ten je v technické aplikaci znamy. Celkovy

hmotnostni tok lze vyjadrit jako.

[4 N, (r—pm)? 4 r 4
Mitotal = / 571-7«3p0- 0271'6_ 202 dr = gﬂ'pNO / 7’3./\/’(”70')d7" = §7TPN0/~L3 (147>

Zde p znac¢i hustotu kapicek. Na pravé strané vystupuje treti obecny moment
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normalniho rozdéleni. Tento moment lze vyjadrit za pomoci stfedni hodnoty a
smérodatné odchylky.
_ 3 2
p3 = p° + 3o (1.48)

Pokud je p3 znamé, tak je mozné vyjadrit nezndmou konstantu Ny.

- 3/rh/total

Ny =
dmpps

(1.49)

Nyni uz je mozné popsat rozlozeni poctu kapicek v zavislosti na poloméru
pro dany hmotnostni tok, stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku normalniho

rozdéleni. Dalsim moznym piistupem je konstrukce rozdéleni pro hmotnostni tok.

4 N07“3 _ (r—p)?

= o2 1.50
37rp0\/%6 2 ( )

I kdyz jsou oba pristupy ekvivalentni, zadani hmotnostniho toku a stfedniho

vvvvvv

i (r) =

P1i diskeretizaci bylo rozdéleni omezeno na interval (u — 30, u + 30). Takto
omezeny interval umozni popis dominantnich polomért a zanedba extrémni hodnoty
vzdalené od stredni hodnoty. Déle je tento interval rovnomérné rozdélen na N
subintervali. V subintervalech je numericky nalezena stfedni hodnota a mnozstvi
kapicek. Nalobr. 1.7/afobr. 1.8|jsou vyneseny grafy diskrétniho a spojitého rozdéleni
hustoty pocetniho a hmotnostniho toku pro uvedené parametry.

le8 Miotay =1 =107 0=10"* Meotay =1 =102 0=10"*

4000 -

©

3500 1

Hustota pocetniho toku [m~1s~1]
> o

N
Hustota hmotnostniho toku [kgm~1s~1]
2oor NN W
o @ o u o
o o o o o
o o o o o

3
=3
S

0 0

T T T T T T T T T T T T T T
0.0007 0.0008 0.0009 0.0010 0.0011 0.0012 0.0013 0.0007 0.0008 0.0009 0.0010 0.0011 0.0012 0.0013
Polomér [m] Polomér [m]

Obr. 1.7: Hustota pocetniho toku Obr. 1.8: Hustota hmotnostniho toku a

a jeji diskretizace jejl diskretizace

Normalni rozdéleni nemusi byt vhodné pro modelovani redlného vstrikovani,

dalsi moznosti je log-normalni nebo Roslin-Rammler rozdéleni. Dvojice ziskané diskretizaci

16



(r;,my;) pro i = 1,...,N jsou pouzity pro okrajovou podminku kapickové faze.

1.4 Coupling plynné a rozptylené faze

Rovnice popisujici obé faze jsou svazany zdrojovymi cleny reprezentujicimi prenos
hmoty, hybnosti a energie. Vazba miize byt jednostranna nebo oboustranna. Oboustranny
coupling muze pri numerickém feseni zpusobit komplikace se stabilitou a oscilacemi.

Z tohoto dtivodu byl v jistych pripadech oboustranny coupling nahrazen jednostrannym.

1.4.1 Euler-Euler

V Eulerové popisu zavedeme znaceni Ng jako pocet kapickovych frakei. Do
zdrojovych ¢lenti plynné faze se promitnou vSechny frakce, tedy pro ¢ = 1,..., Ng.
Cleny ve tietim sloupci se vztahuji k jedné frakci o pocetni koncentraci N,
rychlosti uy a teploté T;. Hmotnostni tok z jedné kapicky je oznacen 1y, tepelny

tok z kapicky @, a sila aerodynamického odporu pisobici na kapicku Fp.

Vazba mezi hmotou plynné a kapickové faze je oboustranna, hmota odchazejici
z kapicky je pridana plynné fazi. Hybnost je prenasena diky odpafeni. Odpafena
hmota z kapicky ma stejnou rychlost jako kapicka sama, hybnost s ni spojena je
prictena k hybnosti plynné faze. Pfenos hybnosti vlivem aerodynamického odporu
byl zanedban. Toto zjednoduseni bylo aplikovano kvuli problémtm se stabilitou za
vyssich objemovych zlomkt kapalné faze. K vyméneé energie dochazi prestupem tepla
mezi kapickou a okolim a také vlivem odpareni a nasledné vymény hmoty a energie

s ni spojenou. P1i odpafovani kapalné faze je také odebrano kapicce latentni teplo.

Euler-Euler
Plynna faze Kapalna faze
N
Hmota f N;ymg; — Ny
i=1
N
Hybnost f Niudimdi —N(udmd + FD)
i=1
N ) i
Energie i Ni(Qgi +ma;CTy) | —N(Qq + mg(hvepy + CTq))
i=1

Tab. 1.1: Euler-Euler coupling
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1.4.2 Euler-Lagrange

V DPM formulaci je zavedeno Ny, jako celkovy pocet skupin kapic¢ek. Stejné jako
v predchozi ¢asti 1y je hmotnostni tok z kapicky, Fip je acrodynamicky odpor a Qg
je tepelny tok z kapicky. Na rozdil od Eulerova popisu jsou zde proménné kapickové
faze odlisné od popisu plynné faze. Skupina kapicek je popsana polomérem, polohou,
rychlosti a teplotou. Tyto vlastnosti maji jednotlivé kapicky ve skupiné spolecné.

Skupina obsahuje n kapicek.

Polomér je popsdn zminénym vztahem rov. (1.43), poloha s rychlosti rov.

(1.41)) a rov. (1.42)) a teplota vztahem rov. (1.45)). V [tab. 1.2 vystupuje velikost
kontrolniho objemu V. Pii numerickém feseni V reprezentuje konecény objem.

Euler-Lagrange

Plynné faze Kapalna faze
Np

Hmota/polomér Z; T — ﬁfnd

Ny ) . 1 1~
Hybnost /rychlost > T Uit —~Fp

i=1

. Ni e . 1 . .
Energie/teplota || > T (Qai +maiCTu) | —7a (Qd + mdhvap)
i=1

Tab. 1.2: Euler-Lagrange coupling

1.5 Finalni formulace

Nyni, kdyz byly uvedeny vsechny ronice popisujici jak plynnou tak rozptylenou
fazi, je mozné fesenou tlohu formulovat jako Euler-Euler nebo jako Euler-Lagrange
model. Obé formulace sdili Eulerovsky popis plynné faze, ktera je fesena jako jiz

uvedeny jednorozmérny model proudéni v trubici o proménném prirezu.

1.5.1 Euler-Euler model

V nasledujicich rovnicich S(z) zna¢i proménny prifez trubice, p je hmotnostni
koncentrace definovdna za pomoci objemového zlomku kapicek p = (1 — ay)p. Pocet
chemickych sloZek je ncomp. Chemické slozky jsou transportovany a chemické reakce
jsou modelovany zdrojovym ¢lenem. Chemické slozky mohou také vznikat vlivem
odparovani kapalné faze. V pripadé modelovani kapicek vice slozek bude treba

doplnit dalsi rovnice (dalsich Ng rovnic).
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dS(x)p aS(
p Z Niring (1.51)

9S(x)Yip N 9S(z)Y;pu
ot ox

=Ty, i={1,2 e Neomp} (1.52)

S(xz)pu ~ 0S(zx)(pu*+p)  9S(x) Ve .
ot + O =D o + Z Nzudzmdz (15?))

=1

0S(x)pe N dS(x)(pe + p)u
ot Oz

Ng '
=Y Ni(Qai + maCT) (1.54)

=1

Pro kazdou kapickovou frakci jsou pridany ¢tyri dalsi rovnice reprezentujici
zachovani hmoty, poc¢tu kapic¢ek, hybnosti a energie.

0S(z)X N 0S(x)Xug

= o = —Niny (1.55)
dS(x)N  0S(x)Nug
o n o —Ty (1.56)
0S(x)Xug | OS(x)Xug :
T + D7 = —N(udmd + FD) (157)
E)S(m)Xed 85( )Xedud (Qd 4 md(hvap + C’Td)) (158)

ot ox

Definice energie plynné a kapickové faze bude doplnéna v dalsi kapitole. Zdrojovy

¢len pocétu kapicek je zde formalné ponechén, ale pri vypoctech neni vznik a zanik
kapicek uvazovan.

1.5.2 Euler-Lagrange model

Rovnice popisujici plynnou fazi jsou stejné jako pro Euler-Euler model az na

zdrojové Cleny, ty jsou fomulovany pro skupiny lagrangeovskych kapicek.

dS(x)p N opuS(z) Yxn,

=1

0S(@)Yip | 9S(x)Yiju

=TIy , =41,2, ... 1.
875 83: Yis 7 { y &y 7ncomp} ( 60)
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0S(z)pu  9S(x)(pu?+p)  0S(x) i,
o T or Mo XV

=1

udﬂTLdZ (1.61)

05(x)pe | 05(x)(pe +plu

Ny,
n;
ot o Z v (Qui + 1aiCTy;) (1.62)

Kazda skupina kapicek je popsana néasledujicimi rovnicemi. Tato soustava obycejnych

diferencialnich rovnic je fesena pro kazdou skupinu.

¥ —Mlpm (1.63)

fzf _a, (1.64)

B _ R (1.65)

e (Qut i) (1.66)
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Fyzikalni model

Matematicka formulace jiz byla uvedena v predchozi kapitole. Nyni budou diskutovany
modely fyzikalniho chovani jak plynné tak rozptylené faze. Dale bude popsana
interakce kapicek a plynné faze. Budou uvedeny pouzité modely pro prenos tepla,

dynamické efekty odparovani a spalovani.

2.1 Energie stlacitelné tekutiny

Jak jiz bylo uvedeno, energie stlacitelné tekutiny byla zavedena v rov. (1.10)).
Ovsem nebyla jesté uvedena formulace vnitini energie plynné faze. Definice vnitini

energie je zavisla na pouzitém modelu stavového chovani.

2.1.1 Idealni plyn

Idealni plyn je model chovani plynu, ktery predpoklada dokonalou stlacitelnost
a konstantni tepelné kapacity. Vnitini energie a entalpie jsou funkci pouze teploty.
Plati Mayeriv vztah pro tepelné kapacity a specifickou plynnovou konstanu. Tepelné
kapacity jsou konstantni a 1ze je odvodit pomoci Mayerova vztahu a izoentropického

mocnitele.

cp = (2.1)

V pripadé idedlniho plynu plati znama stavova rovnice.

p=prT (2.2)

V rov. (2.2) r je specifickd plynova konstanta definovana jako r = R/M,,.

Vnitini energie vztazend na jednotku objemu je v pfipadé idedlniho plynu pouze
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funkci teploty a plati nasledujici vztahy.

pu:pchzir pT = p

2.3
k—1 K—1 ( )

KT Kp
h = oc, T = T = 2.4

Pokud je takto definovand vnitini energie na jednotku objemu dosazena do rov.
(1.10) a rov. (1.12), je mozné ziskat vztah pro celkovou energii stlacitelné tekutiny.

1
pe:E:pu+§pﬁ'ﬁ (2.5)
_pr 1
E—K_l—i—qu U (2.6)
|
p=(k—1) (E — 5P u> (2.7)

Ziskana rov. (2.6)) dovoluje z rychlosti a energie vypocitat tlak. Energie je pfimo

proménnd a rychlost 1ze snadno dopocitat.

2.1.2 Kvazi-idealni plyn

Model kvazi-idedlniho plynu ma mnoho spole¢nych vlastnostni jako idedlni plyn.
Stavové chovani je stejné a 1idi se stavovou rovnici idealniho plynu rov. a
vnitini energie je také funkci pouze teploty. Rozdil nastava v tepelnych kapacitach,
které jiz nejsou konstantni ale jsou také zavislé na teploté. Vzhledem k této zavislosti

jsou vnitini energie a entalpie definovany néasledovné.

T T
u = /CU(T)dT h = / c,(T)dT (2.8)
Tref Tref

Pro zavislost tepelnych kapacit na teploté existuji analytické modely i namérena
data. V této praci budou pouzivana data z experimentalnich méreni. Ta jsou ovSem
dana ve formé tabulky a presto, Zze je mozno pri numerickém feseni v tabulce
dohledavat, nebyl tento pristup prijatelny. Data budou prolozena polynomem a ten

lze poté zintegrovat a ziskat primo aproximaci entalpie a vnitini energie.

cp=a+bT + cT?* +dT? + eT* + fT° (2.9)
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co=a +VT +T* +dT? + T+ f'T° (2.10)

Vzhledem k lepsi dostupnosti dat pro tepelnou kapacitu za konstantniho tlaku
bude nasledujici odvozeni provedeno s pouzitim entalpie. Definice celkové entalpie

a entalpie vztazené na jednotku objemu je uvedena v nasledujicim vztahu.

H=U+pV h=u+" (2.11)

p
Pokud je vnitini energie ve formé rov. (2.11)) dosazena do rov. (2.5) a mérna
entalpie je vyjadrena dle rov. (2.8) za pouziti aproximace tepelné kapacity, ziskdme

vztah.

1 1 1 1 1 1

E=p (aT + =bT? + —cT? + ~dT* + —eT° + fT6> —p+ =pi-u (2.12)
2 3 4 5 6 2

Pokud je aplikovana stavova rovnice idealniho plynu, lze ziskat nelinearni rovnici

pro teplotu. ReSenim této rovnice lze pii znalosti energie, rychlosti a hustoty uréit

teplotu.

1 1 1 1 1 1 1
T+ =bT? + —cT? + =dT* + =eT® + = fT° — T:(E— i - *) 2.13
aT' + 3 +3c +7 +5e +6f T P 5P U (2.13)

Tato rovnice bude fesena numericky Newton-Rhapsonovou metodou. Je zfejmé,

vevs

Vv

teplot pri spalovani, na kterém neni mozné uvazovat tepelné kapacity jako konstantni.

Pro ziskéni tlaku je po vyfeseni rov. (2.13]) pouzita stavova rovnice.

2.1.3 Korekce stavového chovani diky kapalné fazi

Modely ideédlniho i kvazi-idealniho plynu uvazuji dokonalou stlacitelnost, ovsem
plyn s rozptylenou kapalnou fazi neni dokonale stlacitelny. Pti vyssim objemovém
zlomku kapalné faze by tento postup vedl k chybnému feseni. Je vymezena oblast
obsahujici jak plynnou tak kapalnou fazi 2.1} Objem plynné fize je V; a objem

kapalné faze je Vy. Hmotnosti obou fazi jsou m, a my. Tlak je pro kapalnou i
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plynnou fazi stejny, teplota je také uvazovana stejnd pro obé faze, ale toto omezeni

neni nutné.

Obr. 2.1: Oblast s rozptylenou kapalnou fazi

Tlak plynné faze je vyjadien ze stavové rovnice v nasledujici formé. V; je zde
konstantni, kapalina je povazovina za nestladitelnou. Z rov. (2.14) je vidét, ze

celkovy objem smési V' neni mozné libovolné stlacovat.

mgrT’ B mgrT

vV, V=V

p= (2.14)

Pro praktické vypocty a pouziti ve vypocetnim kodu by bylo vhodnéjsi prevést
rov. ([2.14) na mérny tvar.
mgrT %mng Dy 1

_ _ - T=—"pyrT 2.15
V-V, LWV d1-a; o (2.15)

p

Vyjédreni v rov. (2.15]) obsahuje objemovy zlomek plynné faze «,. Tato veli¢ina
se ovSsem meéni v prubéhu komprese diky rozdilné stlacitelnosti obou fazi. Vhodnéjsim
parameterem je hmotnostni zlomek, protoze hmotnost obou fazi se pii expanzi nebo

kompresi neméni. Je zavedeno.

Z, =9 Zf:%, Zy+ Zp =1 (2.16)



Otazkou nyni je, jaky je vztah mezi objemovym a hmotnostnim zlomkem.

Mg _ PgVy 1

Z pu— pu— pu—
mg+my o pgVy Vs 14 E5L

g

Podil objemt fazi lze upravit na nasledujici vztah.

Vi VitVy 1
Vo Y o
1 1
Ly = , Qg = 2.17
ChEEey Tagege B

Dosazenim rov. (2.17) do rov. (2.15)) a aplikaci stavové rovnice pro plynnou

fazi po nékolika tpravach ziskame.

PgrT
CEGD

Na [2.2] jsou vyneseny izotermy pro rtiizné hmotnostni zlomky.

p= (2.18)

Izotermy pro T= 300K, Z,€(0.1,1)

120 A
100 A .
80 A
" Zg
£
IS
= 60 - Y
3
S
1%}
S
I 40~
20 A
0 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tlak [Pa] le7

Obr. 2.2: Chovani smési pii izotermické kompresi pro rizné hmotnostni zlomky
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2.1.4 Dalsi modely stavového chovani

Zatim zminéné modely se Tidily stavovou rovnici idedlniho plynu. Pro zachyceni

vvvvvv

Waalsova rovnice respektuje vlastni objem castic a kohezni sily mezi ¢asticemi.

nRT an’?
Vin—nb V2

p= (2.19)

Vylepsenim Van der Waalsovy rovnice je Redlich-Kwongova rovnice, kterd ma

byt presnéjsi v oblasti teplot vyssich nez kritické.

RT B a
Vi =b TV, (V,, —b)

p= (2.20)
Obecné lze formulovat stavovou rovnici zavedenim kompresibilitniho faktoru,

ktery predstavuje odchylku od idealniho chovani.

_ v

= 2.21
nRT ( )

2.2 Modely interakce tekutiny a rozptylené faze

V této ¢asti bude popsana interakce kapicek s okolni plynnou fazi. Interakci
je mysleno sdileni hmoty, hybnosti a energie. Budou popsany rizné modely, které
budou pfi vypoctech aplikovany. Pro vSechny dalsi modely je uvazovan sféricky tvar

kapicek.

2.2.1 Dynamické efekty

Na téleso pohybujici se v tekutiné piisobi aerodynamicka sila, jeji vyjadreni jiz
bylo uvedeno v rov. (1.37). Otdzkou je, jak popsat koeficient aerodynamického
odporu. Jeho velikost je silné zavisla na relativnim Reynoldsové ¢isle a tvaru télesa.

Relativni Reynoldsovo ¢islo je definovano nasledovné.

|u—ugld

Re, (2.22)

14

Zde u je rychlost okolniho plynu, wug je rychlost kapicky, d je charakteristicky

rozmeér, v pripadé kapicek je to prumér a v je kinematicka viskozita okolniho plynu.
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Kapicky se v proudovém poli vyskytuji ve velkém rozsahu poloméru i rychlosti.
Od velkych kapicek s velkym rozdilem rychlosti oproti plynné fazi po malé kapicky
pohybujici se témér s plynem. To znamenad, Ze rozsah Reynoldsovych ¢isel mize byt
znacny a je potreba volit model, ktery je schopen popsat koeficient aerodynamického
odporu na potrebném intervalu. Vychazime ze zjednodusujicich predpokladii a tvaru
a pohybu kapicek, které jsou dokonale sférické po celou dobu jejich existence. Tekutina
tvorici kapicku je v klidu vzhledem ke svému hmotnému stfedu. Pti obtékani kapky
dochazi vlivem treni na povrchu k pohybu kapaliny a vytvoreni viru. Koeficient

odporu lze v tomto pripadé vypocitat z Hadamard-Rybczynski modelu odporu.

Pro nizka Reynoldsova ¢isla vazké efekty prevazuji a proudéni kolem kapicky
lze popsat jako Stokesovo. Na zakladé tohoto predpokladu lze vyjadrit koeficient
odporu pro Re, < 1 jako.

24
Cp=—
P Re

Rezim proudéni za takto malého Reynoldsova ¢isla miize nastat pro malé kapicky.

(2.23)

Lepsi aproximaci je Oseenovo TeSeni, které uvazuje setrvacné efekty prvniho radu.

Tato aproximace je platna pro Re, < 5.

24
Cp == (1 4 Re) (2.24)

Tento model dovoluje vyssi Reynoldsova ¢isla, ale jeho interval validity neni
dostatecény pro pouziti v této praci. Dale budou uvedeny empirické modely, které
dobte koreluji s experimentalnimi daty. Jednoduchym empirickym modelem je Ingebo
(1956) [4].

27
Re0-84

Kelbaliyev a Ceylan [2] navrhli model, ktery je validni do odtrzeni proudu. Toto

Cp = (2.25)

odtrzeni u koule a véalce zptisobuje vyrazny pokles koeficientu odporu.

(2.26)

24 1/30 4 4/5
Cp =% [1+18 5Re%S + (Re> ] fte

2 0330 + Re?/5

Propracovanéjsi model piedstavuje Morrison (2016) [3]. Model je validni v intervalu
Re € (2,10°).

u 20 (%) | o4n (ko) L 025(4%
Re 1—|—(%)1.52 1+( )—8 14 (

©)

Cp = )

(2.27)

‘:o
o™ @

—_

5:63.10° 0
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Na rozdil od ostatnich je tento model schopny zachytit i nahly pokles odporu
vlivem odtrzeni proudéni. Zavislost koeficientu aerodynamického odporu na Reynoldsové

¢isle je pro rtizné modely vynesena na nasledujicim grafu.

Koeficient aerodynamického odporu pro kouli

101'5
100 -
E‘ ]
_1 n
9 10 3
5 ]
o
E 1072 E
L 1
@
Q -3
10 3 —— Stokes
] Oseen
10_4_' —— Ingebo
i —— Kelbaliyev Ceylan
—— Morrison
100 10! 102 103 104 10° 106

Reynoldsovo cislo [-]

Obr. 2.3: Koeficient aerodynamického odporu

Na obrazku je vidét, ze k popisu koeficientu odporu na velkém intervalu
Reynoldsovych ¢isel jsou vhodné modely rov. (2.26)) a rov. (2.27). Ostatni modely
jsou vhodnéjsi pro nizsi Reynoldsova cisla.

Je mnoho dalsich efekii, které ovliviuji aerodynamicky odpor na kapicku, napriklad
vliv zfedéni okolniho média (Knudsenovo ¢islo) nebo vliv Machova ¢isla. Rotace
kapicky ma také vliv na odporovy koeficient a zplisobuje ptisobeni Magnusovy sily.
Kapicka v proudovém poli bude deformovana a odporovy koefient se bude také
ménit. Tato deformace mize dokonce zpusobit rozpad kapicky. Vyznamny vliv ma
také odpatrovani z kapicky (Blowing effect). Podle [I] je v praxi pouzitelna korelace
dle Eisenklam (1967) [5] definovédna nésledovné.

C1DO

Cr=17g

(2.28)
Kde B znaéi Spaldingovo ¢islo (Blowing number).
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2.2.2 Vyména tepla

Vyména tepla je dilezity jev ovliviujici odparovani a pohyb kapicek. Transport
energie miize probihat z plynné faze do kapalné nebo naopak a je zprostredkovan
konvekei, difuzi a radiaci. Nejprve bude analyzovan difuzivni prenos tepla mezi
kapickou v klidu a okolim. Jsou uvazovany jisté predpoklady, které uleh¢i analytické

reseni.

e Problém je sféricky symetricky a stacionarni

Je zanedban konvektivni prenos u = 0
o Vlastnosti plynné faze jsou konstantni
« Kapicka je osaméla a teplota v kapicce je rovnomérné rozlozena

Transport energie v plynné fazi je vyjadren ve sférickych souradnicich bez zjednodusujicich

predpokladii nasledovné.

Opc,T
ot

+ V- (upc,T) =V - (AVT) (2.29)

Aplikaci zjednodusujicich predpokladti je ziskana diferencidlni rovnice popisujici

difuzivni transport energie v radialnim sméru.

4 <r2)\dT> =0 (2.30)

Tato rovnice miize byt ptimo integrovana a aplikaci okrajovych podminek ziskame

rozlozeni teploty v plynné fazi.

T(rq) =Ty lim T'(r) = T (2.31)
T(r) = %(Td —To) + T (2.32)

Rozlozeni teploty v kapce a v okolnim plynu je vyneseno na nasledujicim grafu
pro rq = 0.01, T; = 100 a T, = 150.
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Teplota kapicky a okolniho plynu

140

130 A

120 A

TIK]

110 ~

100

90 A

-0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
rim]

Obr. 2.4: Teplota kapicky a okolniho plynu

Tepelny tok hranici mezi kapickou a okolim lze vyjadrit jako.

. oT
Q = 4mriN—| = drrg\(Ts — Ty) (2.33)
or lr,

P1i tomto odvozeni nebyl uvazovan vliv vzajemného pohybu kapicky a okolniho
plynu, také odparovani z kapicky nebylo uvazovano. Vliv konvektivniho prenosu
tepla je popsan Nusseltovym c¢islem. Tepelny tok pres hranici kapky lze poté vyjadrit
jako.

Q =21 Nurg\(Ts — Ty) (2.34)

Pro pripad nulové vzajemné rychlosti mezi kapickou a okolim plati vztah rov.
(2.33), aby tento prechod byl zachovan i pro rov. (2.34]), musi byt Nusseltovo ¢islo
pro cisté difuzivni prenos rovno Nu = 2. Pro vyjadreni Nusseltova ¢islo je mozné

pouzit semiempirické korelace jako napriklad Ranz-Marshaltv vztah.
Nu =2+ 0.6Re'/?Pr!/? (2.35)
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2.2.3 Odparovani osamélé kapky

Pro modelovani chovani rozptylené kapalné faze existuje mnoho modelt rizné
slozitosti. Cilem je popsat, jak dochazi k prenosu energie a hmoty mezi kapkou a
okolim. V portadi rostouci slozitosti je mozné dle [6] modely klasifikovat nasledovné.

» Konstantni teplota kapaliny (¢asto teplota varu).

o Nekonecna tepelna vodivost kapaliny, teplota proménnd v cCase.

o Sféricky symetrické zahrivani kapaliny.

o Model efektivni tepelné vodivosti kapaliny (korekce pro proudéni v kapce).

e Model viru v kapce (popisuje proudéni v kapce).

e Plné feseni Navier-Stokes rovnic.

Spaldingtv model odparovani [7]

Tento model uvazuje smés dvou latek, kde jedna je v kapalné fazi a je transportovana
do druhé difuzi a konvekei (Stefan flow). Takto formulovany problém lze popsat

nasledujici soustavou parcialnich diferencialnich rovnic.

dp o
a + V . (,OU) =0
Y, )
W9 (p¥il) = V- (DY)
dpe,T
pgf V- (dpe,T) = V - (AVT) (2.36)

Rovnice v rov. (2.36)) reprezentuji zachovani celkové hmoty, zachovéani i-té slozky
a zachovani energie. Budou uvazovany zjednodusujici predpoklady, které usnadni
analytické reseni.

o Stacionarni Teseni

o Stéricky symetricky problém

« Vlastnosti plynné faze jsou konstantni a jsou vyjadieny pro T..s

« Kapicka je osaméla a teplota v kapicce je rovnomérné rozlozena
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Na zékladé téchto predpokladii lze rov. (2.36) vyjadrit jako.

m = 4nripu, = 4nripu,s = konst.

dY; 1d(, _dY;
= = 2 (42D
p dr r2dr (T p dr )

(2.37)

Pl e = v2ar " Var

Rovnice zachovani celkové hmoty je zde pouzita pro zjednoduseni konvektivnich

ar 1d ar
2 (0)

clenti. Tyto rovnice lze analyticky vytesit a ziskat prubéhy teploty a koncentrace
odparené slozky. Z téchto pribéht lze poté ziskat vyjadieni hmotnostniho toku z
kapicky.

T(r) = 1 (1— e #) 4 T,

1 _ ei AmAry

Y:i—Y, i

_ m
1 —e 4mpDry

140 Teplota kapicky a okolniho plynu Hmotnostni zlomek odparené kapaliny

—— difuzné konvektivni feseni 1.04
—-=~ difuzni fedeni
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TIK]
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-0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
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Obr. 2.5: Pribéhy teploty a hmotnostniho zlomku pro odparovani z kapicky

Hmotnostni tok z kapicky lze vyjadrit jako soucet konvektivniho a difuzniho

toku na hranici kapicky.

ay

m = 47Tr621purd = 47?7“2 <purde —pD g
r

> (2.39)

Po dosazeni derivace rov. (2.38) lze vyjadrit hmotnostni tok nasledovné.
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Ys - Yoo
Hmotnostni tok lze za predpokladu Ty = T;, zZe teplota kapicky je rovna teploté
varu tekutiny, vyjadrit z tepelného toku do kapicky.

: dT
Q= —4w§A$ = 1hpap (2.41)
Td

Prava strana rovnice vyjadiuje, ze tepelny tok vstupujici do kapky je vyuzit plné
na odpareni hmoty.

A\ T. T
ANy gy, By = T =T (2.42)
Cp hvap

m =

Konstanta Bj; je Spaldingovo hmotnostni ¢islo a By je Spaldingovo teplotni
¢islo. Je mozné uvazovat teplotu kapalné faze mensi nez teplotu varu a pouzit stejny
pristup jako pro rov. (2.42), Spaldingovo teplotni ¢islo poté mé tvar.

cp(Too — 1)
hmp + Cl(Tb — Td)

Br = (2.43)

Empirické korelace

Vztahy rov. (2.40) a rov. (2.42)) nerespektuji vzajemny pohyb kapky a okolniho

plynu. Dalsim moznym ptistupem je popis hmotnostniho a tepelného toku za pomoci
podobnostnich ¢isel a jejich korelaci pro dany pripad. Sherwoodovo a Nusseltovo

popisuji pomeér konvektivniho a difuzivniho prenosu hmoty a tepla.

Sh:@, Nu:hC;L

= (2.44)

Zde h,, je koeficient prestupu hmoty, hr koeficient prestupu tepla, D je difuzivita
a A je koeficient tepelné vodivosti. L. je charakteristicky rozmér, pro kapky L =
2r4. Tepelny tok je mozné vyjadiit pomoci vztahu rov. (2.34). Hmotnostni tok je

vyjadren diky analogii mezi pfenosem tepla a hmoty.

m = 2mrgShDp(Yeo — Ya) (2.45)

Q = 2mrgNul(Ty — Ty) (2.46)
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Korelace pro Sherwoodovo a Nusseltovo ¢islo jsou formulovany dle [§], aby
popsaly vliv proudéni okolo kapky a efekty toku z kapky. Nékteré korelace jsou

uvedeny.

24+ 0.57Re' /2 Pr'/?
Nu =
(L+ By

By = (Too = Ta) (1 "-”‘) (2.47)

hvap ‘QC|
Zde |qq| je tepelny tok privedeny na ohrati kapky a |¢.| je celkovy tepelny tok

privedeny konvekeci.

oh — 2 + 0.87Re'/25¢1/3
= (14 By

(2.48)

Parametr B); je jiz uvedené Spaldingovo hmotnostni ¢islo.

Stav na rozhrani kapalné a plynné faze

Pti analyze prenosu hmoty mezi kapkou a okolim byly aplikovany okrajové
podminky pro hmotnostni zlomky ve formé znamych hodnot. Hmotnostni zlomek
ve volném proudu vychazi z feSeni rovnic trasportu hmoty, ale hmotnostni zlomek
na rozhrani kapky a plynu musi byt nalezen jinak. Tato hodnota vychazi z fazové
rovnovahy mezi kapalnou a plynnou fazi. Tento vztah je mozné popsat Clausius-

Clapeyronovou rovnici.

dpa _ AH

dT TAV (2.49)

Zde p4 je parcidlni tlak par slozky A, AH je molarni vyparné entalpie, R, je
univerzalni plynova konstanta a AV je rozdil molarniho objemu obou fazi. Clausius-
Clapeyronovou rovnici lze v této formé upravit za predpokladu vyrazné mensiho
molarniho objemu kapalné faze Vi, > Vi, a za pfedpokladu idedlnfho chovani

pary. Za téchto predpokladi ziskdme nésledujici rovnici.

din(ps) AH
T R,T

(2.50)

Pokud je vyparna entalpie povazovana za konstantni, rov. (2.50) je integrovana

a ziskdme.
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AH 1 1
n P4 — ( . ) (2.51)
DPref Ru Tref Td

Integracni konstanta zde vystupuje ve formé p,.; a T,.r. Tyto hodnoty jsou
voleny napriklad jako atmosfericky tlak a teplota varu za atmosferického tlaku.
Hledany hmotnostni zlomek je mozné vyjadrit za pomoci Daltonova zakona.

PA M
— =Y4— 2.52
’ M, (2.52)
Zde, p je tlak smési, M je molarni hmotnost smési a M, je moldrni hmotnost
odparované latky. Na zakladé uvedenych vztahii lze hmotnostni zlomek pary na

povrchu kapicky zapsat nasledovné.

AH/[ 1 1
_ %prief . Ru Tref_Td

M p

Ya (2.53)
Pfi feSeni této rovnice je nutné zohlednit, Ze na vypocet M je tfeba znét
hmotnostni zlomky vsech pritomnych slozek. Molarni hmotnost smési bude definovana

v nasledujicich kapitolach.

2.2.4 Odparovani pri varu

Pokud by prenos tepla byl formulovan jako v predchozi sekci, bylo by mozné
dosdhnout teploty vyssi nez je teplota varu. To neni v kontextu této prace mozné.
Ptesny popis tohoto problému by vyzadoval feseni teplotniho rozlozeni uvniti kapicky
[16], takové Teseni by dovolovalo rozlisit rychlé nebo pomalé zahfivani a jeho vliv na
odpar z kapicky. Protoze cilem této prace je vytvorit zjednoduseny model, bude tento

vliv varu aproximovan. Bude zaveden koeficient reprezentujici vliv varu kapicky.

il

=
A

(2.54)

Zde . je tepelny tok na odpafeni kapicky a ¢. je tepelny tok na ohrev. Prvni
jednoduchou moznosti je volit ¢ pouze na zakladé teploty kapky a teploty varu

kapicky.

0 Ty,<1y

(2.55)
1 Ty =T,

-
Il
——
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Zde T, je teplota varu kapicky. Tento pristup se neosvédcil a pri numerickém
vypoctu zpusoboval oscilace v teploté kapicky. Dalsim krokem byla linedrni aproximace
skokové zmény ¢.

0 Td<,Tlow
Ty — 1T,
p=9q L " 7 <T,<T (2.56)
Tb—T‘low low > 1d b
1 Ty > T,

V tomto pripadé byla zavedena dalsi teplota Tj,,, ktera predstavuje dolni limit
vlivu varu. Teplota Tj,, byla volena co nejblize T;, tak, aby oscilace v feseni byly
tlumeny. Tento pristup se ukazal jako efektivni. Tato aproximace neni hladka, proto

byl navrzen prechod pomoci polynomu tretiho radu.

0 Ty < T,
d=1R al®>+VT?+cT+d T <Ty<T, (2.57)
1 Tq > Ty

Koeficienty a, b, ¢, d byly vypoc¢teny na zékladé C' (< Tiow, Ty, >) napojeni. Tento

pristup utlumil efektivné oscilace, a proto byl pouzit v nasledujicich vypoctech.

2.3 Chemické reakce

Modelovani chemickych reakci je dulezité z hlediska zmény slozeni a nasledné
zmény vlastnosti latek. V této praci je popisovan proces spalovani, coz je chemicka
reakce, kdy palivo reaguje s okyslicovadlem za vzniku produkti. Tento proces doprovazi
vznik tepla, a tak i rist teploty spalin. Reakce probihaji jistou rychlosti. V chemii je
tato rychlost popsana rychlostni konstantou k. Tato rychlostni konstanta je popsana

Arrheniovym zdkonem ve tvaru.

E,
k= Ae RT (2.58)

Kde E, je aktivacni energie, A je frekvencni faktor, R je plynova konstanta a T je
termodynamicka teplota. Zména koncentrace v ¢ase zalezi na rychlostni konstanté,

koncentraci reaktanti a radu samotné reakce. Napriklad pro reakci.
k
A+B - ¢ (2.59)
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Pro tuto reakci druhého radu lze zménu molarni koncentrace C'y a C'g zapsat

nasledovneé.

dCy dCp
— = —— = —k;C4C 2.60
dt — di foavs (2.60)
Vyse uvedend reakce je takzvanou jednokrokovou reakei, ovsem reakce pri spalovani
jsou takzvané vicekrokové. Napriklad reakce kysliku a vodiku je popsana nasledujici
rovnici rov. (2.61)), ale redlnd reakce je souborem mnoha jednokrokovych reakef,

které dohromady tvori reakéni systém.

2H, + Oy 2 2H,0 (2.61)

Hy+ M 5900 + M
Hy+ Oy 215 H + HO,

M+ Hy + Oy 25 HyO0 + M (2.62)
OH + M 5 Hy+ M

Rovnice v rov. (2.62)) jsou ¢asti modelu [9], ktery obsahuje celkem 72 rovnic a 9
chemickych slozek. Pokud by byl uvazovan cely systém reakci, musela by byt resena
sousava 9 nelinearnich obycejnych diferencialnich rovnic. Rovnice tohoto typu casto

vykazuji stiff chovani, které komplikuje jejich numerické reseni.

2.3.1 Model nekonecné rychlé chemie

Jak jiz bylo uvedeno, numerické feseni chemickych reakci pro komplikovanéjsi
reakéni systém miize byt numericky narocné. Proto v této praci bude kinetika
chemickych reakci zanedbéna a reakce budou povazovany za nekonec¢né rychlé. Toto
zjednoduseni je zalozeno na tuvaze, ze charakteristicka rychlost chemickych reakci
je mnohem vyssi nez charakteristicka rychlost dalsich jevii, naptiklad odpatovani ¢i
proudéni. Reakéni systém bude aproximovan jednokrokovou reakei zjednodusujici
mnoho chemickych slozek na 3 (palivo, okyslicovadlo a produkty). Reakéni rovnice

je vyjadiena v hmotnostni formé, AH znadci zdroj tepla pri reakci.

1kgF + BOX —» (1+ B)P + AH (2.63)
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Dale je zaveden pomeér, ktery vyjadruje kolik okyslicovadla je treba na spaleni 1

kg paliva. Tento pomér muze vyjadrovat stechiometricky:.

_ Mox
B = . (2.64)

Mnozstvi zreagovaného paliva se odviji od dostupného okyslicovadla k reakci,

mnozstvi okyslicovadla je poté imérné mnozstvi spaleného paliva.

. mox
Amp = min | mp, ——

B

Amox = BAmMp

(2.65)

2.4 Vlastnosti smési

Zminéné slozky paliva, okyslicovadla a produkt jsou ve skutec¢nosti smeési dalsich
latek a jejich fyzikalni vlastnosti musi byt definovany. Slozeni paliva, okyslicovadla
a produktt také musi byt definovano. Palivo a okyslicovadlo jsou za nizkych teplot
stabilni, ale pri zvysené teploté dochazi k rozkladu a zméné slozeni. Tato zména ma
za nasledek zménu fyzikalniho chovani napft. tepelné kapacity. K vypoctu rovnovazného

slozeni a fyzikdlnich vlastnosti byla vyuZita knihovna Cantera [10].

Entalpie, tepelna kapacita, isoentropicky exponent a specificka plynova konstanta
jsou vypocteny nasledovné pomoci hmotnostniho zlomku paliva, okyslicovadla a

produkti.

WT) =Y Yih(T), i=FOX,P
(1) = ZYz'sz'(T)
K = iYm
r= iYm

(2.66)

Tepelna vodivost a viskozita pro smés jsou definovany jako vazeny primér pomoci

molarnich zlomkn.

NT) =Y XMN(T), i=F,0X.P

(2.67)
u(T) = 32 Vi)
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Tepelna vodivost a viskozita slozek byla opét ziskana pomoci knihovny Cantera,
jisté nedostupné sloceniny byly doplnény pomoci online databdze NIST [12]. Zde
pouzité modely pro smési jsou velice jednoduché, pro presnéjsi popis je mozné vyuzit
[11].
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Numerické reseni

Tato kapitola bude vénovana numerickym metodam pouzitym k feseni problému

proudéni popsanému v prvni a druhé kapitole.

3.1 Metoda konecnych objemii

Metoda konec¢nych objemu je zalozena na rozdéleni vypocetni oblasti na suboblasti
(konefné objemy), ptes které jsou poté integrovany zékony zachovani. To umoznuje

prevést pivodni parcialni diferencialni rovnici na soustavu algebraickych rovnic.

Obr. 3.1: Oblast diskretizovana na konecné objemy

Oblast Teseni G je rozdélena na koneény pocet podoblasti €2; (koneény objem).
Jejich tvar je volen tak, aby G = U{;, tj. aby G bylo pokryto. Konecné objemy
jsou obvykle voleny jako mnohostény. Vzajemné priniky konecnych objemt spliuji

nasledujici.
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sténa, Tij,  j €N,
hrana, e
bod, x

0

Vvev

S a seznam indexu sousednich objemt (bunék) A. Hranice oblasti G musi byt po
castech linearni, aby byla aproximovatelna mnozinou kone¢nych objemi. To ovsem

neni ¢asto mozné.

Metoda koneénych objemiti bude ukazana na nehomogenni skalarni rovnici, ktera
miiZe popisovat nelinedrni trasport se zdrojovym ¢lenem. Problém je feSen na G C E3

s p. ¢. hladkou hranici.

ou -

Rovnice rov. (3.2) je integrovana po €; s hranici 0Q; = Ujen; (I'ij), kde N je

mnozina indexu sousednich bunék.

4// [27: +V- f(u)] Q) = é//qdﬂ (3.3)

Na tento vyraz je aplikovana Gaussova véta a véta o stfedni hodnoté, déle je
uvazovano, ze oblast {2 se nemeéni v ¢ase. V opa¢ném piipadé by bylo treba aplikovat
Leibnitzovo integralni pravidlo.

Véta 1 (Gauss Ostrogradského) Necht funkce f= (U, V, W) mad spojité vsechny

parcidlni derivace v oblasti G C E?, Q C G je uzaviend, jednoduchd a po cdstech

hladkd plocha orientovand jednotkovym vektorem wvnéjsi normaly. Potom plati.

// V-de:#f-ﬁdS (3.4)
Q 0Q

Pro opacneé orientovanou plochu by pribylo znaménko minus.

Po aplikaci ziskame.
d,_ > _
M(Qz)ﬁ(uz) +dp f-1dS = p(€)q;
1)
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Jak jiz bylo uvedeno, konecné objemy jsou mnohostény. Proto lze plosny integral

dale upravit.

d , _ > _
()= () + Y qp f-7dS = ()
dt v
JEN;
Argument plosného integralu vyjadiujici elementarni tok pres hranici konec¢ného
objemu je nahrazen numerickou aproximaci F(u;, 4;). Poté lze vyjadfit problém v

semidiskrétni formé.

d —1
7 (i) u(QajEENL (i, ;) [T (3.5)

Ziskavame soustavu obycejnych diferencialnich rovnic, které lze tesit uz béznou

metodou napt. pomoci Eulerova explicitniho schématu.

3.1.1 Aplikace metody konecnych objemi

Metoda konec¢nych objemt bude pouzita pro jednorozmérny problém definovany
v[L.1.4] Vypocetni oblast je rota¢né symetrickd a diskretizace je provedena v axidlnim
sméru. Kazdému koneénému objemu je pritazen jeho stfed, velikost stén a objem.
Na rozdil od predchozi ukazky metody konecnych objemit, zde neni feSena skalarni
rovnice. ReSeny systém rovnic byl uveden v , a nyni bude pouzit ve vektorové

formé, je zavedeno.

W= (5, Yip. .., pu, pe, X, N, Xug, Xeq ... ]"
F = [pu,Yipu. .., pu + p, (pe + p)u, Xug, Nug, Xu2, Xequg . . .|" (3.6)

—

Q=T Ty, .., 0S (@) + Tpu, Te, T, Tv, Ty T - - |7

Reseny problém lze za pomoci rov. 1' formulovat néasledovné.

S(x)W  8S(x)F(W)
o T or

=qQ (3.7)

Tuto rovnici je nyni mozné integrovat po konec¢ném objemu, ktery je v popisu

jednorozmérné tlohy pouze interval (2;_1/2, Tiy1/2)-

Tiy1/2 = - o
oS(x)W  9S(x)F(W) B
[ 5 + o —Qldr=0 (3.8)

Ti—1/2
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Je aplikovana integrace per partes na clen s prostorovou derivaci a je zaménéno

poradi casové derivace a integralu.

Tit1/2 Tit1/2
d - — — — — —
G | S+ (S@F,. - S@FW,, = [ G (39)
Ti—1/2 Ti—1/2

Integraly jsou vyjadreny za pomoci véty o stfedni hodnoté a stredni hodnota je

Vviev

—1
S<xz) (Iz‘+1/2 - Ii—1/2)

(W), = (SF)arr = (SF)ap, | + (@) (3.10)

S

Vysledek je analogicky s obecnou formulaci metody konecnych objemt, coz dava
smysl. Formulace numerického toku je zde také stejna. Tato semidiskrétni forma je

dale Tesena za pomoci metod pro obycejné diferencialni rovnice.

3.2 Numerické toky

V predchozi kapitole byl zaveden numericky tok na hranici kone¢ného objemu.
Numericky tok je aproximaci exaktniho na hranici a zavisi na hodnotach v obou

objemech.

fW)iv12 = Fuir, ui) (3.11)

Numericky tok je zaveden, protoze pii feseni jsou znamy pouze hodnoty ve
sttedech objemt a nikoli v celé oblasti. Po numerickém toku vyzadujeme jisté vlastnosti,

aby byla zarucena konvergence numerické aproximace k exaktnimu feseni.

Definice 1 (Konzistence numerického toku) Eekneme, Ze numerickyj tok F :
R? — R je konzistentni s tokem f prdvé tehdy, kdy? je f Lipschitzovsky spojitd a
F(u,u) = f(u). Tedy kdyz IK > 0 takové, Ze Yu,v,u € R a plati.

| F(u,v) — f(u)] < Kmax(|lu — ul, |v — ul) (3.12)
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3.2.1 Lax Friedrichs

Prvni zjevnou moznosti, jak ziskat hodnotu toku na hranici, je pouzit stredni
hodnotu mezi stfedy objemt. Tento postup vede na centralni schéma, které je
nestabilni. Centralni schéma je mozné upravit pridanim umélé vazkosti ve tvaru

druhé derivace, a tim je ziskano stabilni schéma.

1 A
F(We.Wr) = 5(Fr + Fi) - gQ—AZ(WR W) (3.13)

Lax Friedrichsovo schéma je v této formé modifikovano pomoci koeficientu
e €< 0,1 >, ktery dovoluje upravit vliv druhé derivace. Toto schéma je pouze

prvniho fadu a vnasi do feseni chybu vlivem numerické vazkosti.

3.2.2 HLL

Dalsim jednoduchym schématem je Harten Lax van Leerovo (HLL) schéma. Toto
jednoduché schéma vychazi z aproximace feseni Riemannova problému s jednim
mezistavem. V case nula jsou oblasti Wi a W, oddéleny nespojitosti, ktera se
vyviji v case vznikem mezistavu W*. Rychlost sifeni rozruchu od mista nespojitosti
je charaketerizovana rychlosti s, smérem vpravo a s; vlevo. Oblast ¢asoprostoru
vyjadrujici sifeni informace od bodu nespojitosti je na nasledujicim obrazku pro
sgp >0, s <O.

st Al Sit
At

W*

Wi Wk

' >

Obr. 3.2: Oblast integrace HLL schématu

Numericky tok je definovan v zavislosi na znaménku si a sy,. Numericky tok pro

3 rizné konfigurace je v rov. (3.14]).
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F(WL) s, >0
spF'(Wp) — s F(Wg) + spsp(Wr — W,
F(Wy, Wg) =4 2 Wi) ~ s.F(Wa) + srsr(Wa — W) sp<0<sp (314)
SR — SI,

F(Wk) sp <0

Schéma pro krajni pripady, kdy poloprimky sgt a st sméruji do stejného kvadrantu
prechazi na jednoduché upwind schéma. Rychlosti Sifeni sp a s; lze vyjadrit za

pomoci vlastnich ¢isel jakobiani tokt.

sy, = min(ug, — ¢p, ur — CR) (3.15)
sg = max(ur, + ¢, ur + cr) '

HLL schéma existuje v dalsich variantach, jako napriklad HLLC, které uvazuje

dva mezistavy.

3.2.3 Kurganov Tadmore

Kurganov Tadmorovo schéma je schéma centralniho charakteru a stejné jako Lax
Friedrichsovo je stabilizovano pfidanim numerické viskozity. V1iv numerické viskozity

je pro toto schéma mensi diky volbé koeficientu a.

2

F(W1, W) = = 5(Wa = W) (3.16)

Schéma pouzivd hodnoty na levé a pravé strané od hranice. Pokud se jedna o
metodu prvniho fadu, jsou pouzity pfimo hodnoty ve stfedech bunek. Pro druhy
f4d presnosti jsou pouzity zrekonstruované hodnoty na rozhrani. Clen a je definovan
na zakladé nejvyssi lokdlni rychlosti. Dle prace v [13] je tento koeficient definovan

nasledovneé.

0= mag [p (awwm) y (WWR))] (317

Zde p je spektralni polomér. Derivace toku podle proménné systému vyjadiuje

jakobidn toku. Pro Eulerovy rovnice lze tento vztah vyjadrit nésledovné.

a = mazx(maz(|uy + cpl, |up, — cpl|), maz(|ug + crl, |ur — crl)) (3.18)

45



3.2.4 AUSM

Advective Upstream Splitting Method pracuje na zdkladé rozdéleni toku na

konvektivni a tlakovou cast, které jsou poté uchopeny zvlast.

pu 0
FW) = |pu*| + |p| = Fc(W) + F,(W) (3.19)
peu 0

F, znaci tlakovou a I konvektivni ¢ast toku. VSechny prvky vektoru konvektivniho
toku maji spolecny c¢len u, pokud je u vyjadieno na zakladé rychlosti zvuku a

Machova ¢isla.

p
Fo(W)=cM |pu (3.20)

pe
Definice Machova cisla je pozménéna tak, aby dovolovala zaporné hodnoty. To

znamena, ze Machovo ¢islo vyjadiuje i smér proudéni. Pro konvektivni tok je pouzita

metoda upwind na zakladé znaménka Machova ¢isla.

Fo = ¢iMisry2lp, pu, pel; ., +1/2 (3.21)
civiMiyiyalp, pu, peliy; Miyi2 <0
Machovo ¢islo na rozhrani je vypocteno na zékladé okolnich hodnot.
M1/ = MT(M;) + M™(M;11) (3.22)

Interpolac¢ni funkce M* lze definovat riizné, jedna z moznosti je nasledujici.

0 M < -1

ME(M) =4 J(M+1)?* Me<-1,1> (3.23)
M M>1
M M < -1

M- (M)=4 —3(M—-1)> Me<-1,1> (3.24)
0 M>1

Tlak na rozhrani je definovan obdobné. Jsou zavedeny interpolac¢ni funkce P*.

46



Pit12(M,p) = P (Mi)pi + P~ (Mi1)pip (3.25)

0 M < -1

PY(M) =13 3(M+1)*2-M) Me<-1,1> (3.26)
1 M>1
1 M< -1

P (M)=1{ (M —-1?*2+M) Me<-1,1> (3.27)
0 M>1

Tlakova cast toku na hranici je ddna pouze tlakem p; /2. Poté, co jsou oba toky
vypocteny a secCteny, je ziskan findlni numericky tok, ktery lze aplikovat pri reseni.
AUSM existuje v mnoha formulacich napt. AUSM~+ nebo AUSM+up, tyto metody

fesi jisté problémy AUSM schématu, jako jsou treba oscilace pri nizké rychlosti.

3.2.5 Linearni rekonstrukce

P1i pouziti metody konecnych objemii byl uvazovan konstantni pribéh veli¢iny
po objemu. Rekonstrukce dovoluje pribéh veli¢iny popsat v tomto pripadé jako
linearni funkci, coz dava lepsi odhad hodnot na hranici bunek respektujici pribéh
veli¢iny.

A’U, A’LL

> > T

Obr. 3.3: Konstantni pritbéh po objemu a linedrné rekonstruovany pribéh

Pti pouziti rekonstruovanych hodnot ve vyjadreni numerického toku je pouzita
dvojice hodnot (W;", W) namisto (W;, W;;1). Znaménko + piedstavuje rekonstruovanou
hodnotu v pravé ¢asti objemu a - v levé. Obecné lze hodnotu po objemu definovat

néasledovneé.
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Otéazkou zlistava, jak rekonstruované hodnoty ziskat. Pokud je uvazovana linearni
rekonstrukce, je tfeba najit gradient veli¢iny v kone¢ném objemu. Pristupt je vice,
je mozné pouzit napriklad Gauss-Ostrogradského vétu nebo metodu nejmensich
¢tverci. V pripadé jednorozmérného problému lze postupovat jednodussim zpusobem.
Pro vypocet derivace hledané veli¢iny u je mozné pouzit doprednou, zpétnou nebo

centralni formuli.

u = — doprednd
U; — Uj—

u = Tl zpétna (3.29)
U; — Uij—

u = % centralni

Zde h oznacuje vzdalenost mezi stiedy sousednich objemil. Tyto vztahy plati
pouze pro rovnomérnou sif. Pro jednorozmérny problém je zavedena rekonstruovana

veli¢ina analogicky k rov. (3.28]).

ui(x) = u; + uj(x — ) (3.30)

Stavy na hranici konec¢ného objemu lze vyjadrit nasledovneé.

U g o = Ui + U (Tig1 )2 — ;)
+1/2 +1/ (3.31)

+ o /
U g =i+ u (Ti-1/2 — ;)

Pokud by tyto zrekonstruované hodnoty byly pouzity pii vypoctu, reseni by
pravdépodobné selhalo. Problémem je, ze rekonstrukce muze vyvolat oscilace, které
povedou k selhdni numerické metody. Tento problém je mozné vyteSit pouzitim

limiter.

3.2.6 Slope limitery

Slope limiter jak ndzev napovid4 je zptisob, jak omezit vliv rekonstrukee (velikost
derivace/gradientu v objemu) na zakladé urcitych podminek. Pfibuznym terminem
je flux limiter (limiter toku), ktery dovoluje "pfepinat' mezi schématy vyssiho a
nizstho tadu. Dovoluje ziskat presnost v mistech, kde je mozné pouzit metodu

vyssiho Fadu a robustnost schématu nizstho fadu v problematickych mistech (nespojitosti).
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Pro metodu koneénych objemt je slope limiting ptirozenéjsi a dle préce [14] jsou
si s flux limitingem ekvivalentni, diky tomu lze limitery preformulovat do slope
formy. Této problematice je vénovana prace [15]. Zde bude uvedeno jen nékolik

jednoduchych limiter.

, 2 2R
Pmin =M\ BT R+ 1

5 2R
VA= 55 7
Rl (3.32)
4R
e Ry
- 4 4R
S T
Proménna R vyjadruje podil dopredné ku zpétné diferenci.
U; — U;
R=- (3.33)
U; — Uj—1
Rekonstruovany limitovany pribéh veli¢iny u lze vyjadrit nésledovné.
ui(x) = u; + ou'(x — x;) (3.34)

Takto upravena formulace uz lze pouzit pri numerickém vypoctu, ale jista opatieni

jsou pri feseni obcas potreba jako treba snizeni CFL ¢isla.

3.3 Casova integrace

Metoda kone¢nych objemu byla formulovana v semidiskrétnim tvaru rov. (3.10))
jako soustava obycejnych diferencidlnich rovnic. Tyto rovnice budou integrovany v
¢ase numerickou metodou. Existuje velké mnozstvi moznych metod k feseni obycejnych

diferencialnich rovnic, budou zde ukazany jen jednoduché priklady.

3.3.1 Explicitni vs. implicitni metody

Hlavnim rozdilem explicitni a implicitni metody je, z jaké casové vrstvy vychazi

vypocet dalsiho kroku. Méjme diferencialni rovnici.
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du
pri f(t,u) (3.35)

Pokud je casova derivace aproximovana doptednou diferenci a prava strana je

vycislena v jiz znamé casové vrstvé n, plati.

un+1 —u

—Q = f"um) (3.36)

Takovou numerickou metodu nazveme explicitni. Pokud by prava strana byla

vycislena v neznamé casové vrstvé, tzn.

= f(t" Tt (3.37)

Potom nazvu numerickou metodu implicitni. Reseni takové metody by vyzadovalo
feseni soustavy rovnic, oproti jednoduchému vyc¢isleni pro explicitni metodu. Implicitni
metody maji jisté vyhody ve stabilité, ale jejich implementace pro nelinedrni f(t, u)

muze byt naroc¢nd. V této praci budou pouzivany pouze explicitni metody.

3.3.2 Jednokrokové metody

Jako jednokrokové metody jsou oznacovany metody, které pro vypocet nasledujiciho
kroku pouzivaji pouze hodnotu z minulého kroku. Metoda miize pti vypoctu pouzit

mezikroky.

Eulerova metoda

Eulerova metoda jiz byla zminéna, jedna se o jednoduchou metodu prvniho radu.

Tato metoda je jednoduché na implementaci a v této praci je pouzivana, ovsem
jejl nizka presnost omezuje jeji pouzitelnost. Pro ziskani dobrych vysledki je tieba

maly krok, coz je vypocetné narocné.

Metody Runge-Kutta

Metody typu Runge-Kutta jsou mnozinou jednokrokovych metod, které mohou

byt rizného radu presnosti. Popularni je metoda RK4 ¢tvrtého radu presnosti. RK1
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je znama Eulerova metoda. Metoda RK4 je formulovana nasledovné.

h
Up+1 = Up + 6([61 + 2]€2 -+ 2]€3 + k4)

ki = f(tmun)
h k1
ko= f (fn + 5 Un + h2> (3.39)
h ko
kS = f (fn+ Q,Un+h2>

RK4 je sice ¢tvrtého radu, ale jeji vypocet vyzaduje vycislit 4 kroky, coz muze

byt v pripadé feseni velké soustavy rovnic nevyhodné.

Heunova metoda

Heunova metoda je nékdy nazyvana modifikovanou Eulerovou metodou. Vypocet
spociva v kroku Eulerovou metodou, a poté jeho korekce implicitni metodou druhého

radu.

ﬁn—‘,—l = Uy + hf(tna un)
. (3.40)
Up41 = Up + §[f(tm un) + f(tn-i-la an—&-l)]

Schéma tohoto typu se nazyva prediktor-korektor. Metoda je druhého tadu a

vyzaduje vypocet jednoho mezikroku.

3.3.3 Vicekrokové metody

Vicekrokové metody vyuzivaji pro vypocet nasledujictho kroku vice predchozich

vrstev. Obecné lze tuto metodu zapsat nasledovneé.

D ity =N Y bif (s, tnry) (3.41)
=0 7=0

Podle volby koeficientti a; a b; se lis{ rizné metody, ty mohou byt explicitni
i implicitni. Pro explicitni metody plati by = 0. Prikladem explicitni vicekrokové
metody je Adams-Bashforthova. Mezi implicitni patii Adams-Moultonova a BDF

metoda.

51



Adams-Bashforthova metoda

Koeficienty pro Adams-Bashforthovu metodu jsou voleny tak, aby byla explicitni
b = 0, aby a; = 1, as_1 = —1, as_o = 0... . Koeficienty b; jsou voleny tak, aby
metoda byla fadu s. Pro ilustraci je uvedena Adams-Bashforthova metoda druhého

radu.

3 1
Upt2 = Upi1 + D <2f(tn+17 Upy1) — §f(tn, Un)) (3.42)

Vyhodou této metody je, ze druhy tad je vypocetné "zadarmo'. Pokud je ¢len
f(tn, u,) uloZen z predchoziho kroku, tak je tfeba uz vy¢islit pouze jeden élen. Tento

princip 1ze rozsitit i pro metody vyssiho fadu.

3.4 Pouzité metody

Pro numerické toky bylo uvedeno vice metod, vsechny zminéné byly pti vypocetech
otestovany. Pti vypoctech bylo na plynnou fazi pouzito schéma AUSM s linearni
rekonstrukeci za pouziti limiteru dle van Albada. Pro rozptylenou kapalnou fazi se
osvédcéilo schéma HLL opét s linearni rekonstrukei a stejnym limiterem jako u plynné
faze. Pro casovou integraci byla z divodu jednoduchosti zvolena Eulerova explicitni

metoda.
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Vysledky numerickych simulaci

4.1 Odparovani kapalné faze v kanalu

Jako prvni priklad uziti v této praci vyvinutého kédu je proudéni v potrubi s
odparovanim kapalné faze ve formeé kapicek. Vypocet byl proveden s Lagrangeovskym

i Eulerovskym popisem kapalné faze a vysledky budou porovnény.

Definice ulohy

Uloha je geometricky jednoduché, jedné se pouze o trubici s konstantnim primérem
a danou délkou. Potrubim proudi plynna faze s hmotnostnim tokem 7, a monodisperze

kapicek o poloméru r4 a s hmotnostnim tokem 7.

® m, e °©
® o® > °
e 'e ® ** .

...md .o

® ® > o °

Obr. 4.1: Uloha proudéni vzduchu a kapi¢ek vody

Resen4 tloha je popsana pri Eulerové popisu rozpylené faze rovnicemi uvedenymi

v [1.5.1] Plynnd faze popsand rovnicemi rov. (1.51)) az rov. (1.54). Pro tento

priklad byly feseny dvé chemické slozky a to vzduch a voda. Voda se vyskytuje
ve dvou skupenstvich, v plynném jako para a v kapalném jako samotné kapicky

vody. Cely systém rovnic pro plynnou fazi tvori rovnice kontinuity pro obé slozky,
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rovnice hybnosti a energeticka rovnice, celkem 4 rovnice. U rozptylené kapalné faze
zalezi, zdali je modelovana jako monodisperze ¢i nikoli. V tomto prikladu se jedna o
monodisperzi, a tim vSechny kapicky modelujeme jednou frakei popsanou soustavou

rovnic rov. ([1.55)) az rov. (|1.58)).

Pri Lagrangeovském popisu rozptylené faze je plynna faze popsana sousavou rov.
aZ Tov. . Ty se od rovnic pro Eulerovskou rozptylenou fazi lisi formulaci
zdrojovych clenti. Pro tento ptiklad byly vynechény zdrojové ¢leny chemickych
reakci. Kazda skupina Lagrangeovskych kapicek je popsana soustavou rovnic rov.
az rov. (1.66)). Celkovy pocet feSenych rovnic je tedy 4 plus pocet Lagrangeovskych

skupin (fadove tisice).

Latky vstupuji se stejnou teplotou a s rychlostnim rozdilem. Vstupni slozeni
bylo voleno tak, aby tvorilo smés s 50% vlhkosti. Kapicky by mély dosdhnout
rovnovazné teploty, kterd mize byt ovérena jako teplota vlhkého teploméru (wet

bulb temperature).

Okrajové a pocatecni podminky
Plynna faze

Pro plynnou fazi chceme predepsat celkovy hmotnostni tok. Proudéni je subsonické
a diky hyperbolickému charakteru resenych rovnic je treba prenaset informaci o
proudovém poli proti sméru proudéni. Korektni zptisob tohoto prenosu by byly
Riemannovy invarianty, ale zde byl zvolen prenos statického tlaku. Na vstupu jsou

predepsany nasledujici velic¢iny.

vstup : {m,T, 17}

Je predepsana velikost hmotnostniho toku, teplota proudu a slozeni ve formé
hmotnostnich zlomkt. Pro aplikaci okrajové podminky je nutné vypocist vSechny
veli¢iny feseného problému [p, . .., pu,e]’. Ty jsou vypocteny nésledovné. Pfeneseny

tlak je oznacen p.
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_ P
P=%T
m
_ (4.1)
pu=—~
B 1,
pe:ph(T)+§pu —D

Okrajova podminka na vystupu pro plynnou fazi byla definovana jako konstantni
staticky tlak. Tlak je implementovan pii vypoctu energie, ostatni proménné jsou

preneseny.

vystup = {p}

1
pe = pM(T) + 5pi* = p (4.2)

Vlnovkou jsou oznaceny proménné, které jsou prenaseny.

Kapalna faze

Jako u plynné faze i pro kapalnou je predepsan celkovy hmotnostni tok. Rovnice
popisujici proudéni rozptylené faze jsou advekéni rovnice, které jsou také hyperbolické.
V tomto pripadé je ale informace prenaSena pouze jednim smérem, a proto je na

vstupu tireba predepsat vsechny proménné.

vstup : {m, T, ug, 74} (4.3)

Resené proménné systému jsou poté vypocteny néasledovné. Zadané hodnoty

odpovidaji jedné kapickové frakei.

m
YT A
m (4.4)
Xug = 1
Xeq = XCT

Na vystupu je pouzita nulovd Neumannova okrajova podminka respektujici

chovani fesené soustavy. To znamend, ze hodnoty jsou preneseny do okrajové bunky.
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Parametry

V této sekci jsou uvedeny pouzité parametry pro odparovani kapicek vody v
proudu vzduchu. Vzhledem k nizkému teplotnimu rozsahu byly parametry vsech

slozek brany pfi pokojové teploté (konstantni).

Prufez potrubi A 1 m? Tepelna kapacita c;‘ 1004 Jkg 1Kt
Délka potrubi 1 5m Tepelna vodivost k4 || 0,03 Wm 'K~}
Hmotnostni tok 7, || 100 kgs™* Viskozita v 1,81-107° Pas
Hmotnostni tok g || 0,01 kgs™! Tepelna kapacita ¢ || 1864 Jkg 'K~
Vstupni teplota T}, || 300 K Tepelnd vodivost &% || 0,018 Wm 'K ~!
Vystupni tlak py.: 101325 Pa Viskozita v* 9,72-107° Pas
Vs. hm. zlomek Y, || 0,99 Vyparné teplo a5, || 2257 kJkg™!
Vs. hm. zlomek Ys || 0,01 Tepelna kapacita ¢ || 4182 Jkg 'K~
Difuzivita Dgy 2,42 -107°m?2s~!

Tab. 4.1: Vstupni data pro priklad odparovani kapicek vody v kanalu

Vlastnosti vzduchu a vodni pary byly ziskdny pomoci termodynamické databéaze
NIST [12]. Slozka vodni para je oznacend indexem S, vzduch indexem A. Difuzivita

vodni pary a vzduchu byla odectena z [20].

Numerické reseni

Pro numericky tok plynné faze bylo zvoleno AUSM schéma s linearni rekonstrukei.
Pro rozptylenou fazi byl tok zvolen odlisné. Bylo zvoleno HLL schéma bez rekonstrukce.
Tato kombinace bude mit za néasledek nizsi rad presnosti nez dva. Tento pristup byl
zvolen kvuli problémum s oscilacemi pri feseni metodami druhého radu. Pro ¢asovou

diskretizaci byla pouzita Eulerova explicitni metoda.

Vysledky

Vypocet byl proveden na tfech (rovnomérnych) sitich, (500, 1000, 2000 bunek).
Doba vypoc¢tu obou formulaci byla ¢asovana a bude porovnana. Nasledujici data

jsou vysledky vypoc¢tu na nejjemnéjsi siti.
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Teplota
3001t
I
|
|
1
\
298 A \
\
\
\

296 - “ —— Plyn (lagrange)
v \\ —== Kapicky (lagrange)
[ \‘ —— Plyn (euler)

\ === Kapicky (euler)

294 - %

\

\
\
AN

~
i ~
292 \\\
0 1 2 3 4 5
x[m]

Obr. 4.2: Teplota plynné faze a kapicek

Teplota plynné faze a kapicek je na jobr. 4.2 Priubéhy Eulerova a Lagrangeova
popisu se prekryvaji a jsou tézko rozeznatelné.

Rychlost
80
7
i 47
70 //
o /!
' 7
S F
> 60 - 7
K]
50 - i —— Plyn (lagrange)
—-=-=- Kapicky (lagrange)
—— Plyn (euler)
—-=—=- Kapicky (euler)
0 1 2 3 4 5
x[m]

Obr. 4.3: Rychlost plynné a kapalné faze

V pritbéhu rychlosti je rozdil obou formulaci uz viditelny, avsak pribéhy maji
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stejny trend a blizi se ke stejné hodnoté. Rozdily mohou byt zptisobeny rozdilnou

diskretizaci rozptylené faze.

1e—5 Polomér kapicek

—-=-=- lagrange

500 A -=-=- euler

4.99 1

4.98 A

rfm]

4.97 1

4 .
4.96 e

4.95 A

N \

x[m]

Obr. 4.4: Polomér kapicek

Hmotnostni tok z kapalné faze

—— lagrange

0.0006 A
— euler

0.0005 A

0.0004 -

0.0003 A1

mlkgs—*]

0.0002 A

0.0001 A1

0.0000 A

x[m]

Obr. 4.5: Hmotnostni tok z odpatujicich se kapicek

Polomér kapicek klesa vlivem odparovani. Pokles je nejvyraznéjsi na pocatku,
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kdy je rozdil rychlosti nejvyssi a rychlost odparovani také. Jak rychle prestupuje
hmota z kapicek do plynné fize, je viditelné na [obr. 4.5] Hmotnostni tok pro
Lagrangetv popis vykazuje jisté oscilace, ty jsou zptisobeny nizkym poctem kapickovych

skupin.
Poc¢et bunék || Euler [s] | Lagrange [s]
500 113.849 | 483.549
1000 448.380 | 1327.065
2000 1796.257 | 4951.106

Tab. 4.2: Doba vypoc¢tu pro Eulertiv a Lagrangetv popis kapicek

Doba vypoctu je uvedena v nésledujici tabulce ftab. 4.2 Je vidét, ze Lagrangetuv

popis je vypocetné naro¢néjsi i pri pouziti paralelizace. Vypocet byl také proveden

Vv

Diskuze vysledkt

Jak jiz bylo zminéno, pribéhy obou formulaci se rozumné shoduji. Ovsem to,
jak se vysledky podobaji realité, je jesté otazkou. Pribéhy by bylo idedlni porovnat
s experimentalnimi daty. Lze také porovnat konecnou teplotu kapicek, ta by méla
dosdhnout rovnovazné teploty za odparovani zvané jako teplota vhlkého teploméru.
Pro zminéna vstupni data je teplota vlhkého teploméru rovna 292.7 K, tato teplota
byla ziskdna pomoci online nastroje [2I]. Kone¢nda teplota kapicek je ovSem 290.5

K. Rychlostni pribéh kapicek vykazuje ustalovani na rychlosti okolniho plynu.

Porovnani teploty kapicek v zavislosti na siti pro Eulerovu formule ~ Porovnani teploty kapicek v zavislosti na siti pro Lagrangeovu formulaci

300 A — 500 300 A — 500

1000 1000
—— 2000 —— 2000
208 294.00 208 294.00
zzzzz 93.75
zzzzz 93.50
296 1 20325 296 29325
< <
= 293.00 = | |\ | 2030
22222
294 1 294 4
202550
20225
292 1 292 1 292.00
02 | 03 04 05 06 07| 08 09 |10
T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
x[m] x[m]

Obr. 4.6: Pribéhy teploty kapicek v zavislosti na siti pro Euleriv a Lagrangetv
popis
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Porovnani vysledki pro rizné vypocetni sité je uvedeno na[obr. 4.6] Pro Eulertuv
popis kapicek je vidét dobra shoda feSeni. Pro jemnéjsi sité se Teseni navzajem
priblizuji. U Lagrangeova popisu jsou feSeni navzajem nerozliSitelnd a zda se, ze
Lagrangeovsky popis kapicek neni zavisly na vypocetni siti. Nezavislost na siti
se muze zdat jako ocekavana, protoze kapicky jsou pouze Lagrangeovské. Ovsem
vzhledem k vazbé mezi kapickou a okolnim plynem jsou zdrojové ¢leny ovliviujici
vyvoj kapicky na siti zavislé. Je mozné, ze vliv sité na kapicky v tomto pripadé je
maly, diky pozvolému pribéhu feseni. V pripadé ulohy s velkymi gradienty by se
feseni uz mohla lisit.

Porovnani rychlosti kapicek v zavislosti na siti pro Eulerovu formul  Porovndni rychlosti kapi¢ek v zavislosti na siti pro Lagrangeovu formulaci

801

701

— 500
—— 1000
—— 2000

801

701

— 500
—— 1000
—— 2000

ulms™]
ulms™1]

60 60 4

50 4 72 //// 504 72

x[m] xIm]

Obr. 4.7: Prubéhy rychlosti kapicek v zavislosti na siti pro Eulertiv a Lagrangetuv
popis

Pro rychlost kapicek v Eulerové popisu jsou vidét stejné rozdily jako u pritbéhu
teploty. ReSeni se pro zjemmujici sit navzajem piiblizuji a rozdil mezi nimi klesa.
Tento zavér by mél byt potvrzen i analyzou chyby. Vysledky pro Lagrageovsky
popis jsou opét stejné pro vSechny pouzité vypocetni sité. Rozdil feseni na hrubé a
nejjemnéjsi siti je v Eulerové popisu maly a Lagrangeové v podstaté nulovy. Proto

pro tento priklad je feseni na hrubé siti dostacujici.
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4.2 Spalovani v komore raketového motoru

Dalsim ptikladem aplikace vypocetniho kddu je spalovani v raketovém motoru.
Geometrie je zndzornéna na Palivo vstupuje vlevo ve formé kapicek s
predepsanym hmotnostim tokem 7. Okyslicovadlo vstupuje ze stejné strany v
plynné fazi s hmotnostnim tokem o x. Kapky paliva jsou odpatrovany, plynné palivo

reaguje s okyslicovadlem za vzniku tepla.

@
....—> >
@ @

® 20 e, >

Obr. 4.8: Problém spalovani v raketovém motoru

Horké spaliny poté prochazeji konvergentni a divergentni ¢asti trysky, kde jsou
urychleny. Cilem je popsat proces odparovani a spéleni paliva, proudéni horkych
spalin tryskou a analyzat tah motoru. Jsou zavedeny tii chemické slozky (produkty,

okyslicovadlo, palivo).

Rovnice popisujici tento problém jsou identické s problémem odparovani kapicek
vody v kanale. Jedinym rozdilem oproti predchozimu prikladu je aplikace zdrojovych

¢lent chemickych reakci zprostredkovavajici preménu slozek a uvolnéni energie.

Okrajové a pocatecni podminky

Okrajové podminky jsou definovany podobné jako u predchozi tilohy. Pro kapalnou
fazi jsou definovany stejné. Vystup je realizovan pro nadzvukové proudéni nulovou
Neumannovou podminkou. V pripadé podzvukového je aplikovan stejny postup se

statickym tlakem jako u proudéni v potrubi.

Pocatecni podminky byly voleny tak, aby aproximovaly vysledné proudéni. Pomoci
analytickych vztaht byly vypocteny stavové veliciny v komore, hrdle trysky a na
vystupu trysky. Tyto body byly poté interpolovany linearni funkci. Tento postup
byl volen pro zkraceni doby vypoctu. Dalsi divodem byly nestability vypocétu pti
startu z klidnych podminek.
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Parametry

Vzhledem k velkému rozsahu teplot pii vypoctu byly vlastnoti latek popsany
jako polynomialni fity dat z databaze [12].

Hmotnostni tok mox 1.16368 kgs—*
Hmotnostni tok 7y 0.176316 kgs~?
Vstupni teplota T3, 300 K

Vstupni sloZeni 0,1,0]"
Vstupni rychlost ug 5ms!
Polomér kapicek ry 70 pm
Stechiometricky pomér 3 || 6.6

Tab. 4.3: Vstupni data pro proudéni v raketovém motoru

4.2.1 Vysledky pro monodisperzi v Lagrangeové a Eulerové

popisu

Vypocet byl opét proveden na tiech sitich o 500, 1000 a 2000 bunkéach. Sit byla
zkonstruovana jako rovnomeérna. Pro prvni priklad byly kapicky uvazovany jako

monodisperze. Vysledky pro monodisperzi budou poté porovnany pro obé formulace.

Priabéh teploty je vidét na nasledujicim grafu. Prudky nartst je zptsoben energii
uvolnénou pri spalovani. Po zbylé délce komory je teplota témér konstantni, dokud
plyn nedojde do trysky, kde vlivem urychleni teplota klesa. Teplota kapicek roste
vlivem vymeény tepla, dokud nedosiahne teploty varu. Eulerova formulace predikuje
delsi vzdalenost na tplné spaleni kapicek a tim i odlisny pribéh teploty v oblasti

zahtivani.
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Teplota

3000 1
2500 A
2000 4
<
'_
1500 A
1000 A
—— Plyn (euler)
=== Kapicky (euler)
500 ~ jemmmmmm————— —— Plyn (lagrange)
e —-—- Kapi¢ky (lagrange)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
x[m]

Obr. 4.9: Teplota v raketovém motoru pro monodisperzi

Rychlost
—— Plyn (euler)
2000 4 === Kapicky (euler)
—— Plyn (lagrange)
—== Kapicky (lagrange)
1500 A
A
0
£ 10001
3
500 -
____E——
0- -

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
x[m]

Obr. 4.10: Rychlost spalin a kapicek v raketovém motoru pro monodisperzi

Rychlost plynu nafobr. 4. 10monotonné roste nejprve vlivem odpafovani z kapicek
a poté vlivem urychleni v trysce. Kapicky jsou urychlovany aerodynamickym odporem,
az dosdhnou rovnovahy s okolim v okamziku iplného odpareni. Urychleni Eulerovsky

popsanych kapicek je pomalejsi.
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Hmotnostni zlomky slozek

1.0 A
0.8 1
=== Produkty (euler)
0.6 1 —=—= Okyslicovadlo (euler)
= ——~ Palivo (euler)
= —— Produkty (lagrange)
0.4 - —— Okyslicovadlo (lagrange)
—— Palivo (lagrange)
0.2 1
0.0 1

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
x[m]

Obr. 4.11: Slozeni v raketovém motoru pro monodisperzi

Uloha byla definovana tak, aby doslo k uplnému spaleni paliva. Takové chovani
je viditelné i z vysledku vypoctu. Hmotnostni zlomek paliva ztstava po délce komory
nulovy, coz je zapti¢inéno pouzitym modelem nekonecné rychlych chemickych reakei.
Takové chovani by pri uvazovani reakéni kinetiky pravdépodobné nenastalo a v

oblasti vyparovani by se vyskytovala jista koncentrace plynného paliva.

Hmotnostni tok z kapalné faze je vynesen na grafu 4.12| Pribéh vykazuje
na vstupu do komory pokles toku a opétovny narust. Pivod tohoto chovani neni
jasny a je pravdépodobné spojen s definici vstupni podminky a modelu odpafrovani.
Validita modelu v této oblasti je nejasna. V realité je tato oblast ovlivnéna vstrikem
kapalného paliva a dalsimi jevy. Proudové pole bude velmi turbulentni a mtzou se
zde vyskytovat recirkulacni zony. Rozdil mezi Eulerovou a Lagrangeovou formulaci je

znatelny, Lagrangeova formulace dosahuje vyssiho maximalniho hmotnostniho toku.
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Hmotnostni tok z kapalné faze

1750 - — euler
—— lagrange

1500 A
1250 A

1000 A

750 ~ J

500 A

mlkgs~!

250 A

0 - =

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
x[m]

Obr. 4.12: Hmotnostni tok z kapalné faze v raketovém motoru pro monodisperzi
Polomér kapicek od vstupu monotonné klesa. K dohoteni dojde v poloze 0,121
m pro Eulerovu a v 0,0944 m pro Lagrangeovu. Tato délka je pri navrhu raketového

motoru velice dulezita a diktuje potrebnou délku komory. Z tohoto divodu budou

vliviim ovlivnujici tuto délku vénovany dalsi vypocty.

1e—5 Polomér kapicek

7 — euler
—— lagrange

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
X[m]

Obr. 4.13: Polomér kapicek v raketovém motoru pro monodisperzi
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Diskuze vysledkt

Vysledky numerického vypocétu pro raketovy motor jsou porovnany s analytickymi
vztahy. Analytické vypocty teploty v komore vychéazeji z chemické rovnovahy. Tyto
vypocty byly provedeny za pouziti knihovny CANTERA [I0]. Teplota v dalsich
castech geometrie je ziskana na zakladé zjednodusenych vztaht, které predpokladaji
izoentropicky déj a konstantni tepelnou kapacitu. V hrdle trysky a na vystupu se
teploty jiz lisi. Tento rozdil je pravdépodobné zptsoben predpokladem konstantni

tepelné kapacity.

Poloha || Numericky vypocet [K] | Analyticky vypocet K]
Komora 3284 3200
Hrdlo 2945 2782
Vystup 1823 1527

Tab. 4.4: Porovnani teploty pro analyticky a numericky vypocet

Rychlost byla ziskana za pomoci zjednodusenych analytickych vztahti. Analyticky
model uvazuje stagnaéni podminky v komore, a tak je rychlost nulova. Rychlosti v

hrdle a na vystupu z trysky jsou v dobré shodé s numerickym vypoctem.

Poloha || Numericky vypocet [m/s] | Analyticky vypocet [m/s]
Komora 130 0

Hrdlo 1060 1061

Vystup 2160 2125

Tab. 4.5: Porovnani rychlosti pro analyticky a numericky vypocet

V oblasti interakce kapicek je obtizné nalézt analytické Teseni. Existuji jisté
analytické piistupy napiiklad d? pravidlo. Korektni validace vysledkt by vychézela
z experimentalnich dat. Pro méreni rychlosti odpatrovani osamocené kapicky existuji
experimentalni metody. Napriklad metoda "uchycené' kapky [22]. Ty ovsem nezahrnuji
interakci s okolnimi kapickami. Méreni v prostredi raketového motoru je v podstaté
nerealné. Model odpafovani by bylo mozné validovat na predchozim piikladu [4.1]
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4.2.2 Normalni rozdéleni kapicek

Vsechny vypocty byly provedeny pro monodisperzi kapic¢ek. V této sekci budou
porovnany vysledky normalniho rozdéleni kapic¢ek pro 5, 10, 15, 20 kapickovych
frakci. Normélni rozdéleni méa stfedni hodnotu g = 70 pum a smérodatnou odchylku

o =1 pm. Pribéh stfedniho poloméru kapicek je na nasledujicim grafu.

1e—5 Polomér kapicek
7 1 —— monodisperze
5 frakci
6 - —— 10 frakci
—— 15 frakci
—— 20 frakcfi
5 -
_ 4 0.8
S
=
3 n 0.6
0.4
2 -
0.2
11 : :
\ 010 | o011 | 012] 013 o014 015 ol6 017
0 ~

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
x[m]

Obr. 4.14: Stredni polomér kapicek pro rizny pocet frakci

Rozdil mezi monodisperzi a normélnim rozdélenim poloméru je jasné viditelné.
védeét, kolik frakei je potieba k vhodnému popisu. Pro zde ukazany priklad je vidét,
ze vypocCty s vyssim poctem frakei se prekryvaji. Vypocty s 15 a 20 frakcemi jsou
témer nerozeznatelné. Pro vypocet by stacil popis pomoci 10 frakei, to ndm poskytne
pozadovanou pfesnost a nizsi naroky na vypocetni ¢as. Ostatni veli¢iny jako rychlost,
teplota nebo hmotnostni tok z kapalné faze jsou pro monodisperzi a vicefrakéni

vypocty témeér identické.

67



4.2.3 Vliv velikosti kapicek na spalovani

V této ¢asti bude popsan vliv velikosti kapicek na spalovani a proudéni v raketovém
motoru. Vypocet bude proveden pro nékolik poloméri a jejich vliv bude porovnan.
Aby bylo mozné kvantitativné hodnotit, jaky vliv ma velikost kapicek na chod

motoru, je zaveden tah nasledovné.

F = 77'”Lu0ut (45)
Tah byl vypocten pro vsechny vysledky numerickych vypocti a byla ziskana

nasledujici zavislost.

Tah v zavislosti na poloméru kapicek
2900

2800
2700
2600

% 2500

2400

2300 1

2200 A

0.00005 0.00010 0.00015 0.00020 0.00025 0.00030
rim]

Obr. 4.15: Zavislost tahu na velikosti kapicek

Zavislost vykazuje pokles tahu s rostoucim polomérem kapicek. Tento pokles
nedochézi ke zméné tahu. V redlné aplikaci by optimalnim polomérem kapicek bylo
pravé 100 pum, vétsi polomér by snizoval tah a pro mensi polomér je komora ptilis
dlouhd, coz plytva materidlem a zpusobuje vyssi ztraty. Pokud by model uvazoval
i ztraty do okoli vlivem prenosu tepla, pozorovali bychom pokles tahu se snizujicim

se polomérem.
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4.2.4 Vliv vstupni rychlosti kapicek

Rychlost, kterou jsou kapicky vstrikovany do komory jisté ovliviiuje proces odparovani
a spalovani. Jak jiz bylo zminéno v prechozi sekci, nedokonalé vyuziti paliva snizuje
vykon raketového motoru. VIiv vyssi rychlosti kapicek zptsobi intenzivnéjsi prenos
hmoty a tepla, na druhou stranu diky vyssi rychlosti stravi kapicky v komore méné

¢asu.

Tah v zdvislosti na vstupni rychlosti kapicek

3000

2500 A

2000 A

1500 A

FIN]

1000 A

500 ~

5 10 15 20 25 30
uglms=1]

Obr. 4.16: Vliv vstupni rychlosti kapic¢ek na tah raketového motoru

Jak je vidét z tah vykazuje pokles s rostouci rychlosti kapicek. Pokles
je zplisoben nedostatecnou délkou komory, a tim netplnym vyhotfenim paliva. Pro
nejvetsi kapicky a nejvyssi rychlosti numerické feseni vykazovalo spatnou konvergenci
ke stacionarnimu feseni. Data vedouci k tahu byla vypoctena z casové stfedovanych

dat, proto rychle klesajici trend pro nejvétsi kapicky nemusi byt presny.
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4.3 Délka potrebna na spaleni kapicek

Pti navrhu délky spalovaci komory raketového motoru je potiebna délka na
odpareni a spaleni dilezitym faktorem. Je to parametr zavisly na mnoha proménnych
jako naptiklad polomér kapicek, vstupni rychlost, tlak v komote atd. Pfi navrhu je
délka komory charakterizovana pomoci geometrického parametru L*, ktery je uveden
pro rizné kombinace paliv a okyslicovadel. Jak je ale vidét z pfechozich analyz, vliv
velikosti kapic¢ek a vstupni rychlosti je také dilezity. Z tohoto diivodu byla provedena
fada vypoctu pro nékolik polomért a tri tlaky. Predchozi tiloha byla modifikovana,
vypocetni oblast byla nahrazena prostym potrubim a tlak byl predepsan okrajovou

podminkou na vystupu.

Délka potrebnd na spdleni v zavislosti na poloméru kapicek

1.04 X 30bar
X  25bar
X  20bar

L[m]

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
rfm] le-4

Obr. 4.17: Délka potfebna na uplné vyhoreni kapicek

Na je vynesena zavislost délky potfebné na tiplné odpareni a spaleni
kapicek paliva. Je zfejmé, ze délka roste s polomérem kapicek. To je ocekdvané
chovani, vétsi kapicky logicky potrebuji vice ¢asu na odpareni, a tim i vétsi délku.
Délka je viditelné zavisla na tlaku v komore, s rostoucim tlakem délka na spéleni
klesé. Toto chovani mtze byt vysvétleno vyssi hustotou, a tim i efektivnéjsim prenosem

hmoty.
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Zaver

Tato prace se vénovala vyvoji zjednoduseného matematického modelu a jeho
aplikaci na problematiku spalovani v chemickém raketovém motoru. Byl pouzit
model proudéni stlacitelné tekutiny v trubici nekonstantniho prurezu doplnény o
zdrojové ¢leny reprezentujici vyménu hmoty, hybnosti a energie s okolni rozptylenou
kapalnou fazi. Rozptylena faze byla popsana v Eulerové a v Lagrangeové popisu a
vysledky obou pristupt byly porovnany. Model byl aplikovan na priklad odparovani
v trubici a na spalovani v raketovém motoru. Pro druhy ptiklad byly provedeny
analyzy chovani tahu v zévislosti na velikosti kapicek a na rychlosti jejich vstrikovani.
Déle byla provedena analyza délky potrebné na tuplné spéleni kapicek v zavislosti

na jejich poloméru a okolnim tlaku.

Reseni problému odpafovani v trubici vykazuje dobrou shodu pro Euleriv a
Lagrangetiv popis, Teseni jsou témér nerozeznatelnd. Doba trvani vypoctu byla
mérena pro obé metody a vsSechny vypocetni sité. Lagrangetv popis se ukazal
jako vyrazné vypocetné narocnéjsi i pres pouzitou paralelizaci. Pristup vypocetniho
feseni rozptylené faze v Lagrangeové popisu neni vhodny. Pro schiidné feseni musel
byt pocet Lagrangeovskych skupin limitovan na cca 20 000. Takové feSeni vykazovalo
Spatnou konvergenci a ndhodné oscilace. Pti zvyseni poc¢tu skupin zminéné problémy
polevily. Tento fakt demonstruje nutnost velkého mnozstvi Lagrangeovskych skupin
a potifebu vhodnéjsiho vypocetniho néastroje. Vzhledem k nezavislému charakteru

feseného problému by mohlo byt efektivni feseni pomoci GPU.

V druhém prikladu byl vypocetni kod aplikovan na proudéni a spalovani v
raketovém motoru. Vypocet byl proveden pro monodisperzi kapicek v Eulerovée i
Lagrangeové popisu. Vysledky vykazuji znatelné rozdily, které mohou byt zptisobeny
rozdilnym zpiisobem diskretizace. Pro porovnani vlivu monodisperze byl proveden
vypocet s normalnim rozdélenim kapicek. Rozdéleni bylo diskretizovano na 5, 10, 15
a 20 frakei. ReSeni s normélnim rozdélenim se viditelné lisf od feseni s monodisperzi
v zavisloti poloméru kapicek, ta pro normalni rozdéleni klesd pomaleji, a tak jsou
kapicky unéaseny do vétsi vzdéalenosti od vstupu. To demonstruje dilezitost popisu

rozdéleni velikosti kapicek a vliv rozdéleni na pribéh spalovaciho procesu. Vypocetni
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kéd byl dale vyuzit k analyze efektu velikosti kapicek a rychlosti jejich vstupu
do komory. Velikost kapicek ma vyznamny vliv na tah motoru. Ze zavislosti na
je znét, Ze s rostouci velikosti kapicek tah klesi. Vstupni rychlost kapicek
mé& podobny vliv a zavislost je vynesena na Rychle se pohybujici kapicky
opusti spalovaci komoru dfive, nez se mohou odpaftit, a tim snizuji vyvozeny tah. Vliv
vstupni rychlosti je zesilen pro kapicky vétsich rozméri a v krajnim pripadé vyvolal
témér celkovou ztratu tahu. Ztrata tahu diky tomu, ze kapicky stravi nedostatecny
cas ve spalovaci komore je principielné v poradku. Ovsem tento vysledek je vcelku
extrémni a je treba provést detailnéjsi analyzy. Je nutné podotknout, ze model
zanedbava prenos tepla vlivem radiace a vzajemny kontakt kapicek. Oba tyto vlivy
mohou ovlivnit proces spalovani a jejich zahrnuti bude zajisté cilem dalsi prace na
vypocetnim kodu. Délka potiebna na odpareni a spaleni kapicek, jakozto dilezity
parametr pri navrhu raketového motoru, byla analyzovana v zavislosti na poloméru
kapicek a na okolnim tlaku. Potifebna délka roste s velikosti kapicek, s okolnim

tlakem roste s regresivnim charakterem.

V momentélni formé neni vypocetni kdéd dostateéné flexibilni, aby jednoduse
umoznoval dalsi vyvoj. Program byl v jisté mife optimalizovan a paralelizovan
pomoci openMP, ale dalsi optimalizace by byla vhodna. Byly pouzity bézné numerické
metody, které nemusi byt vhodné pro problémy tohoto typu. Naptriklad AUSM
schéma vykazovalo jisté oscilace pii nizsich rychlostech, moznym feSenim je pouziti
AUSM+ nebo AUSM+up. Metoda ¢asové integrace byla zvolena jako nejjednodussi
mozna a pouze prviniho rfadu. Vhodnéjsi metodou by mohla byt zminénd Adams-

Bashforthova vicekrokova metoda, nebo pouziti vicekrokovych implicitnich metod.

Cilem dalsi prace je aplikace pokrocilejsich numerickych metod, optimalizace a
pridani dalsich funkei umoznujici sirsi vyuziti. Napriklad feseni ztrat tepla do okoli,
pridani modelu pohyblivé hranice napriklad pro popis eroze nebo pri pouziti na
spalovani v motoru na tuhé palivo. Popis kapicek by bylo mozné doplnit o detailnéjsi
prubéh teploty v kapicce, kontakt kapicek a prenos tepla radiaci. Pres vSechny
moznosti dalsiho vylepseni je potfeba dodat, Zze model je pouze jednorozmeérny a

v jistém okamziku bude lepsi pouzit vicerozmérné modely.

Ptres vSechny problémy tento jednoduchy vypocetni nastroj poskytl informace o
komplexnim procesu v raketovém motoru a umoznil odhadnout dilezité parametry
spalovani, které mohou byt aplikovany pri prvotnim navrhu. Pro vypocty nebyl

potieba zasadni vypocetny vykon a vsechny byly provedeny na bézném laptopu.
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Pouzité symboly

materialové téleso

konec¢ny objem

vektor soutradnic

vektor rychlosti

vektor zrychleni

normalovy vektor

cas

hustota

meérna energie

teplota

tlak

vektor vnéjsich sil

prurez trubice

hmotnostni koncentrace rozptylené faze
pocetni koncentrace rozptylené faze
objemovy zlomek rozptylené faze
materidlova hustota rozptylené faze
vektor sily

odporova sily

odporovy koeficient

tepelny tok

hmotnostni tok

vyparné teplo kapalné faze

meérna tepelna kapacita za konstantniho tlaku
meérnd tepelnd kapacita za konstantniho objemu
Reynoldsovo ¢islo

Prandtolovo ¢islo

Nusseltovo ¢islo

Sherwoodovo ¢islo
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koeficient tepelné vodivosti

difuzni koeficient

kinematicka viskozita

hmotnostni zlomek

Spaldingovo hmotnostni transportni ¢islo

Spaldingovo teplotni transportni ¢islo
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