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”
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Abstrakt

Tato práce se zabývá numerickým řešeńım dvourozměrného hypersonického prouděńı
stlačitelné nevazké tekutiny. Práce zač́ıná uvedeńım zákon̊u zachováńı a sestaveńım sou-
stavy Eulerových rovnic. Dále jsou v této práci popsány metody pro výpočet nevazkého
toku HLL, HLLC, Rotovaný hybridńı Riemann̊uv řešič HLL/HLLC a nakonec schéma
AUSM+up. Pro ověřeńı správnosti implementace dvourozměrného řešiče je řešeno tran-
sonické prouděńı v GAMM kanálu a poté hypersonické obtékáńı válce. Nakonec je řešeno
hypersonické obtékáńı aerodynamického profilu letounu X-43A vybranými schématy s
TVD rekonstrukćı.

Kĺıčová slova: Metoda konečných objemů, HLL, HLLC, Rotovaný hybridńı Riemann̊uv
řešič, AUSM+up, hypersonické nevazké prouděńı, X-43A

Abstract

This thesis deals with numerical solution of two-dimensional hypersonic flow of compressi-
ble inviscid fluid. Thesis begins by introducing the conservation laws and formulating the
system of Euler equations. Furthermore, this work describes methods for computing invis-
cid flow, such as HLL, HLLC, rotated hybrid Riemann solver HLL/HLLC, and finally the
AUSM+up scheme. To verify the accuracy of the implementation of the two-dimensional
solver, transonic flow in the GAMM channel and then hypersonic flow around a cylinder
are solved. Finally, hypersonic flow around the aerodynamic profile of the X-43A aircraft
is solved using selected schemes with TVD reconstruction.

Key words: Finite Volume Method, HLL, HLLC, Rotated hybrid Riemann solver, AUSM+up,
hypersonic inviscid flow, X-43A
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Poděkováńı
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iv



Seznam obrázk̊u
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3.3 Souřadnice ξ⃗ a ψ⃗ pro podmı́nku stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Metody druhého řádu: (e) rotované HLL/HLLC (f) HLL (g) HLLC (h)
AUSM+up . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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1 Úvod 4

2 Rovnice dynamiky tekutin 6
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3.7.3 Okrajové podmı́nky na výstupu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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vii



OBSAH viii

Literatura 55



Seznam použitých symbol̊u

Malá ṕısmena

a Lokálńı rychlost zvuku [ms−1].

cp Měrná tepelná kapacita při konstantńım tlaku [Jkg−1K−1].

cp Tlakový koeficent.

cv Měrná tepelná kapacita při konstantńım objemu [Jkg−1K−1].

d Pr̊uměr [m].

fa Škálovaćı faktor AUSM+up schématu.

fi Složky vektoru t́ıhových sil f⃗ [N].

e Hustota energie, e = ρE [Jm−3].

h Měrná entalpie [Jkg−1].

ṁ Hmotnostńı tok [kgms−1].

nj Složky vektoru vněǰśı jednotkové normály n⃗ = [nx, ny, nz]
T .

p Tlak [Pa].

q Rychlost ve směru normály [ms−1].

qi Složky vektoru tepelného toku q⃗ [Wm−2].

r Měrná plynová konstanta [Jkg−1K−1].

t Čas [s].

uj Složky vektoru rychlosti u⃗ = [u, v]T [ms−1].

xj Kartézské souřadnice x,y [m].

z Výška [m].
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Velká ṕısmena

D Výpočetńı obast.

Di Buňky výpočetńı śıtě.

E Celková energie [J].

F̂ Vektor numerického nevazkého toku.

F Vektor nevazkého toku ve směru x.

G Vektor nevazkého toku ve směru y.

H Entalpie [Jkg−1].

K Počet buněk.

Kp, Ku Konstanty AUSM+up schématu.

J Bilancovaná veličina.

M Machovo č́ıslo.

Mo Referenčńı Machovo č́ıslo AUSM+up shématu.

P Hustota produkce veličiny.

P̂ Tlaková část numerického toku AUSM+up.

R Poloměr [m].

Rez Reziduum.

SL, SR, Sm Vlnové rychlosti v HLLC schématu.

T Termodynamická teplota [K].

U Vektor primitivńıch proměnných.

V Kontrolńı objem.

∂V Hranice kontrolńıho objemu.

W Vektor neznámých konzervativńıch proměnných.
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Řecká ṕısmena

α Úhel náběhu [◦].

α1, α2 Koeficienty lineárńı kombinace Rotovaného hybridńıho Riemannova řešiče.

β Konstanta AUSM+up schématu.

Γ Hranice výpočetńı oblasti.

δij Kroneckerovo delta - jednotková matice, pro i = j δij = 1, pro i ̸= j δij = 0.

ϵ Konstanta Rotovaného hybridńıho schématu.
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Ω Výpočetńı oblast.
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AUSM+up Advection upstream splitting method pro všechny rychlosti
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Kapitola 1

Úvod

Hypersonické prouděńı je oblast́ı výzkumu, která źıskává stále větš́ı pozornost v souvislosti

s rozvojem letecké a kosmické technologie. Jedná se o prouděńı, při kterém rychlost te-

kutiny dosahuje v́ıce než pětinásobku rychlosti zvuku. Jelikož podmı́nky hypersonického

prouděńı zahrnuj́ı obrovské množst́ı kinetické energie a má extrémńı podmı́nky - vy-

soká teplota, ńızká hustota a ńızký tlak proud́ıćı tekutiny, je obt́ıžné a nákladné tyto

podmı́nky napodobit v experimentálńıch zař́ızeńıch. Z toho d̊uvodu je velmi populárńı

využit́ı numerické simulace prouděńı stlačitelné tekutiny pro sńıžeńı počtu experiment̊u

a urychleńı procesu návrhu a vývoje hypersonických letadel, atmosférických návratových

modul̊u, kosmických lod́ı a hypersonických zbrańı. Hypersonický režim prouděńı obvykle

vede ke složitému proudovému poli, které může obsahovat interakce rázových vln, kon-

taktńı vlny odděluj́ıćı rozsáhlé podzvukové a nadzvukové oblasti a daľśı složité struktury

proudového pole. Pro přesné zachyceńı všech těchto prvk̊u proudového pole je nutné

použ́ıt vhodné numerické metody. Jedńım z kĺıčových prvk̊u je numerické schéma, které

se použ́ıvá k diskretizaci fyzikálńıch tok̊u matematického modelu.

Ćılem této práce je vyvinout řešič rovinného prouděńı nevazké tekutiny, který bude

aplikován na úlohu hypersonického obtékáńı válce a na úlohu hypersonického obtékáńı

profilu letounu X-43A. Daľśım ćılem je srovnáńı numerických metod pro řešeńı hyperso-

nického prouděńı nevazké tekutiny.

Stuktura diplomové práce je přizp̊usobena ćıl̊um diplomové práce. Ve druhé kapi-

tole je definován základńı matematický model proud́ıćı stlačitelné nevazké tekutiny, jsou

tedy představeny zákony zachováńı, ze kterých je sestavena soustava Eulerových rov-

nic a následně je soustava uzavřena konstitutivńım vztahem. Tomuto následuje uvedeńı

počátečńıch a okrajových podmı́nek použitých v této práci.

V daľśı části je odvozena metoda konečných objemů pro soustavu Eulerových rovnic

pro rovinné prouděńı stlačitelné nevazké tekutiny. Následuje uvedeńı jednotlivých metod

aproximuj́ıćıch nevazký tok hranićı výpočetńı buňky. Jsou zde uvedeny metody založené
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na přibližném řešeńı Riemannova problému, metoda založená na rozložeńı normálového

vektoru hranice do dvou směr̊u ve kterých se poč́ıtaj́ı dva toky, nebo na tzv. rozděleńı toku

na konvektivńı a tlakovou část. Dále jsou zde uvedeny metody pro časovou diskretizaci

a numerická implementace okrajových podmı́nek. Tato kapitola konč́ı uvedeńım metod

vyšš́ıho řádu přesnosti.

Ve čtvrté kapitole jsou prezentovány výsledky vypočtené pomoćı vlastńıho výpočetńıho

programu napsaného v programovaćım jazyce C++. Je zde řešeno transonické prouděńı

v GAMM kanálu, hypersonické obtékáńı válce a na závěr úloha hypersonického obtékáńı

profilu hypersonického letounu X-43A.

Diplomová práce konč́ı kapitolou, která se věnuje závěrečnému zhodnoceńı.



Kapitola 2

Rovnice dynamiky tekutin

Tato kapitola se zabývá modelem prouděńı nevazké stlačitelné tekutiny. Zač́ıná předsta-

veńım základńıch zákon̊u zachováńı, kde je vysloveno mnoho d̊uležitých předpoklad̊u.

Pokračuje sestaveńım soustavy Eulerových rovnic pomoćı zákon̊u zachováńı. Tento systém

je uzavřen v následuj́ıćı podkapitole konstitutivńım vztahem. Dále jsou v této kapitole

uvedeny počátečńı a okrajové podmı́nky pro Eulerovy rovnice.

2.1 Zákony zachováńı

Základem matematického modelu prouděńı nevazké tekutiny jsou zákony zachováńı urči-

tých veličin. Tyto zákony budou konkrétně představeny v následuj́ıćıch podkapitolách.

Nyńı je však nutné uvést předpoklady, které umožňuj́ı následné myšlenkové pochody.

Budu předpokládat, že tekutina, kterou se v této práci budu zabývat, se chová jako

spojité prostřed́ı (kontinuum) a zanedbávám tedy veškerou částicovou strukturu. Tento

předpoklad lze zd̊uvodnit t́ım, že velikostńı měř́ıtka řešených úloh v této práci jsou řádově

větš́ı než středńı volná dráha molekul dané tekutiny, což umožňuje hledat jednotlivé atri-

buty prouděńı dané tekutiny jako spojité funkce v čase a prostoru. Dále je řešená tekutina

stlačitelná, jde tedy o prouděńı plynu, v této práci předevš́ım vzduchu. Právě pro vzduch

při atmosferických podmı́nkách jsou tyto předpoklady splněny. Posledńım vysloveným

předpokladem je nevazkost řešené tekutiny, a tedy zanedbáńı vazkých a difuzńıch efekt̊u.

Tento předpoklad bude aplikován na jednotlivé zákony zachováńı pro vazkou tekutinu, ze

kterých nakonec budou odvozeny zákony zachováńı pro nevazkou tekutinu. Tyto zákony

zachováńı jsou odvozeny na základě Eulerovského popisu pohybu částice tekutiny, kdy je

vytyčen kontrolńı objem V s hranićı ∂V, která je uzavřená a jednoduše souvislá. Prouděńı

je popisováno v pevně zvoleném souřadnicovém systému.

Zákony zachováńı při použit́ı tohoto popisu potom lze psát jako bilance veličin na

vytyčeném kontrolńım objemu V [1]. Lze tedy psát obecnou bilančńı rovnici složenou

6
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z časové změny bilancované veličiny v kontrolńım objemu V, toku veličiny přes hranici

kontrolńıho objemu ∂V a produkce dané veličiny v kontrolńım objemu pomoćı Einsteinovy

sumačńı konvence jako

∂

∂t

˚
V

JdV = −
‹
∂V

Fj(J)njdS +

˚
V

P (J)dV, (2.1)

kde J je bilancovaná veličina, Fj(J) je složka vektoru hustoty toku veličiny, P (J) je hustota

produkce veličiny a nj je j-tá složka jednotkové vněǰśı normály. U prvńıho členu rovnice

(2.1) lze změnit pořad́ı integrálu a časové derivace d́ıky neměnnosti objemu V v čase a dále

lze d́ıky vlastnostem hranice ∂V převést plošný integrál pomoćı Gaussovy-Ostrogradského

věty na objemový integrál. Po úpravách vypadá bilančńı rovnice následovně

˚
V

(
∂J

∂t
+
∂Fj(J)

∂xj

)
dV =

˚
V

P (J)dV. (2.2)

Z tohoto tvaru lze rovnici přepsat do obecného zákona zachováńı v diferenciálńım tvaru

∂J

∂t
+
∂Fj(J)

∂xj
= P (J). (2.3)

Obecné zákony zachováńı hmotnosti, hybnosti a energie pro prouděńı vazké stlačitelné

tekutiny lze nalézt v [1]. V daľśıch podkapitolách jsou zákony zachováńı zjednodušeny pro

prouděńı nevazké tekutiny.

2.1.1 Zákon zachováńı hmotnosti

Prvńım ze tř́ı uvedených zákon̊u zachováńı je zákon zachováńı hmotnosti, kde zachováva-

nou veličinou je hmotnost vztažená na jednotku objemu, tedy hustota ρ. Hustota toku

veličiny ρ hranićı kontrolńıho objemu je Fj(ρ) = ρuj, kde uj je j-tá složka vektoru rychlosti

v kontrolńım objemu. Jelikož hmota v kontrolńım objemu nesmı́ vznikat ani zanikat,

hustota produkce veličiny v př́ıpadě homogenńıho prostřed́ı je rovna nule, tzn. P (ρ) = 0.

Po dosazeńı těchto výraz̊u do rovnice obecné bilance (2.1) dostávám

∂

∂t

˚
V

ρdV = −
‹
∂V

ρujnjdS. (2.4)

V diferenciálńım tvaru rovnice kontinuity vypadá

∂ρ

∂t
+
∂(ρuj)

∂xj
= 0, (2.5)

což je zákon zachováńı hmotnosti.
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2.1.2 Zákon zachováńı hybnosti

Daľśım zákonem je zákon zachováńı hybnosti, kde zachovávanou veličinou je hybnost

vztažená na jednotku objemu ρui. Hustota toku veličiny ρui hranićı kontrolńıho objemu

je

Fj(ρui) = [(ρui)uj − σij], (2.6)

kde (ρui) je konvektivńı část hustoty toku hybnosti a σij je hustota molekulárńıho toku

hybnosti. Na rozd́ıl od zákona zachováńı hmotnosti může hybnost v konvektivńım toku

vznikat i zanikat. To je zp̊usobeno vněǰśımi objemovými silami. Produkci hybnosti lze

tedy napsat jako P (ρui) = ρfj. Po dosazeńı těchto výraz̊u do rovnice obecné bilance (2.1)

dostanu
∂

∂t

˚
V

ρuidV = −
‹
V

[(ρui)uj − σij]njdS +

˚
V

ρfjdV. (2.7)

Pokud tuto rovnici převedu do diferenciálńıho tvaru, dostávám

∂(ρui)

∂t
+
∂(ρuiuj)

∂xj
=
∂σij
∂xj

+ ρfi, (2.8)

což je druhý Newton̊uv zákon pro spojité prostřed́ı, tzv. Cauchyho rovnice. Od této chv́ıle

se budu zabývat pouze Newtonskými tekutinami, které se ř́ıd́ı Newtonovým zákonem

viskozity [2]. Rozlož́ım tenzor napět́ı σij na jeho tlakovou část a tenzor vazkých napět́ı

tak, že

σij = −pδij + τij, (2.9)

kde δij je Kroneckerovo delta. Pokud nyńı dosad́ım tento vztah do rovnice (2.3) a za-

nedbám tenzor τij, který je závislý na dynamické viskozitě, která je pro nevazkou tekutinu

rovna nule, dostávám
∂(ρui)

∂t
+
∂(ρuiuj)

∂xj
+
∂p

∂xi
= ρfj, (2.10)

což je zákon zachováńı hybnosti pro stlačitelnou nevazkou tekutinu v diferenciálńım tvaru,

tzv. Eulerova rovnice.

2.1.3 Zákon zachováńı energie

Posledńım uvedeným zákonem je zákon zachováńı energie, zde je zachovávána energie

vztažená na jednotku objemu ρE, kde energie E je definovována jako

E = U +
ujuj
2
. (2.11)
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Hustota toku veličiny ρE hranićı kontrolńıho objemu je

Fj(ρE) = [(ρE)uj − uiσij + qj], (2.12)

kde (ρE)uj je konvektivńı část hustoty toku energie, uiσij je část hustoty toku energie

vyvolána povrchovými silami a qj je tok tepla přes hranici kontrolńıho objemu. Stejně

jako u zákona zachováńı hybnosti může energie v kontrolńımu objemu vznikat i zanikat

p̊usobeńım vněǰśıch objemových sil. Produkci energie lze tedy napsat jako P (ρE) = ρfjuj.

Všechny tyto výrazy dosad́ım do rovnice (2.1)

∂

∂t

˚
V

ρEdV = −
‹
∂V

[(ρE)uj − uiσij + qj]njdS +

˚
V

ρfiujdV. (2.13)

Dále rovnici převedu do diferenciálńıho tvaru a zanedbám tenzor vazkých napět́ı. Za qj

dosad́ım z Fourierova zákona qj = −λ ∂T
∂xj

, lze však dokázat, že tento vztah je závislý na

dynamické viskozitě [3] a je tedy také zanedbán. Po těchto úpravách lze zákon zachováńı

energie zapsat následovně

∂(ρE)

∂t
+

∂

∂xj
[(ρE + p)uj] = ρfiuj. (2.14)

Rovnice se nazývá zákon zachováńı energie pro nevazkou stlačitelnou tekutinu.

2.2 Soustava Eulerových rovnic ve 2D

Spojeńım zákona zachováńı hmotnosti, hybnosti a energie (rovnic 2.5, 2.8, 2.14), vznikne

dle [1] obecná soustava Eulerových rovnic. V této práci je uvažován pouze jejich dvou-

rozměrný tvar, kde x⃗ = [x, y] a vektor rychlosti u⃗ = [u, v]. S použ́ıt́ım tohoto značeńı lze

přepsat obecné Eulerovy rovnice do jejich rovinného tvaru

∂ρ

∂t
+
∂(ρu)

∂x
+
∂(ρv)

∂y
= 0, (2.15)

∂(ρu)

∂t
+
∂(ρu2)

∂x
+
∂(ρuv)

∂y
+
∂p

∂x
= 0, (2.16)

∂(ρv)

∂t
+
∂(ρuv)

∂x
+
∂(ρv2)

∂y
+
∂p

∂y
= 0, (2.17)

∂(ρE)

∂t
+
∂ [(ρE + p)u]

∂x
+
∂ [(ρE + p)v]

∂y
= 0. (2.18)
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Tuto soustavu rovnic lze zapsat i ve vektorovém tvaru, který je úsporněǰśı na zápis a

užitečněǰśı pro pozděǰśı numerické řešeńı následovně

∂W

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
= 0, (2.19)

W =


ρ

ρu

ρv

ρE

 , F (W ) =


ρu

ρu2 + p

ρuv

(ρE + p)u

 , G(W ) =


ρv

ρuv

ρv2 + p

(ρE + p)v

 , (2.20)

kdeW je vektor konzervativńıch veličin, F (W ) a G(W ) jsou nevazké fyzikálńı toky. Takto

zapsaný systém rovnic je nutno uzavř́ıt ještě jednou rovnićı, protože se jedná o soustavu

čtyř rovnic pro pět neznámých, kterými jsou hustota, dvě složky vektoru rychlosti, energie

a tlak. Takto definovaný systém je vhodný pro řešeńı úloh, u kterých nejsou d̊uležité vazké

efekty, např́ıklad se takto dá řešit rozložeńı tlaku na stěně aerodynamického profilu, jestliže

je tento profil obtékán bez odtržeńı proudu. Naopak t́ımto systémem nelze řešit odpor

aerodynamického profilu, mezńı vrstva, odtržeńı proudu atd.

2.3 Konstitutivńı vztahy

Doplňuj́ıćım konstitutivńım vztahem pro uzavřeńı systému rovnic (2.19) je stavová rovnice

udávaj́ıćı vztah mezi tlakem, hustotou a termodynamickou teplotou. V této práci bude

uvažován model ideálńıho plynu, což je fyzikálńı model popsaný v [4] s následuj́ıćımi

vlastnostmi:

• částice mezi sebou neinteraguj́ı kromě srážek

• všechny srážky jsou dokonalé pružné

• rozměry částic jsou zanedbatelné vzhledem k jejich vzdálenostem.

Z těchto vlastnost́ı modelu ideálńıho plynu vyplývá, že

• ideálńı plyn je dokonale stlačitelný a nedocháźı v něm k třeńı

• vnitřńı energie se rovná pouze kinetické energii plynu

• kinetická energie plynu je závislá pouze na teplotě

• plat́ı Mayer̊uv vztah

cp − cv = r = konst., (2.21)
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kde cv je měrná tepelná kapacita při konstańım objemu a cp při konstantńım tlaku, dále

r je měrná plynová konstanta, která je pro vzduch rovna přibližně r = 287.1 Jkg−1 K−1.

• Poissonova konstanta je definována

κ =
cp
cv

= konst., (2.22)

pro vzduch má stejnou hodnotu jako pro dvouatomový plyn κ = 1.4. Vztah pro tlak se

tedy dá zapsat jako

p = ρrT. (2.23)

Rovnice se nazývá stavová rovnice ideálńıho plynu. Lze ji přepsat do následuj́ıćıho tvaru

pro tlak

p = (κ− 1)

[
ρE − 1

2
ρ(u2 + v2)

]
. (2.24)

Toto je tvar stavové rovnice pro ideálńı plyn, který bude dále použ́ıván v této práci.

2.4 Počátečńı a okrajové podmı́nky

Soustava Eulerových rovnic v této práci je řešena na omezené oblasti D ⊂ R2 pro t > 0.

Proto je nutno doplnit vhodné počátečńı a okrajové podmı́nky. V této kapitole čerpám

z [5].

2.4.1 Počátečńı podmı́nky

Pro konkrétńı výpočet za použit́ı Eulerových rovnic (2.19) je nutno předepsat počátečńı

stav proudového pole, tedy hodnoty primitivńıch proměnných pro okamžik kdy t = 0

ρ(x⃗, 0) = ρpp(x⃗), u⃗(x⃗, 0) = u⃗pp(x⃗), E(x⃗, 0) = Epp(x⃗), (2.25)

kde ρpp(x⃗), u⃗pp(x⃗) a Epp(x⃗) jsou dané počátečńı hodnoty neznámých veličin.

2.4.2 Okrajové podmı́nky

Jakákoliv numerická simulace může uvažovat pouze část skutečné fyzické oblasti. Zkráceńı

oblasti vede k umělým hranićım, kde se muśı předepisovat hodnoty určitých fyzikálńıch

veličin. Dále také stěny, které jsou vystaveny prouděńı, představuj́ı přirozené hranice

fyzické oblasti. Okrajové podmı́nky je nutno volit vhodně, nesprávná volba může vést k

nepřesné simulaci skutečnosti. Použité okrajové podmı́nky v této práci jsou:
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• vstup

podmı́nka je zavedena v časti hranice, kde vstupuje proud do výpočetńı oblasti

• výstup

podmı́nka se použ́ıvá v té části hranice, kterou proud opoušt́ı výpočetńı oblast

• stěna

podmı́nka je zavedena v mı́stech, kde je výpočetńı oblast ohraničena pevnou stěnou.

2.4.3 Okrajové podmı́nky pro soustavu Eulerovných rovnic

Např́ıklad dle [6] je při předepisováńı podmı́nek na vstupu a výstupu pro soustavu Eule-

rových rovnic nutno rozlǐsovat, zda normálová rychlost nab́ıhaj́ıćıho proudu, či výstupńıho

proudu je větš́ı či menš́ı než lokálńı rychlost zvuku a.

• Vstupńı okrajová podmı́nka:

Pro u⃗ · n⃗ < a zadat tři veličiny, např́ıklad ρ, u, v

Pro u⃗ · n⃗ > a zadat všechny 4 veličiny ρ, u, v, p.

• Výstupńı okrajová podmı́nka:

Pro u⃗ · n⃗ < a zadat jednu veličinu, např́ıklad p.

Pro u⃗ · n⃗ > a nezadat žádnou veličinu.

• Pevná stěna:

Pro nevazkou tekutinu plat́ı, že proud stěnou neprocháźı a vektor rychlosti je s ńı v

jej́ı bĺızkosti rovnoběžný. Z toho vyplývá

u⃗ · n⃗ = 0. (2.26)



Kapitola 3

Numerické metody pro řešeńı

prouděńı stlačitelné nevazké tekutiny

Soustava Eulerových rovnic představená v předchoźı kapitole neńı řešitelná žádným zná-

mým analytickým aparátem. Proto se už́ıvaj́ı numerické metody na nalezeńı přibližného

řešeńı daného problému. K nejpouž́ıvaněǰśım metodám řeš́ıćı prouděńı stlačitelné nevazké

tekutiny patř́ı:

• Metoda konečných diferenćı (MKD)

Metoda konečných diferenćı je založena na tom, že aproximuje diferenciálńı rovnice

pouze v bodech a parciálńı diferenciálńı rovnice v těchto bodech se nahrad́ı rovnicemi

algebraickými. Zmı́něné body jsou uzly śıtě pokrývaj́ıćı výpočetńı oblast, proto je

tato numerická metoda známa jako metoda śıt́ı. Tato metoda je jednou z nejstarš́ıch

metod [1].

• Metoda konečných objemů (MKO)

Nejčastěji použ́ıvanou metodou pro numerické řešeńı prouděńı tekutin je metoda

konečných objemů. Tato metoda se zaměřuje na diskretizaci výpočetńı oblasti na

konečný počet buněk, které představuj́ı diskrétńı objemy v prostoru. Každá buňka

je považována za samostatný objekt a jej́ı vlastnosti, jako jsou hustota, tlak, rych-

lost a daľśı, jsou definovány v těžǐsti buňky. Pro každou buňku se poté vypoč́ıtaj́ı

př́ıspěvky od sousedńıch buněk v souladu se zákony zachováńı hmotnosti, hybnosti

a energie. Tyto př́ıspěvky jsou aproximovány pomoćı numerických schémat. Metoda

konečných objemů je vhodná pro modelováńı r̊uzných typ̊u prouděńı tekutin, včetně

stlačitelných a nevazkých tekutin, protože je schopna zachytit š́ı̌reńı nespojitost́ı [1].

Tato metoda bude v́ıce popsána v daľśıch kapitolách.

13
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• Metoda konečných prvk̊u (MKP)

Princip metody konečných prvk̊u spoč́ıvá v rozděleńı oblasti, ve kterém se prouděńı

tekutiny řeš́ı, na malé elementy nazývané konečné prvky, nejčastěji trojúhelńıky.

Muśı být tedy vytvořena nestrukturovaná śıt’. Každý konečný prvek je obvykle de-

finován svými vrcholy, které jsou propojeny pomoćı uzlových spoj̊u. Zákony za-

chováńı hmotnosti, hybnosti a energie jsou integrovány přes tyto konečné prvky,

což umožňuje źıskat diskrétńı rovnice pro každý prvek [1]. Vzniklou soustavu rovnic

je nutno vyřešit vhodnou metodou [7].

3.1 Metoda konečných objemů pro soustavu Eule-

rových rovnic ve 2D

Dvourozměrné prouděńı nevazké stlačitelné tekutiny je popsáno systémem Eulerových

rovnic ve tvaru
∂W

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
= 0, (3.1)

kde

W =


ρ

ρu

ρv

ρE

 , F (W ) =


ρu

ρu2 + p

ρuv

(ρE + p)u

 , G(W ) =


ρv

ρuv

ρv2 + p

(ρE + p)v

 . (3.2)

Soustava rovnic je uzavřena stavovou rovnićı ideálńıho plynu

p = (κ− 1)

[
ρE − 1

2
ρ(u2 + v2)

]
. (3.3)

Postup pro odvozeńı metody konečných objemů ve 2D je převzat z [5]. Mám výpočetńı

oblast O ∈ R2, tu rozděĺım na jednotlivé buňky Di. Buňky jsou navzájem disjunktńı a

sjednoceńı všech buňek pokrývá celou výpočetńı obast. Nyńı intergruji soustavu rovnic

přes obecnou buňku śıtě Di

¨
Di

(
∂W

∂t

)
dxdy +

¨
Di

[
∂F (W )

∂x
+
∂G(W )

∂y

]
dxdy = 0. (3.4)

U prvńıho integrálu v rovnici (3.4) zaměńım pořad́ı derivace a integrováńı, na druhý

integrál aplikuji Greenovu větu

d

dt

¨
Di

Wdxdy +

˛
∂Di

[F (W )nx +G(W )ny] dS = 0, (3.5)
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kde nx a ny jsou složky vněǰśı jednotkové normály. Nyńı označ́ım

|Di| =
¨
Di

dx dy (3.6)

a

F̂ (W, n⃗) = F (W )nx +G(W )ny =


ρq

ρuq + pnx

ρvq + pny

(ρE + p)q

 , (3.7)

kde q = unx+ vny je rychlost ve směru normály. Na prvńı integrál v rovnici (3.5) aplikuji

větu o středńı hodnotě a po úpravě s použit́ım vztahu (3.6) a (3.7) dostanu

dWi(t)

dt
= − 1

Di

˛
∂Di

F̂ (W, n⃗)dS. (3.8)

V rovnici (3.8) nahrad́ım křivkový integrál přes hranici buňkyDi sumou přes všechny části

hranice buňky Di
1 a dostávám obecný semidisktrétńı tvar metody konečných objemů pro

soustavu Eulerových rovnic

dWi(t)

dt
= − 1

Di

k=4∑
k=1

F̂k(W, n⃗)∆Sk = Rez(W )i, (3.9)

kde ∆Sk je velikost př́ıslušných stran, které tvoř́ı hranici buňky Di.

3.2 Schéma HLL

Pro výpočet členu F̂k(W, n⃗), představuj́ıćı nevazký tok k-tou stěnou hranice huňky Di, je

nutno zvolit vhodné schéma. Prvńım takovým schématem bylo v této práci zvoleno schéma

HLL, které bylo odvozeno Hartenem, Laxem a van Leerem [8]. Schéma bylo navrženo na

základě zjednodušeńı Riemannova problému pro soustavu rovnic pro mělkou vodu [3].

Podrobné odvozeńı schématu HLL lze nalézt v [9]. Nevazký tok stěnou, která představuje

rozhrańı mezi dvěma sousedńımi buňkami, záviśı na stavu konzervativńıch veličin vlevo

(index L) a vpravo (index R) od hranice. Nevazký tok pomoćı schématu HLL lze aproxi-

movat jako:

F̂k(W, n⃗) ≈ F̂k
HLL

(WL,WR, n⃗) =


F (WL) pro SL > 0

F (W ∗) pro SL ≤ 0 ≤ SR

F (WR) pro SR < 0

. (3.10)

1V této práci jsou uvažovány pouze čtyřúhelńıkové buňky.
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Schéma uvažuje dvě vlny s největš́ı a nejmenš́ı rychlost́ı š́ı̌reńı, které rozděĺı oblast na tři

podoblasti, ve kterých považuje veličiny za konstantńı viz obrázek 3.1.

Obrázek 3.1: HLL - grafické zobrazeńı aproximace řešeńı Riemannova problému

Stavy vlevo a vpravo jsou definovány

F (WL) =


ρLqL

ρLuLqL + pLnx

ρLvLqL + pLny

(eL + pL)qL

 , F (WR) =


ρRqR

ρRuRqR + pRnx

ρRvRqR + pRny

(eR + pR)qR

 , (3.11)

kde e = ρE a stav mezi vlnami je definován

F (W ∗) =
SRFL − SLFR + SRSL(WR −WL)

SR − SL
. (3.12)

Vlnové rychlosti se podle Einfeldta [10] vypoč́ıtaj́ı

SL = min [qR − aR, qL − aL] , (3.13)

SR = max [qR + aR, qL + aL] . (3.14)

Hlavńım nedostatkem schématu HLL je nepřesné zachyceńı př́ıčných vln a kontaktńıch ne-

spojitost́ı [11]. HLL schéma uvažuje pouze dvě vlnové rychlosti odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ımu

a největš́ımu vlastńımu č́ıslu Jakobiánu vzniklého zápisem kvazilineárńıho tvaru Eule-

rových rovnic. Daľśı vlnové rychlosti (pro rovinné prouděńı odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um

λ2 = λ3 = q [6]) nejsou ve výpočtech toku zohledněny. Schéma HLL má i své výhody,
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správně zachycuje izolované rázové vlny, zachovává pozitivitu a je robustńı, avšak za cenu

velké numerické vazkosti [9].

3.3 Schéma HLLC

Daľśım už́ıvaným schématem v této práci je schéma HLLC, což je vylepšeńı schématu

HLL, které je př́ımo odvozeno pro soustavu Eulerových rovnic [9]. Lǐśı se v tom, že uvažuje

existenci prostředńı, kontaktńı vlny (C - Contact). HLLC metoda tedy uvažuje tři vlny

a zohledňuje ve výpočtech všechna vlastńı č́ısla. Tvar HLLC schématu byl převzat z [5].

Obrázek 3.2: HLLC - grafické zobrazeńı aproximace řešeńı Riemannova problému

Metoda HLLC nevazký tok F̂k(W, n⃗) aproximuje následovně

F̂k(W, n⃗) ≈ F̂k
HLLC

(WL,WR, n⃗) =



F (WL) pro SL > 0

F (W ∗
L) pro SL ≥ 0 < SM

F (W ∗
R) pro SM ≤ 0 ≤ SR

F (WR) pro SR < 0

, (3.15)
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kde stavy vlevo a vpravo jsou definovány stejně jako u schématu HLL rovnićı (3.11) a

prostředńı stavy jsou určeny

F (W ∗
L) =


ρ∗LSM

(ρu)∗LSM + p∗nx

(ρv)∗LSM + p∗ny

(e∗L + p∗)SM

 , F (W ∗
R) =


ρ∗RSM

(ρu)∗RSM + p∗nx

(ρv)∗RSM + p∗ny

(e∗R + p∗)SM

 , (3.16)

W ∗
L =


ρ∗L

(ρu)∗L

(ρv)∗L

e∗L

 =
1

SL − SM


(SL − qL)ρL

(SL − qL)(ρu)L + (p∗ − pL)nx

(SL − qL)(ρv)L + (p∗ − pL)ny

(SL − qL)eL − pLqL + p∗SM

 , (3.17)

W ∗
R =


ρ∗R

(ρu)∗R

(ρv)∗R

e∗R

 =
1

SR − SM


(SR − qR)ρR

(SR − qR)(ρu)R + (p∗ − pR)nx

(SR − qR)(ρv)R + (p∗ − pR)ny

(SR − qR)eR − pRqR + p∗SM

 , (3.18)

tlak v prostředńım stavu lze spoč́ıtat dvěma ekvivalentńımi zp̊usoby

p∗ = ρL(qL − SL)(qL − SM) + pL = ρR(qR − SR)(qR − SM) + pR. (3.19)

Vlnová rychlost SM se vypočte dle [12]

SM =
ρRqR(SR − qR)− ρLqL(SL − qL) + pL − pR

ρR(SR − qR)− ρL(SL − qL)
(3.20)

a vlnové rychlosti SL a SR jsou podle [13] definovány následovně:

SL = min
[
λ1(WL), λ1(W

Roe)
]

(3.21)

SR = max
[
λm(WR), λm(W

Roe)
]
, (3.22)

kde λ1(WL) je nejmenš́ı a λm(WR) největš́ı vlastńı č́ıslo jakobiánu ∂F̂ /∂W , tedy

λ1(WL) = qL − aL (3.23)

λm(WR) = qR + aR (3.24)

a λ1(W
Roe) je nejmenš́ı a λm(W

Roe) největš́ı vlastńı č́ıslo Roeho matice [9]. Tato vlastńı

č́ısla jsou definována jako

λ1(W
Roe) = q − a, (3.25)
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λm(W
Roe) = q + a (3.26)

a dále

q = unx + vny, (3.27)

kde

u =
uL + uRRρ

(1 +Rρ)
, v =

vL + vRRρ

(1 +Rρ)
, (3.28)

a2 = (κ− 1)

[
H − 1

2
(u2 + v2)

]
, (3.29)

H =
HL +HRRρ

(1 +Rρ)
(3.30)

a

Rρ =

√
ρR
ρL
, (3.31)

kde H je entalpie a spoč́ıtá se jako

H =
(e+ p)

ρ
. (3.32)

Schéma HLLC je stejně jako HLL prvńıho řádu přesnosti [12]. Schéma HLLC dokáže

správně zachytit rázové vlny, kontaktńı nespojitosti i smykové vlny a nav́ıc si zachovovává

pozitivitu hustoty i tlaku v př́ıpadě kladných počátečńıch podmı́nek [5]. Nevýhodou HLLC

metody je však náchylnost ke vzniku nestabilit v oblasti rázových vln [14].

3.4 Rotované hybridńı schéma HLL/HLLC

Princip rotovaného hybridńıho numerického schématu je založen na rozkladu jednotkového

normálového vektoru hranice na dva ortonormálńı vektory n⃗1, n⃗2 [11]

n⃗ = α1n1 + α2n2, α1 = n · n1, α2 = n · n2. (3.33)

Ve směru každého vektoru se poč́ıtá r̊uzný numerický tok. Výsledný numerický tok je

lineárńı kombinaćı tok̊u v obou směrech

F̂k
HLL/HLLC

(WL,WR, n⃗) = α1F̂
HLL
k (WL,WR, n⃗1) + α2F̂

HLLC
k (WL,WR, n⃗2). (3.34)

Rotované hybridńı schéma HLL/HLLC bylo převzato z [15]. Výběr schémat HLL a HLLC

do Rotovaného schématu lze od̊uvodnit tak, že je potřeba metoda schopná správně zachy-

tit rázové vlny a přesně vyřešit prouděńı v mezńı vrstvě [16]. Mnohé numerické metody

splňuj́ı pouze jeden z těchto požadavk̊u, např. uvedené HLLC schéma přesně řeš́ı smy-
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kové vrstvy, ale je náchylné ke vzniku nestabilit v oblasti rázových vln, které mohou

znehodnotit řešeńı. Tyto nestability se anglicky označuj́ı jako carbuncle phenomenon [14].

HLL je naopak velmi disipativńı, takže nestability potlačuje. Do Rotovaného hybridńıho

schématu je tedy vybrán jeden tok z obou skupin.

HLL je tř́ıstavové schéma (3.10), zat́ımco HLLC čtyřstavové (3.15). Výsledné schéma

je tedy dvanáctistavové, ty lze rozdělit do tř́ı skupin:

1. Prouděńı v obou směrech (n⃗1, n⃗2) je supersonické ve směru normály, tedy

SHLLL > 0 a SHLLCL > 0. (3.35)

Pro supersonické prouděńı maj́ı HLL a HLLC stejný tvar a numerický tok je tedy

nalevo od rozhrańı

F̂k
HLL/HLLC

(WL,WR, n⃗) = F (WL). (3.36)

2. Prouděńı v obou směrech je supersonické proti směru normály, tedy

SHLLR < 0 a SHLLCR < 0. (3.37)

Numerický tok se obdobně redukuje na tok napravo od rozhrańı

F̂k
HLL/HLLC

(WL,WR, n⃗) = F (WR). (3.38)

3. Ve všech zbývaj́ıćıch př́ıpadech vztah pro výpočet toku nelze zjednodušit. Muśı se

tedy vypoč́ıtat oba toky a vypoč́ıtat jejich lineárńı kombinaci (3.34).

Pro výpočet nevazkého toku F̂k je nejprve nutné určit oba směry ve kterých se poč́ıtá

numerický tok. Směr vektoru n⃗1 je

n⃗1 =


δq⃗

||δq⃗|| pro ||∆q⃗|| ≥ ϵ

n⃗ jinak,
(3.39)

kde ||δq⃗|| = (∆u,∆v) = (uR − uL, vR − vL) a ϵ je malé č́ıslo (v [11] je ϵ = 10−12|Uref |).
Mı́rně vylepšenou alternativou použ́ıvanou v této práci je

n⃗1 =


δq⃗

||δq⃗|| pro ||∆q⃗|| ≥ ϵ

n⃗⊥ jinak.
(3.40)

Vektor n⃗⊥ je paralelńı s rozhrańım. Druhý vektor n⃗2 je volen jako kolmý k n⃗1, přičemž
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nesmı́ směřovat dovnitř buňky, tzn.

n⃗2 · n⃗ ≥ 0. (3.41)

Druhá varianta výpočtu se tedy lǐśı jen pokud je velikost rozd́ılu rychlosti menš́ı než ϵ.

Pak plat́ı

α1 = n⃗ · n⃗1 = 0, α2 = n⃗ · n⃗2 = 1, n⃗2 = n⃗. (3.42)

Tok se tak zjednoduš́ı

F̂HLL/HLLC = F̂HLLC(n⃗2) (3.43)

a redukuje se tedy na přesněǰśı numerický tok HLLC. Normála n⃗2 se spoč́ıtá jako kolmá

k normále n⃗1

n⃗2 = (−n1y, n1x). (3.44)

Rotované hybridńı schéma HLL/HLLC nevazký tok F̂k(W, n⃗) aproximuje následovně

F̂k(W, n⃗) ≈ F̂k
HLL/HLLC

(WL,WR, n⃗) =


F (WL) pro SHLLL > 0 a SHLLCL > 0

F (WR) pro SHLLR < 0 a SHLLCR < 0

α1F
HLL(n⃗1) + α2F

HLLC(n⃗2) jinak

(3.45)

Rotované hybridńı schéma HLL/HLLC přej́ımá vlastnosti HLLC schématu bez náchylnosti

ke vzniku nestabilit v oblasti rázových vln [15]. Nevýhodou rotovaného schématu je jeho

výpočetńı náročnost, jelikož muśı poč́ıtat dva toky zároveň.

3.5 Schéma AUSM+up

AUSM+up je rozš́ı̌reńım schémat AUSM (Advection Upstream Splitting Method). Rozš́ı̌re-

né schéma bylo vyvinuto za účelem źıskat metodu, která je schopna poč́ıtat všechny ry-

chlostńı režimy [17]. Principem AUSM schémat je rozděleńı nevazkého toku na konvektivńı

a tlakovou část. Konvektivńı část toku je spojena s rychlost́ı advekce, zat́ımco tlaková část

s rychlost́ı akustickou [18]. Numerický tok na hranici je definován jako

F̂k = F (WL,WR, n⃗). (3.46)

Tok rozděĺım na konvektivńı a tlakovou část

F = F (c) + P, (3.47)
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kde

F (c) = ṁΨ⃗, P =


0

pnx

pny

0

 , (3.48)

kde hmotnostńı tok ṁ a vektor ψ⃗ jsou definovány jako

ṁ = ρq, Ψ⃗ =


1

u

v

e

 . (3.49)

Numerický nevazký tok F̂k vyjádř́ım jako součet numerické konvektivńı části toku F̂
(c)
k a

numerického toku tlakové části P̂k

F̂k = F̂
(c)
k + P̂k, (3.50)

kde konvektivńı numerický tok je dán vztahem

F̂
(c)
k = ṁ1/2Ψ⃗1/2, Ψ⃗1/2 =

Ψ⃗L pro ṁ1/2 > 0,

Ψ⃗R jinak.
(3.51)

Hmotnostńı tok přes hranici po dosazeńı u1/2 = a1/2M1/2 se spoč́ıtá

ṁ1/2 = a1/2M1/2

ρL pro M1/2 > 0

ρR jinak,
(3.52)

kde rychlost zvuku na rozhrańı a1/2 je definován jako pr̊uměr aL a aR

a1/2 =
aL + aR

2
. (3.53)

Machovo č́ıslo na rozhrańı z hlediska ML a MR je definováno jako

M1/2 = M+
(4)(ML) +M−

(4)(MR)−
Kp

fa
max

(
1− σM

2
, 0
) pR − pL
ρ1/2a

2
1/2

, (3.54)

kde hustota na rozhrańı je

ρ1/2 =
ρL + ρR

2
. (3.55)
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M(m) jsou polynomické funkce stupně m = 1, 2, 4 a jsou definovány následuj́ıćımi vztahy

M±
(1)(M) =

1

2
(M ± |M |) , (3.56)

M±
(2)(M) = ±1

4
(M ± |M |)2 , (3.57)

M±
(4)(M) =

M
±
(1) pro |M | ≥ 1,

M±
(2)(1∓ 16βM∓

(2)) jinak,
(3.58)

kde Machovo č́ıslo na pravé a levé straně definuji

MR =
qR
a1/2

, ML =
qL
a1/2

. (3.59)

Dále je nutno dle [17] zavést konstanty Kp = 0.25, β = 1/8, σ = 1 a škálovaćı faktor fa,

který je definován rovnićı

fa =Mo(2−Mo) (3.60)

s referenčńım Machovým č́ıslem

M2
o = min

(
1,max

(
M

2
,M2

∞

))
∈ [0, 1], (3.61)

kde středńı Machovo č́ıslo

M2 =
q2R + q2L
2a21/2

(3.62)

a mezńı Machovo č́ısloM∞ je definováno jako Machovo č́ıslo nerozrušeného proudu. T́ımto

je plně definována numerická konvektivńı část toku F̂
(c)
k . Dále definuji tlakovou část nu-

merického toku P̂k

P̂k =


0

p1/2nx

p1/2ny

0

 , (3.63)

kde tlak na rozhrańı je dán vztahem

p1/2 = P+
(5)(ML)pL + P−

(5)(MR)pR −KuP+
(5)P

−
(5)(ρL + ρR)(faa1/2)(uR − uL), (3.64)

kde Ku = 0.75 a stejně jako u výpočtu Machova č́ısla P± jsou polynomy. Polynom pátého

stupně je vyjádřen
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P±
(5)(M) =


1
M
M±

(1) pro|M | ≥ 1,

M±
(2)

[
(±2−M)∓ 16αMM∓

(2)

]
jinak,

(3.65)

konstanta α je zavedena jako

α =
3

16

(
−4 + 5f 2

a

)
∈
[
−3

4
,
3

16

]
. (3.66)

AUSM+up nevazký tok lze upravit do tvaru

F̂k(W, n⃗) = F̂k
AUSM+up

(WL,WR, n⃗) =

F (WL) pro ṁ1/2 > 0,

F (WR) jinak,
(3.67)

F (WL) =


ṁ1/2

ṁ1/2uL + p1/2nx

ṁ1/2vL + p1/2ny

ṁ1/2HL

 , F (WR) =


ṁ1/2

ṁ1/2uR + p1/2nx

ṁ1/2vR + p1/2ny

ṁ1/2HR

 . (3.68)

Schéma AUSM+up je spolehlivá a efektivńı metoda nejen pro vysoká Machova č́ısla, ale

také pro všechny rychlostńı režimy a pro širokou škálu problémů s prouděńım v r̊uzných

geometríıch. AUSM+up dokáže přesně zachytit rázové vlny a kontaktńı nespojitosti [17].

3.6 Časová diskretizace

V této podkapitole budu čerpat z [5]. V rovnici (3.9) pro obecný semidisktrétńı tvar

metody konečných objemů pro soustavu Eulerových rovnic zbývá diskretizovat derivace

podle času.

3.6.1 Eulerova metoda časové integrace

Nejjednodušš́ı metodou aproximuj́ıćı časovou derivaci je dopředná Eulerova metoda, která

derivaci podle času aproximuje dopřednou diferenćı

dWi(t)

dt
≈ W n+1

i −W n
i

∆t
, (3.69)

kde ∆t je velikost časového kroku. Dopřednou Eulerovu metodu (3.69) dosad́ım do rovnice

(3.9) a dostávám plně diskrétńı explicitńı metodu konečných objemů

W n+1
i = W n

i +∆tRez(W )ni . (3.70)
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Tato metoda je prvńıho řádu přesnosti v čase [3]. Časový krok je omezen podmı́nkou

stability

∆t ≤ min

(
CFL

|u|+a
∆x

+ |v|+a
∆y

)
, (3.71)

kde minimum je poč́ıtáno přes každou buňku śıtě. CFL se nazývá dle autor̊u Courantovo-

Friedrichsovo-Lewyho č́ıslo, které je pro Eulerovu metodu voleno v intervalu (0, 1). Podmı́n-

ka plat́ı pouze pro kartézskou śıt’ a je nutno ji přepsat do obecněǰśıho tvaru pro struktu-

rované křivočaré śıtě. Zavedu pomocné vektory ξ⃗ a ψ⃗, které charakterizuj́ı velikost buňky

ve směru souřadnice x, resp. y.

Obrázek 3.3: Souřadnice ξ⃗ a ψ⃗ pro podmı́nku stability

Podmı́nku stability (3.71) lze přepsat do tvaru

∆t ≤ min

(
CFL

|uξ|+a
∆ξ

+ |vψ |+a
∆ψ

)
, (3.72)

kde

uξ = u⃗ · ξ⃗

||ξ||
, uψ = u⃗ · ψ⃗

||ψ||
(3.73)

a

∆ξ = ||ξ⃗||, ∆ψ = ||ψ⃗||. (3.74)

3.6.2 Runge-Kuttovy metody

Přesněǰśı metody pro časovou diskretizaci jsou TVD Runge-Kuttovy metody [19]. Dvou-

kroková Runge-Kuttova metoda je definována

W
n+ 1

2
i = W n

i +∆tRez(W )ni

W n+1
i =

1

2
W n
i +

1

2
W

n+ 1
2

i +
1

2
∆tRez(W )

n+ 1
2

i .
(3.75)
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Tato metoda je druhého řádu v čase [19].

Tř́ıkroková TVD Runge-Kuttova metoda má tvar

W
n+ 1

3
i = W n

i +∆tRez(W )ni (3.76)

W
n+ 2

3
i =

3

4
W n
i +

1

4
W

n+ 1
3

i +
1

4
∆tRez(W )

n+ 1
3

i (3.77)

W n+1
i =

1

3
W n
i +

2

3
W

n+ 2
3

i +
2

3
∆tRez(W )

n+ 2
3

i . (3.78)

Tato metoda je třet́ıho řádu v čase [19]. Pro obě metody plat́ı podmı́nka stability (3.71),

resp. (3.72).

3.7 Numerická realizace okrajových podmı́nek

Okrajové podmı́nky již byli představeny v kapitole 2.4, nyńı je však nutné je vhodně

numericky aproximovat. K tomu budou v této práci použity tzv. fiktivńı buňky.

3.7.1 Koncept fiktivńıch buněk

Tento princip je předevš́ım využ́ıván pro strukturované śıtě [1]. Fiktivńı buňky jsou

tvořeny dodatečnou vrstvou bod̊u śıtě mimo poč́ıtanou oblast. Tento princip je zobrazen

na obrázku 3.4 pro př́ıpad jednoduché 2D strukturované śıtě. Jak lze vidět, celá výpočetńı

oblast je obklopena dvěma vrstvami fiktńıch buňek (vyobrazeno čárkovanou čárou). Fik-

tivńı buňky nejsou obvykle generovány jako součást śıtě, jsou většinou vńımány jako

virtuálńı, ovšem buňky maj́ı geometrické vlastnosti jako např́ıklad objem, těžǐstě nebo

vněǰśı normálu hranice.

Účelem fiktivných buňek je zjednodušit výpočet tok̊u a gradient̊u podél hranic. Jak je

možné vidět na obrázku 3.4, stejné diskretizačńı schéma lze použ́ıt na hranićıch jako uvnitř

fyzické oblasti, je tedy možné nevazké toky hranićı výpočetńı oblasti poč́ıtat numerickými

schématy bez jakékoliv modifikace.

3.7.2 Okrajové podmı́nky na supersonickém vstupu

Jak bylo zmı́něno v kapitole 2.4.3, muśım v př́ıpadě supersonického prouděńı na vstupu

zadat 4 veličiny. V této práci je nejčastěji zadávána stagnačńı teplota T0, stagnačńı tlak p0,

úhel náběhu proudu α∞ a Machovo č́ıslo Mg. Pomoćı izoentropických vztah̊u lze spoč́ıtat

tlak ve fiktivńı buňce

pg = p0

(
1 +

κ− 1

2
M2

g

)( κ
1−κ)

(3.79)
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Obrázek 3.4: Fiktivńı buňky

a dále teplotu

Tg =
T0

(1 + κ−1
2
M2

g )
. (3.80)

Ze stavové rovnice lze vypoč́ıtat hustota ve fiktivńı buňce

ρg =
pg
rTg

. (3.81)

Pomoćı hustoty a tlaku je možné vyč́ıslit rychlost zvuku

ag =

√
κpg
ρg

(3.82)

a dále velikost rychlosti

|u⃗g| =Mgag. (3.83)

Se znalost́ı velikosti rychlosti a zadaného úhlu náběhu můžu vyjádřit jednotlivé složky

vektoru rychlosti jako

ug = |u⃗g|cosα∞, (3.84)

vg = |u⃗g| sinα∞ (3.85)

a nakonec dopoč́ıtat celkovou energii

Eg =
pg

κ− 1
+

1

2
ρg(u

2
g + v2g). (3.86)
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3.7.3 Okrajové podmı́nky na výstupu

Z kapitoly 2.4.3 vyplývá, že v př́ıpadě supersonického prouděńı by se neměla na výstupu

zadat žádná veličina. Všechny veličiny, tedy hustota, složky rychlosti a energie jsou ex-

trapolovány v každé iteraci do fiktivńıch buňek z posledńı řady buňek výpočetńı oblasti

ρg = ρN , (3.87)

ug = uN , (3.88)

vg = vN , (3.89)

pg = pN , (3.90)

kde N znač́ı posledńı buňku ve výpočetńı oblasti.

3.7.4 Okrajové podmı́nky na pevné stěně

V prouděńı nevazké tekutiny plat́ı, že normálová složka vektoru rychlosti muśı být nulová

(2.26). Pro realizaci této podmı́nky použ́ıvám metodu zrcadleńı. Veličiny ve fiktivńı buňce

za stěnou dostanu zrcadleńım veličin v prvńı buňce u stěny ve směru normály, tedy

ρg = ρ1, (3.91)

ug = u1 − 2(u1nx + v1ny)nx, (3.92)

vg = v1 − 2(u1nx + v1ny)ny, (3.93)

pg = p1, (3.94)

kde index 1 znač́ı prvńı buňku u stěny ve směru normály. Celkovou energii lze dopoč́ıtat

dle vztahu (3.86).

3.7.5 Periodická okrajová podmı́nka

Periodická okrajová podmı́nka je zavedena tam, kde se sama na sebe napojuje śıt’, např. při

řešeńı prouděńı okolo aerodynamického profilu. Tato podmı́nka je znázorněna na obrázku

3.5 pro 1D př́ıpad.

Při aktualizaci hodnot v buňce 1 je potřeba v každé iteraci hodnota buňky 0 vlevo a

buňky 2 vpravo (pro metodu 1.̌rádu přesnosti v prostoru). Dı́ky periodicitě by se měly

hodnoty buňky 0 rovnat hodnotám v posledńı buňce ve výpočetńı oblasti N a hodnoty

buňky N + 1 by se měly analogicky rovnat hodnotám v buňce 1. Při použit́ı metody

druhého řádu přesnosti je nutno zavést dvě fiktivńı buňky na každé hranici. Pro fiktivńı
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Obrázek 3.5: Periodická okrajová podmı́nka

buňky pak plat́ı vztahy

W n
−1 = W n

N−1, W
n
0 = W n

N , W
n
N+1 = W n

1 , W
n
N+2 = W n

2 . (3.95)

Periodické podmı́nky pro rešeńı rovinného prouděńı lze zavést jako zopakováńı tohoto

postupu pro všechny řádky a sloupce výpočetńı śıtě.

3.8 Numerické metody vyšš́ıho řádu přesnosti

Do ted’ byl uvažován prvńı řád přesnosti v prostoru při němž se uvažuje na celé buňce

konstantńı řešeńı. Ukazuje se, že řešeńı źıskané pomoćı po částech konstantńı aproxi-

mace neńı dostatečně přesné [3]. Metoda prvńıho řádu přesnosti v prostoru přidává do

výsledného proudového pole př́ılǐsné množstv́ı numerické vazkosti a nedostatečně ostře

zachycuje rázové vlny [5]. Pro zvýšeńı řádu přesnosti v prostoru je nutno nahradit kon-

stantńı funkci aproximace řešeńı funkćı lineárńı. Takový postup se nazvývá rekonstrukce.

3.8.1 TVD rekonstrukce

Jednou z metod rekonstrukce je tzv. TVD rekonstrukce, která minimalizuje celkovou

variaci řešeńı a zajist́ı, že řešeńı z̊ustává fyzikálně platné (tj. že nedocháźı ke vzniku nefy-

zikálńıch oscilaćı) [3]. TVD vlastnost lze dokázat pouze v 1D př́ıpadě, ve v́ıcerozměrném

př́ıpadě se TVD vlastnost nepodařilo dokázat, ale numerické experimenty ukazuj́ı, že

si zachovává př́ıznivé vlastnosti TVD schémat [5]. Po částech konstantńı konzervativńı

proměnné jsou nahrazeny v jednotlivých buňkách po částech lineárńımi funkcemi

Wi → W̃i = Wi + (x− xi)σ
n
i , (3.96)

kde σni je aproximace prvńı derivace Wi. Tuto aproximaci zavedu pomoćı funkce minmod,

která je závislá na dopředné a zpětné diferenci

σni = minmod

(
W n
i+1 −W n

i

∆x
,
W n
i −W n

i−1

∆x

)
. (3.97)
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Uvažuji konstantńı krok śıtě, tedy že ∆x = (x − xi). Krok śıtě ∆x je vykrácen a zjed-

nodušená rekonstrukce tedy neńı závislá na geometrii śıtě. Označ́ım

∆⃗i = W n
i+1 −W n

i , ⃗∆i = W n
i −W n

i−1, (3.98)

funkci minmod lze zapsat

minmod(∆⃗i, ⃗∆i) =


∆⃗i pro ∆⃗i · ⃗∆i > 0 a |∆⃗i| < | ⃗∆i|,
⃗∆i pro ∆⃗i · ⃗∆i > 0 a | ⃗∆i| < |∆⃗i|,

0 pro ∆⃗i · ⃗∆i ≤ 0.

(3.99)

Rekonstruované proměnné se pak spoč́ıtaj́ı

W̃ n
L = W n

L +
1

2
minmod(∆⃗i, ⃗∆i), (3.100)

W̃ n
R = W n

R +
1

2
minmod(∆⃗i+1, ⃗∆i+1). (3.101)

Rekonstruované konzervativńı proměnné nahrad́ı p̊uvodńı proměnné

F̂1.řád(WL,WR, n⃗) → F̂2.řád(W̃L, W̃R, n⃗). (3.102)

Tato rekonstrukce je stejně zavedena i ve směru y, jedná se tedy o 1D rekonstrukci apli-

kovanou do dvou směr̊u.



Kapitola 4

Numerické řešeńı prouděńı nevazké

tekutiny

V této kapitole jsou prezentovány výsledky źıskané pomoćı postup̊u popsaných v předcho-

źıch kapitolách. Výpočty byly provedeny pomoćı vlastńıho výpočetńıho programu, který

jsem napsal v programovaćım jazyku C++. Program je schopen řešit prouděńı nevazké

stlačitelné tekutiny v rovině na strukturovaných śıt́ıch s přesnost́ı 1. nebo 2. řádu v pro-

storu a 1., 2. nebo 3. řádu v čase. Nejdř́ıve je na prvńım př́ıkladu ověřena správnost

implementace 2D programu na transsonickém prouděńı v GAMM kanálu. V následuj́ıćı

kapitole je řešeno hypersonické obtékáńı válce. Nakonec jsou na základě testovaćıch úloh

vybrané metody aplikovány na řešeńı hypersonického prouděńı kolem profilu hyperso-

nického letounu X-43A. Pro všechny př́ıklady je proud́ıćı tekutinou vzduch, pro který

plat́ı Poissonova konstanta κ = 1.4 a měrná plynová konstanta r = 287.1J kg−1K−1.

4.1 GAMM kanál

V tomto př́ıpadě poč́ıtám rovinné transonické prouděńı testovaćım kanálem. Př́ıklad je

převzat z [5]. Geometrie GAMM kanálu včetně aplikace jednotlivých okrajových podmı́nek

je zobrazena na obrázku 4.1. Vlevo na hranici předepisuji vstupńı okrajovou podmı́nku,

vpravo na hranici výstupńı okrajovou podmı́nku a na horńı a dolńı straně předepisuji stěnu

pro nevazké prouděńı. Prouděńı je charakterizováno poměrem výstupńıho a stagnačńıho

tlaku p2/p0 = 0.737 a nulovým úhlem náběhu, tzn α∞ = 0, stagnačńı tlak je volen p0 = 1

a stagnačńı hustota ρ0 = 1. Výpočetńı śıt’ uvažuji jako strukturovanou s 300 buňkami ve

směru x a 100 ve směru y. Pro přehlednost je na obrázku 4.2 ukázána hrubš́ı śıt’ 100x30.

Dle [6] by maximálńı Machovo č́ıslo mělo být dosaženo na spodńı stěně kanálu ve druhé

polovině profilu a jeho hodnota by měla být Mmax = 1.37− 1.38. Nejd̊uležitěǰśımi sledo-

vanými fenomény rovinného transonického prouděńı v GAMM kanálu, podle kterých je

31
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Obrázek 4.1: GAMM kanál - schéma

Obrázek 4.2: GAMM kanál - śıt’ 100x30

posuzována kvalita numerických výsledk̊u, jsou kolmá rázová vlna následována Zierepovou

singularitou.

GAMM kanál byl poč́ıtán schématy HLL, HLLC, rotovaným hybridńım HLL/HLLC

a AUSM+up. Na obrázćıch 4.3 - 4.6 je srovnán pr̊uběh Machova č́ısla na dolńı stěně

GAMM kanálu. Na obrázku 4.3 jsou srovnány metody prvńıho řádu přesnosti v pro-

storu. Je vidět, že HLL a rotované HLL/HLLC v tomto př́ıpadě méně výrazně zachycujou

rázovou vlnu oproti AUSM+up a HLLC metodám. Maximálńıho Machova č́ısla dosahuje

v tomto srovnáńı schéma HLLC Mmax = 1.316, což však neodpov́ıdá předpokládanému

rozsahu Mmax. Na obrázku 4.4 je zobrazena Zierepova singularita. Schéma HLL a roto-

vaný hybridńı řešič HLL/HLLC jsou výrazně horš́ı v zachyceńı tohoto jevu oproti HLLC

a AUSM+up.

Na obrázku 4.5 jsou srovnány metody druhého řádu přesnosti dosaženého pomoćı TVD

rekonstrukce s limiterem minmod. V tomto př́ıpadě všechna schémata ostře zachycuj́ı

rázovou vlnu. Vykresleńı Zierepovy singularity je vidět na obrázku 4.6. Metody HLLC a

AUSM+up dosahuj́ı přesněǰśıho detailu tohoto fenoménu, avšak schémata HLL a rotované

HLL/HLLC se lǐśı jen minimálně. V pravé části kanálu se výsledky HLL a HLL/HLLC

lǐśı od výsledk̊u HLLC a ASUM+up.

Konvergence jednotlivých metod je vidět na obrázćıch 4.9 a 4.10, pro časovou integraci
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Obrázek 4.3: GAMM kanál - srovnáńı metod prvńıho řádu

Obrázek 4.4: GAMM kanál - Zierepova singularita - metody prvńıho řádu
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Obrázek 4.5: GAMM kanál - srovnáńı metod druhého řádu

Obrázek 4.6: GAMM kanál - Zierepova singularita - metody druhého řádu
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Obrázek 4.7: GAMM kanál - isočáry Machova č́ısla - AUSM+up

Obrázek 4.8: GAMM kanál - isočáry Machova č́ısla - HLL/HLLC



GAMM kanál 36

Obrázek 4.9: GAMM kanál - historie rezidua metod prvńıho řádu

Obrázek 4.10: GAMM kanál - historie rezidua metod druhého řádu
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je použita Eulerova dopředná metoda. Reziduum je dáno logaritmem L2 normy derivace

hustoty

Reziduum = log10


∑

i

(
ρn+1
i −ρni
∆t

)2
|Di|∑

i |Di|


0.5

. (4.1)

Výsledky spočtené metodami prvńıho řádu přesnosti konverguj́ı na úroveň strojové nuly.

Odlǐsuje se od nich reziduum rotovaného HLL/HLLC schématu, které se po 60000 ite-

raćı ustáĺı přibližně na hodnotě -7.42. V př́ıpadě druhého řádu přesnosti schéma HLL a

rotované HLL/HLLC koverguj́ı k hodnotě -6.37 a HLLC a AUSM+up pouze k hodnotě

-5.67. Na obrázćıch 4.7 a 4.8 jsou porovnány isočáry Machova č́ısla źıskáné výpočtem

druhého řádu přesnosti v prostoru za použit́ı numerických tok̊u AUSM+up a rotovaného

HLL/HLLC. Výsledky jsou v dobré shodě s výsledky z [5] a [6].

4.2 Hypersonické obtékáńı válce

V tomto př́ıpadě je řešeno hypersonické rovninné prouděńı vzduchu okolo válce o poloměru

R = 1 m. Tento př́ıklad je jedńım z velmi často použ́ıvaných př́ıklad̊u na otestováńı car-

buncle problému vznikaj́ıćıho nevhodným použit́ı řešič̊u hypersonického prouděńı nevazké

stlačitelné tekutiny. Geometrie problému včetně okrajových podmı́nek je zobrazena na

obrázku 4.11. Levý okraj je supersonický vstup, pravý je stěna a horńı a dolńı okraje

jsou supersonické výstupy. Výpočetńı śıt’ je rovnoměrná strukturovaná tvořená z 180x300

buněk. Pro přehlednost je na obrázku 4.12 zobrazena hrubš́ı śıt’ 45x50 buněk. Prouděńı je

charakterizováno Machovým č́ıslem nab́ıhaj́ıćıho proudu na vstupu M∞ = 8 a nulovým

úhlem náběhu, tzn. α∞ = 0. Stagnačńı tlak na vstupu je volen p0 = 101325 Pa a stagnačńı

teplota T0 = 288.15 K. Na supersonickém výstupu nezadávám žádné hodnoty, extrapoluji

je z vnitřku výpočetńı oblasti.

Na obrázćıch 4.13-4.15 jsou srovnány výsledky schémat rotované HLL/HLLC, HLL,

HLLC, AUSM+up poč́ıtané prvńım řádem přesnosti v prostoru v prvńı řadě a v druhé

řadě druhým řádem přesnosti v prostoru pomoćı TVD rekonstrukce s minmod limite-

rem. Sledovanými atributy proud́ıćı tekutiny jsou hustota, tlak a Machovo č́ıslo. Všechny

numerické metody správně zachycuj́ı čelńı rázovou vlnu.

Na obrázku 4.13 jsou zobrazeny isočáry hustoty. Od prvńıho pohledu se od všech

výsledk̊u odchyluje řešeńı HLLC schématu, kde docháźı k tzv. carbuncle jevu, docháźı tedy

k narušeńı proudového pole. Tento problém je zvýrazněn TVD rekonstrukćı. Výsledky

AUSM+up schématu se oproti daľśım výsledk̊um lǐśı okolo stagnačńıho bodu, tuto odlǐsnost

lze odstranit použit́ım TVD rekonstrukce. Nejhladš́ı výsledky jsou dosaženy pomoćı ro-

tovaného hybridńıho Riemannova řešiče HLL/HLLC.
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Obrázek 4.11: Obtékáńı válce - schéma Obrázek 4.12: Obtékáńı válce - śıt’ 45x50

Srovnáńı isočár Machova č́ısla výsledk̊u jednotlivých metod je ukázáno na obrázku

4.15. Výsledky jsou shodné s porovnáńım isočár hustoty, nav́ıc je lépe vidět, že metody

druhého řádu přesnosti v prostoru zobrazuj́ı rázovou vlnu ostřeji.

Na obrázku 4.14 jsou porovnány isočáry tlaku. Je vidět, že isočáry výsledk̊u r̊uzných

metod se př́ılǐs nelǐśı, ve stagnačńı oblasti jsou odlǐsné výsledky HLLC a AUSM+up me-

tod. S použit́ım TVD rekonstrukce se lǐśı pouze HLLC. Při porovnáńı prvńıho a druhého

řádu přesnosti v prostoru je nejv́ıce vidět, že pomoćı TVD rekonstrukce je rázová vlna

zachycena ostřeji.

Pr̊uběh hustoty na stěně obtékaného válce je porovnán na obrázćıch 4.16 a 4.17. Od

ostatńıch výsledk̊u prvńıho řádu přesnosti se odchyluje výsledek AUSM+up numerického

toku. V př́ıpadě druhého řádu přesnosti v prostoru se odchyluje HLLC schéma. Rozd́ıly

mezi výledky prvńıho řádu a druhého řádu přesnosti jsou v tomto srovnáńı minimálńı.

Historie konvergence schémat s TVD rekonstrukćı s Runge-Kuttovou dvoukrokovou

metodou časové integrace je ukázána na obrázku 4.18. Metody zkonverguj́ı po 30000

iteraćıch.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Obrázek 4.13: Obtékáńı válce - isočáry hustoty
Metody prvńıho řádu: (a) rotované HLL/HLLC (b) HLL (c) HLLC (d) AUSM+up
Metody druhého řádu: (e) rotované HLL/HLLC (f) HLL (g) HLLC (h) AUSM+up
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Obrázek 4.14: Obtékáńı válce - isočáry tlaku
Metody prvńıho řádu: (a) rotované HLL/HLLC (b) HLL (c) HLLC (d) AUSM+up
Metody druhého řádu: (e) rotované HLL/HLLC (f) HLL (g) HLLC (h) AUSM+up
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Obrázek 4.15: Obtékáńı válce - isočáry Machova č́ısla
Metody prvńıho řádu: (a) rotované HLL/HLLC (b) HLL (c) HLLC (d) AUSM+up
Metody druhého řádu: (e) rotované HLL/HLLC (f) HLL (g) HLLC (h) AUSM+up
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Obrázek 4.16: Obtékáńı válce - pr̊uběh hustoty na stěně - metody prvńıho řádu

Obrázek 4.17: Obtékáńı válce - pr̊uběh hustoty na stěně - metody druhého řádu
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Obrázek 4.18: Obtékáńı válce - historie rezidua metod druhého řádu

4.3 Hypersonické obtékáńı profilu letadla X-43A

Hypersonické letadlo X-43A, také známé jako Hyper-X Research Vehicle (HXRV), je ex-

perimentálńı výzkumné letadlo navržené pro bezpilotńı lety ve vysokých výškách při hy-

personických rychlostech až do M = 10. V listopadu 2004 se stalo nejrychleǰśım letadlem,

dosáhlo Machova č́ıslaM = 9.68 ve výšce z = 33223 m. X-43A je pomoćı rakety zrychleno

do hypersonického testovaćıho bodu, poté je poháněno trupově-integrovaným pohonem

scramjet. Hlavńım ćılem bylo demonstrovat, ověřit a implementovat technologii, experi-

mentálńı techniky a výpočetńı metody a nástroje pro návrh a predikci výkonu hyperso-

nického letadla s trupově-integrovaným pohonem scramjet. Za účelem źıskáńı potřebných

dat NASA navrhla a vyrobila tři podobná letadla X-43A. Dvě z nich byly navrženy pro

lety rychlost́ı M = 7 a třet́ı pro rychlost M = 10. Všechna letadla měřila přibližně

l = 3.66 m na délku a vážila zhruba m = 1361 kg. Geometrie aerodynamického profilu

X-43A je definována návrhovými úhly α1 = 2.7◦, α2 = 3.07◦, α3 = 11.5◦ a α4 = 13.9◦ a

následuj́ıćımi hlavńımi rozměry x1 = 3.66 m, x23 = 1.83 m, Y = 0.2225 m, x4 = 0.762 m

a x5 = 1.068 m [20] viz obrázek 4.19. Obtékáńı profilu je řešeno v nadmořské výšce z = 30

km při Machově č́ısle M = 7 a nulovém úhlu náběhu α∞ = 0. Výpočetńı oblast včetně

aplikace jednotlivých okrajových podmı́nek pro tuto úlohu je zobrazena na obrázku 4.20.



Hypersonické obtékáńı profilu letadla X-43A 44

Obrázek 4.19: X-43A - geometrie profilu

Vlevo na hranici předepisuji okrajovou podmı́nku supersonický vstup, vpravo předepisuji

podmı́nku supersonický výstup, na aerodynamický profil předepisuji stěnu a v mı́stě, kde

je śıt’ový blok napojen sám na sebe předepisuji periodickou podmı́nku. Tento př́ıpad je

poč́ıtán na hyperbolicky generované śıti tvořené z 900x100 buněk, śıt’ byla převzata z [21].

Prouděńı je charakterizováno hodnotami na supersonickém vstupu, kde předepisuji

hodnoty nenarušeného proudu tak, aby bylo Machovo č́ıslo M = 7. Dále je dáno, že

př́ıklad je poč́ıtán ve výšce z = 30 km, na supersonickém vstupu tedy zadávám:

ρ∞ = 0.0176 kgm−3

u∞ = 2135.3ms−1

v∞ = 0

p∞ = 1172 Pa

(4.2)

Tento př́ıklad byl poč́ıtán schématem AUSM+up a rotovaným hybridńım řešičem

HLL/HLLC, pro zvýšeńı řádu přesnosti v prostoru byla u obou schémat použita TVD

rekonstrukce. Jelikož se jedná o výpočet s hyperbolicky generovanou śıt́ı je velmi výhodné

použ́ıt lokálńı časový krok. V každé buňce se poč́ıtá časový krok z podmı́nky stability

(3.72) a nehledá se tedy minimum přes všechny buňky výpočetńı oblasti.

Na obrázćıch 4.22 - 4.29 jsou srovnány výsledky obou schémat. Je vidět, že obě metody

jsou srovnatelné. Metody správně zachycuj́ı rázové vlny. Obě metody modeluj́ı šikmou

přimknutou čelńı rázovou vlnu na špičce arodynamického profilu, v dolńı části profilu

správně zobrazuj́ı rázovou vlnu. V daľśıch dvou následuj́ıćıch zakřiveńıch v dolńı části

správně zachycuj́ı Prandtl-Mayerovy expanze.

Na obrázku 4.23 je vidět výsledek laminárńıho prouděńı publikovaný v [21]. Tento

výsledek nav́ıc zobrazuje mezńı vrstvu, interakci mezńı vrstvy a rázových vln. Největš́ı

rozd́ıl se srovnávanými výsledky je však vidět v oblasti za aerodynamickým profilem,
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Obrázek 4.20: X-43A - schéma

Obrázek 4.21: X-43A - rozložeńı Machova č́ısla - AUSM+up
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Obrázek 4.22: X-43A - rozložeńı Machova č́ısla - HLL/HLLC

Obrázek 4.23: X-43A - rozložeńı Machova č́ısla - laminárńı prouděńı - HLL/HLLC [21]
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Obrázek 4.24: X-43A - isočáry Machova č́ısla - HLL/HLLC

Obrázek 4.25: X-43A - isočáry Machova č́ısla - AUSM+up
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Obrázek 4.26: X-43A - isočáry hustoty - HLL/HLLC

Obrázek 4.27: X-43A - isočáry hustoty - AUSM+up
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Obrázek 4.28: X-43A - isočáry tlaku - HLL/HLLC

Obrázek 4.29: X-43A - isočáry tlaku - AUSM+up
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Obrázek 4.30: X-43A - pr̊uběh tlakového koeficientu na aerodynamickém profilu

kde při matematickém modelováńı nevazkého prouděńı metody kv̊uli umělé numerické

vazkosti schémat vypoč́ıtaj́ı úplav. Až na tyto nedostatky vzniklé zanedbáńım vazkých

efekt̊u jsou vypočtené výsledky v dobré shodě s výsledky publikovými v [20] a [21].

Srovnáńı isočar Machovova č́ısla je zobrazeno na obrázćıch 4.24 a 4.25. Rotované

schéma zobrazuje ostřeji čelńı rázovou vlnu a vyrazněji rozlǐsuje oblasti mezi jednotlivými

rázovými vlnami a Prandtl-Mayerovými expanzemi.

Na obrázćıch 4.26 - 4.29 je vidět, že se schémata nejv́ıce lǐśı v oblasti po rázové vlně v

oblasti po prvńım zakřiveńı profilu v dolńı části. Isočáry spoč́ıtané AUSM+up metodou

jsou v této části značně rozrušené, oproti tomu hybridńı HLL/HLLC spoč́ıtá plynulé

isočáry tlaku i hustoty.

Na obrázku 4.30 je srovnán pr̊uběh tlakového součinitele na stěně obtékaného profilu

cp =
(p− p∞)

(0.5ρ∞u2∞)
. (4.3)

Čárkovanou čarou je označen pr̊uběh tlakového součinitele na horńı části profilu a plnou

čarou na dolńı části. Vypočtené výsledky jsou na obrázku porovány s výsledkem publi-

kovaným v [21] (označeno červenou barvou), kde se však uvažovalo laminárńı prouděńı

tekutiny. Tlakový součinitel se lǐśı v dolńı části v oblastech změn geometrie. Spoč́ıtané

výsledky ukazuj́ı skokové změny zat́ımco referenčńı výsledky spoč́ıtaj́ı postupný nárust či
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pokles. V horńı části se tlakový součinitel lǐśı na začátku a na konci profilu. Vypočtené

výsledky se od sebe lǐśı minimálně v oblasti po prvńım zakřiveńı v dolńı části profilu.



Kapitola 5

Závěr

Práce zač́ıná představeńım hypersonického prouděńı, bylo zde zd̊uvodněno proč má smysl

k řešeńı hypersonického prouděńı použ́ıvat metod numerického řešeńı nevazké stlačitelné

tekutiny. Dále byla v této kapitole nast́ıněna problematika výběru vhodných numerických

schémat pro matematické modelováńı hypersonického prouděńı. V následuj́ıćı kapitole

byl popsán matematický model prouděńı nevazké stlačitelné tekutiny. Byly zde uvedeny

zákony zachováńı, ze kterých sestává soustava Eulerových rovnic, která byla uzavřena

stavovou rovnićı ideálńıho plynu. Potom následovalo uvedeńı počátečńıch a okrajových

podmı́nek použ́ıvaných v této práci. Ve třet́ı kapitole byla odvozena metoda konečných

objemů pro soustavu Eulerových rovnic pro rovinné prouděńı stlačitelné nevazké tekutiny.

Tato část pokračovala uvedeńım jednotlivých metod aproximuj́ıćı nevazký tok stěnou

hranice výpočetńı buňky. Byly zde uvedeny schémata HLL, HLLC, rotované hybridńı

HLL/HLLC a AUSM+up. Kapitola pokračovala numerickou realizaćı jednotlivých okra-

jových podmı́nek, zp̊usobem doćıleńı metody vyšš́ıho řádu přesnosti v prostoru a dále

popisem metod časové integrace. V předposledńı kapitole byly prezentovány výsledky

źıskané pomoćı metod, které byly definovány v předchoźıch kapitolách. Bylo řešeno tran-

sonické prouděńı v GAMM kanálu z d̊uvodu otestováńı správnosti implementace řešiče

prouděńı nevazké tekutiny. Dále byla řešena úloha hypersonického obtékáńı válce při rych-

losti nab́ıhaj́ıćıho proudu odpov́ıdaj́ıćı Machovu č́ıslu M = 8. Na závěr byly nejúspěšněǰśı

metody pro matematické modelováńı hypersonického proudeńı stlačitelné nevazké teku-

tiny vybrány pro výpočet hypersonického prouděńı okolo aerodynamického profilu hyper-

sonického letounu X-43A při rychlosti odpov́ıdaj́ıćı Machovu č́ıslu M = 7 v nadmořské

výšce z = 30km. Pro zvýšeńı řádu v prostoru byla použita TVD rekonstrukce s minmod

limiterem a z metod aproximuj́ıćı numerický tok byl vybrán rotovaný hybridńı Riemann̊uv

řešič HLL/HLLC a AUSM+up. Výsledky obou metod byly srovnány se závěrem, že o něco

vhodněǰśı metodou numerického modelováńı nejen hypersonického prouděńı je rotovaný

hybridńı Riemann̊uv řešič HLL/HLLC, protože spoč́ıtá výsledky s ostřeji vykreslenými
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jednotlivými jevy proudového pole. Je ovšem nutno podotknout, že výpočet rotovaným

hybridńım schématem zabere přibližně 1.8x násobku času z d̊uvodu poč́ıtáńı dvou nume-

rických tok̊u oproti jednomu při výpočtu AUSM+up metodou.

Lze tedy prohlásit, že všechny body zadáńı diplomové práce byly splněny. Tato práce

by se dala rozš́ı̌rit o řešeńı proudeńı vazké tekutiny, tedy numerické řešeńı soustavy Na-

vierových-Stoeksových rovnic. Výsledky řešeńı obtékáńı aerodynamického profilu letounu

X-43A při hypersonických rychlostech by tedy ukazovaly mezńı vrstvu, interakce rázových

vln s mezńı vrstvou a správně by vypoč́ıtaly oblast za aerodynamickým profilem.
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