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TNB Zkráceně souřadný systém tečná-normálová-binormálová složka 

řezných sil 
Ú12135 Ústav výrobních strojů a zařízení Fakulty strojní, ČVUT v Praze 
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Seznam použitých veličin a symbolů 
 

𝐴𝑐ℎ  [mm2] délka hrany vtisknutého příčného břitu vrtáku 

𝐴𝐷  [mm2] plocha průřezu třísky 

𝐴𝐸   [mm2]  plocha průřezu elementu 

𝑏  [mm] šířka třísky 

𝐷  [mm] průměr frézy 

𝐸  [MPa]  Youngův modul pružnosti v tahu 

𝐹𝑏  [N] binormálová (posuvová) složka řezné síly 

𝐹𝑏,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧))  [mm] aktuální hodnota binormálové složky řezné síly j-tého 
břitu 

𝐹𝑐   [N] řezná síla (celková) 

𝐹𝑓𝑟  [N] třecí složka řezné síly (model „tlak-tření“) 

𝐹𝐺   [1]  vektor vnějšího zatížení v uzlech 

𝐹𝑐ℎ  [N] axiální síla od vtisku příčného břitu vrtáku 

𝐹𝑛  [N] normálová (pasivní) složka řezné síly 

𝐹𝑛,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧))  [mm] aktuální hodnota normálové složky řezné síly j-tého 
břitu 

𝐹𝑝  [N] tlaková složka řezné síly (model „tlak-tření“) 

𝐹𝑞(𝜙)  [N] aktuální hodnota q-té složky řezné síly 

𝐹𝑠  [N] smyková síla 

𝐹𝑇𝐻𝑅𝑈𝑆𝑇  [N] přítlačná (axiální) síla při vrtání 

𝐹𝑡  [N] tečná složka řezné síly 

𝐹𝑡,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧))  [mm] aktuální hodnota tečné složky řezné síly j-tého břitu 

𝐹𝑥,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧))  [N] aktuální hodnota řezné síly ve směru X od j-tého břitu 

𝐹𝑦,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧))  [N] aktuální hodnota řezné síly ve směru Y od j-tého břitu 

𝐹𝑧,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧))  [N] aktuální hodnota řezné síly ve směru Z od j-tého břitu 

𝑓𝑜𝑡  [mm] posuv na otáčku 

𝑓𝑧  [mm] posuv na zub 

𝐺  [MPa]  modul pružnosti ve smyku 

𝐻𝐵  [1] tvrdost materiálu ve stupnici Brinella 

ℎ  [mm] tloušťka třísky 

ℎ𝑗(𝜙, 𝑧)  [mm] aktuální tloušťka třísky elementu j-tého břitu  

ℎ𝑚  [mm] střední tloušťka třísky 

ℎ∗  [mm] tloušťka třísky po deformaci 

𝑖  [rad]  úhel sklonu ostří v daném nekonečně malém elementu 
břitu vrtáku 

𝐽  [mm4]  kvadratický moment průřezu 

𝐾𝑏𝑖  [N ⋅ mm−2] i-tý řezný koeficient binormálové složky řezné síly 

𝐾𝐸   [1]  matice tuhosti elementu 



 

9 
 

𝐾𝐺  [1]  globální matice tuhosti 

𝐾𝑛𝑖  [N ⋅ mm−2] i-tý řezný koeficient normálové složky řezné síly 

𝐾𝑡𝑖  [N ⋅ mm−2] i-tý řezný koeficient tečné složky řezné síly 

𝑘𝑐  [N ⋅ mm−2] měrný řezný odpor pro plochu odřezávané vrstvy 
1 mm2 

𝑘𝑐11  [N ⋅ mm−2] nominální měrný řezný odpor 

𝑘𝑠  [1]  opravný smykový součinitel dle Cowpera 

𝑘𝛽  [1] přírůstek úhlu 𝜙𝑗  na změně axiální souřadnice 𝑧 

𝑙  [mm]  ujetá vzdálenost frézou 

𝑙𝐸   [mm]  délka elementu 

𝑀𝑘  [N ⋅ mm] kroutící moment 

𝑁  [1] počet břitů frézy 

𝑃𝑖𝑗𝑘𝑙   [1] obecně zapsaný parametr v členu polynomického 
rozvoje řezného koeficientu 

𝑞𝑐  [1] materiálová konstanta určující vliv tloušťky třísky na 
změnu měrného řezného odporu 

𝑅2  [1] koeficient determinace 

𝑅𝑝  [mm]  neobrobený poloměr 

𝑅ε  [rad] rádius špičky soustružnického nože 

𝑟(𝑧)  [mm]  vektor popisující řeznou hranu vrtáku 

𝑟𝑐  [1] koeficient pěchování třísky 

𝑟𝑝  [mm]  obráběný poloměr 

𝑣  [m ⋅ min−1]  řezná rychlost 

𝑤𝑖𝑗𝑘  [1] obecně zapsaná váha parametru 𝑃𝑖𝑗𝑘𝑙  v polynomickém 

rozvoji řezného koeficientu 
𝑦𝑖  [1] hodnota závisle proměnné 

𝑦�̂�  [1] hodnota regresního odhadu závisle proměnné 

𝑧  [mm] axiální souřadnice elementu břitu frézy 

𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥  [mm] integrační konstanta, axiální souřadnice vyjetí břitu ze 
záběru 

𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛  [mm] integrační konstanta, axiální souřadnice zajetí břitu do 
záběru 

𝛼  [rad] úhel čela nástroje 

𝛽𝑎  [rad] úhel tření (v Merchantově diagramu) 

𝛾  [rad] úhel hřbetu nástroje 

𝛾𝑑  [rad] úhel mezi vektorem rychlosti a rovnoběžným 
vektorem s ostřím břitu 

Δ  [mm]  deformace 

𝜂   [rad]  úhel toku třísky po čele nástroje 

𝜃𝑣𝑟(𝑧)  [rad] aktuální hodnota úhlu mezi vektorem polohy 
elementu břitu a vektorem shodným s ostřím břitu 

𝜅  [rad] úhel nastavení při soustružení 

𝜅𝑡  [rad] úhel špičky vrtáku 
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𝜆  [rad] úhel šroubovice pro frézy, úhel sklonu hřbetu pro 
soustružnické nože 

𝜈  [1]  Poissonova konstanta 

𝜏𝑠  [N ⋅ mm−2] napětí ve smykové rovině v oblasti primární plastické 
deformace 

𝜙  [rad] úhel natočení od počátku simulace ke spodnímu bodu 
referenčního břitu 

𝜙𝑐   [rad] úhel popisující smykovou rovinu (v Merchantově 
diagramu) 

𝜙𝑒𝑥  [rad] integrační konstanta, úhel vyjetí břitu ze záběru 

𝜙𝑗(𝑧)  [rad] aktuální úhel popisující pozici elementu j-tého břitu 

𝜙𝑝  [rad] rozteč mezi břity frézy 

𝜙𝑠𝑡  [rad] integrační konstanta, úhel vyjetí břitu ze záběru 

𝜑  [rad] úhel natočení 

𝜑𝑒𝑥  [rad] konec styku frézy s materiálem 

𝜑𝑓𝑟𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚  [rad] úhel udávající polohu frézy vůči obráběnému válci 

𝜑𝑜𝑝𝑎𝑠𝑎𝑛𝑖  [rad] úhel opásání frézy 

𝜑𝑠𝑡  [rad] počátek styku frézy s materiálem 

𝜓𝑐   [rad] úhel mezi řezným břitem a příčným břitem 

𝜔  [rad ⋅ s−1] úhlová rychlost 
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1 Úvod 
Ať už k výrobě dílu použijeme jakoukoli technologii, pokud jsou na dílu funkční 

povrchy se zvýšenými požadavky na přesnost a kvalitu povrchu, musíme tyto 

povrchy nakonec obrobit. Cesta od CAD modelu k finálnímu dílci je ale složitá, 

protože výslednou přesnost a jakost povrchu obrobku ovlivňuje mnoho faktorů. 

Těmito faktory jsou [40]: 

• strategie generování drah a kvalita CL dat, 

• nastavení interpolátoru a regulace pohonů, 

• dynamické chování pohonů, nosné struktury a obrobku, 

• setrvačné účinky hmot, 

• samotný proces obrábění. 

 
Obr. 1 Zjednodušené schéma procesního digitálního modelu s oranžově vyznačenou částí, kterou se 

tato diplomová práce zabývá [24] 

Běžným postupem pro odladění NC kódu jsou zkušební testy, při kterých 

se vyrobí prototypový dílec, který může vykazovat chyby přesnosti a jakosti 

povrchu. Iteračně dochází k úpravě řezných podmínek, případně nastavení 

parametrů pohonů a některých parametrů CNC interpolátoru, dokud obrobek 

nebude vyhovovat. [24] 

Alternativním postupem by bylo obrábění simulovat, abychom mohli NC kód 

odladit ve virtuální simulaci a nemuseli NC kód ladit fyzickým obráběním.1 Účinným 

prostředkem pro predikci výsledků obrábění je procesní digitální model (bude 

vysvětleno v kapitole 6). Pomocí této predikce jsme schopni NC kód iteračně ladit, 

aniž bychom „obsadili“ fyzický CNC stroj [24].  

Pro spolehlivou predikci výsledku obrábění je potřeba dílčí vlivy správně popsat 

matematickými modely. Jedním z těchto vlivů je samotný řezný proces a působení 

řezných sil na nástroj (viz obr. 1). Při zatížení nástroje dochází k jeho deformaci, 

resp. k odtlačení nástroje, což má za následek obrábění ve vychýlené poloze. 

Správnou predikci velikosti řezných sil lze kromě zjištění výkonového zatížení 

stroje ještě využít i ke zpřesnění predikcí výsledku obrábění.   

 
1 Ladění NC kódu při fyzickém obrábění je časově náročné, stroj v této fázi nevyrábí, 

opotřebovávají se nástroje a spotřebovává se materiál. 
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2 Cíl práce 
Ne všechny modely řezných sil jsou dostatečně vhodné pro komplexní simulace 

obrábění s predikcí přesnosti, jakosti a výkonnosti obrábění. Jedním z důvodů 

je např. omezený rozsah řezných podmínek, kdy pro obrábění s proměnným 

posuvem nestačí jeden model, ale bylo by jich potřeba sestavit a použít více. Dalším 

důvodem je např. popis pouze jedné ze složek řezné síly (Kienzleho model) atd. 

Prvním cílem diplomové práce je provedení rešerše současných přístupů 

k modelování a simulaci řezných sil, včetně jejich aplikace na konkrétní technologie 

obrábění a využití digitálních dvojčat. 

Následně na základě provedené rešerše bude navržen multiparametrický model 

všech složek řezných sil, který: 

• Dokáže zahrnout vliv geometrie nástroje a řezných podmínek. Tímto 

vznikne jeden univerzální model s širokým rozsahem vstupních 

parametrů, proto se model nazývá multiparametrický. 

• Zohlední vliv poloměru ostří, protože ve výzkumné činnosti Ústavu 

výrobních strojů a zařízení, Fakulty strojní, ČVUT v Praze (dále jako 

Ú12135) se poloměr ostří projevil jako nezanedbatelný parametr, který 

ovlivňuje velikost řezných sil. Vzhledem k tomu, že reálné nástroje nejsou 

dokonale ostré, neměl by být poloměr ostří zanedbán. 

• Bude možné jej naintegrovat na libovolný břit, aby bylo možné model 

použít na jakémkoli nástroji, čímž ho bude možné aplikovat jak 

na soustružení, tak na frézování. Současně s touto podmínkou bude model 

implementovatelný do virtuálních simulacích obrábění. 

 

Vytvořený model bude implementován do stávajícího řešení simulací virtuálního 

obrábění. Díky této implementaci bude model validován na fyzickém obrábění 

s reálnými nástroji. 

Validovaný model bude aplikován na predikci procesní statické chyby obrábění, 

která je způsobena deformací (odtlačením) nástroje. K této deformaci dochází 

v důsledku působení řezných sil na nástroj. Při této příležitosti bude ověřen 

předpoklad, zda lze tuto predikci provést pouze s pomocí střední řezné síly. 
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3 Přístupy k modelování řezných sil 
Pravděpodobně první vztah pro výpočet řezných sil byl publikován v roce 1858 

v knize „Machine-Building Materials and their Processing“ od F. K. H. Wieba [9]. 

Přepisem Wiebeho vztahu do dnešního značení získáme známý vztah:  

𝑘𝑐 =
𝐹𝑡

𝐴𝐷
 (3.1) 

kde konstanta 𝑘𝑐 představuje podle Wieba jedinou postačující vlastnost 

materiálu obrobku, pomocí které lze vypočítat řeznou sílu 𝐹𝑡, a to vynásobením 

plochou průřezu třísky 𝐴𝐷 . [9] 

Od té doby vznikl velký počet teorií, metod a přístupů k popisu řezné síly a využití 

jejich poznatků k modelování řezného procesu. V současné době se hlavně využívají: 

• Analytické modely 

• Mechanistické modely 

• Empirické modely 

 

Numerické metody (např. metoda konečných prvků) jsou samostatnou kategorií. 

Nejedná se o modely, ale o jejich simulace. Na pozadí těchto metod běží konstitutivní 

modely, které popisují materiálové vlastnosti, chování deformací a energetické 

bilance. Využívají vyvinuté modely řezných sil pomocí přístupů z kapitoly 3. 

3.1 Analytické modely 
Analytický přístup vyjadřuje řeznou sílu jako funkci průřezu třísky za využití 

řezných koeficientů. Historicky bylo s tímto přístupem představeno několik teorií, 

ale dnes se pod pojmem „analytické modelování“ obvykle rozumí přístup, jehož 

základ položil Armarego v roce 1967. Přístup vychází ze znalosti teorie 

ortogonálního obrábění. Popis řezných sil pro ortogonální obrábění však není 

v praxi přímo použitelný, protože reálný proces obrábění nelze popsat pouze 

v 2D rovině. Vzhledem ke geometrii a pohybu nástroje vůči obrobku je proces 

popsatelný pouze v prostoru – proces se nazývá volné obrábění. [2][3][9] 

Pro vyjádření velikosti řezných sil při ortogonálním obrábění se vychází z oblasti 

primární plastické deformace, kde je zavedeno zjednodušení, že deformace 

probíhají v nekonečně tenké smykové rovině. Zavedením úhlu 𝜙𝑐  mezi vektorem 

pohybu a smykovou rovinou lze vyjádřit smykovou sílu 𝐹𝑠 jako 

𝐹𝑠 = 𝐹𝑐 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝜙𝑐 + 𝛽𝑎 − 𝛼) (3.2) 

kde 𝐹𝑐  je celková řezná síla, 𝛽𝑎 úhel tření a 𝛼 úhel čela. 
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Při předpokladu rovnoměrného rozložení napětí ve smykové rovině bude 

smykové napětí 𝜏𝑠 

𝜏𝑠 =
𝐹𝑠

𝐴𝐷
 (3.3) 

Proměnná 𝐹𝑠 v rovnici 3.3 je smyková síla a 𝐴𝐷 je průřez třísky. 

𝐴𝐷 = 𝑏
ℎ

𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑐
 (3.4) 

  
Obr. 2 Merchantův diagram řezných sil 

pro ortogonální obrábění [2] 

Obr. 3 Geometrie nástroje (dodržováno značení 

zahraniční literatury, např. [2]) 

Po dosazení rovnic 3.2 a 3.3 do rovnice 3.4 a vyjádření smykové síly 𝐹𝑠 získáme 

vztah: 

𝐹𝑠 = 𝜏𝑠𝑏
ℎ

𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑐
 (3.5) 

Z rovnice 3.5 a geometrických závislostí z obr. 2 lze vyjádřit celkovou řeznou 

sílu 𝐹𝐶: 

𝐹𝐶 =
𝐹𝑠

𝑐𝑜𝑠(𝜙𝑐 + 𝛽𝑎 − 𝛼)
= 𝜏𝑠𝑏ℎ

1

𝑠𝑖𝑛(𝜙𝑐) 𝑐𝑜𝑠(𝜙𝑐 + 𝛽𝑎 − 𝛼)
 (3.6) 

Z celkové řezné síly mohou být dále vyjádřeny složky řezné síly 𝐹𝑡 v tečném 

směru a 𝐹𝑏 v binormálovém směru: 

𝐹𝑡 = 𝐹𝑐 𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑎 − 𝛼) 

𝐹𝑏 = 𝐹𝑐 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑎 − 𝛼) 
(3.7) 
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Dosazením rovnice 3.6 do rovnic 3.7 lze vztahy rozepsat: 

𝐹𝑡 = 𝑏ℎ [𝜏𝑠

𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑎 − 𝛼)

𝑠𝑖𝑛(𝜙𝑐) 𝑐𝑜𝑠(𝜙𝑐 + 𝛽𝑎 − 𝛼)
 ] 

𝐹𝑏 = 𝑏ℎ [𝜏𝑠

𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑎 − 𝛼)

𝑠𝑖𝑛(𝜙𝑐) 𝑐𝑜𝑠(𝜙𝑐 + 𝛽𝑎 − 𝛼)
 ] 

(3.8) 

Část v hranaté závorce v rovnicích 3.8 je tzv. měrný řezný odpor [2][7][8]. 

𝐾𝑡𝑐 = 𝜏𝑠

𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑎 − 𝛼)

𝑠𝑖𝑛(𝜙𝑐) 𝑐𝑜𝑠(𝜙𝑐 + 𝛽𝑎 − 𝛼)
 

𝐾𝑏𝑐 = 𝜏𝑠

𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑎 − 𝛼)

𝑠𝑖𝑛(𝜙𝑐) 𝑐𝑜𝑠(𝜙𝑐 + 𝛽𝑎 − 𝛼)
 

(3.9) 

Pro výpočet měrných řezných koeficientů je nutné znát úhel smykové roviny 𝜙𝑐  

a třecí úhel 𝛽𝑎. Třecí úhel 𝛽𝑎 je závislý na obráběném materiálu, materiálu nástroje 

a použité řezné kapalině. Výpočet úhlu smykové roviny 𝜙𝑐  je stále součástí výzkumu 

a nelze jej efektivně a s dostatečnou přesností analyticky vypočítat. Experimentálně 

však lze změřit složky řezných sil 𝐹𝑓 a 𝐹𝑡 a určit koeficient pěchování třísky 𝑟𝑐. 

Ze znalosti makro-mechaniky ortogonálního obrábění lze rovnicemi 3.10, 3.11, 3.12 

a 3.13 vypočítat úhly 𝜙𝑐 , 𝛽𝑎 a smykové napětí 𝜏𝑠. [2][7][8] 

𝑟𝑐 =
ℎ

ℎ∗
 (3.10) 

kde ℎ je původní tloušťka, která u ortogonálního soustružení odpovídá posuvu 

a ℎ∗ je tloušťka deformované třísky. 

𝜙𝑐 = 𝑡𝑎𝑛−1 
𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼

1 − 𝑟𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛼
 (3.11) 

𝛽𝑎 = 𝛼 + 𝑡𝑎𝑛−1
𝐹𝑓

𝐹𝑡
𝑟𝑐 =

ℎ0

ℎ
 (3.12) 

𝜏𝑠 =
√𝐹𝑡

2 + 𝐹𝑏
2 𝑐𝑜𝑠(𝜙𝑐 + 𝛽𝑎 − 𝛼)

𝑏
ℎ

𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑐

 (3.13) 

Vyjádřené proměnné lze dosadit do rovnic 3.9 a výsledné řezné síly zapsat jako: 

𝐹𝑡 = (𝐾𝑡𝑐ℎ + 𝐾𝑡𝑒)𝑏 

𝐹𝑏 = (𝐾𝑓𝑐ℎ + 𝐾𝑓𝑒)𝑏 
(3.14) 

Koeficienty tření 𝐾𝑡𝑒 a 𝐾𝑏𝑒 byly přidány Armaregem [9] z důvodu, že tření 

nezávisí na tloušťce třísky, ale na použitých materiálech, řezné kapalině 

a opotřebení břitu nástroje. Všechny tyto koeficienty jsou stanoveny 

experimentálně pro konkrétní řezné podmínky, geometrii nástroje a materiál 

obrobku. Důvodem je rozdílné chování neznámých veličin 𝜙𝑐 , 𝜏𝑠 a 𝛽𝑎 při různých 

tloušťkách třísky ℎ, řezné rychlosti 𝑣 a úhlu čela 𝛼. Ačkoliv se tyto parametry 
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explicitně v rovnici nenachází, jsou implicitně vyjádřeny v řezných koeficientech. 

[2][3][7][8] 

V další fázi se složky řezných sil transformují (např. podle Armarega) 

z ortogonálního obrábění do obrábění volného. [5] 

Nevýhodou analytických modelů je nutnost provedení většího množství 

experimentů, které jsou náročné na měřicí aparaturu a schopnost správně určit 

koeficient pěchování třísky. Výhodou je však rychlost výpočtu a již existující 

databáze naměřených a vypočtených neznámých z experimentů z ortogonálního 

obrábění. [2][3][8][9] 

3.2 Mechanistické modely 
Mechanistický přístup k modelování vyjadřuje řeznou sílu jako funkci průřezu 

třísky za využití řezných koeficientů, podobně jako analytický přístup. Rozdíl 

je v postupu stanovení řezných koeficientů. Pro mechanistický model lze na rozdíl 

od analytického přístupu vycházet z obecných záběrových podmínek při vázaném 

řezání, není nutno zajistit pouze ortogonální řezání. Řezné koeficienty jsou pak 

zjištěny přímo z experimentálních dat pomocí lineární regrese. 

 Složky řezných sil lze přímo vyjádřit například jako: 

𝐹𝑡 = (𝐾𝑡𝑐ℎ + 𝐾𝑡𝑒)𝑏 

𝐹𝑛 = (𝐾𝑛𝑐ℎ + 𝐾𝑛𝑒)𝑏 

𝐹𝑏 = (𝐾𝑓𝑐ℎ + 𝐾𝑓𝑒)𝑏 

(3.15) 

kde řezné koeficienty 𝐾𝑡𝑐, 𝐾𝑛𝑐, 𝐾𝑏𝑐, 𝐾𝑡𝑒 , 𝐾𝑛𝑒 , 𝐾𝑏𝑒 jsou stanoveny lineární regresí 

z naměřených experimentálních dat (viz obr. 5 nahoře) pro konkrétní geometrii 

nástroje, řezné podmínky a použité materiály. Tyto parametry ovlivňující velikost 

a průběh řezných sil nejsou v rovnicích explicitně vyjádřeny – jsou implicitně 

vyjádřeny v empiricky stanovených řezných koeficientech. [3]  

Třecí členy modelu 𝐾𝑡𝑒 , 𝐾𝑛𝑒 , 𝐾𝑏𝑒 z rovnice 3.15 pro mechanistický model mají 

stejný význam jako u analytických modelů. Jsou schopny zahrnout vlivy tření, které 

nezávisí na tloušťce třísky, ale na použitých materiálech, řezné kapalině, opotřebení 

břitu nástroje, případně velikosti poloměru ostří. 

Vzhledem k tomu, že model může mít různý matematický předpis a metoda 

vychází čistě z průběhu velikosti složek řezné síly v závislosti na tloušťce třísky ℎ, 

vzniklé empirické závislosti nemusí mít nutně fyzikální význam. 

3.2.1 Kienzleho model 

Kienzleho model je speciální případ mechanistického modelu, který používá 

veličinu pojmenovanou jako měrný řezný odpor, někdy označovaný jako měrná 

řezná síla. Měrný řezný odpor se označuje 𝑘𝑐 a je popsán jako poměr tečné složky 
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řezné síly 𝐹𝑡 vůči ploše odřezávané vrstvy, která odpovídá průřezu třísky 𝐴𝐷 . Tečnou 

složku řezné síly lze pak vyjádřit jako: 

𝐹𝑡 = 𝑘𝑐𝐴𝐷 (3.16) 

Velikost měrného řezného odporu 𝑘𝑐 závisí se zápornou mocninou na tloušťce 

třísky ℎ. Tato závislost je po převedení do logaritmických souřadnic lineární. [3][9] 

 
Obr. 4 Závislost 𝑘𝑐  na tloušťce třísky ℎ v logaritmických souřadnicích [9] 

Po provedení lineární regrese v logaritmických souřadnicích na naměřených 

experimentálních hodnotách a následném odlogaritmování lze koeficient 𝑘𝑐 vyjádřit 

𝑘𝑐 = 𝑘𝑐11ℎ𝑚
−𝑞𝑐 (3.17) 

kde 𝑘𝑐11 je nominální měrný řezný odpor, ℎ𝑚 střední tloušťka třísky 

a 𝑞𝑐 bezrozměrný koeficient vyjadřující intenzitu změny měrného řezného odporu 

v závislosti na tloušťce třísky.[3][9] 

𝐹𝑡 = 𝑘𝑐ℎ𝑏 = 𝑘𝑐11ℎ𝑚
1−𝑞𝑐𝑏 (3.18) 

Výhodou použití Kienzleho modelu pro výpočet řezné síly je především 

dostupnost nominálního měrného řezného odporu 𝑘𝑐11 přímo v katalozích výrobců 

nástrojů (pro konkrétní typ nástroje a druh obráběného materiálu). Tím odpadá 

nutnost provádět experimenty k získání neznámých konstant. 

Nevýhodou této metody je však snížená přesnost a rozdílné hodnoty konstant 

𝑘𝑐11 a 𝑞𝑐 u různých výrobců nástrojů pro nástroje se shodnou geometrií. Zároveň 

velkým nedostatkem této metody je to, že se získává pouze tečná složka řezné síly 

𝐹𝑡. Ostatní složky se určují z přibližných poměrů mezi jednotlivými složkami 𝐹𝑡, 𝐹𝑛 

a 𝐹𝑏 . Tyto poměry však nemusí být při různých tloušťkách třísky konstantní a nejsou 

univerzální pro jakoukoli geometrii břitu (viz obr. 5). [3] 
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Obr. 5 V naměřených datech z [28] lze vidět neshodu s konstantním učebnicovým poměrem 

složek řezné síly složek Ft : Fn : Fb = 4 : 2 : 1 (čárkované čáry reprezentují poměry). Porovnání 

naměřených složek řezných sil v závislosti na tloušťce třísky pro dvě různé geometrie, vztaženo 

na šířku třísky 1 mm (nahoře). 

3.3 Empirické modely 
Empirické modely jsou specifické tím, že popisují velikost složek řezné síly 

pro konkrétní technologické aplikace. Tyto modely zahrnují parametry, které mají 

největší vliv na velikost sil. [4][10] 

Empirický vztah pro složky řezné síly při frézování se zahrnutím hloubky řezu 

𝑎𝑝, posuvu na zub 𝑓𝑧 a řezné rychlosti 𝑣 je zapsán jako: 

𝐹𝑡 = 𝐾𝐹𝑡
 𝑎𝑝

𝑋𝐹𝑡  𝑓𝑧
𝑌𝐹𝑡  𝑣𝑍𝐹𝑡  

𝐹𝑛 = 𝐾𝐹𝑛
 𝑎𝑝

𝑋𝐹𝑛  𝑓𝑧
𝑌𝐹𝑛  𝑣𝑍𝐹𝑛   

𝐹𝑏 = 𝐾𝐹𝑏
 𝑎𝑝

𝑋𝐹𝑏  𝑓𝑧
𝑌𝐹𝑏  𝑣𝑍𝐹𝑏   

(3.19) 

Kde 𝐾𝐹𝑡
, 𝐾𝐹𝑛

, 𝐾𝐹𝑏
, 𝑋𝐹𝑡

, 𝑋𝐹𝑛
, 𝑋𝐹𝑏

, 𝑌𝐹𝑡
, 𝑌𝐹𝑛

, 𝑌𝐹𝑏
, 𝑍𝐹𝑡

, 𝑍𝐹𝑛
 a 𝑍𝐹𝑏

 jsou empirické konstanty 

zjištěné experimentálně. 

Nevýhodou tohoto přístupu je malá variabilita, protože jednotlivé složky řezných 

sil nelze touto metodou vyjádřit jako přírůstky. Nelze tedy oproti předchozím 
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metodám tento model integrovat na libovolný břit a tím ho využít pro různé 

technologie obrábění.  

Naopak, koeficienty je třeba získat z experimentu na konkrétní technologii 

a model aplikovat pouze na tuto technologii (soustružení, čelní frézování apod.). 

Druhá významná nevýhodou tohoto přístupu vyplývá z postupu stanovení konstant. 

Pro získání konstant se využívá jednofaktorový plán2. Při tomuto postupu je nutné 

provést velký počet experimentů a zároveň pro přiměřenou přesnost modelu 

omezit rozsah vybraných řezných parametrů. [4][10] 

 U těchto modelů je také velmi obtížné zahrnout další vlivy, jako je např. velikost 

poloměru ostří, opotřebení břitu nástroje atd., protože jsou již navrženy 

pro konkrétní aplikaci. Pokud se pro zahrnutí těchto vlivů stanovují další korekční 

koeficienty, jsou nutné další časově náročné experimenty. [10] 

  

 
2 Jednofaktorový plán, někdy také jednofaktorová metoda, je metoda založená na změně jednoho 

z parametrů modelu a zkoumání jeho vlivu na výsledek. Při velkém počtu parametrů modelu 
je potřeba velké množství experimentů. Metoda nedokáže podchytit interakci těchto parametrů. 
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4 Aplikace modelů na konkrétní obráběcí 

technologie 
Modely složek řezné síly vyjádřené jako přírůstky lze aplikovat na více 

technologií obrábění. Toho je možné docílit pomocí mechanistického a analytického 

přístupu k modelování. 

4.1 Aplikace modelů na soustružení 

 
Obr. 6 Popis složek řezných sil při soustružení – tečná složka (Ft), normálová složka (Fn), 

binormálová složka (Fb) 

Řezné síly jsou pro soustružení popsány jako funkce přírůstku průřezu třísky 

𝑑𝐴𝐷 a pro případ ortogonální soustružení (𝜆=0° , 𝜅=0°) je lze vyjádřit shodně jako 

v rovnici 3.15. 

Pro případ 𝜆≠0°, 𝜅≠0° a zanedbání rádiusu špičky nástroje 𝑅ε je nutné přepočítat 

tloušťku třísky ℎ a šířku 𝑏: 

ℎ = 𝑓𝑜𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜅 (4.1) 

𝑏 =
𝑎𝑝

𝑠𝑖𝑛 𝜅
 (4.2) 

4.1.1 Kienzleho model aplikovaný na soustružení 

Kienzleho model lze přímo na soustružení aplikovat podle rovnice 3.18. 

Kienzleho model je přesný pro technologicky nejdůležitější složku řezné síly, tečnou 

složku 𝐹𝑡. Tento model však již nedokáže dostatečně přesně zachytit složitější 

chování normálové složky 𝐹𝑛. Vztah je definován pouze pro tečnou složku řezné síly 

a ostatní složky jsou určeny přibližnými poměry vůči tečné složce 𝐹𝑡. Tento problém 

byl již zmíněn v kapitole 3.2.1 a proto je Kienzleho model obtížně využitelný 

pro přesné určení všech třech složek řezné síly (především kvůli komplexnímu 
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chování normálové složky 𝐹𝑛). Na obr. 5 si lze všimnout, že poměry jednotlivých 

složek sil nejsou konstantní. Pokud tedy vypočítáme tečnou složku řezné síly 

a ostatní složky určíme pomocí poměrů, dopustíme se velké nepřesnosti. 

4.1.2 Polynomický a lineární model aplikovaný na soustružení 

Velikosti složek řezných sil při soustružení by mohly být přímo popsány 

lineárním modelem z rovnic 3.15, ale z obr. 7 je patrné, že pro normálovou složku 

řezné síly 𝐹𝑛 by bylo nutné lineárních modelů sestavit pro různé tloušťky třísky více, 

protože závislost není lineární. Z tohoto důvodu není vhodné použít lineární model 

jako základ navrhovaného multiparametrického modelu složek řezných sil. 

Navržený model by měl být aplikovatelný jak na soustružení, tak na frézování. 

Problém nastává již u soustružení, kdy by při lineárním základu musely být 

vytvořeny modely dva – jeden pro hrubování, druhý pro dokončování. Druhý 

problém je rozdílná velikost běžně používaných tlouštěk třísky při frézování 

a soustružení. V případě lineárního základu by to znamenalo nutnost vytvořit více 

modelů namísto jednoho univerzálního. 

Pokud by se ale našel důvod, proč lineární model využít, je možné využít jak 

mechanistický, tak analytický přístup. 

 
Obr. 7 Experimentálně naměřené složky řezných sil, vztažené na šířku třísky 1 mm, v závislosti 

na tloušťce třísky h (oranžové křížky), viditelná polynomická závislost, ocel – (data: [28]). 

Ačkoliv by pro složky 𝐹𝑡 a 𝐹𝑏 (viz obr. 7) na první pohled stačil mocninný model, 

složka 𝐹𝑛 se chová komplexněji a je nutné tento model rozšířit až na polynom třetího 

řádu – kubický: 

𝐹𝑡 = 𝑏(𝐾𝑡0 + 𝐾𝑡1ℎ + 𝐾𝑡2ℎ
2 + 𝐾𝑡3ℎ

3) 

𝐹𝑛 = 𝑏(𝐾𝑛0 + 𝐾𝑛1ℎ + 𝐾𝑛2ℎ
2 + 𝐾𝑛3ℎ

3) 

𝐹𝑏 = 𝑏(𝐾𝑏0 + 𝐾𝑏1ℎ + 𝐾𝑏2ℎ
2 + 𝐾𝑏3ℎ

3) 

(4.3) 

Kubická funkce proložená experimentálními daty dokáže dostatečně vystihnout 

průběhy řezných sil. U lineárního modelu lze řezný koeficient 𝐾𝑖1 díky 

geometrickým závislostem transformovat z ortogonálního obrábění do volného (viz 

kapitola 3.1). U modelů vyššího řádu tato transformace již není možná. Ve volně 

dostupné literatuře a vědeckých článcích nebyl nalezen žádný pokus o vytvoření 
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transformačních vztahů ostatních koeficientů polynomických modelů 

z ortogonálního obrábění na volné obrábění. Kubický model tedy může být vytvořen 

pouze mechanistickým přístupem. 

4.1.3 Silové účinky na složeném tvarovém ostří 

Soustružnický nůž není pouze přímý, ale skládá se ze špičky nástroje a hlavního 

a vedlejšího ostří. Při velkém posuvu při obrábění dochází k zapojení malé části 

vedlejšího ostří. Při dokončovacím obrábění je často hloubka řezu malá a špička 

nástroje představuje nezanedbatelnou část břitu v řezu. Obě předchozí situace 

způsobují nerovnoměrné rozložení tloušťky třísky, která může představovat 

problém pro některé modely řezných sil. [11][12][13] 

Různé metody pro aplikaci modelů na složené tvarové ostří při soustružení, které 

se objevují ve výzkumných pracích zahraničních autorů, lze shrnout na dva přístupy.  

Prvním přístupem je analytické vyjádření, kdy se sestaví předpis ekvivalentního 

ostří břitu, který při daném posuvu odřezává třísku o stejném průřezu (viz obr. 8). 

Může se jednat o jednoduché ekvivalenty jako např. publikoval v roce 1954 

L.V. Colwell, který spočívá v nahrazení ostří spojnicí dvou extrémních bodů 

– počátku a konce styku ostří s materiálem. Sice normála této spojnice na čele 

nástroje dostatečně vystihuje směr proudění třísky, který přímo souvisí s velikostí 

řezných sil, ale takto jednoduchý ekvivalent ostří nedostatečně vystihuje velikost 

ekvivalentní plochy v případě, že velkou část ostří v řezu je rádius špičky. Existují 

matematicky složitější ekvivalenty, které si dokáží poradit oběma výše zmíněnými 

situacemi. Průřez třísky je rozdělen do několika dílčích ploch, které se do výpočtu 

ekvivalentního ostří zahrnují v závislosti na hloubce řezu. [11][12][14][15]  

 
 

Obr. 8 Břit s velkým rádiusem ostří (vlevo) a jeho 

ekvivalent s geometrií, od které vznikne při 

stejném posuvu tříska se shodným průřezem 

(vpravo) [14] 

Obr. 9 Dílčí části sloužící pro výpočet 

průřezu třísky při hrubování (vlevo) a při 

dokončování (vpravo). Z geometrických 

závislostí je vypočtena geometrie 

ekvivalentního břitu [14] 

Druhým přístupem je rozdělení ostří na dvě nebo více částí a jejich následná 

diskretizace. Tímto způsobem lze také získat průřez odřezávané třísky a spočítat 

řezné síly. Tato metoda navíc umožňuje získat směry lokálního proudění třísky 

jednotlivých elementů. Proudění třísky lze vektorově sečíst a získat obecný globální 
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směr proudění třísky nebo zůstat u diskrétních elementů a predikovat rozložení 

řezných sil na ostří břitu, což by výrobci řezných nástrojů mohli využít 

pro potencionální opotřebení nástroje.  [11][12][13] 

 
Obr. 10 Diskretizace ostří za účelem zjištění průřezu odebírané třísky pro axiální pohyb (vlevo) 

a obecný pohyb vůči obrobku (vpravo) [13] 

4.2 Aplikace modelů na frézování 
Volbu stupně, resp. typu modelu je potřeba navrhnout na měřených datech 

ze soustružení. Při frézování je tloušťka třísky proměnná a potřebné závislosti 

nejsou vidět. Vytvořený model se na frézování aplikuje integrací nekonečně malých 

silových přírůstků podél břitu nástroje [10]. 

Komplikace aplikace modelů na proces frézování je ten, že v daném okamžiku 

nemusí být v záběru celý břit. Zároveň je každý nekonečně malý element břitu 

natočen pod jiným úhlem 𝜙𝑗  a ubírá rozdílnou tloušťku třísky ℎ𝑗 . Na obr. 11 jsou 

schematicky znázorněny proměnné vystupující v rovnicích, které slouží k aplikaci 

modelu řezné síly na frézování. V obrázku červeně zvýrazněná část břitu je část 

břitu, která je v aktuálním časovém okamžiku v záběru. Tato část v záběru 

je ohraničena a popsána axiálními souřadnicemi 𝑧𝑚𝑖𝑛 a 𝑧𝑚𝑎𝑥. Pro tyto souřadnice lze 

získat díky znalosti úhlu šroubovice 𝜆 úhly natočení 𝜙𝑠𝑡  a 𝜙𝑒𝑥, které rovněž vymezují 

část břitu, která je v záběru. Mezi těmito úhly lze pomocí úhlu 𝜙𝑗  vyjádřit polohu 

nekonečně malého elementu, na jehož souřadnici bude odebírána tloušťka třísky ℎ𝑗 . 

Toto schéma popisuje pouze jeden břit, jehož poloha je určená úhlem  𝑗𝜙𝑝 + 𝜙 ,kde 

𝜙𝑝 je úhel mezi jednotlivými břity, 𝑗 vyjadřuje index daného břitu a 𝜙 je úhel 

natočení referenčního břitu, ke kterému je simulace vztažena. Na schématu je úhel 

𝜙 rovný nule, tudíž natočení frézy je stejné jako na počátku simulace. 
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Obr. 11 Frézování válcovou frézou – schematicky znázorněné 

potřebné závislosti pro integraci přírůstků složek řezných sil 

Při frézování 𝑗-tým břitem závistí odebíraná tloušťka třísky ℎ𝑗  na poloze 

elementu vyjádřené úhlem 𝜙𝑗 . Úhel 𝜙𝑗  je závislý na axiální souřadnici elementu 𝑧. 

Pro získání úhlu 𝜙𝑗  je však nutné vzít v úvahu natočení frézy v aktuálním časovém 

okamžiku. Úhel 𝜙𝑗  je vyjádřen nejen pomocí axiální souřadnice 𝑧, ale i natočením 

𝑗-tého břitu. Natočení 𝑗-tého břitu se odvíjí od polohy referenčního břitu a od úhlu 

mezi jednotlivými břity.  

Úhel 𝜙𝑗  je vyjádřen jako 

𝜙𝑗(𝑧) = 𝜙 + 𝑗𝜙𝑝 − 𝑘𝛽𝑧 (4.4) 

kde 𝜙𝑝 je úhel mezi jednotlivými břity a 𝑘𝛽 vyjadřuje přírůstek úhlu 

na přírůstku 𝑧. 

𝑘𝛽 =
2 𝑡𝑎𝑛 𝜆

𝐷
 (4.5) 

𝐷 je průměr frézy a 𝜆 je úhel šroubovice v radiánech. 

Tloušťka třísky, jejíž závislost vychází z výše zapsaných vztahů, je:  

ℎ𝑗(𝜙, 𝑧) = 𝑓𝑧 𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑗(𝑧) (4.6) 

Tímto způsobem zavedenou tloušťku třísky je možné aplikovat do jednotlivých 

složek řezné síly v různých modelech. Výsledkem budou složky řezné síly pro 𝑗-tý 

břit vyjádřené jako přírůstky. Naznačeno obecně v rovnici 4.7. 

𝑑𝐹𝑞,𝑗(𝜙, 𝑧) = ⋯𝑑𝑧,              𝑞 = 𝑡, 𝑛, 𝑏 (4.7) 

Pro simulaci a predikci řezných sil je nutné převést složky řezné síly 

do kartézského souřadnicového systému XYZ, protože nás zajímá interakce mezi 
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nástrojem a obrobkem v tomto systému. Zároveň jsme schopni v tomto systému 

složky řezné síly naměřit. Rozklad sil do souřadného systému XYZ lze vyjádřit jako 

diferenciály složek řezných sil v jednotlivých osách tohoto systému [1]:  

𝑑𝐹𝑥,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) = 𝑑𝐹𝑡,𝑗 𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑗(𝑧) − 𝑑𝐹𝑛,𝑗 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑗(𝑧) 

𝑑𝐹𝑦,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) = 𝑑𝐹𝑡,𝑗 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑗(𝑧) + 𝑑𝐹𝑛,𝑗 𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑗(𝑧) 

𝑑𝐹𝑧,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) = 𝑑𝐹𝑏,𝑗  

(4.8) 

Výsledné řezné síly se vyjádří jako [1]: 

𝐹𝑞(𝜙) = ∑ ∫ 𝑑𝐹𝑞,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) 𝑑𝑧
𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥

𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛

𝑁−1

𝑗=0

,            𝑞 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 (4.9) 

kde 𝑁 je počet břitů, integrační meze  𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛 a 𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥  jsou axiální souřadnice 

počátku a konce záběru 𝑗-tého břitu. Pro výpočet integračních mezí je nutné sestavit 

samostatný algoritmus.  

Lze také přepočítat závislost z d𝑧 na d𝜙 (viz obr. 11), což může být pro některé 

aplikace vhodnější tvar. Přepočet je jednoduchý, z rovnice 4.4 vychází, že 

𝑑𝜙𝑗 = −𝑘𝛽 𝑑𝑧 (4.10) 

Po dosazení rovnice 4.10 do rovnice 4.9 lze vztah přepsat do tvaru: 

𝐹𝑞(𝜙) = ∑ ∫ 𝑑𝐹𝑞,𝑗(𝜙𝑗)
𝑑𝜙𝑗

𝑘𝛽
 

𝜙𝑒𝑥

𝜙𝑠𝑡

𝑁−1

𝑗=0

,            𝑞 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 (4.11) 

4.2.1 Kienzleho model aplikovaný na frézování 

Kienzleho model lze vyjádřit ve dvou podobách. Rovnice 3.18 je užitečná 

pro soustružení, protože tloušťka třísky je za předpokladu přímočarého pohybu 

konstantní. Při frézování je však tloušťka třísky ℎ proměnná. To představuje 

problém při vyjádření nominálního řezného odporu 𝑘𝑐11. Proto se hodnota 𝑘𝑐11 

běžně počítá ze střední tloušťky třísky ℎ𝑚. Tečnou řeznou složku lze vypočítat jako 

𝐹𝑡 = 𝑘𝑐11ℎ𝑚
−𝑞𝑐  ℎ𝑏 (4.12) 

Při vyjádření složek řezných sil jako přírůstky 𝑗-tého břitu získáme [19]: 

𝑑𝐹𝑡,𝑗(𝜙, 𝑧) = 𝐾𝑡𝑒ℎ𝑚
−𝑞𝑐𝑡ℎ𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) 𝑑𝑧 

𝑑𝐹𝑛,𝑗(𝜙, 𝑧) = 𝐾𝑛𝑒ℎ𝑚
−𝑞𝑐𝑛ℎ𝑗 (𝜙𝑗(𝑧))𝑑𝑧 

𝑑𝐹𝑏,𝑗(𝜙, 𝑧) = 𝐾𝑏𝑒ℎ𝑚
−𝑞𝑐𝑏ℎ𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) 𝑑𝑧 

(4.13) 

Tyto vztahy lze dosadit do rovnic 4.8 a následně vztahem 4.9 nebo 4.11 vypočítat 

průběh složek řezných sil pro simulaci frézování. 
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Obr. 12 Odchylka predikované X-ové složky řezné 

síly od naměřených hodnot pomocí Kienzlova 

modelu. Na ose X je index simulované polohy 

kulové frézy, při které byly síly naměřeny [19] 

Obr. 13 Odchylka predikované Y-ové složky 

řezné síly od naměřených hodnot pomocí 

Kienzlova modelu. Na ose X je index 

simulované polohy kulové frézy, při které 

byly síly naměřeny [19] 

  
Obr. 14 Odchylka predikované Z-ové složky řezné 

síly od naměřených hodnot pomocí Kienzlova 

modelu. Na ose X je index simulované polohy 

kulové frézy, při které byly síly naměřeny [19] 

Obr. 15 Odchylka predikované celkové řezné 

síly na zub od naměřených hodnot pomocí 

Kienzlova modelu. Na ose X je index 

simulované polohy kulové frézy, při které 

byly síly naměřeny [19] 

V rámci rešerše byla nalezená výzkumná práce, v rámci které byl Kienzleho 

modelu aplikován na frézování. Při predikci došlo k vysokým odchylkám [19]: 

• Predikce řezné síly ve směru X má maximální odchylku 729 N (obr. 12) 

• Predikce řezné síly ve směru Y má maximální odchylku 836 N (obr. 13) 

• Predikce řezné síly ve směru Z má maximální odchylku 130 N (obr. 14) 

• Predikce celkové řezné síly na zub má maximální odchylku 264 N (obr. 15) 

 

Autoři publikace [19] tvrdí, že k vysokým odchylkám došlo v místech výrazných 

změn trajektorie nebo zakřivení povrchu. Nepřesnost však mohla být způsobena 

i nevýhodou Kienzleho modelu zmíněnou v kapitole 3.2.1 – model by neměl být 

schopen zachytit komplexní chování normálové složky řezné síly. Její chyba 

se dokáže posléze přenést při přepočtech do složek X a Y. Tomu by odpovídala i lepší 

přesnost ve směru Z. Autoři článku však neuvádí, jak spolehlivě použitý model 

predikuje jednotlivé složky řezné síly. 

4.2.2 Lineární model (Altintas) aplikovaný na frézování 

Pravděpodobně nejběžnějším modelem řezných sil pro frézování ve vědeckých 

publikacích je lineární model, který uvádí Altintas [2]. Výhodou tohoto lineárního 
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modelu je, že lze k němu přistupovat jak mechanisticky, tak analyticky. Pro případ 

frézování nástrojem s nulovým úhlem šroubovice 𝜆 = 0° se takový model 

dá jednoduše vyjádřit jako: 

𝐹𝑡(𝜙) = (𝐾𝑡𝑐ℎ(𝜙) + 𝐾𝑡𝑒)𝑏 

𝐹𝑛(𝜙) = (𝐾𝑛𝑐ℎ(𝜙) + 𝐾𝑛𝑒)𝑏 

𝐹𝑏(𝜙) = (𝐾𝑓𝑐ℎ(𝜙) + 𝐾𝑓𝑒)𝑏 

(4.14) 

Pro nenulový úhel šroubovice 𝜆 ≠ 0° je nutné vyjádřit složky řezných sil 

z rovnice 4.14 jako přírůstky pro 𝑗-tý břit. Vyjádřením získáme vztahy [2]: 

d𝐹𝑡,𝑗(𝜙, 𝑧) = [𝐾𝑡𝑐ℎ𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) + 𝐾𝑡𝑒] d𝑧 

d𝐹𝑛,𝑗(ϕ, z) = [Knchj (ϕj(z)) + Kne] d𝑧 

d𝐹𝑏,𝑗(𝜙, 𝑧) = [𝐾𝑏𝑐ℎ𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) + 𝐾𝑏𝑒] d𝑧 

(4.15) 

Při dosazení přírůstků složek řezné síly z rovnic 4.15 do rovnic 4.8 a jejich 

následnou integrací se získají složky řezné síly 𝑗-tého břitu v souřadném systému 

XYZ – viz soustava rovnic 4.16. [2] 

Integrační limity v rovnicích 4.16 musí být vypočteny pro každý břit zvlášť. 

Algoritmus pro jejich výpočet přímo pro toto vyjádření je uveden v literatuře [2]. 

Takto vypočtené složky řezných sil pro jednotlivé břity mohou být následně sečteny 

podle rovnice 4.9, případně 4.11. 

𝐹𝑥,𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) = {
𝑓𝑧

4𝑘𝛽
[−𝐾𝑡𝑐 𝑐𝑜𝑠 2𝜙𝑗(𝑧) + 𝐾𝑡𝑐[2𝜙𝑗(𝑧) − 𝑠𝑖𝑛 2𝜙𝑗(𝑧) ]]

+
1

𝑘𝛽
[𝐾𝑡𝑒 𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑗(𝑧) − 𝐾𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑗(𝑧)]}

𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛(𝜙𝑗(𝑧))

𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥(𝜙𝑗(𝑧))

 

𝐹𝑦,𝑗(𝜙, 𝑧) = {
−𝑓𝑧
4𝑘𝛽

[𝐾𝑛𝑐[2𝜙𝑗(𝑧) − 𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑗(𝑧) ] + 𝐾𝑛𝑐 𝑐𝑜𝑠 2𝜙𝑗(𝑧)]

+
1

𝑘𝛽
[𝐾𝑛𝑒 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑗(𝑧) + 𝐾𝑛𝑒 𝑠𝑖𝑛 𝜙𝑗(𝑧)]}

𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛(𝜙𝑗(𝑧))

𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥(𝜙𝑗(𝑧))

 

𝐹𝑧,𝑗(𝜙, 𝑧) =
1

𝑘𝛽
[𝐾𝑏𝑐𝑓𝑧 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑗(𝑧) − 𝐾𝑏𝑒𝜙𝑗(𝑧)]

𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛(𝜙𝑗(𝑧))

𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥(𝜙𝑗(𝑧))
 

(4.16) 

Model obsahuje pouze konstantní a lineární řezné členy, což modelu přináší 

velkou výhodu. Lineární řezné členy lze transformovat z ortogonálního obrábění 

podle rovnic 3.9. Vyjádřit řezné koeficienty lze jak empirickým, tak mechanistickým 

přístupem, což může být jedním z důvodů jeho popularity. Velká část autorů 

vědeckých článků s tímto modelem využilo dostupné tabulky řezných koeficientů 

pro ortogonální obrábění a následně provedla transformaci na volné obrábění. 
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Při porovnání naměřených a simulovaných řezných sil byli autoři spokojeni. 

[8][9][20] 

  
Obr. 16 Měřené (slabě) a simulované (silně) 

složky řezné síly. 𝑛=269 𝑚𝑖𝑛−1, 𝜆=30°, 

𝑓𝑧=0.05 mm, 𝑎𝑝=3.81 mm, R = 9.925 mm (kulová 

fréza). [8] 

Obr. 17 Měřené (kroužky) a simulované 

(barevně) složky řezné síly. Směr X – červený, 

směr Y – modrý, směr Z – zelený průběh. 

Neznámé řezné podmínky, kulová fréza. [20] 

4.2.3 Polynomický model aplikovaný na frézování 

Polynomický model z rovnice 4.3 se pro frézování musí vyjádřit jako přírůstky 

složek řezných sil pro 𝑗-tý břit: 

𝑑𝐹𝑡,𝑗(𝜙, 𝑧) = 𝐾𝑡0 + 𝐾𝑡1ℎ𝑗 + 𝐾𝑡2ℎ𝑗
2 + 𝐾𝑡3ℎ𝑗

3 𝑑𝑧 

𝑑𝐹𝑛,𝑗(𝜙, 𝑧) = 𝐾𝑛0 + 𝐾𝑛1ℎ𝑗 + 𝐾𝑛2ℎ𝑗
2 + 𝐾𝑛3ℎ𝑗

3 𝑑𝑧 

𝑑𝐹𝑏,𝑗(𝜙, 𝑧) = 𝐾𝑏0 + 𝐾𝑏1ℎ𝑗 + 𝐾𝑏2ℎ𝑗
2 + 𝐾𝑏3ℎ𝑗

3 𝑑𝑧 

(4.17) 

kde ℎ𝑗 (𝜙𝑗(𝑧)) = 𝑓𝑧 sin𝜙𝑗(𝑧) a 𝜙𝑗(𝑧) = 𝜙 + 𝑗𝜙𝑝 − 𝑘𝛽𝑧. 

 
Obr. 18 Porovnání predikce polynomického modelu přeneseného na frézování a naměřených 

složek řezných sil (naměřené hodnoty složek řezných sil: červeně - směr X, modře, - směr Y, 

zeleně, směr Z) [28] 

Tento vztah lze aplikovat na frézování dosazením do rovnice 4.8 a následně 

dosazením do rovnice 4.9 nebo 4.11. 
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V průběžné výzkumné zprávě Ú12135 z r. 2016 „Modelování a simulace řezných 

sil“ [28] byla testována přenositelnost mechanistického polynomického modelu 

ze soustružení na frézování (model byl vytvořen na experimentálních datech 

ze soustružení s malým rozsahem vstupních parametrů). Výsledkem tohoto testu 

byla shoda mezi predikcí a změřenými průběhy sil při frézování plné drážky 

a frézování bokem (viz obr. 18). Tím byla ověřena možnost integrace přírůstků 

složek řezné síly polynomického modelu podél břitu. [28] 

4.3 Modely aplikované na vrtání 
Vrtání šroubovitým vrtákem je jednoduše realizovatelný proces, ale predikce 

řezné síly je obtížná. Proces vrtání lze rozdělit na dvě samostatné části – přechodový 

stav (postupné pronikání řezného břitu do materiálu, viz obr. 19 – „transient state“) 

a ustálený stav (samotná realizace díry, kdy jsou oba břity vrtáku v plném 

záběru) [29]. V ustáleném stavu odchází třísky z díry šroubovicí, kde mohou 

způsobovat zvýšené tření a působení sil v normálovém směru. Tyto síly mohou 

způsobit tzv. „runout“, kdy oba břity vrtáku neodebírají třísku o stejném průřezu 

vlivem mírného vyosení nástroje. Další nepříjemností je příčný břit, který se sice 

nepodílí na tvorbě třísky, ale odtlačuje materiál od osy nástroje. Vliv příčného břitu 

a řezného břitu je třeba u vrtání vyjádřit zvlášť.  

 
Obr. 19 Průběh posuvové řezné síly (zeleně) a kroutícího momentu (modře), vlevo je naznačen 

přechodový stav (transient state), vpravo ustálený stav (steady state) [29] 

Vliv příčného břitu může být zjednodušen pomocí mechaniky vtisku: 

𝐹𝑐ℎ = 𝐴𝑐ℎ𝐻𝐵 (4.18) 

kde 𝐹𝑐ℎ je axiální síla od vtisknutí příčného břitu, 𝐴𝑐ℎ délka hrany vtisknutého 

příčného břitu a 𝐻𝐵 je tvrdost materiálu ve stupnici Brinella. [2][30] 
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Geometrie břitu šroubovitého vrtáku je poměrně složitá (viz příloha A), protože 

řezný břit je díky příčnému břitu odsazen od osy vrtáku, zároveň je díky šroubovici 

úhel sklonu ostří proměnný. Z tohoto důvodu je nutné určit geometrii pro konkrétní 

nekonečně malý element břitu zvlášť, což výpočet nepříjemně komplikuje. [2][29] 

V literatuře [2] lze najít odvozené vztahy pro výpočet složek řezné síly pro vrtání. 

Tloušťka třísky odříznutá jedním řezným břitem se vyjádří jako: 

ℎ =
𝑓𝑜𝑡

2
𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡 (4.19) 

kde 𝑓𝑜𝑡 je posuv na otáčku a 𝜅𝑡 úhel špičky. Dále lze vyjádřit šířku třísky 𝑏: 

𝑏 =
𝑑𝑧

𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡
 (4.20) 

kde d𝑧 je axiální souřadnice elementu břitu.  

Součinem ℎ𝑏 získáme diferenci průřezu třísky d𝐴: 

𝑑𝐴(𝑧) = ℎ𝑏 =
𝑓𝑜𝑡

2

𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡

𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡
𝑑𝑧 =

𝑓𝑜𝑡

2
𝑡𝑎𝑛 𝜅𝑡 𝑑𝑧 (4.21) 

Dále z geometrie vrtáku z přílohy A vychází geometrické závislosti [2]: 

𝜃𝑣𝑟(𝑧) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝜔

𝑟
 

𝑟(𝑧) = √𝜔2 + [𝜔 𝑐𝑜𝑡(𝜋 − 𝜓𝑐) + 𝑧 𝑡𝑎𝑛 𝜅𝑡]2 

𝛾𝑑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡𝑎𝑛 𝜃(𝑧) 𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡) 

𝑖 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝑧) 𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡) 

(4.22) 

kde 𝜔 je úhlová rychlost vrtáku, 𝜃𝑣𝑟  úhel mezi vektorem polohy elementu břitu 

a vektorem shodným s ostří břitu, 𝜓𝑐  úhel mezi řezným břitem a příčným břitem, 

𝜅𝑡 úhel špičky vrtáku, 𝛾𝑑 úhel mezi vektorem rychlosti a rovnoběžným vektorem 

s ostřím břitu. 𝑖 by byl u soustružení sklon ostří 𝜆, ale vzhledem ke komplexní 

geometrii a proměnnému úhlu v jednotlivých elementech břitu je pro odlišení 

značen písmenkem 𝑖. 

S těmito geometrickými závislostmi lze vyjádřit přírůstky složek řezných sil 

v souřadném systému XYZ 

𝑑𝐹𝑥(𝑧) = 𝑑𝐹𝑓 𝑠𝑖𝑛 𝛾𝑑 − 𝑑𝐹𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑑𝐹𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝑖 

𝑑𝐹𝑦(𝑧) = 𝑑𝐹𝑟(𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛾𝑑 𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡) − 𝑑𝐹𝑓 𝑐𝑜𝑠 𝛾𝑑 𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡 − 𝑑𝐹𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

𝑑𝐹𝑧(𝑧) = 𝑑𝐹𝑓 𝑐𝑜𝑠 𝛾𝑑 𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡 − 𝑑𝐹𝑟(𝑐𝑜𝑠 𝑖 𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡 + 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛾𝑑 𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡) 

(4.23) 

kde 𝑧 je axiální souřadnice elementu břitu. 



  
  DIPLOMOVÁ PRÁCE 

ÚSTAV VÝROBNÍCH STROJŮ A ZAŘÍZENÍ 

33 
 

Přítlačnou (axiální) sílu a kroutící moment je pak možné spočítat jako 

𝐹𝑇𝐻𝑅𝑈𝑆𝑇 = 2∫ d𝐹𝑧(𝑧)

𝑎

0

d𝑧,             kde 𝑎 =
𝐷

2 tan
𝜅𝑡

2

 

𝑀𝑘 = 2 ∫d𝐹𝑡(𝑧) 𝑟(𝑧)

𝑎

0

 d𝑧,            kde 𝑎 =
𝐷

2 tan
𝜅𝑡

2

 

(4.24) 

4.3.1 Lineární model aplikovaný na vrtání 

K lineárnímu modelu pro vrtání lze přistupovat shodně jako k lineárnímu modelu 

pro frézování i soustružení – lze použít analytický i mechanistický přístup. Tento 

model je ve výzkumných pracích aplikován různými způsoby (viz kapitola 4.3.2). 

V rámci rešerše nebyla nalezena publikace, ve které by byl lineární model aplikován 

na vrtání reálným vrtákem, obyčejného materiálu (předmětem výzkumů jsou 

především slitiny titanu a kompozity), případně na větší rozmezí řezných podmínek. 

Přírůstky složek řezné síly lze vyjádřit jako 

𝑑𝐹𝑡(𝑧) = 𝐾𝑡𝑐𝑑𝐴(𝑧) + 𝐾𝑡𝑒𝑏 

𝑑𝐹𝑛(𝑧) = 𝐾𝑛𝑐𝑑𝐴(𝑧) + 𝐾𝑛𝑒𝑏 

𝑑𝐹𝑏(𝑧) = 𝐾𝑏𝑐𝑑𝐴(𝑧) + 𝐾𝑏𝑒𝑏 

(4.25) 

4.3.2 Další modely aplikované na vrtání 

Vzhledem ke komplikacím při simulaci vrtání uvedeným na začátku kapitoly 4.3 

se výzkumné práce zahraničních autorů značně liší v přístupech, které autoři 

používají k predikci řezných sil při vrtání.  

Například v článku [30] autoři využili lineární model s lineárními závislostmi 

v logaritmické doméně mezi váhami: 

𝑙𝑛 𝐾𝑡𝑐 = 𝑤𝑡0 + 𝑤𝑡1 𝑙𝑛 ℎ + 𝑤𝑡2 𝑙𝑛 𝑣𝐶 + 𝑤𝑡3 𝑙𝑛(1 − 𝑠𝑖𝑛 𝛾𝑑) 

𝑙𝑛 𝐾𝑛𝑐 = 𝑤𝑛0 + 𝑤𝑛1 𝑙𝑛 ℎ + 𝑤𝑛2 𝑙𝑛 𝑣𝐶 + 𝑤𝑛3 𝑙𝑛(1 − 𝑠𝑖𝑛 𝛾𝑑) 
(4.26) 

Váhy lze zjistit lineární regresí, ale autoři přebírají výsledky z jiné literatury. 

Jejich simulace se shoduje s naměřenými hodnotami, ale autoři neuvádějí, v jak 

velkém rozmezí řezných podmínek byly hodnoty jednotlivých vah zjištěny a jak moc 

se parametry jejich simulace od těchto rozmezí liší. 

V článku [31] se autoři zabývají problematikou nerovnoměrného záběru 

jednotlivých břitů při zavrtávání frézy. Jedná se o jednu z komplikací zmíněných 

na začátku kapitoly, která dělá z vrtání obtížně simulovatelný proces. Autoři 

přistoupili k vytvoření mechanistického lineárního modelu tak, že vytvořili řezné 

koeficienty zvlášť pro každý břit. Nakonec dospěli k dobré shodě mezi naměřenými 

daty a simulací. Výjimkou je směr X, kde došlo při počátku zavrtávání k neshodě. 
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V článku [32] autoři použili modifikované řezné koeficienty z Kienzleho modelu, 

což jim umožnilo použít tyto koeficienty pro vrtání. Provedli segmentaci řezného 

a příčného břitu, pro které sestavili zvlášť vztahy pro řezné koeficienty (dali 

si předpoklad, že příčný břit se podílí na řezání). Nad výsledky diskutují, že vliv 

příčného břitu je pro tečnou, normálovou složku a kroutící moment zanedbatelný, 

ovšem pro přítlačnou složku má zásadní vliv. V závěru sice kladně hodnotí shodu 

mezi naměřenými daty a simulací, ovšem připouští, že je potřeba v modelu doladit 

vliv příčného břitu. Při použití vrtáku s větším příčným břitem se predikce modelu 

s měřením přestává shodovat. 

Jak bylo uvedeno na začátku kapitoly, vrtání je obtížný proces pro simulování. 

Z tohoto důvodu se přístupy k simulaci ve výzkumných pracích liší. Někteří autoři 

pracují pouze s řeznými břity, jiní se snaží zakomponovat vliv příčného břitu. 

Některé články [29] se zabývají čistě přechodovým stavem, kde na rozdíl od jiných 

pracují se střední rychlostí na všech diskrétních elementech. Další články 

se zabývají nekonvenčními materiály nebo mikrovrtáním, kde vzhledem k malému 

průměru vrtáku zaujímá příčný břit větší procento a jeho vliv se tak výrazně zvyšuje.  
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5 Dynamika procesu a stabilita obrábění 
S periodickým, resp. nekonstantním průběhem řezných sil se lze setkat 

především při frézování. Při zajetí břitu do řezu vznikají rázy, které působí jako 

budicí síla, která vyvolává odezvu. Odezvou je myšleno chvění nástroje, které se 

může začít zvyšovat, aniž by se zvyšovala budící síla či její frekvence – tento stav 

se nazývá nestabilita obrábění, známa také jako chatter (viz obr. 21). Nestabilita 

obrábění může nastat i při soustružení, při kterém nedochází k přerušovanému 

obrábění. Při obrábění rozeznáváme dva typy kmitání, vybuzené a samobuzené. 

[26] 

5.1 Vybuzené kmitání 
Prvním typem je vybuzené kmitání, kdy frekvence kmitání je shodná s frekvencí 

buzení. Typicky se jedná o frézování, kdy zajíždění a vyjíždění břitu z řezu způsobuje 

nárůst a pokles síly o odpovídající frekvenci (obr. 20). Nástroj je na této frekvenci 

buzen řeznou silou, na jejíž amplitudě je úměrně závislá amplituda kmitání. [26] 

  
Obr. 20 Simulace průběhu složek řezné síly při frézování plné 

drážky (D = 50 mm, 3 břity, v = 120 m/min, ap = 10 mm, fz = 

0.2 mm), kc = 1500 Nmm-2 [skript pro výuku předmětu 

Modelování a simulace výrobních strojů, P. Kolář, Ú12135]  

Obr. 21 Naměřený průběh rozvoje a 

zvyšování amplitudy samobuzeného 

kmitání (ukázka velikosti a závažnosti 

rozkmitání – amplituda v m/s2) [26] 

5.2 Samobuzené kmitání 
Druhým typem je samobuzené kmitání, kde frekvence kmitání není shodná 

s frekvencí buzení. Jednou z příčin vzniku samobuzeného kmitání 

je tzv. regenerativní princip. Tímto principem jsou samobuzené kmity vyvolány tak, 

že kmitající břit nástroje obrábí povrch, na kterém nástroj zakmital v předchozím 

řezu, např. vlivem ulomení nárůstku nebo nehomogenitou v mikrostruktuře 

materiálu. Při obrábění takto zvlněného povrchu obrábí nástroj proměnný průřez 

třísky, čímž vzniká proměnná řezná síla i přesto, že řez není přerušovaný. Pro vznik 
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samobuzeného kmitání je však důležitý fázový posun mezi zvlněným povrchem 

a kmitáním nástroje. Pokud je tento fázový posun nulový, průřez třísky zůstává 

konstantní (viz obr. 22), což nemění velikost řezné síly a samobuzené kmitání 

nevzniká. Pokud překoná fázový posun určitou hranici, vzniká samobuzené kmitání. 

Extrémem je fázový posun rovný π (viz obr. 23). [25] 

   
Obr. 22 Obrábění s nulovým 

fázovým posunem mezi 

zvlněným povrchem a 

aktuálním kmitáním [26] 

Obr. 23 Obrábění s fázovým 

posunem π mezi zvlněným 

povrchem a aktuálním 

kmitáním [26] 

Obr. 24 Princip polohové 

vazby a naznačení eliptického 

pohybu nástroje po jeho 

výkmitu [25] 

Druhým principem samobuzeného kmitání je princip polohové vazby. 

Pro zjednodušení uvažujme, že obrobek je klidný a vůči němu se relativně pohybuje 

nástroj. Nyní při obrábění a neustálém kolísání řezné síly může nastat stav, kdy 

vzniknou dva dominantní tvary kmitu mezi nástrojem a obrobkem, které jsou 

navzájem kolmé a mají různé frekvence. Za tohoto předpokladu dojde k vychýlení 

nástroje po eliptické dráze. Pokud dojde k tomuto pohybu po směru hodinových 

ručiček (viz obr. 24), nástroj z bodu A do bodu B energii dodává systému. Jakmile 

se začne vracet, díky větší šířce třísky a tím i větší řezné síle nástroj získává energii. 

Pokud se energie nespotřebuje tlumením, namísto návratu nástroje do bodu A dojde 

k překmitu a zpětnému najetí do řezu. Proces se opakuje a dochází k postupnému 

nárůstu amplitudy a vzniku samobuzeného kmitání. Pokud by se nástroj nejprve 

vychýlil směrem od řezu, energie by se při zpětném pohybu spotřebovávala vlivem 

zvětšujícím se průřezem třísky a výkmit by se postupně utlumil. [25][27]  

5.3 Mezní křivka stability 
Mezní křivka stability (anglicky Stability Lobe Diagram, česky někdy také 

nazývána jako lobe křivka) je křivka, která znázorňuje závislost kritické šířky třísky 

na otáčkách obrobku při soustružení, respektive závislost kritické hloubky řezu 

na otáčkách nástroje při frézování a vrtání. Složením těchto křivek dohromady 

vznikne praktický diagram stability, který je srozumitelnou pomůckou pro volbu 

optimálních otáček a šířky třísky, resp. hloubky řezu. V oblasti pod křivkami 
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na diagramu stability (viz obr. 25) se nachází oblast, kde je pro konkrétní otáčky 

hodnota šířky třísky menší než hodnota mezní. Při zvolení parametrů v této oblasti 

bude řezný proces stabilní. V oblasti nad křivkami dojde k rozvinutí samobuzeného 

kmitání a řezný proces bude nestabilní. [25][26] 

Diagram stability se sestaví na základě experimentálního měření na stroji 

s konkrétním nástrojem a nástrojovým držákem. Principem sestavení diagramu 

stability je naměření amplitudo-fázových frekvenčních charakteristik, ze kterých 

získané amplitudy a fázové posunutí jsou vyneseny jako vektory do komplexní 

roviny. Následně lze z kruhového diagramu odečíst fázové posunutí mezi zvlněným 

povrchem a kmitáním nástroje pro systém kmitající na mezi stability. Ze znalosti 

velikosti těchto fázových posunů a velikosti vektorů v kruhovém diagramu lze 

hodnotu kritických šířek třísky přiřadit konkrétním otáčkám. [26]  

 
Obr. 25 Diagram stability složený z jednotlivých lobů [26] 

Na základě diagramu stability je možné optimalizovat řezné podmínky tak, aby 

byla při řezném procesu odebírána maximální možná šířka třísky a tím byl 

maximalizován výrobní výkon stroje. [25]  
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6 Digitální dvojče stroje pro simulace 

virtuálního obrábění 
Koncept, který je dnes znám jako digitální dvojče, pochází z prezentace 

Michiganské univerzity, která byla v roce 2002 určena průmyslu pro vytvoření 

centra pro řízení životního cyklu výrobku. Koncept digitálního dvojčete se skládá 

ze tří částí: [23][41][43] 

• fyzikální produkty v reálném světě, 

• virtuální produkty ve virtuálním světě, 

• propojení dat a informací, které svazuje fyzikální a virtuální produkty 

dohromady. 

 

Koncept se později objevil v NASA Technology Roadmap [42], kde NASA 

ke konceptu navíc dodává, že se jedná multifyzikální simulaci systému, která 

používá nejlepší dostupné fyzikální modely, verzi senzorů, informace o historii atd.  

Ačkoliv se digitální dvojče definovat dá a potvrzuje to i již existující norma 

ISO 23247-1:2021, která jasně hovoří o synchronizaci mezi fyzikálními a virtuálními 

produkty, často se pojem digitální dvojče zaměňuje s digitálním modelem 

a digitálním stínem. Všechny tyto pojmy mají fyzické produkty v reálném světě 

a virtuální produkty ve virtuálním světě, ale rozdílem je propojení dat a informací. 

 

 

 

 

 

 
Obr. 26 Tok dat a informací 

u digitálního modelu [43] 

Obr. 27 Tok dat a informací 

u digitálního stínu[43] 

Obr. 28 Tok dat a informací 

u digitálního dvojčete [43] 

U digitálního dvojčete data a informace putují mezi fyzikálními a virtuálními 

produkty automaticky (viz obr. 28). To umožní systému pracovat s veličinami, které 

nelze měřit nebo nejsou přímo měřitelné. Tyto veličiny lze získat pomocí 

matematických modelů a simulací obsažených ve virtuálních produktech. [41][43] 

U digitálního stínu je to jednosměrný tok dat z fyzikálních produktů 

do virtuálních (viz obr. 27). Pokud například virtuální produkty vypočítají 

relevantní informace o systému, které nejsou v reálném světě měřitelné, fyzikální 

produkty s těmito daty dále nepracují automaticky. [41][43] 

Digitální model nemá automaticky propojené virtuální a fyzikální produkty (viz 

obr. 26). Např. naměřená data ze senzorů se uloží a manuálně nahrají do virtuálních 
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produktů (např. matematický model, simulace). Informace získané ve virtuálním 

světě nejsou sdíleny s fyzikálními produkty. [41][43] 

Na Ú12135 je dlouhodobě vyvíjeno digitální dvojče stroje a procesu. Jedná 

se o náročný a zdlouhavý proces, který je nyní ve fázi digitálního modelu (ačkoliv 

je možné s navrženým systémem spolehlivě simulovat proces obrábění, mezi 

strojem a virtuální reprezentací není automatická komunikace). 

6.1 Digitální model stroje 
Na obr. 29 je schematicky znázorněn digitální model obráběcího stroje, který lze 

využít pro predikci chyb obrábění vlivem dynamiky řízení a stroje. V CAM software 

jsou vygenerovány trajektorie nástroje ve formě CL dat, které postprocesor zpracuje 

do NC kódu. NC kód je v reprezentaci CNC řídícího systému stroje interpolován. 

Další částí je model mechanické stavby pohonů se zpětnovazebním řízením, který 

interaguje s poddajnou nosnou strukturou, jejíž dynamické chování je také 

modelováno. [23][24]  

 
Obr. 29 Schéma digitálního modelu stroje [23] 

6.2 Procesní digitální model pro predikci, 
optimalizaci nebo monitorování procesů 

Procesní digitální model na rozdíl od digitálního modelu stroje (viz kapitola 6.1) 

obsahuje navíc interakci mezi nástrojem a obrobkem – tj. účinek řezné síly, který 

ovlivňuje potřebnou velikost posuvových sil od pohonů pro dodržení předepsaného 

pohybu, což opět interaguje s nosnou strukturou.  Simulace musí také zahrnout úběr 

materiálu, díky kterému jsou společně s multiparametrickým modelem řezných sil 

známy složky řezných sil v souřadném systému XYZ a jejich vliv na statické 

odtlačení nástroje, vynucené kmitání vyvolané periodickým průběhem řezné síly, 

případně samobuzené kmitání vyvolané zpětnovazebním ovlivněním řezného 

procesu a systému stroj-nástroj-obrobek (viz obr. 30). [24] 
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Obr. 30 Schéma procesního digitálního modelu [23] 

Se známým vlivem všech předešlých jevu na nástroji lze simulovat úběr 

materiálu. Celý proces pak může být nazván virtuální obrábění (viz obr. 31). 

Výsledkem je také digitální model obrobku, jehož predikovaná přesnost a jakost 

povrchu odpovídá obrobenému fyzickému dílci za předpokladu ideálního chování 

stroje a procesu. [22][23] 

 
Obr. 31 Schéma procesního digitálního model, jehož výstupem je digitální model obrobku [23] 

Takový fyzikálně relevantní digitální model stroje a procesu lze využít 

pro simulaci, podporu monitorování a optimalizaci reálných procesů, především 

menších a středně velkých pětiosých obráběných dílců. Optimalizace může 

proběhnout v digitálním modelu jak pro strategii obrábění, tak pro nastavení 

vhodných parametrů řídícího systému, a to bez nutnosti přerušení aktuální výroby 

na fyzickém stroji. Výsledkem může být odladění technologie pro výrobu dílců 

splňující tolerance a jakost funkčních ploch s minimalizací výroby fyzických 

prototypů. [22][23] 
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Obr. 32 Oskenovaný povrch obrobeného fyzického dílce (vlevo) a jeho predikce (vpravo). Barevně 

jsou vyznačeny výchylky vůči referenčnímu CAD modelu  v intervalu -20 až +20 µm [23] 

 
Obr. 33 Obrobený povrch fyzického dílce (vlevo) a jeho predikce pomocí virtuální simulace 

obrábění pomocí digitálního modelu (vpravo). 
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7 Požadavky a data pro vývoj 

multiparametrického modelu řezných sil 
V této a následujících kapitolách bude představeno vlastní řešení této diplomové 

práce. Nejprve bude vysvětlena motivace pro tvorbu multiparametrického modelu 

řezných sil s velkým rozsahem vstupních parametrů, požadavky na model 

vycházející z poznatků Ú12135 a představeny experimentální data, která sloužila 

k sestavení modelu. Následovat bude výzkum multiparametrického modelu a jeho 

vlastní tvorba. Vytvořený model bude validován a aplikován na predikci procesních 

chyb. 

Nejčastěji používaným modelem řezných sil je Kienzleho model. Pominou-li 

se jeho nevýhody popsané v kapitole 3.2.1 a využije-li se v simulacích virtuálního 

obrábění, objeví se komplikace související s nominálním měrným řezným odporem 

𝑘𝑐11, s nímž Kienzleho model pracuje. Ten je sice k dispozici v katalozích výrobců 

nástrojů, ale jedná se o pouhou konstantu. Pokud by se měl Kienzleho model použít 

pro více nástrojů s různou geometrií a s různými řeznými podmínkami, musela 

by se pro každou kombinaci těchto variant sestavit obsáhlá tabulka měrných 

řezných odporů. 

Ostatní modely (mechanistické i analytické), které jsou prezentovány 

ve výzkumných pracích zahraničních autorů a již se dají považovat 

za multiparametrické, jsou vytvořeny pro relativně úzké rozsahy vstupních 

parametrů. Pro simulace to znamená vytvoření a implementování většího množství 

modelů.  

Z těchto důvodů vznikl požadavek na navržení multiparametrického modelu 

řezných sil, který by měl tento problém vyřešit – tzn. model, jehož výstupem budou 

řezné síly v závislosti na geometrii nástroje a řezných podmínkách. Důležité 

je zmínit, že na velikosti řezné síly mají menší podíl další nezohledněné vlivy 

(použití řezné kapaliny, materiál a povlakování nástroje apod.), ovšem neexistuje 

model, který by dokázal všechny tyto vlivy zohlednit. 

7.1 Požadavky na multiparametrický model 
Pro multiparametrický model řezných sil, který je určen pro simulace virtuálního 

obrábění, jsou požadavky následující: 

• Model zahrne vliv geometrie nástroje a řezných podmínek. 

• Model zohlední vliv poloměru ostří břitu nástroje (důvodem je, že reálné 

nástroje nejsou dokonale ostré a velikost poloměru ostří ovlivňuje 

výslednou velikost řezných sil). 

• Popsání všech složek řezných sil, tzn. tečnou, normálovou i binormálovou. 
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• Model bude možno vyjádřit jako nekonečné malé přírůstky, aby model byl 

integrovatelný na libovolný břit (tímto bude možné model využít jak 

pro soustružení, tak pro frézování). 

 

Požadavky vychází z předchozích výzkumných aktivit Ú12135. Téma modelování 

sil se zde řeší již 10 let. V rámci dílčích projektů se podařilo naměřit velké objemy 

dat, zjistit důležitost poloměru ostří a zároveň sestavit multiparametrické modely 

pro frézování. Chyběla ovšem integrace dat ze soustružení a frézování a zejména 

zahrnutí vlivu poloměru ostří v jednom modelu. 

Experimentální data jsou z těchto projektů převzata. Popis měření řezných sil 

se nachází v kapitole 7.2 a rozsahy měření v přílohách (u každého 

experimentu se nachází odkaz na konkrétní číslo přílohy). 

7.2 Experimentální data použitá k sestavení modelu 
Pro sestavení modelu byla využita data převzatá z výzkumných projektů Ú12135, 

které vznikaly na ústavu v průběhu několika let. 

7.2.1 Měření řezných sil při soustružení 

V průběhu let proběhlo několik měření řezných sil při soustružení oceli a duralu 

s různými řeznými podmínkami a s různou geometrií nástroje. Měření bylo 

provedeno v rámci projektu CK-SVT-WP01 (výzkumná zpráva č. V-16-071 [28]). 

Měření proběhlo na soustruhu SP430 Y/2 1100 (viz obr. 34) v laboratořích Ú12135. 

Pro měření sil byl použit soustružnický dynamometr Kistler 9119AA2, nábojový 

zesilovač, měřicí ústředna a software firmy NI. Podrobný postup verifikace 

dynamometru je obsažen v průběžné výzkumné zprávě V-16-071 [28].  

 

 

Obr. 34 Soustruh SP430 Y/2 1000 od firmy 

Kovosvit MAS 

Obr. 35 Dynamometr Kistler 9119AA2 [28] 

Vzhledem k velkému počtu měření a opakování bylo měření a vyhodnocování 

co nejvíce automatizováno. Měření byla automaticky spouštěna digitálním 

výstupem ze stroje. Digitální výstup byl řízen přímo z NC kódu. Během jednoho 
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záznamu bylo měřeno několik úrovní posuvu, přičemž každé změně posuvu 

předcházelo naprogramované vyjetí z řezu (přerušení třísky). Díky tomu jsou 

jednotlivé úseky v signálech sil jasně rozlišitelné. Příklad změřených dat, jejich 

korekce kvůli driftu dynamometru a datové úseky vybrané z měření sil 

při ortogonálním obrábění je uveden na obr. 37. [28][33] 

 
 

Obr. 36 Uspořádání měření při podélném 

soustružení trubky s VBD [33] 

 

Obr. 37 Naměřený průběh složky řezné síly FZ, 

úseky pro korekci driftu dynamometru (černě), 

korigovaná řezná síla (červeně), vybraný úsek 

pro danou úroveň posuvu (zeleně). [28] 

Celkem byly provedeny 4 měření – soustružení nástrojem s různou geometrií 

s konstantním poloměrem ostří a soustružení nástrojem s omezenou geometrií, ale 

s různorodým poloměrem ostří. Obojí proběhlo pro ocel i pro dural. 

Soustružení nástroji s různou geometrií a konstantním poloměrem 

ostří  

Měření původně sloužilo pro zjištění vlivu geometrie nástroje na řeznou sílu 

při ortogonálním a volném obrábění, a to při různých řezných podmínkách. 

  
Obr. 38 Ilustrační fotografie použitých 

monolitních soustružnických nožů (TGS 

nástrojárna) [33] 

Obr. 39 Příklad změny úhlu sklonu ostří 

při soustružení sjetím nástroje pod osu [33] 

Pro potřeby měření byly navrženy a vyrobeny speciální stranové nože (viz 

obr. 38). Dodavatelem byla firma TGS nástrojárna. Polotovarem byl válec z karbidu 

YL10.2 o průměru 16h6. Nástroje byly potaženy tenkou vrstvou nanokompozitního 

supernitridu AlTiN s tvrdostí 3700 HV 0.05.  Celkem bylo nabroušeno 12 typů nožů 
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s geometrií a označením specifikovaným v příloze B. Nože byly upínány do pouzdra 

umístěného na dynamometru pomocí trojice dotlačovacích šroubů. [28][33] 

Měření probíhalo při stranovém soustružení trubky z oceli 12050.1 (C45) 

a duralu 7075-T651 monolitními nástroji s různou geometrií při různých řezných 

podmínkách. Ačkoliv byl úhel sklonu ostří 0°, tak bylo stejným nástrojem naměřeno 

více hodnot úhlu sklonu ostří – změna tohoto úhlu byla docílena posunutím nástroje 

ve směru osy Y mimo osu soustružení (viz obr. 39 a obr. 41). [28][33] 

Souhrn měření provedených na soustružení se všemi kombinacemi různých 

geometrií nástroje s konstantním poloměrem ostří a řeznými podmínek v příloze C. 

Soustružení s omezenou geometrií nástroje a různým poloměrem 

ostří 

Toto měření z r. 2016 navazovalo na dřívější testy frézování (které nejsou v této 

práci zmíněné, protože s ní nesouvisí), jejichž cílem bylo ukázat vliv poloměru ostří 

na velikost řezných sil. Poloměr ostří byl záměrně předem připraven omíláním 

výměnné břitové destičky (VBD) v mokrém písku. Následně byl rádius ostří každé 

destičky změřen pomocí 3D optického skenovacího mikroskopu ALICONA 

InfiniteFocus. [28][33] 

  
Obr. 40 Fotografie použitého držáku STJCR 2020 M 16-M-A a výměnné břitové destičky 

TCMW 16T308 od firmy PRAMET [28] 

 
Obr. 41 Schematicky znázorněná změna úhlu sklonu ostří nástroje pomocí posunu nástroje v ose 

Y mimo osu soustružení [35] 

Držák VBD a VBD (viz obr. 40) dodala firma PRAMET. V držáku usazené VBD měly 

nulový sklon ostří 𝜆, nulový úhel čela 𝛼 a úhel hřbetu 𝛾 byl 7°. Posunutím nástroje 

mimo osu soustružení pomocí osy Y soustruhu byly opět „nastaveny“ úhly sklonu 
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ostří na 0°, 25° a 45° (viz obr. 41). Ačkoli geometrie nástroje zůstala stále, byly tímto 

způsobem naměřeny různé úhly ostří. Pro nekomplikovanost geometrie byly 

použity destičky bez utvařeče třísky. [28][33] 

Souhrn měření provedených na soustružení se všemi kombinacemi omezené 

geometrie nástroje s různými poloměry ostří a řeznými podmínkami se nachází 

v příloze  D. 

7.2.2 Měření řezných sil při frézování 
Podobně, jako v předchozí kapitole 7.2.1, byly řezné síly při frézování měřeny 

na oceli i na duralu. Zatímco při soustružení s úhlem nastavení 90° odpovídá 

tloušťka třísky přímo posuvu za otáčku, u frézování je tloušťka třísky proměnná. 

Měření řezné síly při frézování proběhlo v letech 2016 a 2017 v rámci [28] a [35]. 

Měřeny byl složky řezné síly v závislosti na úhlu natočení nástroje. Měření probíhalo 

na experimentálním vertikálním frézovacím stroji LM1 (jedná se o stroj TAJMAC-

ZPS MCFV 5050 LN, který je však vybaven lineárními motory, viz obr. 42). 

   
Obr. 42 Fotografie experimentálního frézovacího 

stroje LM1 

Obr. 43 Fotografie pracovního prostoru 

v průběhu experimentu [35] 

Jednobřité nástroje se z praktického pohledu mohou zdát nevhodné, ale přinášejí 

řadu výhod, pokud jde o měření. Hlavní výhodou je eliminace vlivu házení 

jednotlivých břitů. Z hlediska měření sil je také významné snížení budicí frekvence, 

které má za následek větší odstup frekvence rázů břitu od rezonanční frekvence 

dynamometru. Toto řešení také usnadňuje identifikaci počátku a konce záběru. [35] 

Frézování oceli s různou geometrií nástroje a konstantním 

poloměrem ostří 

Pro účely měření byly navrženy speciální jednobřité frézy, které vyrobila firma 

TGS nástrojárna. Výchozí polotovar byl válec o průměru 16h6 z karbidu YL10.2. 

 jednobřitý nástroj  

 deskový dynamometr  
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Pro zaručení přesnosti mají výsledné frézy průměr 15,8 mm. Nástroje byly vyrobeny 

ve dvou provedeních – pro frézování oceli byly frézy potaženy tenkou vrstvou 

nanokompozitního supernitridu AlTiN s tvrdostí 3700 HV 0.05 a pro frézování 

duralu povlakovány nebyly (viz obr. 44). [28][35] 

Aparatura byla použita stejným způsobem jako u soustružení (deskový 

dynamometr byl připojen k nábojovému zesilovači, výstupy byly připojeny 

do analogové záznamové karty od National Instruments). Zde navíc figuruje 

laserová otáčková sonda, která však nebyla primárně použita k měření otáček, ale 

především k detekci průchodu reflexní značky a v kombinaci s metodikou vyvinutou 

ve Ú12135 k určení aktuálního natočení špičky břitu nástroje. [35] 

Tímto způsobem bylo možné měřit průběhy řezné síly ve směru strojních os X, Y 

a Z v závislosti na natočení nástroje, resp. břitu. Pro různé kombinace geometrie 

nástroje a řezných podmínek byly naměřeny průběhy o několika otáčkách nástroje, 

které lze zobrazit přes sebe. Tyto průběhy byly využity pro elementární test 

přenositelnosti navrženého modelu ze soustružení na frézování. 

 

  
Obr. 44 Fotografie jednobřitých fréz 

v povlakované (vlevo) a nepovlakované 

(vpravo) variantě 

Obr. 45 Ukázka průběhu naměřených sil 

ve směru osy X a Y v závislosti na natočení 

nástroje 

Souhrn měření provedeného při frézování oceli i duralu se všemi kombinacemi 

geometrie nástroje s konstantním rádiusem ostří a různými řeznými podmínkami 

se nachází v příloze E. 

Souhrn geometrie použitých monolitních fréz v příloze F. 

Frézování oceli s omezenou geometrií nástroje a různým 

poloměrem ostří 

Měření řezných sil při frézování s různou geometrií poloměru ostří bylo 

provedeno stejným způsobem jako měření řezných sil s různou geometrií nástroje 

v předchozí podkapitole. Provedeno bylo pouze na oceli. 
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V tomto případě však nebyly použity monolitní frézy, ale byly využity již 

vyrobené výměnné břitové destičky pro měření řezných sil při soustružení 

s různým poloměrem ostří, které byly cíleně „otupené“ omíláním v mokrém písku 

a následně měřeny na 3D optickém skenovacím mikroskopu ALICONA 

InfiniteFocus. Destičky a držák VBD byly stejné jako ve dříve zmíněném měření 

(podrobněji viz v kapitola 7.2.1). Pro frézování byl v Ú12135 vytvořen speciální 

držák VBD, který umožňoval realizovat operaci frézování i s destičkami, které byly 

původně určeny pro soustružení (viz obr. 46). Opět se jednalo o frézování 

jednobřitým nástrojem. [35] 

Souhrn měření provedeného při frézování oceli i duralu se všemi kombinacemi 

geometrie nástroje s různými poloměry ostří a různými řeznými podmínkami 

je uveden v přílozePříloha E. 

 

  
Obr. 46 Fotografie pracovního prostoru 

s držákem soustružnického držáku VBD 
Obr. 47 Fotografie použitých výměnných 

břitových destiček 

 Držák soustruž. 
 držáku VBD 

 Otáčková 
 laserová sonda 

Soustruž. držák 
 VBD s VBD 

Deskový 
dynamometr 

Obráběný polotovar 
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8 Výzkum multiparametrického modelu 

řezných sil 
Na základě prozkoumání výhod, nevýhod a omezení jednotlivých přístupů 

k modelování řezných sil v kapitolách 3 a 4 byl jako nejvhodnější pro použití 

ve virtuálních simulacích vybrán mechanistický přístup. Stručně shrnutí důvodů:  

Analytický přístup byl v minulosti zkoumán v rámci výzkumných aktivit Ú12135 

a nevedl k očekávaným výsledkům. 

Empirické modely se navrhují pro konkrétní technologie. Vytváří se na úzkém 

pásmu vstupních parametrů, kdy postupně měníme jeden z nich a zkoumáme jeho 

vliv (viz kapitola 3.3). Mají malou variabilitu, proto jsou nevhodné pro simulace 

s proměnnými záběrovými podmínkami. 

Numerické metody nejsou vhodné, protože jsou výpočetně (= i časově) velmi 

náročné. Zároveň na jejich pozadí běží konstitutivní modely obsahující ostatní 

přístupy k modelování. 

Jako nejvhodnější se jeví mechanistické modely. 

 

Při vyobrazení naměřených řezných sil v závislosti na tloušťce třísky (viz obr. 5) 

je zřejmá nutnost použít polynomický mechanistický model (viz kapitola 4.1.2). 

Tento model by však měl být parametrický, tj. měl by spolehlivě predikovat velikosti 

složek řezné síly pro různé geometrie nástrojů a řezné podmínky. Proto je důležité, 

aby řezné koeficienty v rovnici 4.3 nezůstaly pouhými konstantami, ale byly 

vyjádřeny jako funkce, např.: polynomický rozvoj námi požadovaných parametrů 

(viz obr. 48, kde je to schematicky naznačeno).  

Parametry modelu, pro které existovala naměřená data a které bylo možné 

použít, byly: tloušťka třísky ℎ, řezná rychlost 𝑣, úhel čela břitu 𝛼, úhel šroubovice 𝜆 

a poloměr ostří 𝑅. Při měření byl měřen také úhel hřbetu 𝛾, ale z vyobrazených 

závislostech se ukázalo, že je jeho vliv zanedbatelný. 

 
Obr. 48 Schematicky znázorněn polynomický rozvoj řezných koeficientů kubického 

mechanistického modelu řezných sil 

Vzhledem k tomu, že byly dostupná data ze soustružení i frézování, nabízelo 

se několik variant, jak model vytvořit. Varianta zvolená v této práci (modře 

na obr. 49) využívá k vytvoření modelu data ze soustružení, přičemž model 

je vytvořen tak, aby jej bylo možné „přenést“ ze soustružení na frézování. 

Alternativní variantou bylo vytvoření modelu pro frézování přímo z dat 
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pro frézování (červeně na obr. 49), ovšem tento postup by byl využitelný pouze 

pro ocel, protože pro dural nejsou potřebná data (omezená geometrie nástroje 

s různým poloměrem ostří). Z toho důvodu se zvažovalo, zda by bylo možné sestavit 

model pro frézování bez vlivu poloměru ostří a jeho vliv do tohoto modelu doplnit 

pomocí dat z frézování (zeleně na obr. 49). To by bylo velmi obtížné, proto byla 

zvolena modrá varianta, protože tímto způsobem je možné model aplikovat na obě 

technologie a zároveň naměřená data z frézování využít pro elementární validaci.  

 
Obr. 49 Schematické znázornění variant využití naměřených dat pro tvorbu modelu řezných sil, 

komentováno v textu 

8.1 Zohlednění vlivu poloměru ostří 
Jedním z požadavků na model řezných sil bylo zohlednění poloměru ostří břitu. 

Zpočátku nebylo jasné, zda toho lze vůbec dosáhnout. Důvodem této nejistoty byla 

omezená geometrie nástroje při měření řezných sil s různým poloměrem ostří – vliv 

poloměru ostří je možné zjistit pouze na měřené geometrii. Pokud se vliv poloměru 

ostří liší u neměřené geometrie a pokud vliv poloměru ostří ovlivňuje všechny řezné 

koeficienty současně, mohou nepřesně odhadnuté a vyjádřené závislosti negativně 

ovlivnit přesnost celého modelu. Ideální by bylo mít proměřené všechny kombinace 

geometrie s různým poloměrem ostří, to by ovšem znamenalo velké množství 

speciálně připravených VBD, což by bylo velmi náročné. 

Při vyobrazení naměřených dat pro ocel i dural ukázalo, že pro běžně vyskytující 

se poloměry ostří skutečných nástrojů (cca 10 – 90μm) má poloměr ostří 

zanedbatelný vliv na tvar závislosti řezných sil na tloušťce třísky, ale zato posouvá 

celou závislost v ose Y (viz obr. 50, další ukázky tohoto vlivu v příloze H). Tímto 

zjištěním došlo ke zjednodušení závislostí polynomických rozvojů, protože poloměr 

ostří bude figurovat pouze v rozvoji konstantního řezného koeficientu a u ostatních 

řezných koeficientů ho můžeme zanedbat (schematicky vyobrazeno v obr. 51). 
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Obr. 50 Ukázka vlivu rádiusu ostří na průběh závislosti 

složky řezné síly na tloušťce třísky při soustružení oceli 

(data: [28]) 

Obr. 51 Schematické znázornění vlivu 

rádiusu ostří na průběh závislosti 

složky řezné síly na tloušťce třísky 

8.2 Polynomické rozvoje řezných koeficientů 
Řezné koeficienty v navrženém modelu nezůstávají konstantami, ale jsou 

vyjádřeny jako funkce, např. polynomické rozvoje vstupních parametrů obecně 

naznačené v rovnici 8.1. Výpočet váhy 𝑤𝑖𝑗𝑛 jednotlivých členů v rozvoji řezných 

koeficientů byl proveden „dvoustupňovou“ lineární regresí. Obtížný byl ovšem 

výběr těchto členů. Cílem bylo najít co nejjednodušší a zároveň nejpřesnější rozvoj.  

𝐾𝑖𝑗 = 𝑤𝑖𝑗1𝛼 + 𝑤𝑖𝑗2𝛼
2 + ⋯ 𝑤𝑖𝑗𝑙𝛼𝜆𝑣 + ⋯𝑤𝑖𝑗𝑘𝑅

2 (8.1) 

Původně byl napsán poměrně složitý automatizovaný skript, který se o výběr 

členů postaral sám. Postupně prověřil všechny možné kombinace členů všech 

řezných koeficientů 𝐾𝑖𝑗 (maximální počet členů, mocnin a proměnných ve členu bylo 

omezeno) a vybral rozvoje, které po dosazení do polynomického modelu nejpřesněji 

predikovaly složky řezné síly 𝐹𝑖 . Problém tohoto automatizovaného výběru spočíval 

v tom, že pokud se ke stávajícímu rozvoji přidá další závislost, pravděpodobně dojde 
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k zanedbatelnému zlepšení, které však skript upřednostní. Vznikaly tak zbytečně 

složité rozvoje, které sice byly statisticky přesnější (hodnoceno dle koeficientu 

determinance R2 a RMSE), ale vykazovaly nepřesnosti v krajních hodnotách 

vstupních parametrů (např. při predikci společně největšího úhlu čela a sklonu ostří, 

které byly naměřeny). Následovalo postupné zjednodušování automatizovaného 

skriptu, které vedlo až k přechodu na metodu manuálního výběru členů, jenž bude 

představena v následujících odstavcích. 

8.3 První lineární regrese a zjištění konstantních 
řezných koeficientů 

Nejprve bylo nutné provést preprocessing dat. Velikosti řezných sil 

při soustružení byla měřena pomocí deskového dynamometru, řezná síla byla tedy 

změřena v souřadnicovém systému dynamometru XYZ. Ačkoli tento systém obvykle 

odpovídá systému tečná-normálová-binormálová (dále TNB), v případě měření byly 

měřeny různé úhly sklonu ostří 𝜆 pomocí posunutí soustružnického nože v ose Y 

(více v kapitole 7.2.1). Proto se soustavy ne vždy shodovaly a bylo nutné naměřený 

vektor řezné síly transformovat do systému TNB. Řezné složky byly následně 

normovány šířkou třísky (velikosti složek řezné síly jsou vyjádřeny na 1 mm šířky 

třísky).  

 
Obr. 52 Schematicky znázorněná příprava dat. Pro každou geometrii nástroje, řezné podmínky 

a tloušťku třísky byla provedena transformace vektoru řezné síly ze souř. sys. XYZ do systému TNB 

Z takto připravených dat bylo možné provést první lineární regresi polynomu, 

která je schematicky znázorněna na obr. 53. Z dat byla vždy získána závislost složek 

řezné síly na tloušťce třísky pro jednu konkrétní geometrii nástroje a řezné 

podmínky. Na ni byla provedena lineární regrese polynomu, čímž byl zjištěn předpis 

křivky této závislosti, ze které vychází řezné koeficienty pro polynomický model 

(schematicky naznačeno na obr. 53). V tomto bodě byly získány řezné koeficienty 

pro jednu konkrétní geometrii nástroje a řezné podmínky. Jedná se zatím 

o konstantní řezné koeficienty, které lze již použít pro soustružení, ale cílem 

je s jejich pomocí vytvořit multiparametrický model. 
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Obr. 53 Schematicky znázorněna první lineární regrese polynomu a získání řezných koeficientů 

8.3.1 Výběr členů do polynomických rozvojů 

Jak již bylo v předchozích kapitolách uvedeno, výběr členů pro rozvoje řezných 

koeficientů probíhal ručně. To bylo provedeno na základě znalosti řezných 

koeficientů pro polynomický model pro konkrétní geometrii zjištěnou v předchozí 

kapitole. V interaktivním skriptovacím prostředí Pluto.jl byla vytvořena jednoduchá 

aplikace, která umožnila vyobrazit a porovnat závislosti těchto koeficientů 

na vstupních parametrech. Z těchto vyobrazení lze odvodit, které členy 

by se v rozvojích měly vyskytovat – odvození je stručně vysvětleno v tab. 1.  

Na ose Y byl vždy vynesen posuzovaný řezný koeficient 𝐾𝑖𝑗. Na ose X byly 

postupně vyobrazovány všechny vstupní parametry – na zjednodušené ukázce 

v tab. 1 je to úhel sklonu ostří 𝜆. Již z této závislosti jsme schopni určit, zda je velikost 

řezného koeficientu na tomto parametru lineární, polynomiální nebo zcela 

nezávislá. Místo další osy je v závislostech různými barvami znázorněn třetí 

parametr (pomocí tzv. colorbaru, v ukázce je to úhel čela 𝛼). Díky současnému 

vyobrazení dvou parametrů jsme schopni zjistit, zda mezi oběma členy existuje 

křížová závislost (např. součin 𝛼𝜆). 

Tímto způsobem byly zjištěny potencionální rozvoje řezných koeficientů. Jak 

bude ukázáno v dalších kapitolách, závislosti v reálných datech nebyly vždy takto 

zřejmé. Ve vyobrazených závislostech jednotlivých řezných koeficientů 

se vyskytovaly „hraniční“ tvary křivek, kdy bylo obtížné rozhodnout, zda je závislost 

ještě lineární nebo už polynomická. Navíc se často objevoval náznak křížové 

závislosti mezi parametry. V těchto případech nebylo jasné, zda do rozvojů tyto 

závislosti zahrnout, či nikoliv. Pokud by se tyto závislosti zahrnuly, mohly by mít 

malý vliv na přesnost řezného koeficientu, a ještě menší vliv na složku řezné síly, ale 

zato by se tím rozvoj zbytečně prodloužil a zkomplikoval. Případně by nezahrnutí 

těchto závislostí mohlo mít negativní vliv přesnost složek řezných sil. Tento problém 

byl vyřešen velmi jednoduše. Již bylo zmíněno, že v původní verzi byl výběr členů 

do rozvojů řezných koeficientů proveden automatizovaně, ale z dříve vysvětlených 

důvodů bylo od tohoto přístupu odstoupeno. Již naprogramované řešení ale bylo 

po úpravách použito k tomu, aby druhá regrese (která bude popsána v další 
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podkapitole) mohla být spuštěna s různými návrhy variant rozvoje řezných 

koeficientů. 

Tab. 1 Posouzení závislostí řezného koeficientu na vstupních parametrech, včetně 

křížových závislostí 

 

• 𝐾𝑖𝑗 je konstantní při změně 𝜆. 

• 𝐾𝑖𝑗 je konstantní při změně 𝛼. 

↳ Velikost 𝐾𝑖𝑗 je nezávislá na 𝜆 i 𝛼. 

↳ Členy 𝜆 ani 𝛼 nebudou vystupovat v rozvoji 
řezného koeficientu 𝐾𝑖𝑗. 

 

• 𝐾𝑖𝑗 je konstantní při změně 𝜆. 

• Velikost 𝐾𝑖𝑗 je se mění při změně 𝛼. 

↳ Velikost 𝐾𝑖𝑗 je závislá na 𝛼, ale na 𝜆 není. 

↳ Člen s 𝜆 nebude vystupovat v rozvoji řezného 
koeficientu 𝐾𝑖𝑗, ale člen s 𝛼 ano. Jeho závislost 

zjistíme při vykreslení 𝛼 na ose X. 

 

• 𝐾𝑖𝑗 je lineárně závislý na 𝜆. 

• Velikost 𝐾𝑖𝑗 je se mění při změně parametru 

𝛼 o konstantní hodnotu. 

↳ Velikost 𝐾𝑖𝑗 je lin. závislá na 𝜆. 

↳ V rozvoji bude vystupovat lineární člen s 𝜆. Dále 
je patrná i závislost na 𝛼 – tu zjistíme 
při vykreslení 𝛼 na ose X. 

 

• 𝐾𝑖𝑗 je lineárně závislý na 𝜆. 

• Sklon přímky lin. závislosti je různý pro různé 𝛼. 

↳ 𝐾𝑖𝑗 je lin. závislý na 𝜆, křížová závislost mezi 𝛼 a 𝜆  

↳ V rozvoji bude vystupovat lineární člen s 𝜆 
a navíc přibude křížový člen se součinem 𝛼𝜆. Dále 
je potřeba zkontrolovat závislost 𝛼 samostatně. 

 

• 𝐾𝑖𝑗 je polynomiálně závislý na 𝜆. 

• Velikost 𝐾𝑖𝑗 je se mění při změně parametru 

𝛼 o konstantní hodnotu. 

↳ V rozvoji bude vystupovat polynomiální rozvoj 
druhého řádu s členy obsahující 𝜆 a 𝜆2. Dále je 
patrná i závislost na 𝛼 – tu zjistíme při vykreslení 𝛼 
na ose X. 

 

V případech, kdy nebylo možné z vyobrazených závislostí jednoznačně 

rozhodnout, zda člen do rozvoje zahrnout nebo nikoliv, bylo vytvořeno více variant 

– varianta která člen zahrnuje a varianta, která člen nezahrnuje (schematicky 
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naznačeno na obr. 54). Zbytek postupu, který je popsán v následujících kapitolách, 

bude pracovat se všemi vytvořenými variantami.  

 
Obr. 54 Schematicky naznačen náznak křížové závislosti, kdy nelze jednoznačně rozhodnout, zda 

bude její zohlednění mít negativní vliv na přesnost, či ji můžeme zanedbat. V takovém případě byly 

vytvořeny dvě varianty rozvoje řezných koeficientů, jedna člen popisující křížovou závislost 

neuvažuje, druhá ano. 

8.4 Druhá lineární regrese a zjištění váhy vybraných 
členů v rozvoji řezných koeficientů 

Druhá regrese slouží k určení vah vybraných členů v rozvojích řezných 

koeficientů. V minulé podkapitole byl vysvětlen důvod vzniku více variant rozvojů 

řezných koeficientů. V tomto bodě byly z těchto variant vytvořeny potencionální 

modely pomocí zkombinování všech variant mezi sebou (viz obr. 55).  

Před samotnou regresí je nutné od sebe oddělit data, která budou použita 

pro regresi, a data, která budou sloužit pro ověření funkčnosti výsledných modelů. 

K tomuto účelu byla využita Monte Carlo Cross Validation. Jedná se o jednoduchý 

proces křížové validace, při kterém jsou z dat vybrány náhodné vzorky pro regresi, 

resp. k tvorbě modelu. Pro ověření se vybírají náhodné vzorky, které se však liší 

od vzorků vybraných pro regresi. V práci bylo 50% vzorků použito pro regresi 

a zbývajících 50% pro křížovou validaci. Data nebyla oddělena předem, ale oddělení 

dat bylo zabudováno přímo do výpočtového skriptu (pro původní automatizovaný 

skript to bylo nezbytné, pro manuální výběr to bylo pouze praktické). Při křížové 

validaci byly zkoumány zejména dva statistické parametry. Prvním je koeficient 

determinace, často označovaný jako R2 [36]: 

𝑅2 =
𝛴(𝑦�̂� − 𝑦�̅�)

2

𝛴(𝑦𝑖 − 𝑦�̅�)2
 (8.2) 

kde yî je regresní odhad 𝑖-tého vzorku a 𝑦�̅� je střední hodnota závislé proměnné. 

Druhým statistickým parametrem je směrodatná odchylka chyb, označována jako 

RMSE (root-mean-square error), kde 𝑛 představuje počet vzorků. [36]: 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
∑ (𝑦𝑖 − 𝑦�̅�)2𝑛

𝑖=1

𝑛
 (8.3) 
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Obr. 55 Schematicky naznačené prokombinování různých variant rozvojů řezných koeficientů 

a z nich vycházející potenciální „modely“ popisující složku řezné síly 

Po sestavení různých variant modelu složek řezné síly (viz obr. 55) následuje 

lineární regrese pro zjištění vah 𝑤𝑖𝑗 v jednotlivých členech rozvojů řezných 

koeficientů. Tento bod postupu se skládá ze dvou částí. V kapitole 8.1 bylo popsáno 

zohlednění vlivu poloměru ostří – tento vliv popisují pouze konstantní řezné 

koeficienty. V první části byla provedena lineární regrese konstantních řezných 

koeficientů. Rozvoj konstantního řezného koeficientu bude mít obecný předpis: 

𝐾𝑖0 = 𝑤𝑖00 + 𝑤𝑖01𝑃𝑖01 + ⋯+ 𝑤𝑖0𝑘𝑃𝑖0𝑘 (8.4) 

kde 𝑖 = 𝑡, 𝑛, 𝑏 (směr složky řezné síly), 𝑘 je maximální počet členů rozvoje 

řezného koeficientu a 𝑃𝑖0𝑘 je obecně popsaný parametr rozvoje (např. 𝛼, 𝜆2 apod.). 

Hodnotu koeficientů z jednotlivých měření pro měřené vstupní parametry 𝐾𝑖0 

byly zjištěny první lineární regresí v kapitole 8.3. Parametry 𝑃𝑖0𝑘 v jednotlivých 

členech rozvojů byly vybrány v kapitole 8.3.1 a jejich hodnoty známé z měření 

můžeme zapsat do matic. Vznikne soustava rovnic odpovídající rovnici 8.4, pouze 

zapsaná v maticovém tvaru: 

𝐾𝑖0 = 𝑃𝑖0𝑤𝑖0 (8.5) 

kde neznámý vektor vah 𝑤𝑖0 zjistíme jednoduše ve výpočtovém software 

MATLAB pomocí lineární regrese. V práci bylo využito zpětné lomítko, protože 

v dokumentaci lze dočíst, že zpětné lomítko na základě rozměrů a hodnosti matic 

volí vhodný algoritmus pro výpočet. Ostatní příkazy pro lineární regresy byly 

zároveň výrazně pomalejší (zjištěno v původním automatizovaném řešení výběru 

členů do rozvojů). Pokud existovalo více variant rozvojů, porovnáme jejich přesnost 

pomocí R2 a RMSE a vybereme ten přesnější, zároveň ale dbáme i na nízkou složitost 

rozvojů (preferujeme menší počet členů, menší mocniny a méně součinů v rozvoji). 

Popsaný postup pro zjištění rozvoje konstantních řezných koeficientů 

je schematicky znázorněn na obr. 56. 
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Obr. 56 Schematické dílčí shrnutí - zjištění vah konstantního řezného koeficientu a výběr nejlepší 

varianty na základě statistických parametrů zjištěných křížovou validací 

Když jsou vyjádřený rozvoje konstantních řezných koeficientů 𝐾𝑖0, lze rovnici 4.3 

pro náš případ zobecnit 

𝐹𝑖 = (𝐾𝑖0 + 𝐾𝑖1ℎ + 𝐾𝑖2ℎ
2 + 𝐾𝑖3ℎ

3)𝑏 (8.6) 

kde 𝑖 = 𝑡, 𝑛, 𝑏 a 𝑗 = 0,1,2,3 a koeficienty 𝐾𝑖1, 𝐾𝑖2 a 𝐾𝑖3 mají obecný rozvoj: 

𝐾𝑖𝑗 = 𝑤𝑖𝑗0 + 𝑤𝑖𝑗1𝑃𝑖𝑗1 + ⋯+ 𝑤𝑖𝑗𝑘𝑃𝑖𝑗𝑘 (8.7) 

Konstantní řezný koeficient 𝐾𝑖0 je nyní známá funkce, takže jí můžeme dosadit 

do rovnice 8.6 a po úpravě rovnici obecně vyjádřit v maticovém tvaru: 
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(8.8) 

kde 𝑖 = 𝑡, 𝑛, 𝑏 (složka řezné síly), 𝑃𝑖𝑗𝑛𝑚 je parametr rozvoje řezného koeficientu, 

𝑛 je maximální počet členů v daném rozvoji, 𝑚 je počet vzorků dat a 𝑏 je hodnota 



  
  DIPLOMOVÁ PRÁCE 

ÚSTAV VÝROBNÍCH STROJŮ A ZAŘÍZENÍ 

58 
 

šířky třísky, která byla při měření konstantní. Jediným vektorem, který zůstal 

neznámý je vektor vah 𝑤. Pro přehlednost lze tuto soustavu rovnic přepsat:  

𝑃𝑤 = 𝐹 − 𝐾0 (8.9) 

odkud neznámý vektor 𝑤 získáme jako 

𝑤 = 𝑃−1(𝐹 − 𝐾0) (8.10) 

což lze opět velmi jednoduše řešit pomocí zpětného lomítka v MATLABu. 

Tímto postupem získáme všechny váhy 𝑤𝑖𝑗𝑘 ve členech rozvojů řezných 

koeficientů 𝐾𝑖𝑗. Po dosazení příslušných vah 𝑤𝑖𝑗𝑘 do rovnice 8.7 dosadíme funkce 

řezných koeficientů 𝐾𝑖𝑗 do rovnice 8.6, čímž získáme model složky řezné síly jako 

funkce 
𝐹𝑖𝑗

𝑏
= 𝑓(𝛼, 𝜆, 𝑣, 𝑅). Postup opakujeme pro všechny varianty modelu vzniklé 

v důsledku různých variant rozvojů řezných koeficientů (viz obr. 55). Na základě 

statistických parametrů R2, RMSE, počtu a složitosti členů vybereme nejvhodnější 

modely složek řezné síly. Postup (který je schematicky shrnut v obr. 57) opakujeme 

pro všechny složky řezné síly a pro oba materiály. 

 
Obr. 57 Schematické dílčí shrnutí - druhé lineární regrese a tvorby modelu jedné složky řezné síly 

8.5 Konvenční mechanistický model řezných sil 
Konvenční mechanistický model známý z literatury musel být rozšířen 

na polynom třetího řádu, který je dán rovnicí 4.3. Tento model byl využit k vytvoření 

multiparametrického modelu. Postup tvorby je obecně popsán v kapitole 8. 

Konkrétní grafy závislostí modelu nejsou v této práci uvedeny, protože v dalších 

podkapitolách bude zjištěno, že tento konvenční mechanistický model selhal. 

Skripty použité pro jeho tvorbu jsou přiloženy v elektronické příloze E3. 
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8.5.1 Konvenční mechanistický model řezných sil pro ocel 

Problémy s přesností byly patrné od samého počátku, což se projevilo již 

při vynesení grafu předpokládané závislosti řezné síly na tloušťce třísky proti 

naměřeným hodnotám během soustružení. Bylo vytvořeno nespočet modelů 

s drobnými rozdíly v postupu tvorby, ale žádný z nich nebyl dostatečně přesný. 

Poslední a nejpřesnější z těchto modelů je popsán v rovnicích 8.11, 8.12 a 8.13. 

Hlavní úpravou, která pomohla k lepší přesnosti, bylo přepracování složitého 

automatizovaného výběru členů rozvoje řezných koeficientů na ruční výběr 

popsaný v kapitole 8. Další významnou úpravou bylo škálování vstupujících hodnot 

do modelu. Cílem škálování bylo sjednotit velikost rozsahu vstupních parametrů 

přibližně mezi - 1 a 1, případně 0 a 1. Důvodem byla jednotnost rozsahů 

jednotlivých parametrů a z nich vystupující porovnatelnost vlivu vah jednotlivých 

členů.3 Další výhodou škálování byl minimální vliv na přesnost modelu 

po zaokrouhlení jednotlivých vah.4 

𝐹𝑡 = 𝑏(𝐾𝑡0 + 𝐾𝑡1ℎ + 𝐾𝑡2ℎ
2 + 𝐾𝑡3ℎ

3) 

𝐹𝑛 = 𝑏(𝐾𝑛0 + 𝐾𝑛1ℎ + 𝐾𝑛2ℎ
2 + 𝐾𝑛3ℎ

3) 
(8.11) 

𝐾𝑡0 = 13�̃�2 + 12�̃� + 20  

𝐾𝑡1 = 41�̃� − 22�̃� + 2400 

𝐾𝑡2 = −450�̃� + 3200 

𝐾𝑡3 = 520�̃�  +  3800 

(8.12) 

𝐾𝑛0 = 23�̃�  +  25�̃� + 31 

𝐾𝑛1 = − 420�̃� − 320�̃�2 + 1700 

𝐾𝑛2 = − 910�̃� −  5800 

𝐾𝑛3 =  1400�̃� + 7500 

(8.13) 

kde škálované bezrozměrné parametry �̃�, �̃�, �̃�, �̃� jsou vyjádřeny:  �̃� =
1

8
𝛼 −

1

2
,

�̃� =
𝜆

45
, �̃� =

𝑣

84
− 1.95, �̃� =

𝑅

32
− 1.301 (𝛼[°], 𝜆 [°], 𝑣 [

𝑚

𝑚𝑖𝑛
] a 𝑅[𝜇𝑚]). 

Zde je porovnávána pouze složka tečná a normálová, protože ty můžeme 

po přenosu na frézování validovat na naměřených řezných silách. Na obr. 58 lze 

vidět průběh predikce řezných sil vytvořeným modelem společně s naměřenými 

hodnotami. Geometrie nástroje a řezná rychlost byly vybrány tak, aby ukázaly, 

 
3 Např. řezná rychlost v experimentu pro ocel byla až 250 m/min a úhel čela až 12°. Pokud 

by se oba tyto parametry podílely na velikosti složky řezné síly při své maximální hodnotě stejným 
dílem, nebylo by to na první pohled patrné. Při shodném poměru příspěvku by váha vysoké hodnoty 
rychlosti musela být výrazně menší než váha nízké hodnoty úhlu čela. Při shodně škálovaném 
rozsahu si při shodném poměru příspěvku rychlosti i úhlu čela váhy přibližně odpovídají. 

4 Při zjišťování důvodu nepřesností byl zkoumán i vliv zaokrouhlování vytvořeného modelu. 
Zaokrouhlování mělo negativní vliv především člen 𝐾𝑖3, který je násoben třetí mocninou tloušťky 
třísky. Po zaokrouhlení došlo k malé změně velikosti řezného koeficientu, ale k velké změně složky 
řezné síly. 
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že model je sice přesný v tečné složce, ale nepřesný ve složce normálové. Normálová 

složka se v některých kombinacích velmi prudce „láme“ a navržený model to není 

schopný vystihnout. Toto obtížně vystihnutelné chování normálové složky 

představuje problém při aplikaci modelu na frézování. Z toho důvodu bylo 

při návrhu vyzkoušeno mnoho modifikací, ale žádná nevedla k uspokojivému 

výsledku.  

  
Obr. 58 Ukázka predikce závislosti řezných sil vytvořeného konvenčního modelu řezných sil 

na tloušťce třísky. Oranžové křížky jsou naměřené hodnoty se zvolenou geometrií nástroje a 

řeznou rychlostí, šedé křížky jsou všechny naměřené hodnoty při daném úhlu sklonu ostří 𝜆. 

Vyznačené místa jsou nepřesnosti komentované v textu 

8.5.2 Elementární test konvenčního modelu řezných sil pro ocel 

Při měření řezných sil při frézování (kapitola 7.2.2) byly měřeny průběhy řezných 

sil ve směru X a Y v závislosti na natočení jednobřitého nástroje za jednu otáčku. 

To nám umožňuje velmi jednoduše provést elementární test modelu na frézování 

pomocí rovnice 4.17. Výsledkem je matice průběhů na obr. 59. Kombinace 

geometrie nástroje a řezných podmínek byla vzhledem k objemu dat zvolena 

náhodně, bez uspořádání. 

V průbězích na obr. 59 jsou modře vyznačeny chyby predikce, jejichž původ byl 

identifikován jako nepřesnost konstantních řezných koeficientů, která způsobuje 

nepřesnost při počátku záběru břitu – kdy je tloušťka třísky malá. Červeně 

vyznačené nepřesnosti byly identifikovány a přisouzeny nepřesnostem normálové 

složky. V tomto bodě bylo také provedeno porovnání s použitím konstantních 

řezných koeficientů pro danou kombinaci geometrických a řezných parametrů, 

které byly zjištěny v kapitole 8.3. Došlo sice ke zlepšení, což znamenalo, že rozvoj 

řezných koeficientů způsobí nepřesnost, ale stejně to nebyl uspokojivý výsledek. 
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Obr. 59 Ukázka průběhu predikce řezných sil ve směru X a Y na jednu otáčku jednobřitého nástroje, 

predikce porovnána s naměřenými průběhy. Vyznačené místa upozorňují na nepřesnost, jejíž 

důvod je diskutován v textu 

Zdá se, že ačkoli se tento statistický přístup objevuje ve vědeckých pracích 

s úspěšnými výsledky, je možné, že tento přístup začíná selhávat při tak velkém 

rozsahu geometrie nástroje a řezných podmínek. V rámci rešerše nebyla nalezena 

vědecká práce, ve které by se autoři pokusili o tvorbu multiparametrického modelu 

s takto velkým rozsahem vstupních parametrů.  
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9 Model „tlak-tření“ 
Vzhledem k neúspěchu konvenčního mechanistického modelu byla zvolena jiná 

strategie. Konzultant této diplomové práce a výzkumný pracovník Ú12135 Mgr. Jiří 

Falta, který se podílel na výzkumu řezných sil v rámci [28][33][34][35], prezentoval 

v r. 2018 v dílčí výzkumné zprávě [34] myšlenku rozkladu řezné síly 

do alternativního souřadného systému. Řeznou sílu si lze představit jako vektor 

působící v obecném směru. Standardně se rozkládá do souřadného systému TNB 

(viz obr. 6, většinou pro soustružení), případně XYZ (viz obr. 11, většinou 

pro frézování). Alternativní souřadnicový systém má být bližší fyzikálnímu principu 

tvorby třísky. Vektor řezné síly lze popsat tlakem a třením při styku nástroje 

s obrobkem – tj. pomocí tlakové složky 𝐹𝑝, působící kolmo na čelo nástroje, pomocí 

třecí složky 𝐹𝑓𝑟 , která působí na povrchu čela nástroje a která je popsána úhlem 

odtoku třísky 𝜂 (naznačeno v obrázcích 60, 61 a 62). Úhel odtoku třísky 𝜂 je úhel 

mezi třecí složkou 𝐹𝑓𝑟 a kolmicí k oběma vektorům – ostří břitu a tlakové složce 𝐹𝑝. 

 

 

Obr. 60 Pohled na tlakovou a třecí složku 

řezné síly v rovině ostří při ortogonálním 

obrábění 

 
Obr. 61 Pohled na třecí složku řezné síly 

a úhel toku třísky v základní rovině [38]  

Obr. 62 Souřadný systém P-Fr-𝜂, ve kterém model 

„tlak-tření“ popisuje řeznou sílu 

Motivací pro rozklad bylo zjednodušení závislosti sil na geometrii nástroje 

a řezné rychlosti. V systému TNB je velký rozptyl normálové složky řezné síly (viz 

obr. 63), která způsobila selhání konvenčního modelu. Rozptyl lze do značné míry 

vysvětlit geometricky. Např. při ortogonálním obrábění s velkým úhlem čela 

se zvětšuje složka tlakové síly, která vtahuje nástroj do řezu, a zmenšuje se průmět 

třecí složky, která nástroj z řezu vytahuje – to vede k poklesu normálové složky při 

větším úhlu čela, vyšší rychlosti a větším úhlu sklonu ostří (viz obr. 63). [34] 

Na obr. 63 je vidět, že při použití modelu „tlak-tření“ se rozptyl modelované 

složky – tlakové a třecí složky – výrazně snížil pro různý úhel sklonu ostří 𝜆. Tvorba 
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modelu po transformaci do souřadného systému tlaková-třecí-úhel toku třísky (dále 

P-Fr-𝜂) způsobí, že by vztahy měly popisovat pouze vliv geometrie nástroje 

a řezných podmínek na velikosti těchto složek řezné síly vznikající při tvorbě třísky. 

Zatímco v souřadném systému TNB je zohledněno i natočení čela vlivem rozdílné 

geometrie. Na obr. 63 jde zároveň pěkně vidět Stablerovo pravidlo, které pro ocel 

uvádí, že tok úhlu třísky 𝜂 odpovídá sklonu úhlu ostří 𝜆, což přibližně odpovídá. 

 
Obr. 63 Viditelné snížení rozptylu průběhů tlakové a třecí složky sil pro různé parametry (zde úhel 

šroubovice), který je potvrzením vhodného fyzikálně relevantního základu modelu. Nahoře 

zleva: Průběh tečné, normálové, binormálové složky řezné síly v souř. systému TNB. Dole 

zleva: průběh tlakové, třecí složky řezné síly a úhel toku třísky v souř. systému P-Fr-η. Data platí 

pro soustružení oceli 

9.1 Výběr členů do rozvoje řezných koeficientů oceli 
i duralu 

Pro model „tlak-tření“ bylo nutné před první regresí (popsána v kapitole 8.3) 

znovu provést preprocessing dat – naměřené síly z měření bylo nutné převést 

ze souřadného systému XYZ do systému P-Fr-η. Z nich byla provedena první regrese, 

čímž byly zjištěny konstantní hodnoty řezných koeficientů, pro kombinace 

parametrů.  

Tyto konstantní hodnoty řezných koeficientů byly vyneseny do grafů, jak 

je popsáno v kapitole 8.3.1, aby bylo možné provést výběr členů do rozvoje řezných 

koeficientů. V dalších odstavcích bude proveden výběr pro konstantní člen tlakové 

složky řezné síly 𝐾𝑃0. 

Z obr. 64 (vpravo) je patrná polynomická závislost 𝐾𝑃0 na 𝜆, jejíž průběh se téměř 

nemění s měnící se 𝛼. Tomu odpovídá závislost 𝐾𝑃0 na 𝛼 (obr. 64 vlevo), která 
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ses různou 𝜆 nemění, pouze se zde projevuje velký rozptyl hodnot. Závislost 𝐾𝑃0 

na 𝛼 není zpozorována. Křížové závislosti také nejsou pozorovány. 

  
Obr. 64 Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (ocel) 

Na obr. 65 (vlevo) se potvrzuje nezávislost 𝐾𝑃0 na 𝛼. Vpravo vidíme 

polynomickou závislost 𝐾𝑃0 na 𝑣, ale průběh je tak mírný, že považovat tuto závislost 

za lineární by nemělo způsobit výraznou nepřesnost. Bez křížových závislostí. 

  
Obr. 65 Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (ocel) 

Na obr. 66 se projevila polynomická závislost mezi 𝐾𝑃0 a oběma porovnávanými 

parametry – 𝜆 i 𝑣. Tentokrát je polynomický průběh 𝑣 více viditelný, bude vytvořeno 

více variant – s polynomickou i lineární závislostí 𝐾𝑃0 na 𝑣. Bez křížových závislostí. 

  
Obr. 66 Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (ocel) 

V obr. 67 je opět pozorována polynomická závislost mezi 𝐾𝑃0 a 𝜆, čímž ji můžeme 

považovat za potvrzenou. Velmi dobře viditelná je zde (vpravo na obr. 67) lineární 

závislost mezi 𝐾𝑃0 a 𝑅. Křížové závislost nejsou zpozorovány. 
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Obr. 67 Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝜆 a 𝑅 (ocel) 

V obr. 68 (vpravo) je opět dobře viditelná lineární závislost mezi 𝐾𝑃0 a 𝑅, jejíž 

průběh se v ose Y nemění s měnící se 𝑣, čemuž odpovídá konstantní závislost mezi 

𝐾𝑃0 a 𝑣 při měnícím se 𝑅 (vlevo). Bez křížových závislostí. 

  
Obr. 68 Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝑣 a 𝑅 (ocel) 

Poznatky z pozorování výše vyobrazených závislostí jsou shrnuty v tab. 2. 

Z těchto pozorování byly sestaveny varianty parametrů ve členech v rozvojích 

řezného koeficientu 𝐾𝑃0 (viz tab. 3). Tyto rozvoje jsou obecně vyjádřeny v tab. 4. 

Tab. 2 Poznatky z pozorování závislostí řezného 

koeficientu 𝐾𝑃0 na vstupních parametrech α, 𝜆, 𝑣, R 

a křížových závislostí mezi těmito parametry 

 

Tab. 3 Navržené členy 

v rozvoji řezného koeficientu 

𝐾𝑃0 na základě tab. 2 

   vyobrazeno na ose X 

   α λ v R 

v
y

o
b

ra
ze

n
o

 n
a

 o
se

 Y
 

Z
á

v
is

lo
st

 

k
o

e
fi

ci
e

n
tu

 

𝛂  poly lin/poly  

𝛌 konst  poly lin 

𝐯 konst poly  konst 

𝐑  ne ne  

K
ří

žo
v

á
 

zá
v

is
lo

st
 𝛂  ne ne  

𝛌 ne  ne ne 

𝐯 ne ne  ne 

𝐑  ne ne  
 

 
Varianta 

Navržené členy 
v rozvoji 

var. 1 𝜆, 𝜆2, 𝑣, 𝑅  

var. 2 𝜆, 𝜆2, 𝑣, 𝑣2, 𝑅  
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Tab. 4 Varianty rozvoje koeficientu 𝐾𝑃0 pro ocel 

Varianta Obecný zápis varianty rozvoje koeficientu 𝑲𝑷𝟎 pro ocel 

var. 1 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02λ + 𝑤𝑃03𝜆
2 + 𝑤𝑃04𝑣 + 𝑤𝑃05𝑅   

var. 2 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02λ + 𝑤𝑃03𝜆
2 + 𝑤𝑃04𝑣 + 𝑤𝑃05𝑣

2 + 𝑤𝑃06𝑅   

 

Stejným způsobem byl proveden výběr členů do rozvojů ostatních řezných 

koeficientů pro polynomický model „tlak-tření“ a úhlu toku třísky 𝜂 oceli i duralu. 

Vzhledem ke stále se opakujícímu postupu jsou závislosti jednotlivých koeficientů 

včetně navržených variant členů přiloženy v příloze I pro ocel a v příloze J pro dural.  

Z navržených variant členů pro ocel (viz příloha I), které figurují v rozvojích 

řezných koeficientů, byly tyto rozvoje obecně zapsány pro koeficienty 𝐾𝑃1, 𝐾𝑃2 a 𝐾𝑃3 

do tab. 5. Obecné zápisy navržených variant rozvojů koeficientů 𝐾𝑓𝑟0, 𝐾𝑓𝑟1, 𝐾𝑓𝑟2 

a úhlu toku třísky 𝜂 pro ocel jsou v příloze K. Pro dural (přiložené v příloze J) jsou 

tyto varianty rozvojů řezných koeficientů obecně zapsány v příloze N. 

Tab. 5 Varianty rozvoje koeficientů 𝐾𝑃1, 𝐾𝑃2 a 𝐾𝑃3 pro ocel 

Ř. koef. Varianta Obecný zápis varianty rozvoje koeficientu 𝑲𝑷𝟎 pro ocel 

𝑲𝑷𝟏  

var. 1 𝐾𝑃1 = 𝑤𝑃11 + 𝑤𝑃12𝛼 + 𝑤𝑃13𝜆 + 𝑤𝑃14𝑣  

var. 2 𝐾𝑃1 = 𝑤𝑃11 + 𝑤𝑃12𝛼 + 𝑤𝑃13𝑣 

var. 3 𝐾𝑃1 = 𝑤𝑃11 + 𝑤𝑃12𝛼 + 𝑤𝑃13𝜆  

𝑲𝑷𝟐  
var. 1 𝐾𝑃2 = 𝑤𝑃21 + 𝑤𝑃22𝛼𝑣 + 𝑤𝑃23𝑣  

var. 2 𝐾𝑃2 = 𝑤𝑃21 + 𝑤𝑃22𝛼 + 𝑤𝑃23𝑣  

𝑲𝑷𝟑  
var. 1 𝐾𝑃3 = 𝑤𝑃31 + 𝑤𝑃32𝑣𝛼  

var. 2 𝐾𝑃3 = 𝑤𝑃31 + 𝑤𝑃32𝑣  

9.2 Model „tlak-tření“ pro ocel 
Varianty rozvoje modelu 𝐾𝑃0 z tab. 4, 𝐾𝑓𝑟0 a 𝜂 z přílohy K byly podrobeny první 

regresi popsané v kapitole 8.3. Výsledné statistiky po první regresi každé varianty 

rozvoje koeficientu 𝐾𝑃0 jsou uvedeny v tab. 6.  

Tab. 6 Výsledek první regrese variant rozvoje koeficientu 𝐾𝑃0 

Varianta Regresní model koeficientu 𝑲𝑷𝟎 R2 RMSE 

var. 1 20𝑅 − 13𝜆 + 3.4𝑣 + 21𝜆2 + 31  0.6039 51.1798 

var. 2 𝟏𝟗𝑹 − 𝟏𝟏𝝀 + 𝟔. 𝟖𝒗 + 𝟏𝟗𝝀𝟐 + 𝟖𝒗𝟐 + 𝟐𝟖  0.6737 46.4815 

 

Výsledek rozvoje koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 a úhlu toku třísky 𝜂 je přiložen v příloze L. 

Ve všech případech byl vybrán model s nejvyšší hodnotou koeficientu determinace 

R2. Z tab. 6 je patrné, že varianta 2 vychází statisticky lépe (vyšší R2 a nižší RMSE). 
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Tento rozvoj byl vybrán pro koeficient 𝐾𝑃0 a použit pro druhou regresi (dosazení 

𝐾𝑃0 za 𝐾0 v rovnici 8.6). 

V tomto bodě proběhla druhá regrese postupem popsaným v kapitole 8.4. 

Vzniklo 12 různých modelů pro tlakovou složku řezné síly 𝐹𝑝 a 16 různých modelů 

pro třecí složku 𝐹𝑓𝑟 . Všechny tyto modely vytvořené druhou regresí jsou 

k nahlédnutí v příloze O. Pro složku řezné síly 𝐹𝑝 i 𝐹𝑓𝑟 byly vybrány modely s nejvyšší 

hodnotou koeficientu determinace R2. Model „tlak-tření“ je popsán v soustavou 

rovnic 9.1, kde jednotlivé rozvoje jsou popsány rovnicemi 9.2 a 9.3.  

𝐹𝑝 = 𝑏(𝐾𝑃0 + 𝐾𝑃1ℎ + 𝐾𝑃2ℎ
2 + 𝐾𝑃3ℎ

3) 

𝐹𝑓𝑟 = 𝑏(𝐾𝑓𝑟0 + 𝐾𝑓𝑟1ℎ + 𝐾𝑓𝑟2ℎ
2 + 𝐾𝑓𝑟3ℎ

3) 

𝜂 = 36𝜆 − 7.9𝑅𝜆 

(9.1) 

𝐾𝑃0 = 19�̃� − 11�̃� + 19�̃�2 + 6.1�̃� + 8�̃� + 8�̃�2 + 28 

𝐾𝑃1 = 13�̃� − 130�̃� − 11�̃� + 670 

𝐾𝑃2 = 70�̃� − 16�̃� − 260 

𝐾𝑃3 = 32�̃��̃� + 100 

(9.2) 

𝐾𝑓𝑟0 = 31�̃� − 15�̃� + 33�̃�2 + 6.1�̃� + 38 

𝐾𝑓𝑟1 = −30�̃� − 19�̃� + 110�̃� + 550 

𝐾𝑓𝑟2 = −350�̃� + 19�̃�2 − 520 

𝐾𝑓𝑟3 = 200�̃� + 220 

(9.3) 

Škálování vstupních parametrů je uvedeno v rovnici 9.4. 

ℎ̃ =
ℎ

0.3
 

�̃� =
𝛼 − 4

8
 

�̃� =
𝑣 − 165

85
 

�̃� =
𝜆

45
 

�̃� =
𝑅 − 50

40
 

(9.4) 

Výstupem modelu je vektor řezné síly v souřadném systému P-Fr-η. Tento vektor 

se následně transformuje zpět do souřadnicového systému TNB pomocí 

transformace v rovnici 9.5. 

𝐹𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑐𝑜𝑠 𝛼  𝐹𝑝 + (𝑐𝑜𝑠 𝜂 𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑠𝑖𝑛 𝛼  + 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑠𝑖𝑛 𝜆)𝐹𝑓𝑟 

𝐹𝑛 = −𝑠𝑖𝑛 𝛼  𝐹𝑝 + 𝑐𝑜𝑠 𝜂 𝑐𝑜𝑠 𝛼  𝐹𝑓𝑟 

𝐹𝑏 = −𝑠𝑖𝑛 𝜆 𝑐𝑜𝑠 𝛼  𝐹𝑝 + (−𝑐𝑜𝑠 𝜂 𝑠𝑖𝑛 𝜆 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑐𝑜𝑠 𝜆)𝐹𝑓𝑟 

(9.5) 
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Obrázek 69 ukazuje příklad predikce závislosti složek řezné síly na tloušťce 

třísky s vynesenými naměřenými daty. Další ukázky modelu „tlak-tření“ pro ocel 

se nachází v příloze Q. 

 
Obr. 69 Závislosti složek řezných sil na tloušťce třísky pro ocel. Modře predikce modelu, červeně 

naměřené hodnoty pro danou kombinaci parametrů, šedě je vyznačen rozptyl naměřených hodnot 

pro různé poloměry ostří 

Platnost modelu je předpokládaná pro shodný rozsah vstupních parametrů 

s naměřenými daty, které jsou shrnuty v tab. 7. 

Skripty, které byly napsány a použity k tvorbě modelu, se nachází v el. příloze E1. 

Tab. 7 Rozsah vstupních parametrů, pro které je vytvořený model pro ocel platný 

Vstupní parametry Rozsah 

Tloušťka třísky, 

resp. posuv na zub 

ℎ [mm]  
𝑓𝑧 [mm]  

0.075 až 0.3 

Úhel čela 𝛼 [°]  -4 až 12 

Úhel sklonu ostří 𝜆 [°]   0 až 45 

Řezná rychlost 𝑣 [𝑚 ⋅ 𝑚𝑖𝑛−1 ]  80 až 1805 

Poloměr ostří 𝑅 [𝜇𝑚]  10 až 80 

Vhodné nástroje  monolitní frézy, VBD bez utvařeče třísek  

9.2.1 Elementární test modelu „tlak-tření“ pro ocel na frézování 

Po vytvoření modelu byl proveden elementární test. K tomu byla použita dříve 

nepoužitá data z frézování jednobřitým nástrojem (měření popsané v kapitole 

7.2.2). Pro porovnání predikce modelu s naměřenými daty byla tloušťka třísky 

 
5 Část dat pro tvorbu modelu (experiment ze soustružení s různým poloměrem ostří) obsahovala 

řeznou rychlost až do 250 m/min. V kap. 9.2.1 si lze všimnout, že model je funkční i při této rychlosti. 
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vyjádřena jako závislost axiální souřadnice 𝑧 a natočení břitu 𝜙𝑗 , podle rovnice 4.6. 

Složky řezných sil byly následně dosazeny do rovnic 4.8 a vyjádřeny jako přírůstky 

řezné síly ve směru X a Y od jednoho břitu. Výsledné složky řezné síly lze vyjádřit 

rovnicí 4.11. Integrál v této rovnici je vhodné integrovat před simulací, čímž vznikne 

funkce 𝐹𝑞,𝑗 , kterou můžeme definovat funkcí matlabFunction(). Po dosazení 

do funkce získáme velikost řezné síly ve směru 𝑞 od 𝑗-tého břitu. Tato funkce běžela 

každý krok simulace v cyklu, jehož počet opakování se rovnal počtu břitů. Výsledná 

řezná síla v daném kroku byl zjištěna součtem sil od všech břitů v daném kroku: 

𝐹𝑥(𝜙) = ∑ 𝐹𝑥,𝑗(𝜙𝑗,𝑠𝑡, 𝜙𝑗,𝑒𝑥, 𝑓𝑧 , 𝑘𝛽 , 𝛼, 𝜆, 𝑣, 𝑅)

𝑁−1

𝑗=0

 

𝐹𝑦(𝜙) = ∑ 𝐹𝑦,𝑗(𝜙𝑗,𝑠𝑡 , 𝜙𝑗,𝑒𝑥, 𝑓𝑧 , 𝑘𝛽 , 𝛼, 𝜆, 𝑣, 𝑅)

𝑁−1

𝑗=0

 

(9.6) 

V rovnicích 9.6 nefiguruje poloha, resp. úhel natočení 𝑗-tého břitu 𝜙𝑗 . To je dáno 

tím, že dříve bylo potřeba sestavit algoritmus, který z natočení břitu 𝜙𝑗  dopočítá 

integrační konstanty 𝑗-tého břitu 𝜙𝑗,𝑠𝑡 a 𝜙𝑗,𝑒𝑥, které po integraci nyní vystupují 

ve funkci jako pouhé proměnné s významem úhlu počátku a konce záběru. Veškeré 

použité skripty jsou v elektronické příloze E1.  

  
Obr. 70 Matice průběhů složek řezných sil ve směru X a Y na otáčku jednobřitého frézovacího 

nástroje při frézování oceli, v grafech predikce modelu i naměřené průběhy 

Obrázek 70 ukazuje matici průběhů řezných sil ve směru X a Y na otáčku 

jednobřitého frézovacího nástroje. Vzhledem k tomu, že naměřené kombinace mají 

Fx měřená 

Fx model 

Fy měřená 

Fy model 
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pět parametrů, průběhy nejsou seřazeny, ale vyneseny náhodně. Na průbězích lze 

vidět, že model „tlak-tření“ nevykazuje problémy, které vykazoval konvenční 

polynomický model (viz obr. 59). Vznikly velmi dobré predikce a zdá se, 

že alternativní rozklad vektoru řezné síly přinesl poměrně robustní přístup 

pro tvorbu modelu řezné síly, který lze vytvořit na datech ze soustružení a posléze 

aplikovat na frézování. Další ukázky predikce modelu řezných sil při frézování 

jednobřitým nástrojem se nachází v příloze S. 

9.3 Model „tlak-tření“ pro dural 
Tvorba modelu „tlak-tření“ pro dural proběhla naprosto shodným způsobem jako 

pro ocel. Naměřené složky řezných sil byly vyjádřeny v závislosti na tloušťce třísky, 

čímž se první regresí získaly konstantní hodnoty řezných koeficientů (postup 

popsán v kapitole 8.3).  

Následně byly pozorovány závislosti konstantních řezných koeficientů 

na vstupních parametrech, na jejichž základě byly vybrány členy do rozvojů těchto 

koeficientů – grafy závislostí a navržené členy včetně úhlu toku třísky jsou přiloženy 

v příloze J (postup popsán v kapitole 8.3.1). 

Obecně zapsané varianty rozvojů řezných koeficientů včetně úhlu toku třísky 

se nachází v příloze N. 

Ještě před druhou regresí byly provedeny lineární regrese navržených variant 

rozvojů konstantních řezných koeficientů 𝐾𝑃0 a 𝐾𝑓𝑟0 a úhlu toku třísky 𝜂, čímž 

vznikly známé rozvoje těchto koeficientů – viz příloha M. 

Tyto rozvoje byly dosazeny do rovnice 8.6 a byly vypočteny váhy v jednotlivých 

členech, čímž byl získán model dané složky řezné síly. Tento postup byl opakován 

pro všechny varianty navržených rozvojů (postup druhé regrese popsán v kapitole 

8.4). Výsledné modely, z nichž byl proveden výběr, jsou k náhledu v příloze P. 

Model „tlak-tření“ popisuje řeznou sílu soustavou rovnic 9.7, kde jednotlivé řezné 

koeficienty jsou popsány rovnicemi 9.8 a 9.9. 

𝐹𝑝 = 𝑏(𝐾𝑃0 + 𝐾𝑃1ℎ + 𝐾𝑃2ℎ
2 + 𝐾𝑃3ℎ

3) 

𝐹𝑓𝑟 = 𝑏(𝐾𝑓𝑟0 + 𝐾𝑓𝑟1ℎ + 𝐾𝑓𝑟2ℎ
2 + 𝐾𝑓𝑟3ℎ

3) 

𝜂 = 1.2�̃� + 22�̃� − 7.3�̃��̃� 

(9.7) 

𝐾𝑃0 = 9.4�̃� − 5.4�̃� + 6.4�̃��̃� + 18 

𝐾𝑃1 = −26�̃� − 19�̃� + 80�̃�2 − 1.5�̃� + 300 

𝐾𝑃2 = 100�̃� − 160 

𝐾𝑃3 = 45�̃� + 37 

(9.8) 
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𝐾𝑓𝑟0 = 35�̃� − 3.9�̃� + 20�̃� + 52 

𝐾𝑓𝑟1 = −9.3�̃� + 15�̃� − 56�̃� + 160 

𝐾𝑓𝑟2 = 110�̃�2 − 250 

𝐾𝑓𝑟3 = 96𝑣 + 140 

(9.9) 

Škálování vstupních parametrů je dále v rovnici 9.10. 

V příloze R jsou přiloženy ukázky predikce závislosti složek řezné síly na tloušťce 

třísky modelu s vyobrazenými naměřenými daty. 

Platnost modelu je předpokládaná pro shodný rozsah vstupních parametrů 

s naměřenými daty, které jsou shrnuty v tab. 8. 

Skripty, které byly napsány a použity ke tvorbě modelu se nachází v elektronické 

příloze E1. 

ℎ̃ =
ℎ

0.3
 

�̃� =
𝑣 − 390

310
 

�̃� =
𝜆

45
 

�̃� =
𝑅 − 49.61

40.39
 

(9.10) 

Tab. 8 Rozsah vstupních parametrů, pro které je vytvořený model pro dural platný 

Vstupní parametry Rozsah 

Tloušťka třísky, 

resp. posuv na zub 

ℎ [mm]  
𝑓𝑧 [mm]  

0.075 až 0.3 

Úhel čela 𝛼 [°]  -4 až 12 

Úhel sklonu ostří 𝜆 [°]   0 až 45 

Řezná rychlost 𝑣 [𝑚 ⋅ 𝑚𝑖𝑛−1 ]  80 až 350 

Poloměr ostří 𝑅 [𝜇𝑚]  10 až 80 

Vhodné nástroje   monolitní frézy, VBD bez utvařeče třísek 

 

9.3.1 Elementární test modelu „tlak-tření“ pro dural na frézování 

Elementární test modelu „tlak-tření“ pro dural proběhl naprosto shodně 

s modelem pro ocel (jako v kapitole 9.2.1). V obr. 71 je vyobrazena matice průběhů 

řezných sil ve směru X a Y na otáčku jednobřitého frézovacího nástroje. Z průběhů 

lze konstatovat, že model „tlak-tření“ vytváří velmi dobré predikce i pro dural. Další 

ukázky predikce řezných sil při frézování jednobřitým nástrojem jsou přiloženy 

v příloze T. 
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Obr. 71 Matice průběhů složek řezných sil ve směru X a Y na otáčku jednobřitého frézovacího 

nástroje při frézování duralu, v grafech predikce modelu i naměřené průběhy 

9.4 Validace modelu „tlak-tření“ pro ocel na 
frézování kapes 

Model „tlak-tření“ pro ocel byl následně validován frézováním kapes do oceli  (viz 

obr. 72) s reálnými nástroji. Experiment a měření řezných sil je popsáno v kapitole 

9.4.1. 

 
Obr. 72 Fotografie vyfrézovaných kapes (měření č. 1 až 6) 

9.4.1 Frézování kapsy do oceli 

Pro validaci modelu řezných sil byly do oceli vyfrézovány kapsy dvěma reálnými 

nástroji. Frézování kapes bylo provedeno za účelem validace modelu na spojitém 

tvarovém obrábění – nepřesnosti modelu by se mohly projevit zejména při zajetí 

nástroje do rohu kapsy, čímž se krátce, ale zato velmi výrazně zvýší úhel opásání 

nástroje. V rámci experimentu bylo měřeno a sbíráno větší množství dat včetně 

dat z řídícího systému stroje. Data nepoužitá v této DP slouží pro další výzkumné 

Fx měřená 
Fx model 
Fy měřená 
Fy model 
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aktivity Ú12135. Měření provedl výzkumný pracovník Ing. Petr Fojtů Ph.D. 

Z časových a provozních důvodů byl experiment proveden pouze na oceli. 

Experiment proběhl na horizontálním frézovacím centru H630 od firmy 

TAJMAC-ZPS (viz obr. 73). Byly použity dva nástroje – EC120A25-4C12 IC900 

a EC120B25-4C12 IC900, oba od výrobce ISCAR (jejich fotografie jsou na obr. 74 

a obr. 75 a jejich geometrie je popsána v tab. 9). K měření řezných sil ve směru X, Y 

a Z byl použit deskový dynamometr Kistler 9255B (viz obr. 77). 

Celkem bylo provedeno 24 měření, při nichž byly proměřeny různé kombinace 

dvou nástrojů, dvou různých posuvu, dvou hloubek řezu a tří různých řezných 

rychlostí (seznam a řezné podmínky jednotlivých měření je uveden v příloze G). 

Okótovaný náčrt kapsy je vyobrazen na obrázku 76. 

 
 

 

Obr. 73 Fotografie horizontálního frézovacího 

centra H630 od firmy TAJMAC-ZPS 

Obr. 74 Fotografie frézy 

EC120A25-4C12 IC900 

od výrobce ISCAR 

Obr. 75 Fotografie frézy 

EC120B25-4C12 IC900 

od výrobce ISCAR 

 Tab. 9 Geometrie použitých nástrojů pro frézování kapes do oceli 

Nástroj EC120A25-4C12 EC120B25-4C12 

Materiál nástroje slinutý karbid slinutý karbid 

Průměr D 12 mm 12 mm 

Počet břitů 4 4 

*Úhel čela radiální αr [°] 12° 14.4° 

*Úhel čela axiální αa [°] 9.8° 15° 

Úhel šroubovice λ 30° 45° 

Poloměr ostří R 30 μm** 30 μm** 

*odměřeno z dostupného STL modelu výrobce 

**průměrná hodnota poloměru ostří u nových monolitních nástrojů  
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Obr. 76 Schematicky znázorněny rozměry 

frézované kapsy 
Obr. 77 Fotografie prac. prostoru stroje H630 

během měření 

9.4.2 Implementace modelu „tlak-tření“ do simulací virtuálního 

obrábění 

Vzhledem k tomu, že se již jedná o spojité tvarové obrábění, bylo by velmi obtížné 

vytvořit analytickou simulaci. Aby bylo možné predikci provést, bylo nutné 

vytvořený model implementovat do simulačního software MillVis6. 

S pomocí   výzkumné pracovnice Ú12135 Mgr. Barbory Hauptfleischové se podařilo 

tento alternativní typ modelu úspěšně implementovat do zdrojového kódu, což 

umožnilo tuto validaci provést.  

9.4.3 Porovnání predikce modelu a měření 

Na obr. 78 lze porovnat průběh predikované a naměřené řezné síly rozložené 

do směru X a Y při frézování kapes v oceli. Oba průběhy se výborně shodují. 

Překvapivě se relativně podobá i průběh na počátku zavrtávání frézy do materiálu – 

cca 15 až 25 s v grafu. Vytvořený model s touto fází nepočítá a nezohledňuje ji, 

protože se zde navíc projevuje tření hřbetu frézy a tzv. runout, který byl zmíněn 

v kapitole 4.3 (pojednává o vrtání). Ačkoliv nebyly pro validaci použity žádné 

statistické metody, při porovnání naměřených a predikovaných průběhů na obr. 78 

a na zbytku měření v příloze U můžeme konstatovat, že vytvořený model „tlak-tření“ 

pro ocel byl na základě vysoké shody mezi měřením a predikcí úspěšně validován. 

Průběh řezné síly v grafech není přímo výstup simulace a měření. Pro obě data 

bylo sníženo vzorkování pomocí funkce decimate(), která sníží počet vzorků, aby 

bylo možné grafy rychle vyobrazit. Po decimaci následovalo vyhlazení funkcí 

smooth(), aby se přibližně získala střední složka řezné sil. Ty jsou zde porovnávány. 

 
6 Simulační software vyvíjený v Ú12135, který umožňuje simulovat úběr materiálu při frézování 

na úrovni NC i interpolovaných dat, predikovat řezné síly, vizualizovat skutečný průběh procesních 
veličin, vizualizovat přesnost a jakost výsledných povrchů a vyobrazit další cenné informace 
pro optimalizaci a přípravu technologie obrábění na CNC frézovacím stroji. 

desk. dynamometr 

obráběný 
polotovar 
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Obr. 78 Průběh predikované a naměřené řezné síly rozložené do směru X a Y při frézování kapes 

do oceli, měření č. 01. Za povšimnutí stojí téměř úplná shoda modelu s měřením 

  



  
  DIPLOMOVÁ PRÁCE 

ÚSTAV VÝROBNÍCH STROJŮ A ZAŘÍZENÍ 

76 
 

10 Aplikace multiparametrického modelu 

na predikci statických chyb při obrábění 
Řezné síly mohou mít na nástroj statické a dynamické účinky. Dynamickými 

účinky rozumíme chyby snížené jakosti povrchu způsobené vibracemi nástroje, 

případně obrobku. Statickými účinky rozumíme chyby přesnosti, které vznikají 

statickou deformaci – tzv. odtlačením nástroje vlivem řezných sil. Predikce 

statických deformací obrobku vlivem řezného procesu je založena na předpokladu 

účinku střední hodnoty řezných sil (viz obr. 79). Tato kapitola má také za cíl tento 

předpoklad otestovat. 

 
Obr. 79 Schematický průběh řezné síly a její střední hodnoty (vlevo), naznačení odtlačení 

(statické deformace) nástroje vlivem střední řezné síly (vpravo) 

10.1 Experimentální data pro ověření předpokladu 
predikce statických účinků řezných sil 

V kapitole 9.4.2 byl zmíněn simulační software MillVis. Tento software vyvíjený 

v Ú12135 již umožňuje statické deformace predikovat, ale simulace provádí 

numericky. V této práci byly simulace provedeny analyticky, a to jednak proto, 

že byly provedeny dříve, než byl model implementován do MillVisu, a jednak proto, 

že bylo možné porovnat výsledky obou těchto rozdílných přístupů. Experimenty 

v kapitolách 10.1.1 a 10.1.2 původně sloužily pro validaci predikce odtlačení 

nástroje v době, kdy byla tato funkce do MillVisu zaváděna. Experimentální data 

byla pouze převzata. 

10.1.1 Frézování válcových kontur kruhovou interpolací do oceli 

Za účelem ověření predikce statických chyb byl proveden experiment, při kterém 

bylo na stroji Weldprint 5AX od firmy Kovosvit MAS frézováno dohromady 

9 válcových kontur. Každá z kontur o výšce 7 mm byla dokončována s jiným 

posuvem a bočním úběrem (viz obr. 81, případně příloha V). Obrobené povrchy 

válcových kontur byly změřeny na souřadnicovém měřícím stroji Coord3 

UNIVERSAL 15.09.08, čímž byly zjištěny skutečné rozměry kontur. Aby byly 

deformace viditelné, byla pro frézování použita relativně poddajná kombinace 
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nástroje MM EC100B07R00-4T06 a nástrojového držáku HSK A63 HYDRO 20X200 

s vyložením 200 mm. Kompletní výčet geometrie nástroje, rozměrů držáku 

a řezných podmínek je k náhledu v příloze V. 

  
Obr. 80 Hybridní stroj Weldprint 5AX od firmy 

Kovosvit MAS 

Obr. 81 Devět frézovaných válcových kontur, 

každý s jiným posuvem a bočním úběrem 

10.1.2 Měření statické tuhosti dvou nástrojů pro sestavení matice 

tuhosti stroje 

Simulované řezné síly bylo potřeba aplikovat na model nástroje. Nástroj nelze 

nahradit jednoduchým vetknutým nosníkem, protože vetknutí by znamenalo 

absolutní tuhost stroje v místě upnutí. U poddajného nástroje, jako je nástroj použitý 

v experimentu, má sice tuhost stroje malý podíl na výslednou chybu přesnosti, ale 

u tužších nástrojů už hraje významnou roli. Z toho důvodu provedl výzkumný 

pracovník Ing. David Burian, Ph.D. měření statické tuhosti dvou nástrojů 

a nástrojových držáků. Výstup z měření statické tuhosti je v příloze X. Z těchto 

měření byla získána výzkumnou pracovnicí Mgr. Barborou Hauptfleischovou matice 

tuhosti stroje, která byla již dříve implementována do simulací v nástroji MillVis.  

Výpočet matice tuhosti byl proveden pomocí dvou 1D nosníkových MKP modelů 

vycházejících z Timoshenkovy teorie ohybu (reprezentující nástroj). Pozice v matici 

tuhosti náležící uzlům vetknutí představovaly neznámé. Tyto neznámé byly 

regresními a optimalizačními metodami „naladěny“ tak, aby průběh deformace 

obou nosníků odpovídal měření v příloze X. 

10.1.3 Měření geometrických chyb obrobených válcových kontur 

Měření bylo provedeno výzkumným pracovníkem Ing. Tomášem Kratěnou 

na souřadnicovém měřícím stroji Coord3 UNIVERSAL 15.09.08 s měřící sondou 

SP25M. Naměřené chyby obrábění se pohybují v řádu desítek mikronů (viz obr. 86), 

zatímco chyba měření použitého stroje v kombinaci s použitou sondou se pohybuje 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 
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v řádu nižších jednotek mikronů. Nejistoty měření byly vzhledem ke své nízké 

velikosti vůči naměřeným deformacím zanedbány.  

Parametry stroje, měřené sondy a chyby stroje spolu s opakovatelností jsou 

uvedeny v příloze W. 

10.2 Náhrada nástroje 1D MKP nosníkem 
Náhrada nástroje byla řešena jednoduchým 1D nosníkem MKP. Ačkoliv byl 

při experimentu použit poddajný nástroj, v MKP modelu byly použity elementy 

vycházející z Timoshenkovy teorie pružnosti, protože při obrábění usilujeme 

o vysokou tuhost na konci nástroje – volíme tedy spíše krátké a silné nástrojové 

držáky s malým vyložením nástroje. Klasická Euler-Bernoulliho teorie není pro tuto 

konfiguraci vhodná, protože zanedbává smykové napětí od posouvajících sil. 

Matice tuhosti elementu 𝐾𝐸  dle Timoshenka: 

𝐾𝐸 =
𝐸𝐽

𝑙𝐸
3(1 + 𝜑𝐸)

[
 
 
 

12 6𝑙𝐸
6𝑙𝐸 (4 + 𝜑)𝑙𝐸

−12 6𝑙𝐸
−6𝑙𝐸 (2 − 𝜑)𝑙𝐸

2

−12 −6𝑙𝐸
6𝑙𝐸 (2 − 𝜑)𝑙𝐸

2

12 −6𝑙𝐸
−6𝑙𝐸 (4 + 𝜑)𝑙𝐸

2]
 
 
 

 (10.1) 

Kde E představuje modul pružnosti v ohybu, 𝐽 kvadratický moment v průřezu, 

𝐿𝐸  délku elementu a 𝜑 úhel natočení [39]: 

𝜑 =
12𝐸𝐽

𝑘𝑠𝐴𝐸𝐺𝑙𝐸
2  (10.2) 

Proměnná 𝑘𝑠 představuje opravný smykový součinitel pro homogenní izotropní 

nosník dle Copwera [39]: 

𝑘𝑠 =
6(1 + 𝜈)

7 + 6𝜈
 (10.3) 

Poissonova konstanta 𝜈 má pro ocel hodnotu 0.3. 

 
Obr. 82 Schematický náčrt 1D náhrady nástroje (vlevo) a schematicky naznačená tvorba globální 

matice tuhosti 

Pro tento 1D případ byl vytvořen v MATLABu skript (k dispozici v elektronické 

příloze E2), který po zadání délky a průměru nástrojového držáku i nástroje 

umožňuje rozdělit obě tyto části na libovolný počet konečných elementů. Skript 
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vytvoří matice tuhosti elementů a ty automaticky přiřadí na příslušné místo 

v globální matici tuhosti 𝐾𝐺 . Nakonec do této matice přičte převzaté hodnoty tuhosti 

stroje na pozici příslušící uzlům upnutí nástroje (schematicky naznačeno v obr. 82). 

Tímto vznikne jednoduchý MKP model nosníku, který zohledňuje i tuhost stroje. 

V této práci byl nástrojový držák rozdělen na 10 elementů a nástroj 

na 20 elementů. Skript automaticky vyhledá uzel, který je neblíže vzdálenosti 

3.5 mm od konce nástroje. Zde je předpokládáno působení řezné síly (hloubka řezu 

i výška kontur je 7 mm). Skript také na pozici uzlu v globální matici vnějšího zatížení 

𝐹𝐺  zapíše sílu 1000 N a provede výpočet Δ = 𝐾𝐺
−1𝐹𝐺 . Ze známé deformace a řezné 

síly v místě obrábění je spočtena tuhost v místě obrábění, která vychází 2036 N/μm. 

10.3 Analytická simulace frézování válcových kontur 
Pro analytickou simulaci byl po zvážení možností zvolen krok simulace pomocí 

úhlu 𝜑𝑓𝑟𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚, který udává polohu frézy vůči středu válcové kontury (viz obr. 83). 

Krok simulace tedy neodpovídá času, proto bylo nutné otáčky frézy a její polohu 

kinematicky svázat. Při změně úhlu 𝜑𝑓𝑟𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚 ujede fréza vzdálenost 𝑙: 

𝑙 = 𝜑𝑓𝑟𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚 (𝑟𝑝 +
𝐷

2
) (10.4) 

kde 𝑟𝑝 je obráběný poloměr a 𝐷 průměr frézy. Při dané ujeté vzdálenosti 𝑙 lze 

spočítat ze známého posuvu na zub 𝑓𝑧 příslušné natočení frézy 𝜙𝑟𝑒𝑓:  

𝜙𝑟𝑒𝑓 =
𝑙

𝑓𝑧𝑧
 (10.5) 

kde posuv na zub 𝑓𝑧 je jasně svázán s otáčkami, resp. řeznou rychlostí. 𝑧 je počet 

břitů. Tyto dvě rovnice stačí k tomu, aby při každém kroku simulace a tím pádem 

i poloze frézy bylo možné určit její natočení. 

 

 

 

 

Obr. 83 Vyobrazení úhlů 𝜑𝑓𝑟𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚 ,𝜑𝑜𝑝𝑎𝑠𝑎𝑛𝑖 , 𝜑𝑒𝑥 , 𝜑𝑠𝑡  

a ujeté vzdálenosti 𝑙 

Obr. 84 Úhel opásání 𝜑𝑜𝑝𝑎𝑠𝑎𝑛𝑖  
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Z obrázku 84 a kosinové věty vyplývá vztah pro úhel opásání 𝜑𝑜𝑝𝑎𝑠𝑎𝑛𝑖: 

𝜑𝑜𝑝𝑎𝑠𝑎𝑛𝑖 =
(
𝐷
2)

2

+ (𝑟𝑝 +
𝐷
2)

2

− 𝑅𝑝
2

2
𝑑
2 (𝑟𝑝 +

𝑑
2)

 (10.6) 

kde 𝑅𝑝 je poloměr polotovaru. Z obr. 83 pro sousledné frézování platí: 

𝜑𝑠𝑡 = 𝑚𝑜𝑑(𝜑𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚 − 𝜑𝑜𝑝𝑎𝑠𝑎𝑛𝑖 , 𝜋) 

𝜑𝑒𝑥 = 𝑚𝑜𝑑(𝜑𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚, 𝜋) 
(10.7) 

kde 𝜑𝑠𝑡 je úhel počátku styku a 𝜑𝑒𝑥 úhel konce styku frézy s konturou. Oba úhly 

spolu s úhlem 𝑗-tého břitu 𝜙𝑗  posloužily v kapitole 9.2.1 k nalezení integračních 

konstant 𝜙𝑗,𝑠𝑡 a 𝜙𝑗,𝑒𝑥. Autor této práce z neznámého důvodu nepoužil k jejich 

nalezení již vypracovaný algoritmus z této kapitoly, ale rozhodl se úhly 𝜑𝑠𝑡, 𝜑𝑒𝑥 a 𝜙𝑗  

využít pro hledání integračních konstant 𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛 a 𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥, které udávají začátek 

a konec záběru břitu v axiálním směru. Nový algoritmus pro hledání integračních 

konstant včetně ostatních skriptů se nachází v elektronické příloze E2. 

Vnitřek rovnice 4.9 může být pro skriptování integrován a vznikne funkce 𝐹𝑞,𝑗 

pro výpočet velikosti řezných sil od 𝑗-tého břitu ve směru 𝑞. Tato funkce může běžet 

každý krok simulace v cyklu, jehož počet opakování se rovná počtu břitů. Výsledná 

síla v daném kroku byla zjištěna součtem sil od všech břitů v daném kroku dle 

rovnice 10.8. 

𝐹𝑥(𝜙𝑟𝑒𝑓) = ∑ 𝐹𝑥,𝑗(𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛, 𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥, 𝑓𝑧 , 𝑘𝛽 , 𝛼, 𝜆, 𝑣, 𝑅)

𝑁−1

𝑗=0

 

𝐹𝑦(𝜙𝑟𝑒𝑓) = ∑ 𝐹𝑦,𝑗(𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛, 𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥 , 𝑓𝑧 , 𝑘𝛽 , 𝛼, 𝜆, 𝑣, 𝑅)

𝑁−1

𝑗=0

 

(10.8) 

V rovnicích nefiguruje poloha, resp. úhel natočení 𝑗-tého břitu 𝜙𝑗 . To je dáno tím, 

byl sestaven algoritmus, který z natočení břitu 𝜙𝑗  dopočítá integrační konstanty 

𝑗-tého břitu 𝑧𝑗,𝑚𝑖𝑛 a 𝑧𝑗,𝑚𝑎𝑥, které po integraci vystupují ve funkci jako pouhé 

konstanty s významem počátku a konce záběru v axiálním směru.  

V tuto chvíli je možné simulovat obrábění válcových kontur a získat průběhy 

řezné síly ve směru X a Y. Pokud síly z obou směrů vynásobíme tuhostí 2036 N/μm 

získanou v předchozí kapitole, získáme průběh deformace nástroje ve směru X a Y 

(předpokládáme stejnou tuhost stroje v obou směrech). Součtem vektorů deformací 

získáme celkovou deformaci nástroje a směr, do kterého se nástroj deformuje. 

Výsledná obrobená plocha odpovídá obálce pohybu deformovaného nástroje – viz 

obr. 85.  
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Obr. 85 Výsledný povrch válcových kontur odpovídá obálce poddajného nástroje 

10.4 Porovnání výsledků predikce chyb přesnosti 
a měřeného povrchu 

Predikce chyby přesnosti obrábění vlivem statické deformace nástroje spolu 

s měřením jsou vyobrazeny na obr. 86. Na obrázku lze vidět, že při měření 

obrobeného povrchu se projevily i jevy, které vytvořený model a analytická 

simulace nedokáže zahrnout: 

• Kvadrantové chyby7 (označeno modrými šipkami v obr. 86) 

• Pravděpodobné zakmitání nástroje na válcové kontuře 2 a 3 (červeně 

označeno v obr. 86) 

• Na všech válcových konturách se v levé části projevil nájezd a výjezd 

nástroje z materiálu (zeleně označená místa na obr. 86) – před výjezdem 

se snižoval úhel opásání a síly působící na nástroj byly nižší → nižší 

statické deformace (odtlačení) nástroje 

 

Při zanedbání těchto vlivů, které model nezahrnuje, je pozorována dobrá shoda, 

která dosahuje maximální chyby o velikosti 12 μm (válcová kontura č. 1), jinak se 

chyba pohybuje v řádu jednotek mikronů. Lze konstatovat, že předpoklad predikce 

statických deformací pomocí působení střední řezné síly na nosníkovou náhradu 

nástroje je úspěšný. Zároveň byla ověřena schopnost aplikace modelu pro predikci 

procesní přesnosti.  

 

 
7 Při reverzaci strojních os dojde k zastavení kuličkového šroubu a změně směru pohybu, což 

způsobí zvýšení a skokovou změnu směru působení třecích sil. V tu chvíli musí proudový regulátor 
změnit proud z kladné hodnoty na zápornou a zároveň reagovat na zvýšené tření. Změna proudu 
není skoková, což vede ke zpoždění. Vzhledem k vyšší třecí síle je potřeba i vyšší proud. Po 
rozpohybování třecí síla klesne – hrozí trhavý pohyb. Důsledkem je krátkodobá nepřesnost polohy 
nástroje, která se projeví na povrchu obrobku. 
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Obr. 86 Porovnání výsledků predikce chyb přesnosti a měřeného povrchu. Modré šipky: 

kvadrantové chyby, zelené rámečky: místo nájezdu a výjezdu nástroje z materiálu, červené 

rámečky: pravděpodobné zakmitání nástroje 

 

  

[mm] [mm] [mm] 

[mm] [mm] [mm] 

[mm] [mm] [mm] 
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11 Závěr 
V úvodní části této práce je modelování řezných sil zasazeno do kontextu 

přípravy výroby a optimalizace NC kódu. Následně byly stručně představeny cíle 

práce. 

Rešeršní část se věnovala shrnutí současných přístupů k modelování řezných sil, 

jejich výhod, nevýhod a postupu jejich aplikace na konkrétní technologie. Z rešerše 

také vyplývá, že pro aplikaci modelů do simulací virtuálního obrábění jsou 

nejvhodnější analytické a mechanistické modely. To odráží i skutečnost, že naprostá 

většina zahraničních autorů výzkumných prací zabývajících se modelováním 

řezných sil používá právě tyto dva přístupy. 

Dvě kapitoly rešeršní části jsou věnované dynamice procesu, stabilitě obrábění 

a digitálním dvojčatům, neboť se jedná o témata, která úzce s modely řezných sil 

a simulacemi virtuálního obrábění souvisí. 

Co se týče samotných modelů řezné síly, ve výzkumných pracích zahraničních 

autorů je běžné, že modely jsou vytvořeny z úzkého rozsahu vstupních dat (řezné 

podmínky a geometrie nástroje). Pro simulace virtuální obrábění to však znamená, 

že je potřeba sestavit rozsáhlou tabulku řezných koeficientů pro každý případ. 

Simulační software z této tabulky vybere řezné koeficienty a dosadí je do výpočtu. 

Pokud se během simulace změní parametry, např. se změní rychlost posuvu, musí 

software z tabulky vybrat jiné příslušící řezné koeficienty, které do výpočtu dosadí.  

Práce ukázala úspěšnou schopnost navrhnout multiparametrický model řezných 

sil jako jednoho univerzálního vztahu pro široký rozsah řezných podmínek 

a geometrie nástroje. K tomu bylo nutné vyjádřit všechny řezné koeficienty jako 

funkci geometrie nástroje a řezné rychlosti. Tento princip bylo možné aplikovat 

na mechanistické i analytické přístupy k modelování. V této práci byl však zvolen 

přístup mechanistický, protože výsledky analytického přístupu se v předchozích 

výzkumech Ú12135 ukázaly jako neuspokojivé.  

V této práci byl navržen a představen inovativní postup výběru členů pro rozvoje 

řezných koeficientů, zahrnujících multiparametrické závislosti řezných sil 

na parametrech geometrie řezného nástroje a řezného procesu. Tento prezentovaný 

postup výběru může být považován jako „základní stavební kámen“, který lze 

v budoucnu rozšířit pomocí statistických metod, např. korelačních matic, ANOVA 

apod.  

Při vyobrazení naměřených dat se ukázalo, že z literatury známý lineární model 

již nelze použít pro širší rozsah tloušťky třísky, proto byl mechanistický model 

rozšířen na polynom třetího řádu. Mechanistické modely konvenčně pracují 

v běžném souřadném systému TNB. V této práci se ale ukázalo, že tyto statistické 

metody pravděpodobně začínají selhávat při tak velkém rozsahu vstupních 

parametrů. Rozvoje řezných koeficientů jsou potom velmi složité a jejich 
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nepřesnosti se projeví při přenosu modelu na frézování, což představuje závažný 

problém.  

Řešením byl alternativní rozklad složek řezné síly do souřadnicového systému 

P-Fr-η, který je bližší fyzikálním dějům při tvorbě třísky. Řezná síla je popsána 

tlakovou složkou 𝐹𝑝 (působí kolmo na čelo nástroje), třecí složkou 𝐹𝑓𝑟 (působí 

ve směru odtoku třísky na čele nástroje) a úhel toku třísky 𝜂 (udává směr toku třísky 

na čele nástroje). Práce ukázala úspěšnou aplikaci hypotézy rozkladu řezných sil 

na tlakovou a třecí složku a vytvořen byl zcela nový model, do kterého se podařilo 

úspěšně integrovat kromě dalších parametrů i vliv poloměru ostří břitu. 

Vytvořené modely „tlak-tření“ pro ocel i dural byly otestovány na frézování 

jednobřitým nástrojem. U obou materiálů byla prokázána vysoká shoda predikce 

s měřením, a to i se zahrnutím vlivu poloměru ostří. Model pro ocel byl validován 

na frézování kapsy s využitím dvou typů nástrojů. Pro tuto validaci byl model 

implementován ve spolupráci s pracovníky Ú12135 do simulačního software 

MillVis (software pro virtuální simulace obrábění, vyvíjený v Ú12135). Porovnání 

měření a predikce řezné síly ukázalo velmi vysokou shodu mezi predikcí a měřením.  

Oba modely by bylo možné dále zpřesnit, pokud bychom nepovažovali úhel toku 

za konstantní hodnotu, ale za lineární funkci závislou na tloušťce třísky. Dále by bylo 

možné místo jednoho univerzálního modelu vytvořit modelů několik, které by sice 

měly menší rozsah řezných podmínek, ale měly by být přesnější. Např. by mohl být 

vytvořen model pro vyšší a nižší řezné rychlosti, pro vyšší a nižší tloušťku třísky, 

přičemž některé by mohly sloužit pro hrubování a některé pro dokončování. 

V poslední části práce byla s využitím vyvinutého multiparametrického modelu 

otestován předpoklad pro predikci chyby přesnosti při obrábění, která vzniká 

v důsledku statického odtlačení nástroje vlivem střední hodnoty řezné síly. K tomu 

byla vytvořena analytická simulace, pomocí které bylo možné zjistit průběh velikost 

střední řezné síly ve směru X a Y. Tento průběh střední řezné síly byl použit jako 

vektoru vnějšího zatížení jednoduchého 1D nosníkového MKP náhradního modelu 

nástroje. Z deformace a pohybu nástroje byla dopočtena obálka jeho pohybu, která 

reprezentuje výsledný obrobený povrch. Predikovaná chyba obrobených válcových 

kontur a skutečný povrch (naměřený na souřadnicovém měřicím stroji) se výborně 

shodovaly. Tento výsledek potvrdil jak platnost vyvinutého multiparametrického 

modelu řezných sil, tak správnost předpokladu využití střední hodnoty řezných sil 

pro predikci odtlačení nástroje. 

 

Práce splnila v plném rozsahu zadané cíle: 

• Byla provedena rešerše současných přístupů k modelování řezných sil 

a jejich aplikace na konkrétní technologie 

• Byl navržen a následně validován multiparametrický model řezných sil 

pro obrábění oceli i duralu, který dokáže zohlednit poloměr ostří 
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• Model byl implementován do simulačního software MillVis, který slouží 

pro virtuální simulace obrábění 

• Vyvinutý multiparametrický model řezných sil byl aplikován na predikci 

procesních chyb obrábění vlivem řezných sil 

• Validace predikce chyb přesnosti při obrábění úspěšné potvrdila platnost 

multiparametrického modelu řezných sil a předpoklad výpočtu odtlačení 

nástroje vlivem střední hodnoty řezné síly. 
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Příloha A Geometrické závislosti na šroubovitém 
vrtáku [2] 
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Příloha B: Souhrn geometrie monolitních 
soustružnických nožů a jejich označení 

Úhel čela α [°] Úhel hřbetu 
γ [°] 

Úhel sklonu 
ostří λ [°] 

Úhel nastavení 
κ [°] 

Označení 

-4 7 0 90 -4-07-02* 

0 3 0 90 00-03-02 

0 6 0 90 00-06-02 

0 9 0 90 00-09-02 

4 3 0 90 04-03-02 

4 6 0 90 04-06-02 

4 9 0 90 04-09-02 

8 3 0 90 08-03-02 

8 6 0 90 08-06-02 

8 9 0 90 08-09-02 

12 3 0 90 12-03-02 

12 6 0 90 12-06-02 

12 9 0 90 12-09-02 

*Negativní geometrie s označením -4-07-02 byla později doplněna. Nový nástroj 
nebyl broušen, ale negativního úhlu čela -4° bylo dosaženo pomocí nabroušené 
planžety, která umožnila při upnutí pootočit nástroj 00-03-02 o 4°. 
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Příloha C: Souhrn experimentů měření řezných sil 
provedených na soustružení s různou geometrií 

nástroje a konstantním poloměrem ostří 

 
Různá geometrie nástroje, konstantní poloměr ostří 

OCEL DURAL 

Stroj Kovosvit SP430 Y/2 1100 Kovosvit SP430 Y/2 1100 

Nástroj 

Nůž z karbidu YL10.2, 
povlakován vrstvou 
nanokompozitního 
supernitridu AlTiN s tvrdostí 
3700 HV 0.05 

Nůž z karbidu YL10.2, 
povlakován vrstvou 
nanokompozitního 
supernitridu AlTiN s tvrdostí 
3700 HV 0.05 

Materiál 12050.1 (C45), tažená trubka 7075-T651, trubka 

Deskový 
dynamometr 

Kistler 9119AA2 Kistler 9119AA2 

Řezné rychlost 
𝒗 [m/min] 

80; 105; 130; 155; 180 80; 130; 180; 250; 350 

Posuv na otáčku 
𝒇 [mm/ot] 

0.025; 0.05; 0.075; 0.1; 0.15; 
0.2; 0.25; 0.3 

0.025, 0.05, 0.075, 0.1, 0.15, 
0.2, 0.25, 0.3 

Axiální hloubka 
řezu 𝒂𝒑 [mm] 

3 3 

Úhel čela α [°] -4; 0; 4; 8; 12 -4; 0; 4; 8; 12 

Úhel hřbetu γ [°] 3; 6; 9 3; 6; 9 

Úhel sklonu ostří 
λ [°] 

0; 15; 25; 35; 45 0; 25; 45 

Úhel nastavení κ [°] 90 90 

Poloměr ostří 
R [μm] 

≈10 ≈10 

Celkový počet 
unikátních 
kombinací 
geometrie nástroje 
a řezných podmínek 

4507 2520 

Rok provedení 
experimentu/publik
ace v průběžné 
výzkumné zprávě 

2016; 2017 2017 

Zdroj dat [28] [33] [33] 
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Příloha D: Souhrn experimentů měření řezných sil 
provedených na soustružení s omezenou geometrií 

nástroje a různým poloměrem ostří 

 
Omezená geometrie nástroje, různý poloměr ostří 

OCEL DURAL 

Stroj Kovosvit SP430 Y/2 1100 Kovosvit SP430 Y/2 1100 

Nástroj 
držák STJCR 2020 M 16-M-A 
s VBD TCMW 16T308 bez 
utvařeče třísky 

držák STJCR 2020 M 16-M-A 
s VBD TCMW 16T308 bez 
utvařeče třísky 

Materiál 12050.1 (C45), tažená trubka 7075-T651, trubka 

Deskový 
dynamometr 

Kistler 9119AA2 Kistler 9119AA2 

Řezné rychlost 
𝒗 [m/min] 

80, 130, 180, 250 80; 130; 180; 250; 350 

Posuv na otáčku 
𝒇 [mm/ot] 

0.025, 0.05, 0.075, 0.1, 0.15, 
0.2, 0.25, 0.3 

0.025, 0.05, 0.075, 0.1, 0.15, 
0.2, 0.3 

Axiální hloubka 
řezu 𝒂𝒑 [mm] 

3 3 

Úhel čela α [°] 0 0 

Úhel hřbetu γ [°] 7 7 

Úhel sklonu ostří 
λ [°] 

0; 25; 45 0; 25; 45 

Úhel nastavení κ [°] 90 90 

Poloměr ostří R 
[μm] 

10.52; 10.67; 11.55; 25.1; 
25.99; 31.23; 43.52; 45.59; 
46.22; 74.76; 83.06; 86.75; 
115.06; 125.65; 127.59; 160; 
161; 168 

9.22; 31.72; 37.35; 87.79; 
126.86; 161 

Celkový počet 
unikátních 
kombinací 
geometrie nástroje 
a řezných podmínek 

1728 1883 

Rok provedení 
experimentu/publik
ace v průběžné 
výzkumné zprávě 

2016 2017 

Zdroj dat [28] [33] 
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Příloha E: Souhrn experimentů měření řezných sil 
v závislosti na natočení jednobřitého nástroje 

při frézování 

 
Různá geometrie nástroje, konstantní 

poloměr ostří 

Omezená 
geometrie 
nástroje, různý 
poloměr ostří 

OCEL DURAL OCEL 

Stroj LM1 LM1 
Kovosvit SP430 Y/2 
1100 

Nástroj 

Jednobřitá 
monolitní fréza 
z kompozitního 
superkarbidu 
YL10.2, nástroj 
nepovlakován  

Jednobřitá 
monolitní fréza 
z kompozitního 
superkarbidu 
YL10.2, nástroj 
potažen tenkou 
vrstvou nano-
kompozitního 
supernitridu AlTiN  

navržen a v Ú12135 
vytvořen jednobřitý 
nástroj = speciální 
držák pro frézování 
pomocí 
soustružnických 
VBD (TCMW 
16T308 bez 
utvařeče třísky) 

Materiál 12050.1 (C45) 7075-T651 12050.1 (C45) 

Deskový dynamometr Kistler 9255B Kistler 9255B Kistler 9255B 

Řezné rychlost 
v [m/min] 

80; 105 
55; 80; 105; 130; 
180; 250; 350; 500; 
700 

80; 130; 180; 250 

Posuv na otáčku 
f [mm/ot] 

0.025; 0.04; 0.055; 
0.07; 0.085 

0.01; 0.025; 0.04; 
0.055; 0.07; 0.085; 
0.1; 0.1; 0.16; 0.19; 
0.22; 0.25 

0.025; 0.05; 0.075; 
0.1; 0.15; 0.2 

Axiální hloubka řezu 
ap [mm] 

5 5 3 

Úhel čela α [°] 4; 8; 12 4; 8; 12 0 

Úhel hřbetu γ [°] 3; 6; 9 3; 6; 9 7 

Úhel šroubovice λ [°] 25; 45 25; 45; 60 0 

Poloměr ostří R [μm] ≈10 ≈10 
9.45; 27.87; 48.23; 
88.17; 127.55; 167 

Celkový počet 
unikátních kombinací  

180 2916 432 

Rok provedení 
experimentu/publika
ce v dílčí výzkumné 
zprávě 

2014 2016 2017 

Zdroj dat [35] [28] [33] 
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Příloha F: Geometrie monolitních fréz a jejich označení 
[35] 

Úhel čela [°] Úhel hřbetu [°] Úhel šroubovice [°] Označení 

4 3 25 04-03-25-XX 

4 6 25 04-06-25-XX 

4 9 25 04-09-25-XX 

8 3 25 08-03-25-XX 

8 6 25 08-06-25-XX 

8 9 25 08-09-25-XX 

12 3 25 12-03-25-XX 

12 6 25 12-06-25-XX 

12 9 25 12-09-25-XX 

4 3 45 04-03-45-XX 

4 6 45 04-06-45-XX 

4 9 45 04-09-45-XX 

8 3 45 08-03-45-XX 

8 6 45 08-06-45-XX 

8 9 45 08-09-45-XX 

12 3 45 12-03-45-XX 

12 6 45 12-06-45-XX 

12 9 45 12-09-45-XX 

   XX…série 01 až 04 
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Příloha G: Seznam jednotlivých měření frézování 
kapsy, použité nástroje a řezné podmínky  

Č. 
měř. 

Řezná rychlost 
v [m/min] 

Posuv  
na zub  
f [mm] 

Axiální 
hloubka řezu 

ap [mm] 

Označení 
použitého 
nástroje 

Úhel šroubovice 
λ [°] 

M1 80 0.05 3 EC120A25-4C12 30 

M2 80 0.1 3 EC120A25-4C12 30 

M3 130 0.05 3 EC120A25-4C12 30 

M4 130 0.1 3 EC120A25-4C12 30 

M5 180 0.05 3 EC120A25-4C12 30 

M6 180 0.1 3 EC120A25-4C12 30 

M7 80 0.05 3 EC120B25-4C12 45 

M8 80 0.1 3 EC120B25-4C12 45 

M9 130 0.05 3 EC120B25-4C12 45 

M10 130 0.1 3 EC120B25-4C12 45 

M11 180 0.05 3 EC120B25-4C12 45 

M12 180 0.1 3 EC120B25-4C12 45 

M13 80 0.05 2 EC120A25-4C12 30 

M14 80 0.1 2 EC120A25-4C12 30 

M15 130 0.05 2 EC120A25-4C12 30 

M16 130 0.1 2 EC120A25-4C12 30 

M17 180 0.05 2 EC120A25-4C12 30 

M18 180 0.1 2 EC120A25-4C12 30 

M19 80 0.05 2 EC120B25-4C12 45 

M20 80 0.1 2 EC120B25-4C12 45 

M21 130 0.05 2 EC120B25-4C12 45 

M22 130 0.1 2 EC120B25-4C12 45 

M23 180 0.05 2 EC120B25-4C12 45 

M24 180 0.1 2 EC120B25-4C12 45 
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Příloha H Ukázka vlivu poloměru ostří břitu na průběh 
závislosti složek řezných sil na tloušťce třísky 
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Příloha I: Grafy vyobrazených závislostí konstantních 
řezných koeficientů na parametrech modelu pro ocel 

Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑃1 na vstupních parametrech (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃1 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃1 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃1 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (ocel) 
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Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑃1 na vstupních parametrech (pro ocel) 

 X 
Y 

α λ v   Varianta 
Navržené členy 

v rozvoji 
Z

áv
is

lo
st

 
k

o
ef

. α  konst lin   var. 1 𝛼, 𝜆, 𝑣 

λ lin  konst/lin   var. 2 𝛼, 𝑣 

v lin konst/lin    var. 3 𝛼, 𝜆 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α  ne ne     

λ ne  ne     

v ne ne      
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑃2 na vstupních parametrech (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃2 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃2 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃2 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (ocel) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑃2 na vstupních parametrech (pro ocel) 

 

X 
Y 

α λ v 

  

Varianta 
Navržené 

členy 
v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   konst lin   var. 1 𝛼, 𝑣 

λ konst/lin   lin   var. 2 𝑣𝛼, 𝑣 

v konst/lin konst         

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   ne 
spíše 
ano   

  
  

λ spíše ne   spíše ne       

v spíše ano ne         
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑃3 na vstupních parametrech (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃3 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃3 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃3 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (ocel) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑃3 na vstupních parametrech (pro ocel) 

 X 
Y 

α λ v   Varianta 
Navržené členy 

v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α  konst lin   var. 1 v 

λ konst  lin   var. 2 vα 

v konst/lin konst      

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α  ne náznak     

λ ne  ne     

v spíše ano ne      
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na vstupních parametrech (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (ocel)  

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (ocel) 
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Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na parametrech 𝑣 a 𝑅 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na parametrech 𝜆 a 𝑅 (ocel) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na vstupních parametrech (pro ocel) 

 X 
Y 

α λ v R  Varianta 
Navržené 

členy 
v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
ic

ie
n

tu
 α  lin/poly konst/lin   var. 1 𝜆, 𝑣, 𝑅 

λ konst  konst/lin lin  var. 2 𝜆, 𝜆2, 𝑣, 𝑅 

v konst poly  lin  var. 3 𝜆, 𝑅 

R  konst/lin konst/lin   var. 4 𝜆, 𝜆2, 𝑅 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 α  ne ne     

λ ne  ne ne    

v ne ne  ne    

R  náznak ne     

 

 

  



  
  DIPLOMOVÁ PRÁCE 

ÚSTAV VÝROBNÍCH STROJŮ A ZAŘÍZENÍ 

 
P.15 

Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na vstupních parametrech (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (ocel)  

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (ocel) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na vstupních parametrech (pro ocel) 

 

X 
Y 

α λ v 

  

Varianta 
Navržené 

členy 
v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   lin lin   var. 1 𝛼, 𝜆, 𝑣 

λ lin   lin   var. 2 𝛼, 𝑣 

v lin konst/lin         

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   ne ne       

λ ne   ne       

v ne ne         
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na vstupních parametrech (ocel) 

 
 

Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (ocel)  

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (ocel) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na vstupních parametrech (pro ocel) 

 

X 
Y 

α λ v 

  

Varianta 
Navržené 

členy v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   konst lin/poly   var. 1 𝑣, 𝛼𝑣 

λ konst   lin   var. 2 𝛼, 𝑣, 𝑣2 

v konst/lin konst     var. 3 𝑣, 𝑣2 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   ne náznak   var. 4 𝛼, 𝑣 

λ ne   ne       

v spíše ano ne         
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na vstupních parametrech (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (ocel) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na vstupních parametrech (pro ocel) 

 

X 
Y 

α λ v 

  

Varianta 
Navržené členy 

v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   konst lin   var. 1 𝑣 

λ konst   lin   var. 2 𝛼𝑣 

v konst/lin konst         

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   ne ne       

λ ne   ne       

v náznak ne         
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Závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na vstupních parametrech (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (ocel) 
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Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝜆 a 𝑅 (ocel) 

  
Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝑣 a 𝑅 (ocel) 

Vysledované závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na vstupních parametrech (pro ocel) 

 

X 
Y 

α λ v R 
 

Varianta Navržené členy 
v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
ic

ie
n

tu
 α   lin konst    var. 1 𝜆, 𝜆𝑅 

λ konst/lin   konst lin  var. 2 𝜆, 𝜆𝑅, 𝑅 

v konst/lin lin   lin  var. 3 𝜆𝑅 

R   lin konst    var. 4 𝜆 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 α   ne ne    var. 5 𝜆, 𝜆𝑅, 𝛼 

λ ne   ne ano  var. 6 𝜆, 𝜆𝑅, 𝑅, 𝛼 

v ne ne   ne  var. 7 𝜆𝑅, 𝛼 

R   ano ne    var. 8 𝜆, 𝛼 
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Příloha J: Grafy vyobrazených závislostí konstantních 
řezných koeficientů na parametrech modelu pro dural 

Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na vstupních parametrech (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (dural) 
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P.21 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝑅 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝑅 a 𝑣 (dural) 

 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑃0 na vstupních parametrech (pro dural) 

 

X 
Y 

α λ v R 
 

Varianta 
Navržené 

členy v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
ic

ie
n

tu
 α   konst poly    var. 1 𝑣, 𝑣2, 𝑅 

λ konst   poly lin  var. 2 𝑣, 𝑅 

v konst* konst   lin  var. 3 𝑣, 𝛼𝑣, 𝑅 

R   konst poly    var. 4 𝑣, 𝜆𝑣, 𝑅 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 α   ne ne    var. 5 𝑣, 𝜆𝑣, 𝛼𝑣, 𝑅 

λ ne   náznak ne  var. 6 𝑣, 𝛼𝑣, 𝑅, 𝑣2 

v spíše ano ne   ne  var. 7 𝑣, 𝜆𝑣, 𝑅, 𝑣2 

R   ne ne    var. 8 𝑣, 𝜆𝑣, 𝛼𝑣, 𝑅, 𝑣2 
* závislost se chová konstantně, ale na vyšších rychlostech se začne pravděpodobně 

projevovat křížová závislost, kdy se plynule mění v lineární závislosti 
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑃1 na vstupních parametrech (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃1 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃1 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃1 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (dural) 

 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑃1 na vstupních parametrech (pro dural) 

 

X 
Y 

α λ v 
  

Varianta Navržené členy 
v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   lin/konst poly   var. 1 𝛼, 𝑣 

λ lin   neurč   var. 2 𝛼, 𝜆, 𝑣 

v lin lin/poly     var. 3 𝛼, 𝜆, 𝑣, 𝑣2 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   ne ne   var. 4 𝛼, 𝜆, 𝜆2, 𝑣 

λ ne   ne   var. 5 𝛼, 𝜆𝑣, 𝑣 

v ne ne         
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑃2 na vstupních parametrech (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃2 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃2 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃2 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (dural) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑃2 na vstupních parametrech (pro dural) 

 

X 
Y 

α λ v 

  

Varianta 
Navržené 

členy v 
rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   konst lin/poly   var. 1 𝛼, 𝑣, 𝑣2 

λ konst/lin   poly   var. 2 𝛼𝑣, 𝑣 

v konst* konst     var. 3 𝑣, 𝑣2 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   ne spíše ano   var. 4 𝛼𝑣 

λ ne   ne      
v spíše ano ne         

* závislost se chová konstantně, ale na vyšších rychlostech se pravděpodobně projevuje 
křížová závislost, kdy se plynule mění v lineární závislosti 
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑃3 na vstupních parametrech (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃3 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃3 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃3 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (dural) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑃3 na vstupních parametrech (pro dural) 

 

X 
Y 

α λ v 
  

Varianta Navržené členy 
v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   konst lin/poly   var. 1 𝛼, 𝑣, 𝑣2 

λ konst/lin   poly   var. 2 𝛼𝑣, 𝑣 

v konst* konst     var. 3 𝑣, 𝑣2 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   spíše ne neurč   var. 4 𝛼𝑣 

λ neurč   ne   var. 5 𝑣 

v spíše ano ne         
* závislost se chová konstantně, ale na vyšších rychlostech se začne pravděpodobně 

projevovat křížová závislost, kdy se plynule mění v lineární závislosti 
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na vstupních parametrech (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (dural) 
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Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝑅 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑃0 na parametrech 𝑅 a 𝑣 (dural) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑓𝑟0 na vstupních parametrech (pro dural) 

 

X 
Y 

α λ v R 
 

Varianta Navržené 
členy v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
ic

ie
n

tu
 α   lin poly    var. 1 𝛼, 𝑣, 𝑣2, 𝑅 

λ konst   konst/poly lin  var. 2 𝛼, 𝜆, 𝑣, 𝑅 

v konst/neurč lin   lin  var. 3 𝛼, 𝜆, 𝑣, 𝑣2, 𝑅 

R   lin konst    var. 4 𝛼, 𝜆, 𝑅 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 α   ne ne        

λ ne   náznak ne      

v ne ne   ne      

R   spíše ne ne        
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na vstupních parametrech (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (dural) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑓𝑟1 na vstupních parametrech (pro dural) 

 

X 
Y 

α λ v 
  

Varianta Navržené členy 
v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   konst/lin poly   var. 1 𝛼, 𝜆, 𝑣, 𝑣2 

λ konst/lin   poly   var. 2 𝛼, 𝜆, 𝑣 

v konst/lin konst     var. 3 𝜆, 𝑣 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   ne ne   var. 4 𝛼, 𝑣 

λ ne   ne   var. 5 𝜆, 𝑣, 𝑣2 

v ne ne     var. 6 𝛼, 𝑣, 𝑣2 
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na vstupních parametrech (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (dural) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑓𝑟2 na vstupních parametrech (pro dural) 

 

X 
Y 

α λ v 
  

Varianta Navržené členy 
v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   lin lin   var. 1* α, v 

λ neurč   poly   var. 2* λ, v 

v konst konst/lin     var. 3* v, v^2 

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   ne ne   var. 4* v 

λ ne   ne   var. 5* v^2 

v ne ne         
* na základě zkušenosti z předchozích iterací a předchozích postupů stačí v tomto členu 

méně složité závislosti 
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Závislosti konstantního řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na vstupních parametrech (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti řezného koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (dural) 

Vysledované závislosti koeficientu 𝐾𝑓𝑟3 na vstupních parametrech (pro dural) 

 

X 
Y 

α λ v 
  

Varianta Navržené členy 
v rozvoji 

Z
áv

is
lo

st
 

k
o

ef
. α   konst/lin poly   var. 1* 𝑣 

λ konst   poly   var. 2* 𝑣 𝑣2 

v konst/lin konst/lin         

K
ří

žo
v

á 
zá

v
is

lo
st

 

α   ne ne       

λ ne   ne       

v náznak ne         
* na základě zkušenosti z předchozích iterací a předchozích postupů stačí v tomto členu 

méně složité závislosti 
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Závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na vstupních parametrech (dural) 

  
Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝛼 a 𝜆 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝛼 a 𝑣 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝜆 a 𝑣 (dural) 
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Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝜆 a 𝑅 (dural) 

  
Vyobrazení závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na parametrech 𝑣 a 𝑅 (dural) 

Vysledované závislosti úhlu toku třísky 𝜂 na vstupních parametrech (pro dural) 

 

X 
Y 

α λ v R 
 

Varianta 
Navržené členy 
v rozvoji 

Zá
vi

sl
o

st
 

ko
ef

ic
ie

n
tu

 α   lin konst    var. 1 𝜆, 𝜆𝑅 

λ konst/lin   konst lin  var. 2 𝜆, 𝜆𝑅, 𝑅 

v konst/lin lin   lin  var. 3 𝜆𝑅 

R   lin konst    var. 4 𝜆 

K
ří

žo
vá

 
zá

vi
sl

o
st

 α   ne ne    var. 5 𝜆, 𝜆𝑅, 𝛼 

λ ne   ne ano  var. 6 𝜆, 𝜆𝑅, 𝑅, 𝛼 

v ne ne   ne  var. 7 𝜆𝑅, 𝛼 

R   ano ne    var. 8 𝜆, 𝛼 
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Příloha K: Obecně zapsané varianty navržených 
rozvojů řezných koeficientů pro ocel  

 

Varianty rozvoje koeficientů 𝐾𝑓𝑟0, 𝐾𝑓𝑟1, 𝐾𝑓𝑟2 a 𝐾𝑓𝑟3 pro ocel 

Ř. koef. Varianta Obecný zápis varianty rozvoje koeficientu 𝑲𝐟𝐫𝟎 pro ocel 

𝑲𝒇𝒓𝟎  

var. 1 𝐾𝑓𝑟0 = 𝑤𝑓𝑟01 + 𝑤𝑓𝑟02𝜆 + 𝑤𝑓𝑟03𝑣 + 𝑤𝑓𝑟04𝑅  

var. 2 𝐾𝑓𝑟0 = 𝑤𝑓𝑟01 + 𝑤𝑓𝑟02𝜆 + 𝑤𝑓𝑟03𝜆
2 + 𝑤𝑓𝑟04𝑣 + 𝑤𝑓𝑟05𝑅  

var. 3 𝐾𝑓𝑟0 = 𝑤𝑓𝑟01 + 𝑤𝑓𝑟02𝜆 + 𝑤𝑓𝑟03𝑅  

var. 4 𝐾𝑓𝑟0 = 𝑤𝑓𝑟01 + 𝑤𝑓𝑟02𝜆 + 𝑤𝑓𝑟03𝜆
2 + 𝑤𝑓𝑟04𝑅  

𝑲𝒇𝒓𝟏  
var. 1 𝐾𝑓𝑟1 = 𝑤𝑓𝑟11 + 𝑤𝑓𝑟12𝛼 + 𝑤𝑓𝑟13𝜆 + 𝑤𝑓𝑟14𝑣  

var. 2 𝐾𝑓𝑟1 = 𝑤𝑓𝑟11 + 𝑤𝑓𝑟12𝛼 + 𝑤𝑓𝑟13𝑣  

𝑲𝒇𝒓𝟐  

var. 1 𝐾𝑓𝑟2 = 𝑤𝑓𝑟21 + 𝑤𝑓𝑟22𝑣 + 𝑤𝑓𝑟23𝑣
2  

var. 2 𝐾𝑓𝑟2 = 𝑤𝑓𝑟21 + 𝑤𝑓𝑟22𝑣 + 𝑤𝑓𝑟23𝑣𝛼  

var. 3 𝐾𝑓𝑟2 = 𝑤𝑓𝑟21 + 𝑤𝑓𝑟22α + 𝑤𝑓𝑟23𝑣 + 𝑤𝑓𝑟33𝑣
2  

var. 4 𝐾𝑓𝑟2 = 𝑤𝑓𝑟21 + 𝑤𝑓𝑟22𝛼 + 𝑤𝑓𝑟23𝑣  

𝑲𝒇𝒓𝟑   
var. 1 𝐾𝑓𝑟3 = 𝑤𝑓𝑟31 + 𝑤𝑓𝑟32𝑣  

var. 2 𝐾𝑓𝑟3 = 𝑤𝑓𝑟31 + 𝑤𝑓𝑟32𝛼𝑣  

 
Varianty rozvoje úhlu toku třísky 𝜂 

Ř. koef. Varianta Obecný zápis varianty rozvoje úhlu toku třísky 𝜼 

𝜼  

var. 1 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆 + 𝑤𝜂03𝜆𝑅  

var. 2 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆 + 𝑤𝜂03𝜆𝑅 + 𝑤𝜂04𝑅  

var. 3 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆𝑅  

var. 4 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆  
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Příloha L – Výsledek první regrese variant rozvoje 
koeficientu 𝑲𝒇𝒓𝟎 a úhlu toku třísky 𝜼 pro ocel 

Varianta Regresní model koeficientu 𝑲𝒇𝒓𝟎 R2 RMSE 

var. 1 30𝑅 + 16𝜆 + 6.3𝑣 + 33  82.55 0.62 

var. 2 𝟑𝟏𝑹 − 𝟏𝟓𝝀 + 𝟔. 𝟏𝒗 + 𝟑𝟑𝝀𝟐 + 𝟑𝟑  79.38 0.65 

var. 3 30𝑅 + 16𝜆 + 32  86.43 0.59 

var. 4 31𝑅 − 16𝜆 +  36𝜆2 + 34  83.23 0.62 

Vybrána byla varianta 2, protože je její R2 nejvyšší. 
 

Varianta Regresní model úhlu toku třísky 𝜼 RMSE R2 

var. 1 𝟑𝟔𝝀 − 𝟕. 𝟗𝑹𝝀 − 𝟎. 𝟏𝟗*  9.24 0.99 

var. 2 0.52𝑅 + 35𝑙𝑚𝑏 − 8.6𝑅𝜆 + 0.23  9.17 0.99 

var. 3 9.5 − 30𝑅𝜆  59.39 0.64 

var. 4 42𝜆 + 0.016  17.23 0.96 

Vybrána byla varianta 1, protože její R2 je nejvyšší a zároveň rozvoj je jednodušší 
než varianta 2, i když je jejich R2 shodné. 
*konstantní hodnota -0.19 ve vybrané variantě je velmi malá, bude zanedbána 
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Příloha M – Výsledek první regrese variant rozvoje 
koeficientu 𝑲𝑷𝟎, 𝑲𝒇𝒓𝟎 a úhlu toku třísky 𝜼 pro dural 

Výsledky první regrese seřazené dle nejvyššího RMSE: 

Regresní model koeficientu 𝑲𝑷𝟎 RMSE R2 

9.3𝑅 +  14𝑣 +  6.1𝛼𝑣 +  18𝑣2 +  22  13.26 0.75 

9.3𝑅 +  14𝑣 +  6.1𝛼𝑣 +  0.24𝜆𝑣 +  18𝑣2 +  22  13.29 0.75 

𝟗. 𝟑𝑹 −  𝟓. 𝟔𝒗 +  𝟔. 𝟏𝜶𝒗 +  𝟏𝟖  13.56 0.74 

9.3𝑅 −  5.7𝑣 +  6.1𝛼𝑣 +  0.19𝜆𝑣 +  18  13.58 0.74 

11𝑅 +  14𝑣 +  18𝑣2 +  23  15.14 0.68 

11𝑅 +  13𝑣 +  0.53𝜆𝑣 +  18𝑣2 +  23  15.24 0.67 

11𝑅 −  6.2𝑣 +  19  15.34 0.67 

11𝑅 −  6.4𝑣 +  0.48𝜆𝑣 +  19  15.42 0.66 

Vybrán třetí, tučně zvýrazněný model. Rozdíl mezi předchozími je zanedbatelný, 

ale zato vybrané závislosti jsou méně složité (pouze 4 členy, méně mocnin 

a křížových závislostí). 

 

Regresní model koeficientu 𝑲𝒇𝒓𝟎 RMSE R2 

35𝑅 −  3.8𝛼 +  20𝜆 +  30𝑣 +  31𝑣2 +  56  84.53 0.67 

𝟑𝟓𝑹 −  𝟑. 𝟗𝜶 +  𝟐𝟎𝝀 +  𝟓𝟐  85.12 0.67 

35𝑅 −  3.9𝛼 +  20𝜆 −  4.6𝑣 +  50  85.46 0.66 

35𝑅 −  3.7𝛼 +  28𝑣 +  28𝑣2 +  66  96.27 0.57 

Vybrán druhý, tučně zvýrazněný model. Rozdíl mezi prvními třemi 

je zanedbatelný, ale rozvoj třetího vybraného modelu je nejkratší. 

 

Regresní model úhlu toku třísky 𝜼 RMSE R2 

0.7𝑅 +  0.18𝛼 +  36𝜆 −  8.4𝑅𝜆 +  0.4  9.35 0.99 

0.11𝛼 +  36𝜆 −  7.6𝑅𝜆 −  0.17  9.41 0.99 

𝟑𝟔𝝀 −  𝟕. 𝟕𝑹𝝀 −  𝟎. 𝟏𝟖*  9.38 0.99 

0.62𝑅 +  36𝜆 −  8.4𝑅𝜆 +  0.33  9.32 0.99 

42𝜆 +  2.4𝛼𝜆 –  041  16.56 0.97 

42𝜆 –  021  17.42 0.97 

8.6 −  31𝑅𝜆 −  2.8𝛼  57.79 0.67 

8.9 −  30𝑅𝜆  58.52 0.67 

Vybrán druhý, tučně zvýrazněný rozvoj. Rozdíl mezi prvními čtyřmi 

je zanedbatelný, ale vybraný rozvoj je nejkratší. *Hodnota 0.18 bude zanedbána. 
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Příloha N: Obecně zapsané varianty navržených 
rozvojů řezných koeficientů pro dural 

Varianty rozvoje koeficientů 𝐾𝑃0, 𝐾𝑃1, 𝐾𝑃2 a 𝐾𝑃3 pro dural 

Ř. koef. Varianta Obecný zápis varianty rozvoje koeficientu 𝑲𝑷𝟎 pro dural 

𝑲𝑷𝟎  

var. 1 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02𝑣 + 𝑤𝑃03𝑣
2 + 𝑤𝑃04𝑅  

var. 2 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02𝑣 + 𝑤𝑃03𝑅 

var. 3 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02𝑣 + 𝑤𝑃03𝛼𝑣 + 𝑤𝑃04𝑅  

var. 4 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02𝑣 + 𝑤𝑃03𝜆𝑣 + 𝑤𝑃04𝑅  

var. 5 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02𝑣 + 𝑤𝑃03𝜆𝑣 + 𝑤𝑃04𝛼𝑣 + 𝑤𝑃05𝑅  

var. 6 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02𝑣 + 𝑤𝑃03𝛼𝑣 + 𝑤𝑃04𝑅 + 𝑤𝑃05𝑣
2  

var. 7 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02𝑣 + 𝑤𝑃03𝜆𝑣 + 𝑤𝑃04𝑅 + 𝑤𝑃05  

var. 8 𝐾𝑃0 = 𝑤𝑃01 + 𝑤𝑃02𝑣 + 𝑤𝑃03𝜆𝑣 + 𝑤𝑃04𝛼𝑣 + 𝑤𝑃05𝑅 + 𝑤𝑃06𝑣
2  

𝑲𝑷𝟏  

var. 1 𝐾𝑃1 = 𝑤𝑃11 + 𝑤𝑃12𝛼 + 𝑤𝑃13𝑣  

var. 2 𝐾𝑃1 = 𝑤𝑃11 + 𝑤𝑃12𝛼 + 𝑤𝑃13𝜆 + 𝑤𝑃14𝑣  

var. 3 𝐾𝑃1 = 𝑤𝑃11 + 𝑤𝑃12𝛼 + 𝑤𝑃13𝜆 + 𝑤𝑃14𝑣 + 𝑤𝑃15𝑣
2  

var. 4 𝐾𝑃1 = 𝑤𝑃11 + 𝑤𝑃12𝛼 + 𝑤𝑃13𝜆 + 𝑤𝑃14𝜆
2 + 𝑤𝑃15𝑣  

var. 5 𝐾𝑃1 = 𝑤𝑃11 + 𝑤𝑃12𝛼 + 𝑤𝑃13𝜆𝑣 + 𝑤𝑃14𝑣  

𝑲𝑷𝟐  

var. 1 𝐾𝑃2 = 𝑤𝑃21 + 𝑤𝑃22𝛼 + 𝑤𝑃23𝑣 + 𝑤𝑃24𝑣
2  

var. 2 𝐾𝑃2 = 𝑤𝑃21 + 𝑤𝑃22𝛼𝑣 + 𝑤𝑃23𝑣  

var. 3 𝐾𝑃2 = 𝑤𝑃21 + 𝑤𝑃22𝑣 + 𝑤𝑃23𝑣
2  

var. 4 𝐾𝑃2 = 𝑤𝑃21 + 𝑤𝑃22𝛼𝑣  

𝑲𝑷𝟑  

var. 1 𝐾𝑃3 = 𝑤𝑃31 + 𝑤𝑃32𝛼 + 𝑤𝑃33𝑣 + 𝑤𝑃34𝑣
2  

var. 2 𝐾𝑃3 = 𝑤𝑃31 + 𝑤𝑃32𝛼𝑣 + 𝑤𝑃33𝑣  

var. 3 𝐾𝑃3 = 𝑤𝑃31 + 𝑤𝑃32𝑣 + 𝑤𝑃33𝑣
2  

var. 4 𝐾𝑃3 = 𝑤𝑃31 + 𝑤𝑃32𝛼𝑣  

var. 5 𝐾𝑃3 = 𝑤𝑃31 + 𝑤𝑃32𝑣  
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Varianty rozvoje koeficientů 𝐾𝑓𝑟0, 𝐾𝑓𝑟1, 𝐾𝑓𝑟2 a 𝐾𝑓𝑟3 pro dural 

Ř. koef. Varianta Obecný zápis varianty rozvoje koeficientu 𝑲𝒇𝒓𝟎 pro dural 

𝑲𝒇𝒓𝟎  

var. 1 𝐾𝑓𝑟0 = 𝑤𝑓𝑟01 + 𝑤𝑓𝑟02𝛼 + 𝑤𝑓𝑟03𝑣 + 𝑤𝑓𝑟04𝑣
2 + 𝑤𝑓𝑟05𝑅  

var. 2 𝐾𝑓𝑟0 = 𝑤𝑓𝑟01 + 𝑤𝑓𝑟02𝛼 + 𝑤𝑓𝑟03𝜆 + 𝑤𝑓𝑟04𝑣 + 𝑤𝑓𝑟05𝑅  

var. 3 𝐾𝑓𝑟0 = 𝑤𝑓𝑟01 + 𝑤𝑓𝑟02𝛼 + 𝑤𝑓𝑟03𝜆 + 𝑤𝑓𝑟04𝑣 + 𝑤𝑓𝑟05𝑣
2 + 𝑤𝑓𝑟06𝑅   

var. 4 𝐾𝑓𝑟0 = 𝑤𝑓𝑟01 + 𝑤𝑓𝑟02𝛼 + 𝑤𝑓𝑟03𝜆 + 𝑤𝑓𝑟05𝑅  

𝑲𝒇𝒓𝟏  

var. 1 𝐾𝑓𝑟1 = 𝑤𝑓𝑟11 + 𝑤𝑓𝑟12𝛼 + 𝑤𝑓𝑟13𝜆 + 𝑤𝑓𝑟14𝑣 + 𝑤𝑓𝑟15𝑣
2  

var. 2 𝐾𝑓𝑟1 = 𝑤𝑓𝑟11 + 𝑤𝑓𝑟12𝛼 + 𝑤𝑓𝑟13λ + 𝑤𝑓𝑟14𝑣  

var. 3 𝐾𝑓𝑟1 = 𝑤𝑓𝑟11 + 𝑤𝑓𝑟12λ + 𝑤𝑓𝑟13𝑣  

var. 4 𝐾𝑓𝑟1 = 𝑤𝑓𝑟11 + 𝑤𝑓𝑟12α + 𝑤𝑓𝑟13𝑣  

var. 5 𝐾𝑓𝑟1 = 𝑤𝑓𝑟11 + 𝑤𝑓𝑟12λ + 𝑤𝑓𝑟13𝑣 + 𝑤𝑓𝑟14𝑣
2  

var. 6 𝐾𝑓𝑟1 = 𝑤𝑓𝑟11 + 𝑤𝑓𝑟12α + 𝑤𝑓𝑟13𝑣 + 𝑤𝑓𝑟14𝑣
2  

𝑲𝒇𝒓𝟐  

var. 1 𝐾𝑓𝑟2 = 𝑤𝑓𝑟21 + 𝑤𝑓𝑟22α + 𝑤𝑓𝑟23v  

var. 2 𝐾𝑓𝑟2 = 𝑤𝑓𝑟21 + 𝑤𝑓𝑟22λ + 𝑤𝑓𝑟23𝑣  

var. 3 𝐾𝑓𝑟2 = 𝑤𝑓𝑟21 + 𝑤𝑓𝑟22v + 𝑤𝑓𝑟23𝑣
2  

var. 4 𝐾𝑓𝑟2 = 𝑤𝑓𝑟21 + 𝑤𝑓𝑟22𝑣  

var. 5 𝐾𝑓𝑟2 = 𝑤𝑓𝑟21 + 𝑤𝑓𝑟22𝑣
2  

𝑲𝒇𝒓𝟑   
var. 1 𝐾𝑓𝑟3 = 𝑤𝑓𝑟31 + 𝑤𝑓𝑟32𝑣  

var. 2 𝐾𝑓𝑟3 = 𝑤𝑓𝑟31 + 𝑤𝑓𝑟32𝑣 + 𝑤𝑓𝑟33𝑣
2  

 
Varianty rozvoje úhlu toku třísky 𝜂 pro dural 

Ř. koef. Varianta Obecný zápis varianty rozvoje úhlu toku třísky 𝜼 pro dural 

𝜼  

var. 1 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆 + 𝑤𝜂03𝜆𝑅  

var. 2 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆 + 𝑤𝜂03𝜆𝑅 + 𝑤𝜂04𝑅  

var. 3 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆𝑅  

var. 4 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆  

var. 5 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆 + 𝑤𝜂03𝜆𝑅 + 𝑤𝜂04𝛼  

var. 6 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆 + 𝑤𝜂03𝜆𝑅 + 𝑤𝜂04𝑅 + 𝑤𝜂05𝛼   

var. 7 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆𝑅 + 𝑤𝜂03𝛼   

var. 8 𝜂 = 𝑤𝜂01 + 𝑤𝜂02𝜆 + 𝑤𝜂03𝛼   
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Příloha O: Výstup druhé lineární regrese všech modelů 
tlakové složky řezné síly 𝑭𝒑 a 𝑭𝒇𝒓 pro ocel 
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Příloha P: Výstup druhé lineární regrese části modelů 
tlakové složky řezné síly 𝑭𝒑 a 𝑭𝒇𝒓 pro dural 
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Příloha Q Ukázky predikce závislosti složek řezné síly 
na tloušťce třísky modelu „tlak-tření“ pro ocel 
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Příloha R Ukázky predikce závislosti složek řezných sil 
na tloušťce třísky modelu „tlak-tření“ pro dural 
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patrná chyba konstantního členu 
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Příloha S Matice průběhů řezných sil ve směru 
X a Y na jednu otáčku jednobřitého frézovacího 

nástroje, frézování oceli 
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Příloha T Matice průběhů řezných sil ve směru X a Y na 
jednu otáčku jednobřitého frézovacího nástroje, 

frézování duralu 
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Příloha U Průběhy naměřených a predikovaných 
řezných sil ve směru X a Y při frézování kapes reálnými 

nástroji 
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Příloha V Informace o frézování válcových kontur  

Řezné podmínky při dokončování válcových kontur 

válcová kontura č. boční úběr 𝒂𝒆 [mm] posuv 𝒇𝒛 [mm] 

1 0.2 0.03 

2 0.2 0.06 

3 0.2 0.09 

4 0.6 0.03 

5 0.6 0.06 

6 0.6 0.09 

7 1 0.03 

8 1 0.06 

9 1 0.09 

 

 

Frézování (dokončování) válcových kontur 

Stroj Weldprint 5AX od firmy Kovosvit MAS 

Nástroj 

MM EC100B07R00-4T06 od firmy ISCAR 

Průměr 10 mm 

Úhel šroubovice 𝜆 45° 

Počet břitů 4 

Maximální hloubka řezu 7 mm 

Vysunutá délka 13 mm 

Nástrojový držák 

HSK A63 HYDRO 20X200 od firmy ISCAR 

Průměr stopky 20 mm 

Průměr držáku 42 mm 

Vysunutá délka 200 mm 

Obráběný materiál 12050.1 (C45) 

Řezná rychlost 160 m/min 

Posuv na zub 𝒇𝒛 0.03, 0.06 a 0.09 mm 

Hloubka řezu 𝒂𝒑 7 mm 

Boční úběr 𝒂𝒆 0.2, 0.6 a 1 mm 
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Příloha W Informace o měření obrobeného povrchu 
válcových kontur na souřadném měřícím stroji 

 

Měření obrobených povrchů na SMS 

Stroj Coord3 UNIVERSAL 15.09.08 

Sonda 

SP25M 

pro  

18 - 22 °C 

Max. dovolená chyba 
stroje 

[μm]  1.5 + 3
délka[mm]

1000
  

Max. dovolená 
opakovatelnost 

[μm]  1.7 

Max. dovolená chyba 
při skenování 

[μm]  3 

Max. doba snímání [s]  90 

Vyhodnocovací 
software 

TouchDMIS 

Měření vyhotovil Ing. Tomáš Kratěna 
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Příloha X Výstup měření statické tuhosti 

 

 
 

Rozměry Měření 1 Měření 2 Obrábění 

Průměr držáku [mm] 50 45 42 

Délka držáku [mm] 100 200 200 

Průměr nástroje [mm] 50 10 10 

Délka nástroje [mm] 50 42 40 

Měření 1 

Měření 2 




