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Abstrakt

Predmétem této préace je metoda konecnych prvku a jeji vyuziti pfi reSeni akustickych
tuloh a uloh proudéni nestlacitelné tekutiny. Okrajové, resp. smisené tilohy pro parcialni diferencialni
rovnice feSime ve slabém smyslu. Soucasti préice je vlastni implementace metody koneénych prvku,
kterda byla pouzitd k numerickému feseni vinové rovnice v oblasti vokalniho traktu ve 3D a Na-
vierovych—Stokesovych rovnic v misté proudéni s protismérnym schodem a pii obtékani leteckého

profilu NACA 0012 ve 2D.

Abstract

The subject of this thesis is the finite element method and its application in solving
acoustic problems and incompressible fluid flow problems. Boundary, or rather mixed problems for
partial differential equations are solved in a weak sense. The thesis includes own implementation
of the finite element method, which was used for the numerical solution of the wave equation in
the vocal tract region in 3D and the Navier—Stokes equations in region of backward-facing step

flow and around the NACA 0012 airfoil in 2D.

Klicova slova

Metoda kone¢nych prvku, vinové rovnice, Helmholtzova rovnice, Navierovy—Stokesovy
rovnice, proudéni nestlacitelné tekutiny, Lighthillova analogie, mini element, vokalni trakt, proudéni

s protismérnym schodem, NACA 0012.

Key words

Finite element method, wave equation, Helmholtz equation, Navier—Stokes equations,
incompressible flow, Lighthill analogy, mini element, vocal tract, backward-facing step flow, NACA
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Uvod

V soucasné dobé se vyzkum a aplikace proudéni tekutin a aeroakustiky stavaji stéle
odvétvi, kde jsou zvySené naroky na snizovani hluku a vibraci. Tato diplomova prace se zaméiuje
na vyzkum proudéni tekutiny a aeroakustickych jevi v redlném prostiedi. Cilem této préce je

zlepsit pochopeni téchto jevu a vytvorit néstroje pro jejich kontrolu.

Metoda konecénych prvku (MKP) je prostiedek pro feseni okrajovych a smiSenych tloh
parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR), které préavé tyto hydrodynamické a aerodynamické jevy
popisuji. Hlavni charakteristikou MKP je rozdéleni kontrolni oblasti do bunék, znamych jako
elementy. Elementy tvoii sif, kterd muZe byt nestrukturovand a tim je umoznéno zpracovavat
slozité geometrie. Na rozdil od metody koneénych diferenci (MKD) sdili stejnou vlastnost i me-
toda koneénych objemu (MKO). Druhou klicovou vlastnosti je volba funkénich podprostoru, které
maji konecnou dimenzi. Béze téchto prostoru jsou na daném elementu mezi jednotlivymi uzlovymi
body konstruovény specifickym zpusobem tak, aby vhodné (napf. linedrné nebo kvadraticky) apro-
ximovaly hledané feseni. V kombinaci s reprezentaci feSeni v zeslabeném integrdalnim smyslu ma

MKP rigorézni matematicky zdklad, viz [1].

Proto je uvodni kapitola vénovana matematickému aparatu, ktery je zaméfeny na pro-
story uzivané pfi feSeni PDR. Vychazime z vektorového prostoru, ktery postupné specifikujeme
az na Banachuv prostor. Na Banachové prostoru definujeme varia¢ni problém prostiednictvim
bilinedrni a linedrni formy, ktery predstavuje okrajovou tulohu pro obecnou PDR. Pii analyze
slabych formulaci PDR pozadujeme, aby feSeni existovalo a bylo jednoznaéné, k tomu definujeme
Laxovu—Milgramovu vétu. V Laxové—Milgramové vété vystupuje Hilbertuv prostor, uvadime také

Lebesgueovy a Sobolevovy prostory.

Ve druhé kapitole se zaméfime na matematicko-fyzikalni modely, které budeme v ramci
hydrodynamiky a aeroakustiky fesit. Vychazime ze zdkonu zachovani hmoty, hybnosti a ener-
gie. Uvdzenim nékolika ptredpokladu postupné odvodime vlnovou rovnici pro propagaci zvuku,

Helmholtzovu rovnici, Navierovy—Stokesovy rovnice, Stokesuv problém a Lighthillovu rovnici.

Nésledujici kapitoly jsou postupné vénovany uvedenym rovnicim, resp. jejich okrajovym,
nebo smisenym tloham. Uloha je nejprve prevedena do slabého smyslu, nasledné je diskretizovana
konetnymi prvky a aby ji bylo mozné numericky fesit, je pfepsana do algebraického tvaru. Pro
danou tlohu jsou zkonstruovany prostory koneénych prvki a pomoci transformace na referenéni ele-
ment a numerické kvadratury ziskdme finalni tvar tilohy pro numericky vypocet. V pripadé smiSené
ilohy je jesté provedena casova diskretizace. Na zavér je vlastni implementace MKP ovérovana a

pouzita k numerickému feseni nékolika problému.
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1 Matematicky aparat

Symboly R™, C™ zna¢ime prostor n-rozmérnych realnych, resp. komplexnich vektoru. Vek-
tory vi,---,Vv, nazyvame linedrné zavislé, pokud existuji koeficienty a,- -+ , ay, z nichz alespon
jeden je nenulovy a plati

a1 vy +ayve+ -+ a, v, =0. (1.1)
V opatném piipadé jsou vektory vi,--- v, linedrné nezavislé a tvoii bazi daného prostoru.
Dimenze vektorového prostoru odpovida poc¢tu prvku béaze, v piipadé R™ je dim R™ = n, viz

napf. [2].

O redlném vektorovém prostoru mluvime jako o linedrnim, pokud jsou na ném definovany
operace s¢itani vektoru, pfiemz tento soucet je opét prvkem vektorového prostoru. Totéz plati
i pro nésobeni vektoru redlnym é&slem. Rikdme, Ze redlny linedrni prostor V je normovany, po-
kud existuje zobrazeni ||-||,,, které oznacujeme jako norma a které kazdému v € V piifadi ¢islo
]Iy, € (0,400) (zkr. zn. |||, : V — R{, kde R jsou redlnd nezépornd éfsla) a navic pro libovolné
u,v € V plati

L Ivlly =0, (vlly =0  v=0),
L favly =lallvlly .  acR,
I |lv +ully, <|vlly +ually, , (trojihelnikova nerovnost) .
Prostor V' je uplny, je-li kazda Cauchyovska posloupnost prvka z V' konvergentni. Normovany
linedrni prostor, ktery je uplny nazyvdme Banachuv prostor (podobné definujeme komplexni pro-

story), viz napft. [3],[4].

1.1 Linearni a bilinearni forma
Zobrazen{ L na Banachové prostoru, které kazdému u, v € V prifadi redlné ¢islo (zkr. zn.
L :V — R), potom nazveme linedrn{ formou, pokud
I. Lv+u=L(v)+L(u),
1L L(av)=aL(v), aeR.
Pokud je prostor V' komplexni, oznac¢ujeme formu L : V' — C jako antilinedrni, viz [3],[5]. Jestlize
30500 (LW CIv]y
pro libovolné v € V, forma L je omezend a nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

I. L je spojita forma,
II. L je omezend forma.
Takto definovand spojitd forma L (pro redlnd a komplexni ¢isla) se také nazyva spojitym funk-

ciondlem na prostoru V', viz napf. [5]. Mnozina vSech spojitych funkciondli na prostoru V' potom

tvori dudln{ prostor V'’ s normou

|L(v)|
||L||v/ = Sup .
0#£veV HV||V
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Jestlize f € V' a v € V, muze byt vysledné ¢islo f(v) ekvivalentné zapsano jako (f,v),, ., kde

(s )vryy znaci dualitu mezi V' a V, viz [3],[5].

Na prostoru V' pracujeme také se zobrazenim a. Zobrazeni a nazyvame bilinearni formou,
jestlize sou¢inu dvou linedrnich prostoru V' x V' prifadi redlné ¢éislo (zkr. zn. a: V x V — R) a pro
libovolné u,v,w € V plati

a(u+ v, w) = a(u,v) + a(u, w),

alau,v) =aa(u,v), aeR.

Jestlize je v soucinu prvni prostor linedrni a druhy sdruzené linedrni, mluvime o seskvilinedrni
formé a : V x V — C, viz [5]. Forma a je symetrickd v piipadé, ze a(u,v) = a(v,u) a omezens,
jestlize

IM>0: Jfa(u,v)[ < M uly vl ,
pro libovolné u,v € V. Forma a je pozitivné semi-definitni, pokud plati

a(u,u) > 0.
V pripadé, ze
Im>0: a(u,u)>mlul,

fikdme formé a V-eliptickd (koercivni), viz napt. [4],[5].
Definujme varia¢ni problém, hleddme u € V' takové, ze spliuje
a(u,v) = L(v), (1.2)

pro libovolné v € V, kde a je symetrickd bilinedrni forma a L je linedrn{ forma (lze definovat
i pro komplexni prostor, vice viz [5]). Tento problém predstavuje okrajovou tlohu pro obecnou
PDR. K ovéfen{ existence a jednoznacnosti feSenf této dlohy (bilinedrn{ forma nemus{ byt nutné

symetrickd, viz [4]) formulujeme Laxovu-Milgramovu, viz napf. [3].

Véta (Laxova—Milgramova véta)
Necht V' je Banachiv prostor, L je linedrni forma na V a a je symetrickd bilinedrni forma na V
a necht existuji konstanty M > 0, m > 0, C > 0 takové, Ze pro libovolné u,v € V plati ndsledugjici

nerovnosti
la(u, v)[ < M [[ully [[vly .

2
a(u,u) = m[uffy
IL(V)| < Clivlly

potom existuje prdvé jedno u* € V takové, Ze

pro vSechna v € V a navic plati

10
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1.2 Sobolevovy a Lebesgueovy prostory funkci

V Laxové-Milgramové vété (kap. 1.1) uvazujeme, ze V je Hilbertuv prostor a L € V/,
viz [4]. Tento predpoklad je mozné zeslabit a uvazovat V' jako Banachuv prostor. V teorii parcidlnich

diferencidlnich rovnic vyuzivame prostory Lebesgueovy a Sobolevovy.

Lebesgueovy prostory. Uvazujeme omezenou oblast U C R"™. Lebesgueovy prostory
LP(U) jsou definovany pomoci Lebesgueovy miry || a integralu pro p € (1, +00), viz napt. [3],[4].

Prostor LP(U) lze tedy charakterizovat jako mnozinu funkci

LP(U) = {u:U%R,/ u|pdx<+oo} ,
U

1
= lul” da:) "
v~ (/]

Ve variacn{ formulaci (1.2) nevystupuji derivace v bodovém smyslu, misto toho se zde vyskytujf

S normou

[l Lo oy = Il

pouze derivace, které lze interpretovat jako funkce v LP(U). Zavddime proto tzv. zobecnénou

derivaci, viz napt. [4].

Pro vymezeni pojmu zobecnéné derivace nejprve definujeme prostor nekonecné diferen-
covatelnych funkeci .
cxW)= ) ¢,
kEN,
kde C*(U) znagi prostor viech funkeci, které maji spojitou parcidlni derivaci az do fadu k a Ng znaci
mnozinu vSech pfirozenych ¢éisel véetné nuly. V prostoru C*°(U) se zaméfime na mnozinu funkef

s kompaktnim nosicem {¢:U — R:supp CU}, kde mnosi¢ funkce ¢ uvazujeme jako

supp ¢ = {z € U : ¢(z) # 0}. Mimo nosic je tedy ¢ na U nulové a je ekvivalentn{ fict, Ze u hranice
AU se blizi nule, viz [4]. Prostor znacime D(U) = C§°(U) a mluvime o prostoru testovacich funkei.
Funkcionél je na D(U) spojity, pokud pro kazdou posloupnost {¢x} € D(U) plati, ze konverguje
k ¢ € D(U). Kazdy spojity linedrni funkciondl na D(U) se nazyva distribuce (zobecnéna funkce),
mnozina véech distribuci potom tvoii linedrni prostor D'(U), viz [3],[4]. Piikladem distribuce je
zndmé delta funkce § € D'(U),

(6.6) = 6(0), (13)
pro libovolné ¢ € D(U). Prvkem prostoru D'(U) jsou naptiklad integrovatelné funkce u € L(U),

pifslusny funkciondl v € D'(U) reprezentovany u je pak ddn pomoci integrace

(u,cﬁ):/Uu(bdm. (1.4)

Kazd4 funkce u € L' (U) lze tedy chépat jako distribuce (zobecnéna funkce) u € D'(U).

Piedpokladejme, ze u € C1(U) a ¢ € D(U), integraci per partes potom ziskdme

99\ _ 9 Ou /) Ou
<u’3$i>/Uuﬁxidx/(]axi(bdx<axi’¢>’ (1.5)

pro libovolné ¢ a libovolné i = 1,--- ,n, kde kvuli kompaktnimu nosi¢i ¢ vymizi integral ptes

hranici OU. Vztahem (1.5) lze rozsitit pojem derivace pro u € D'(U), podobny postup je mozné

11
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uzit pro derivace vyssich ¥adi. Uvazujeme u € C*(U), kde k € N. Uzitim multiindexu zavedeme

zkrécenou notaci pro parcialni derivaci

ole
D% = ox{* 0xy? d) oz’
kde o = (a1, g, -+ , ) je multiindex s vyskou |a| = a1 + as + - - - + o, = k, viz napt. [3]. Potom
plati
(=)ol (u, D¥¢p) = (—1)le /UuDagb dx = /UDo‘ugbdx = (D%, ¢) . (1.6)

Déle definujeme prostor funkci, které jsou integrabilni na kazdé kompaktni podmnoziné K C U

Li,o(U) ={ve L' (K): Vkompaktnif K C U} .

1
loc

Pokud o v mluvime jako o zobecnéné (zeslabené) derivaci fadu |a| funkce u € Li (U), plati pro

v 6 L}OC(U)

(_1)‘(1' <u7 DO¢¢> = <U7¢> ) (17)
pro libovolné ¢ € D(U), viz [3],[4] a pak

D% =w.

Sobolevovy prostory. Pomoci zobecnéné derivace lze zobecnit Lebesgueovy normy a
prostory tak, aby obsahovaly i derivace. Sobolevovy prostory W*?(U) pro k € Ny a p € (1, +00)
definuji mnozinu lokalné integrabilnich funkci v : U — R, u kterych existuje derivace D%u

v zobecnéném smyslu a patif do prostoru LP(U), viz [3],[4], tedy
WhP (U) = {u e L}, (U) : D*u € L*(U), |a] <k} .

Norma na, prostoru W¥*? je ddna piedpisem

S =

”UHka(U) = ||u||k,p,U = Z HDauHIz,p(U) )
|| <k
a seminorma potom jako
1
P
|U‘kaP(U) = |u|k,p,U = Z ||D°‘uHip(U)
la|=k

Specialni piipadem Sobolevova prostoru pro p = 2 je prostor Hilbertdv HF(U), tj.
H¥(U) = W*2(U), kde k € Ny. Pro k = 0 Ize potom ztotoznit Lebesgueiiv, Soboleviiv a Hilbertiv
prostor jako
L*(U) =wW%*(U) = H(U).

Hilberttiv prostor je Banachuv prostor, na kterém je definovano zobrazeni (-,-), : U xU = R a
navic pro libovolné u,v € U plati

L (uwu)y >0, (w,u)y =0 & u=0,

I (au,u);, =a(u,u);, ac€R,

ITI. (u,v) = (v,u) -

12
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Zobrazeni (-,-);; nazyvdme skaldrn{ soucin, viz napf. [2],[3]. Pro Lebesgueiv prostor L*(U) a

Soboleviiy prostor W12(U) je definovan jako

(V) 27y = (U, 0) oy = /qu dx ,

(W, V)yrgery = (W V) gy = /U(uv + Vu - Vo) dx,

pro u,v € U. Skaldrni soucin je spojeny s normou a seminormou nasledovné

1

2 2 1
ol = Bl = ( [ o) = whag
1
2 1
lullwr .z = g oy = ( /U (1 +vul*) dx) = (W iag) -

1
2 2 1
|u‘W1=2(U) = |U|H1(U) = ‘VU‘ dx = (VU,VU)LQ(U) R
U

pro u € U, viz [3]. Normy, resp. seminormy na prostoru H¥((2) zkrdcené zna¢ime ey = Il

a |'|Hk(U) = ||kU
Z uvedenych norem pozorujeme, ze
ol < lelhyraw, - (1.9
Zaroven je ziejmé, ze pro Sobolevovy prostory plati
Wm™P(U) c WEP(U), (1.9)
pro k <m, kde k,m € Ng a p € (1,+00), viz [4]. Specidlné prom =1ak =0
wh2(U) c LA(U).
Z (1.8) a (1.9) vyplyv4, Ze prostor W12(U) je spojité vnoten do prostoru L?(U), tedy
Wh2(U) — L*(U).

Vice véta o vnofeni, viz napf. [3],[4].

1.3 Stopa funkce

Pfi feseni okrajovych tiloh PDR je nutné na Sobolevovych prostorech interpretovat také
okrajové podminky. Uvazujeme, ze U je omezend oblast s hranici OU a hranice OU je C'. Pro
uzévér U plati U = U U OU. Potom piedpokladdme, ze funkce u € WP (U), kterd je na uzévéru
oblasti spojitd, tj. v € C(U) mé na hranici QU néjaké hodnoty. Pokud ale funkce u € WP na
U spojitd neni, neni potom jasné, v jakém smyslu mé funkce spliiovat okrajové podminky. Tento

problém fesi operdtor stop, viz napf. [3],[5].
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Véta (Véta o stopéch)
Necht U C R"™ je omezend oblast a jeji hranice OU je C'. Potom existuje prdvé jeden linedrni
spojity operdtor

T:WhP(U) — LP(9U)
takovy, Ze
Tu = ulay , pro libovolnou funkci uw € WHP(U) N C(U)
a plat?
ITull Lo ovy < Cllullwrewy -

pro libovolné uw € WP (U).

Funkci Tuw nazyvame stopou funkce w na 0U. Na zdkladé véty o stopach definujeme
prostor funkci s nulovymi stopami, nebo-li prostor funkci, které jsou na hranici OU ve smyslu stop
nulové, tj.

Wol’p(U) ={ueW"P(U): Tu=0nadU} .
Pro p = 2 plati H}(U) = Wom(U)7 viz [3]. Dudln{ prostor k H}(U) oznacujeme H~1(U) a plat{
HY}(U)c L*(U)c HY(U).

Dualitu mezi prostory Hg(U) a H™'(U) oznacujeme (-,-);; (podobné jako v kap. 1.1). Méjme
f e L*U)c HY(U), potom lze ukdzat
(f7U)L2(U) = <f7U>U )

pro libovolné v € H{(U), viz [3],[5].

1.4 Bochnerovy prostory

Pii konstrukei slabé formulace ¢asové zdvislé PDR pracujeme s Ur = U x [0,T], kde
T > 0. Abychom mohli definovat Sobolevovy prostory na Ur, zavedeme Bochnerovy prostory.
Uvazujeme zobrazeni f, které kazdému ¢ € [0,T] pfifadi f(t) = v € X (zkr. zn. f : [0,T] — X),
kde X je Hilbertuv prostor, viz [3]. Bochnerovy prostory LP(0,T;X), pro p € (1,4+00) potom

definuji mnozinu funkci f, které jsou tzv. silné méftitelné, tedy
170,73 X) = {f(t) € X : ¥t € [0,T]} ,

S normou

T P
||f||LP(O,T;X) = (/0 1f @)% dt) <00,

vice viz [3].
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1.5 Dalsi matematické nastroje

Definice (Lipschitzovskd funkce)
Funkce u : R® — R se nazyvd Lipschitzovsky spojitd, pokud plati

u(z) —u(y)| < Clz —y|
pro libovolnou konstantu C > 0 a pro libovolné x,y € R™, viz napf. [3].

Véta (Greenova véta)

Necht U C R™ je omezend oblast s Lipschitzovsky spojitou hranici a funkce u,v € H*(U). Pak plati

/ auvda::/ uvnidsf/uav dx
v 0z oU v Oz

kde n = {n;} je jednotkovd vnéjsi normdla k hranici OU, viz napt. [3].
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2 Matematicko-fyzikalni popis

Existuji tii zdkladni principy, na kterych je zalozeno modelovani dynamiky tekutin, a to
zékon zachovani hmoty, zdkon zachovan{ hybnosti a zdkon zachovéni energie, viz napt. [1],[6]. Ma-

tematicky jsou tyto fundamentalni zékony vyjadieny v diferencidlnim tvaru postupné jako rovnice

kontinuity
Ip
hdat . = 2.1
PV (pw) =0, (21)
pohybova rovnice
8(gtu)—i—V-(pu@u)—V-cf—pf:O, (2.2)
energetickd rovnice
0
(;te)+V~(peu)—V-(a~u)+V~q=0, (2.3)

kde p predstavuje hustotu, u vektor rychlosti, o tenzor napéti, f vektor objemového zrychleni,
e celkovou mérnou energii tekutiny a ¢ vektor hustoty tepelného toku, viz [1],[6]. Tenzor napéti lze
pro tekutinu rozepsat jako

o=—-pl+T, (2.4)

kde p je tlak, I jednotkovd matice a T je devidtor tenzoru napéti, viz [1],[6]. Tekutiny, u kterych plati
linearni zavislost mezi devidatorem tenzoru napéti a anizotropni ¢asti tenzoru rychlosti deformace

nazyvéme Newtonské, viz [6]. Matematicky je tento vztah vyjaddien jako

1
T=2u (E - gtr (e) I) , (2.5)
kde p je dynamickd viskozita a € je tenzor rychlosti deformace v podobé

€= % (Vu + (Vu)T) , tr(e)=V-u. (2.6)

Za predpokladu, ze jde o nevazké proudéni, tj. ¢ = 0 je devidtor napéti zanedban a

pohybové rovnice (2.2) se redukuje na

9(pu)
ot

+V-(pu®@u)+Vp—pf=0.

Uplatnénim (2.1) a podélenim rovnice hustotou dostaneme Eulerovy pohybové rovnice ve tvaru

ou 1
a+(u~V)u+;Vp—f. (2.7)

2.1 Popis siteni akustickych poruch pomoci vinové rovnice

Pii zkoumani Siteni akustickych jeva v tekutiné predpokladame, Ze hodnoty hustoty
p(x,t), tlaku p(x,t) a rychlosti u(x,t) v bodé x € R™ a v ¢ase t € R jsou jen malé odchylky
od statickych hodnot. Toto vyjadiime vztahem
p(X,t) :p0+p/ (th) ’
p(th) = DPo +p/ (th) ’

u(x,t) =ug +u'(x,t),

16



DIPLOMOVA PRACE

kde po,po,ug znaéi konstantni rovnovazné hodnoty a p’,p’,u’ jejich fluktuace takové,
ze |p'| < po, [P'] € po a [0'| < ¢, viz [7],[8], ¢ je rychlost §ifen{ zvuku v daném médiu. Specidlné
o p' mluvime jako o akustickém tlaku. Déle uvaZujeme, Ze pro rovnovaznou hodnotu ug plati
up = 0. Linearizaci (zanedbénim fluktuaci vyssiho fddu) rovnice kontinuity (2.1) a homogenni

Eulerovy pohybové rovnice (2.7) okolo rovnovéznych hodnot potom obdrzime

!
8a%ﬂov-u’:o,
w1 (2.8)
/
E-ﬁ-%Vp :0,

kde byla uzita aproximace
1 1 1 ( ! o )
L] ~~ .
P (1+£) N
V piipadé fluktuace tlaku uvazujeme adiabaticky proces, nedochézi tedy k pfenosu tepla a tlak je

tak pouze funkei hustoty, tj. p = f(p), resp. po = f (po), viz [8]. K aproximaci py + p’ muzeme

pouzit Taylorova rozvoje, tim dostaneme

df (p

po+p = f(po+p)=f(po)+ d(pO)p’-

Vidime, ze
p/ dfcng) p/
D

a pokud nahradfme 2 = & c(tp o) yiskdme

P

/ 2 1/
p . (2.9)

Rovnice (2.8) spolecné s (2.9) popisuji sifeni akustické viny v tekuting, viz [8]. Parcidlni derivaci
prvni rovnice v (2.8) podle ¢asu, aplikac{ operdtoru divergence na druhou rovnici a uzitim (2.9) lze
akustické tlakové pole po dosazeni popsat jedinou vlnovou rovnici v podobé

2,/
6—1288% —Ap' =0. (2.10)

V piipadé, ze se v tekutiné nachazi akusticky zdroj, ma vlnova rovnice nehomogenni tvar
1 82y’
2 ot?

—Ap' = f(x,t) . (2.11)

Helmholtzova rovnice. Za predpokladu, Ze je skaldrn{ pole p’ (x,t) ¢asové harmonické,

Ize funkci akustického tlaku zapsat jako
P (x,1) = Re {5 (x) e} | (2.12)

pro kruhovou frekvenci w > 0 a imagindrn{ jednotku ¢ = /—1. Komplexni pole p (x) zdvisi pouze
na prostorové proménné x. Vyraz (2.12) tak dvakrét zderivujeme podle ¢asu

82 / )

8;; _ 7(4]2 1:; efzwt

a dosazenim do vlnové rovnice (2.10) ziskdme

— L pemiwt _ oWt AG = (), (2.13)
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Po upravé nazyvdame rovnici (2.13) jako Helmholtzovu rovnici v podobé
Aj+ N p=0, (2.14)

kde A = w/c > 0 znaci vlnové ¢islo, viz [5]. V piipadé nehomogenni vinové rovnice (2.11) uvazujeme
harmonickou i pravou stranu
f(x,t) = Re { F(x) e*m} . (2.15)

Helmholtzova rovnice potom nabyva podoby
—Ap-Np=f(x). (2.16)

Helmholtzova rovnice popisuje viechny ¢asové harmonické feseni vlnové rovnice. Cim vyssf je kru-
hova frekvence w a vinové ¢islo A, tim feSeni vice osciluje. Zaroven pokud bude kruhova frekvence
nulova w, bude nulové i vinové ¢islo A a z Helmholtzovy rovnice (2.16) se stane rovnice Poissonova,
viz napf. [9]. Vynéasobime-li fesen{ vyrazem e~ podle (2.12) a vezmeme redlnou ¢4st, dostaneme

skaldrni pole ¢asové zdvislé, viz [5].

2.2 Navierovy—Stokesovy rovnice pro proudéni nestlacitelné tekutiny

Substituci vyrazu (2.4), (2.5) a (2.6) do pohybové rovnice (2.2) obdrzime

Ju 2
'O(Bt +(u-V)u) +Vp—V-{u {Vu—F(Vu)T— 3(V~u)I]}—psz. (2.17)
Dynamickou viskozitu p je dulezité uvazovat jako funkci polohy tehdy, kdyz je v proudovém poli
znaény gradient teploty. Dynamickd viskozita tekutin je totiz velmi ¢asto zavisla na teploté. Casto
jsou ale zmény teploty v tekutiné malé natolik, aby se dala uvazovat dynamicka viskozita p kon-

stantni, viz [6]. Pohybové rovnice (2.17) se potom zredukuje do tvaru

ou

p(at+(u~V)u)—&—Vp—,u(Au+;V(V-u)>—pf:0. (2.18)

V pripadé, ze hustota tekutiny p neni funkci polohy a ¢asu a je v celé tekutiné konstantni, mluvime
o proudén{ nestlacitelné tekutiny. Rovnice kontinuity (2.1) se pro nestla¢itelnou tekutinu zjednodusi
do podoby

V-u=0. (2.19)

O tenzoru (2.5) potom mluvime jako o tenzoru smykovych napéti ve tvaru
T =2uE. (2.20)

Dosazenim vyrazu (2.19) do pohybové rovnice (2.18) dostaneme Navierovy—Stokesovy rovnice pro

proudéni nestlacitelné Newtonské tekutiny

0
p(altl+(u-V)u)+Vp—pAu—pf:0. (2.21)
Bézné Navierovy—Stokesovy rovnice upravujeme do podoby
Ju _
E—l—(u-V)u—i—Vp—VAu:f, (2.22)

kde v = p1/p znagi kinematickou viskozitu a p = p/p kinematicky tlak, viz napt. [1],[6].
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2.3 Charakteristicka ¢isla proudéni

Reynoldsovo &islo. K popisu proudového pole uzivame bezrozmérna ¢isla, které vysti-
huji jeho charakter. Nelze totiz ve vSech pfipadech jednozna¢né uréit podminky, pii kterych bude
proudéni tekutiny stabilni, anebo zacne nepravidelné oscilovat a eventualné se stane turbulentni.
Obecné ale plati, ze dynamicky charakter proudu zavisi zejména na rychlosti proudéni U, cha-
rakteristickém rozmeéru dané tlohy Lehar a kinematické viskozité tekutiny v, které spolecné ve
vztahu

_ Uso Lenar _ pUso Lehar

Re : — (2.23)

predstavuji Reynoldsovo ¢islo Re, viz napf. [6]. Reynoldsovo ¢islo lze také chdpat jako podobnostni

¢islo, které udévd pomeér mezi setrvacnymi a vazkymi silami, viz [1] ve tvaru

setrvacné sily

Re = (2.24)

vazké sily

Stokesuv problém. Pro velmi mald Reynoldsova ¢isla, tj. Re < 1, typickd pro malé
rychlosti tekutiny, mluvime o viskéznim proudéni. P#i tomto proudéni potom v Navierovych—
Stokesovych rovnicich (2.22) prevldda difize hybnosti vAu nad konvektivnim pfenosem hybnosti
(u-V)u, viz [10]. Konvektivn{ slozku tak lze zanedbat a ziskdme nestaciondrni Stokesuv problém

du

En +Vp—vAu=f. (2.25)

Pécletovo cislo. V kontextu konvektivniho a difuzniho pfenosu hybnosti Ize definovat

Pécletovo ¢islo
_ Uso Lenar _ konvektivni pfenos ’ (2.26)

Pe
X difuzivni pfenos

kde x znaéi difuzivitu, viz [7].

Strouhalovo &islo. V piipadé, ze se béhem proudéni vyskytuji oscilujici dynamické jevy,
vyvstava pro popis proudového pole dalsi uziteéné bezrozmérné &islo. Takové proudéni muze nastat
napfiiklad pfi obtékani vélce a popisujeme ho Strouhalovym ¢&islem

— chhar
U

St (2.27)

kde f znagi frekvenci periodického jevu, viz [6].

2.4 Aeroakustika a Lighthillova rovnice

Aerodynamické sily pusobici na obtékané téleso, anebo periodicky se ménici proudéni
mohou byt pfi¢inou buzeni zvuku. Vychdzime z rovnice kontinuity (2.1) a homogenni pohybové

rovnice (2.2) ve tvaru
9 L. (pu)=0
at p - ’

Ju
pa+p(u-V)u—V-a—O.
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Rovnici kontinuity vynasobime rychlosti u a pficteme k pohybové rovnici, po ipravé dostaneme

d(pu)
ot

+V-(pu®u—-0)=0. (2.28)

K rovnici déle piic¢teme élen c2Vp a obdrzime

I(pu)

ot A*Vp=-V-T, (2.29)

kde
T:pu®u—a—02p1:pu®u—|—(p—ch)I—‘r

znaci Lighthilluv tenzor napéti, viz [11],[12]. Na rovnici (2.29) aplikujeme operator divergence a
odecteme ji od rovnice kontinuity, kterou parcialné derivujeme podle ¢asu. Vysledny tvar predstavuje

Lighthillovu rovnici aeroakustiky
82
90 _2Ap=(VeV)-T. (2.30)
ot?
Uvazujeme dale relativné malou oblast tekutiny, ve které vlivem neustaleného charakteru
proudéni dochézi ke generaci a propagaci zvuku. Tato zdrojova oblast je vnorend do nekoneéné

homogenni tekutiny s konstantni rychlosti zvuku ¢ a rovnovaznou hustotou py. Podle Lighthillovy

analogie [11] splnuji fluktuace hustoty p’ = p — pp vlnovou rovnici

82 /
Ttg —AAY =0, (2.31)

v dostatetné vzdalenosti od zdrojové oblasti, kde je médium ustdlené. V oblasti, kde je proudéni

tekutiny neustélené, popisuje propagaci zvuku Lighthillova rovnice (uzitim sumacni konvence)

Pp ., 0T

a2 P T dx;0x;’

(2.32)

kde
Tij = puiuj + [(p—po) — & (p— po)] 6ij — Tij -
Uplatnénim néhrady (2.9) lze (2.32) pfepsat ve tvaru pro akusticky tlak p’ jako

1 32p’ _ ;- 82ﬂj

2o~ P T anon;

Lighthillova rovnice tak pfedstavuje nehomogenni vlnovou rovnici se zdrojovym Clenem na pravé
strané. Obvykle pu; u; pfedstavuje dominantni piispévek do T5;, zpiisobeny neustdlenym proudem.
Mnohem mensi podil mé slozka smykového napéti 7;; a pienos tepla, ktery zpusobuje odchylku
p—po od ¢ (p — po), viz [11]. Tyto jevy zptsobuji tlumen{ v disledku pfemény akustické energie
na teplo a maji vyznamny efekt pouze na velmi velké vzdalenosti, viz [13]. Predpokladdme tedy, ze
v proudici tekutiné je T;; roven piiblizné p u; u; a priblizné nule mimo tuto oblast. Za pfedpokladu,
ze fluktuace hustoty je v proudici tekutiné zanedbatelnd, obdrzime pro Lighthilliv tenzor napéti
odhad T;; ~ po u; u;, dosazenim do (2.32) potom ziskdme linedrni problém

82y’

ot2

2
0 Uq Uj

al'ial’j '

- CQAP/ = Po
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Podobné jako v ptipadé vlnové rovnice, lze Lighthillovu rovnici prevést do frekvenéni

domény za predpokladu harmonickych fluktuact p’ (x,t), tj.
P (x,t) =Re{p(x)e ™"} .

Lighthillovu rovnici (2.32) potom dostaneme ve tvaru

1 02T,
Ap+Np=—S—""1
P c? Ox;0x;’

(2.33)

kde A = w/c > 0 znaci vlnové &islo, vice viz [14].
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3 Vlnova rovnice pro akustické poruchy

V této casti se budeme zabyvat numerickym feSenim problému ve 3D. Nejprve mate-
maticky formulujeme fesenou tlohu. Uvazujeme omezenou oblast 2 C R3 s hranici 02, ktera
je po Céstech Lipschitzovsky hladkd. Oblast §2 je vyplnéna vzduchem. Oznatme u = u(x,t) a
Qr = Qx[0,T]. V takto definované oblasti hleddme funkci u € C? (Qr), kterd fesf vinovou rovnici

(2.11) v klasickém smyslu

1 0%u
aop A=t v
v=9 na  I'p x[0,77,
o na Iy x [0,77,
on (3.1)
Ou_ _10u I's x [0,7)
on ¢ ot na o i
u(x,0) = p1(x) pro x€Q x {t=0},
%(X,O) = pa(x) pro x€Q x {t=0},

kde u : Qp — R piedstavuje v nasem piipadé akusticky tlak. Konstanta ¢ > 0 je rychlost zvukové
viny v daném prostiedi, f : Qr — R je predepsany akusticky zdroj, g : T'p x [0,T7] — R je
znamy akusticky tlak na hranici I'p, ¢ : I'y x [0,T] — R pfedepisuje normdlovou slozku gradientu
akustického tlaku na hranici I'y, w1, g2 @ 2 — R jsou pocdteéni podminky a T' > 0 je koneény
¢as, viz [3]. Pro Neumannovu a radia¢ni Sommerfeldovu okrajovou podminku na T'y, resp. I's
uvazujeme jednotkovou vnéjsi normalu n. Diléi hranice spoleéné s I'p, pro Diricihletovu okrajovou

podminku, jsou navzdjem disjunktni ¢asti takové, ze I'p UT'y UT'g = 0.

3.1 Slaba formulace

Ulohu pfevedeme do slabé formulace. Volime prostor testovacich funkei jako podprostor

Sobolevova prostoru Hy (), tedy
V={ve H(Q): v=0naTp}.

Rovnici (3.1) ndsobime testovaci funkef v € V a integrujeme pres celou oblast. Uzitim Greenovy

véty (kap. 1.5) ziskdme

1 0%u Ju

Uplatnénim jednotlivych okrajovych podminek (ve smyslu stop) potom obdrzime slabou formulaci

problému (3.1) pro libovolné v € V ve tvaru

1 0%u 10u
—0Y a0+ [ 2 v aB+ | Vu-veda = O+ B .
/90282tvd /pscatvd /Q u-Voud /vad FN¢vd , (3.3)

kde u : [0,T] = V, f:[0,T] — L?*(Q) a ¢ : [0,T] — L?(I'y). Pocatetni podminky uvazujeme
pp € Vo oa py € L*(Q), viz [3]. Dale zavedeme ¢asové zdvislou bilinedrni formu

a:VxVx[0,T] - R a linedrni formu L : V x [0,7] — R. Rovnici (3.3) lze potom pro
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u € L*(0,T;V), ou/dt = u € L*(0,T;H()), 0*u/0t> = i € L*(0,T;H ' (Q)) a
feL? (O,T; H! (Q)) piepsat jako

c% (i, v)q + % (@,v)p, +a(u,vit) = L(v;t), (3.4)

kde 1, resp. i oznacujf 1., resp. 2. derivaci podle ¢asu a (-, -), predstavuje dualitu mezi H~'(2) a
V. Bilinearni a linearni forma ma podobu
a(u,v;t) = (Vu, Vo)g ,
L (U7t) = (f?v)ﬂ + ((ba U)FN )
kde (-,")q, (-, )rs, (-;-)ry znaéi skaldrn{ souéiny v L? (Q),L? (I's), resp. L? (I'y) s poc¢ateénima
podminkami u(x,0) = u1,4(x,0) = pe, viz [3]. Existenci pravé jednoho Feseni slabé formulace
(3.4) nelze jednoduse pifmo ukézat pomoci Laxovy—Milgramovy véty (kap. 1.1), je nutné pouzit

tzv. energetické odhady, viz [3].

0
V pripade, ze f =0, g =0av = 8—1; 1ze totiz pro tlohu (3.3) upravami ziskat zakladni

energeticky odhad

1 0%u Ou 1 0u Ou ou
———d9 -——dB . — | dQ =
/Qc262t at +/Fscazf at Jr/Qv“ v(@t) 0,
1 10 ([ou)? 10 1 [ dudu
= [ === Q —— . Q=—- —— dB
02/928t<<8t>>d +/Qzat(v” Vu)d ¢ Jr. ot ot ¢
Bez Sommerfeldovy okrajové podminky predstavuje rovnice

1d |1 ou\’

1
zédkon zachovani energie, kde 2 fQ (%)2 d€) odpovidé kinetické energii a fQ Vu - Vu d) energii

potencidlni, viz [2]. V piipadé Sommerfeldovy okrajové podminky

1d |1 ou\? 1 o\

je zména energie zaporna a celkova energie tak v case klesid. Sommerfeldova okrajova podminka

totiz predstavuje tlumeni systému a akustické viny jsou tak ¢dstecné hranici pohlceny a neodrazeji

se zpét do domény.

3.2 Diskretizace MKP

MKP vyuzivame k prostorové diskretizaci pii feSeni variaCnich problému, které repre-
zentuji tlohy pro PDR ve slabém smyslu. K nalezeni aproximace feseni varia¢niho problému
musime nejprve zkonstruovat podprostory s koneénou dimenzi, viz [15]. Uvazujeme proto pod-
prostor Vi, C V s dimenzi dim V;, = n. Jeho bazi tvofi mnozina linedrné nezavislych funkei
©1, -+ pn € Vp. Semiskrétni problém potom formulujeme tak, ze hleddme u; € V} v libovolném
t € [0, T}, které spliuje

1. 1 .
= (iin, vn)g + p (Uhy vp)pg + a(un,vpst) = L(vp;t) (3.7)

23



DIPLOMOVA PRACE

pro libovolné vy, € V;, a pocédtecni podminky ugp, top, viz [2], kde up, resp. iy oznacuji 1., resp.
2. derivaci podle ¢asu. Aby bylo mozné rovnici (3.7) numericky Fesit, je nutné ji prevést do alge-

braického tvaru. Aproximaci uy, tak vyjadiime jako linedrni kombinaci bazovych funkei v podobé
n
uh:U1<p1+~-+Ungon:ZUj ©j (38)
j=1
a testovaci funkce v, volime postupné jako bazové funkce

Uh =1, Pn = P (3.9)
Vztahy (3.8), (3.9) dosadime do (3.7) a dostaneme

1 & 0%U;(1) 1= 9U;(t) =

gjﬂ o2 ($ir¥ila T 2o (@5, ¢i)rg +;Uj(t) algj, ¢i) = L(pit),  (3.10)

pro ¢ = 1,---,n, viz [2],[15]. Rovnici (3.10) pfepiSeme jako soustavu obycejnych diferencidlnich
roviic v maticovém tvaru

C%Mﬁ(t) + %D&(t) AT =b. (3.11)

Prvky matic A = {a;;}, D = {d;;}, M = {m;;} a vektoru b= {b;} zndme jako
aij = (Vg;, Vei)g = /QV% -Vip; dS2,
dij = (@5, Pilp :/ wj p; dB,
T's
mij = (), ¢i)q = /ij @i dS2,

bi:<f,soi>g+<¢,goi>m:/0f pidr [ o giap.

Je ziejmé, ze matice jsou symetrické. Lze ukdazat, ze jsou i pozitivné definitni a je mozné nalézt nu-
merické Feseni, viz [16]. VyfeSenim soustavy (3.10) potom ziskdme ¢asové zavislé akustické tlakové

pole v oblasti 2. MKP se vyznacuje volbou konecného prostoru V;, a jeho béze.

3.2.1 Volba prostoru

Déle uvazujeme, ze oblast 2 C R3 je polyhedralni a lze rozdélit na polygonalni elementy

Ky, -+, K; tak, aby platilo

L K;jNK; =0  proi#j,
J
. Q=J k&,

II. O0K; NOK; =0 proi# j, kromé spolecné strany nebo vrcholu.

Mluvime potom o pifpustné triangulaci 7, na €2, které je tvorend elementy K, viz [2],[15]. Prostor
V}, volime jako

VhZ{Q&GC(ﬁ):QMKEPK VKET}L} ny,

kde Pk obsahuje P;(K), P1(K) oznacuje prostor vSech polynomu nejvyse prvniho stupné na

elementu K. Volba Pk zdvisi na geometrii K a bude specifikovana volbou bézovych funkei déle.
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Béazové funkce volime tak, aby byla zaru¢ena spojitost koneénych prvku a souc¢asné, aby pro uzlové
body x; € 13, platilo platilo

pi(x;) = 0ij ,
pro ¢,j = 1,--- ,n. Bazové funkce ¢; tedy nabyvaji hodnoty jedna pouze v ptislusnych uzlovych

bodech a vsech ostatnich jsou nulové, viz [2].

Na piipustné triangulace 7, lze integral pres () zapsat jako integral pres K € 73
/ n(x) d= ) / n(x) dK , (3.12)
Q Hea, VK

kde funkce 7(x) je libovolnd integrovatelnd funkce na €, viz [2]. Aplikaci vztahu (3.12) zapiseme

prvky matic A, D, M a vektoru l;jako

Qi = Z AV@j'V@i dK = Z af](-,

Kery Kery,
S
dy= 3 [ ewds= 3 a5,
Bers”B Bers
K
mij = Z/Soj%dK: Zmija
Ker, K Kery,
bi = Z/fsoidfﬂ > /widB: PR PRAR
Ker, VK Bery ” B Kery, Bel'n

kde ag , dfj, mfj , biK , bf-v znadi lokdlni piispévky do matic, resp. vektoru z elementu K a z hranice

B. K vypoétu lokalnich piispévki na K vyuzijeme tzv. transformaci na referenéni element K.

3.2.2 Transformace na referen¢ni element

Pii diskretizaci ve 3D obecné pracujeme s ruznymi prvky: ¢tyfstén, pyramida, prizmaticky
hranol a Sestistén. Pfi realizaci je pouzit obecny postup pro vSechny zvolené prvky. Referen¢ni

elementy K uzivame pro ekvivalentni afinni zobrazeni na K € 1,, viz obr. 1.

C
)'
ye A
¥a
R B
B »
Au 1 X

Obréazek 1: Pifklad afinnfho zobrazen{ referenéniho elementu K na obecny element K € 13, ve 2D
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Afinni transformaci Fx : K — K uvazujeme

T T
y|=¥Fx |y (3.13)
z Z

Pro obecny typ elementu s vrcholy V(K) = {A,B,C,---} zapiSeme Fx : K — K pomoci

bézovych funkei na daném elementu jako

x TA B xTc Loy
weV (K)
z zZA 2B zZc Zw

Béazové funkce jsou na referenc¢nich elementech definovany nasledovné pro:

L. ¢tyisten s V(K) ={A,--- ,D}

)
) (3.14)
)
)

B e ~"

Obrazek 2: Referenéni ¢tyfstén

II. pyramidus V(K) ={A,--- ,E}

pa(d )= (1-8—g—2+ 2
(pA 7y? _4 y 1_2 I
PPN 1 o 29
@B(may72):4(1+$—y—2—12)7
NP A 1 o 9

A fa oa s 1 X 1
Sﬁﬁ(%yaz)4<1m+yzl_é>7
@E(iv:gaé):?;;
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N

Obréazek 3: Referenéni pyramida

III. prizmaticky hranol s V(K) = {A4,--- | F}

>

h Y
>

Q:d>
N>

S

[ou 8
>

:@>
IS3

(3.16)

>
\.@)
N>

S
>
I
—
—
\
=2
\
@)
S~—"
N>

S

=
>

\i@>
N>
I
>
N>

2>
S.Q>
N>

<
Q
R e T e e
>
<>
1S3
N o &
<<
—
I
N>
~

asY

Sl
I

<
N>

Obrézek 4: Referenéni prizmaticky hranol
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IV. Sestistén s V(K) = {4, --- ,H}:

Pal,9,2) = (1 —2)(1=g)(1 - 2),

¢p(#,9,2) =2 (1-9)(1-2),

pe(@,9,2) =2y (1-2),

ep(E,9,2) = (1 —2) g (1-2), (3.17)
pp(@,9,2) =1 -2)(1-9) 2,

¢p(2,9,2) =2 (1-9) 2,

$e(2,9,2) =29 2,

¢p(2,9,2)=(1-12) 9 2

Obrézek 5: Referenéni Sestistén

Inverzni zobrazeni

Pro 1cely transformace gradientu bazovych funkci pracujeme také s inverzni transformaci

Fi' @ K — K, tedy

T T
i =F |y (3.18)
z z

Béazové funkce na K vyjadiime prostiednictvim bazovych funkei na K pro w € V(K), viz [2] jako
cpw(:c,y,z) :¢w(F§1($,%Z))~ (319)

Gradient bazové funkce potom spoc¢itame v podobé

Opw _ 0Py 0k | Opy 0 | 0y 0%

o ot dx = 08y ox = 9% Ox
Opw _ 0py 02 0Py 0y | Oy 02

oy 0% Oy | 0y dy 02 Oy
a@w a¢1b ai‘ a@uﬁ @ a@qi) 65

9: 03 02 0§ 02 9 0z
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0Py 0Py Oy
0z’ oy 02

nalezneme parcidlni derivac{ soustavy rovnic (3.13) podle souradnic

Cleny ziskame parcidlni derivaci pfislusnych bazovych funkeci. Zbyvajici neznamé

1 Tw T T %
0 - 90 dpu 02w | | g
a.. 0 = Z Yw a0 Yw A Yw 2 7, )
Oz oz oy 0z oz
weV (K) 92
0 Zw Zw Zw 5
0 T Tw Tw g—‘
9. S O i 950 | | o
oy’ | T Yol 9z 0 || g | ez || v |
weV (K) o3
0 Zw Zw Zw o
0 T T T %
0 o\ 9P 0P 02w | | 05
a, " 0= Z Yw P Yw P Yw S 32
0z oz oy 0z
weV (K) o2
1 Zw Zw Zaw 5
Vztahy prepiSeme do jedné maticové rovnice a vidime, ze plati
100 n T L T g% %% %%
01 0[=> 0P 09w 0P | | oy o5 o
- — Yw o7 Yw ay Yw 92 ¢ oy 02 |
0 0 1 Z 2 Zw ez
B (2,9,2) (3.20)
1 00 gz o 02

ox oy 0z

= 0.2y 28 93 039

0 1 0 ]BK (.T,y,Z) 9z dy 9z 3
92 9z 92
0 0 1 or Oy Oz

kde By (&, 9, 2) je tzv. transformaéni matice, viz [2]. Z rovnosti (3.20) potom pozorujeme, ze hledané
¢leny tvori inverzni matici B}l(fc, 9,2) v podobé
ot 0x 0%

ox Jy 0z

Lz 0.8)=|2 93 93
BK (x,y,z) ox Jy o0z

9z 9z oz
oxr Oy 0z
Gradient bédzové funkce Vy,, pro w € V(K) tak zapiseme ve tvaru

Veu (2,y,2) = Voo (2,9, 2) B (£,9,2) - (3.21)

Numericka kvadratura

Transformaci integralu z K na K provedeme uzitim véty o substituci, viz napf. [2]. Libo-

volnou funkei 7(x) definovanou na K zapiSeme
/ n(x) dK = / (%) |det B (%)| dE . (3.22)
K K

Integraci na K potom provedeme pfiblizné, pomoci numerické kvadratury. Obecnd numericka

kvadratura je dana vztahem

M

[ ) 4R~ RIS G iFic(), (3.23)

m=1
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kde X, = [Zm, Um, Zm) jsou uzly dané numerické kvadratury, @, jsou vdhy jejich hodnot, M je

pocet uzlii kvadratury a | K| je objem K, viz [2]. Aplikaci vztahu (3.23) v (3.22) ziskdme

M

/K n(x) dK K]S et Big (k)| @m A(Ex (%))

m=1

(3.24)

Rovnici (3.24) zjednodusime do podoby

/K n(x) dK ~

|ff | &m. PTi vypoctech je numerickd kvadratura volena tak, aby byla vzdy pfesnd pro

M
Z |det B (Xm)| wm 7(Fk (Xm)) ,

m=1

kde w,, =

polynom bazové funkce piislusného elementu.

Uplatnénim vztaht z rovnic (3.21) a (3.22) vypocteme lokélni pifspévky af]{

:/KV%(%%Z)V%(%%Z) dK

:/A (det Bic (2,9, 2)| (V5 (2.5, 2) B (2.5, 2)) - (Vi@ 9. 2) By (3,5, 2)) di =
K
0¢; 0¢; 0¢; - 8@ 0p; 0pi - >
= [ |det By (&, 9,2 J X 2 P Lo 2 ) B AR =
/K‘ K(2,9 ”((asﬁ 9y 02 oz 9y 9z ) K
0¢; 8% 9p; 99 0p; 92 9p; 9% 0¢; 0F Op; 92
a:ﬁai"’ay]ag‘*‘a;a; aﬁai"’a@ai"‘a@ﬁ
_ Aon o¢; oz | 0¢; 0y | 9% 82 0p; 8% | 0y ) | O0P; 82 2
- R\det]B%K(x7y,z)| azjaf*‘ 9% ai‘*‘ a;aTj 5% 6;+ aﬁ, aZ+ 7 aTz; dK .
9P % 9p; 89 9P; 82 0P 0% 9 99 9P 02
25 0: T ai 00 T o5 o0 R iR

Vyraz dédle fesime pomoci obecné numerické kvadratury (3.23), aplikaci obdrzime

M
aff ~ Z |det B (Xpm)| wWin-

5 OPi /A~ o9 0P /A o 0Pi (& Joky 0Pi (& 0 0Pi (& le)
B (Sm) 52 + G2 (o) G2 + 2 (Rm) B 25 (Xm) oz + 55 Zm) gz + 35 (Xm) 57
P 5 Opi rn \OY P (o 5 0%; (4 P 8%; [~ \OU 8% (& 5
81 () B2 + %20 (%) 2L + 22 (5m) 2 | - | 92 (R ) 22 + 92 (5m) 5E + 92 (%) 22
8¢ 8¢5 1o \O§ | 9%j (& 5 APi (& g, Opirs \OU | 0% (g
B2 Gen) 32 + G Gen) B+ G2 Gen)3E )\ o) 52 o 55 (o) BE + 3 ()

Obdobné ziskdme lokélni pifspévky mX, b&

150 71

na K v podobé

mfj(- = /KQPJ‘(%Z/’Z) vi(z,y,2) dK

_ /K det By (2,9, )| @; (2,3,2) i (2,9,5)
M
~ 3 ldet B ()| wim @5 (%) 81 (%) -

m=1

/ (z,y,2) gi(x,y,2) dK

~
~

/ det Bi (2,9, 2)| f (Fi (29,2)) & (2.9.2) dK

M
Z |det B (Xm)| wm [ (Fx (Xm)) @i (Xm) -

m=
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3.2.3 Transformace hrani¢nich elementu

Obdobny postup pouzity pro objemové prvky v kap. 3.2.2 je pouzit i pro hrani¢ni prvky,
zde uvazujeme bud trojihelnikové nebo étyiihelnikové prvky. K vypoétu lokalnich piispévki
dfj, bN z hranice B C R? vyuzivdme vétu o parametrizaci jednoduché po ¢dstech hladké plochy.

Prispévky potom vypocteme ve tvaru

/w(w,%Z) defw(P(i,@)) 1P:(2,9) x Py(2,9)| dedg, (3.25)
B B

kde parametrizaci volime analogicky k transformaci Fx (3.13), tedy

T
P@E.g)= Y |y | 2al@i), (3.26)
weV (B) .

kde V(B) jsou vrcholy hraniéniho elementu. Parcidlni derivaci (3.26) obdrzime

Loy
.. 0Py
Pi(xay) = Z Yw 0% 5
weV (B)
Z?U
Top
. . 0Py
Py, )= Y. | yu T
weV (B) . Yy

Opét pouzijeme obecnou numerickou kvadraturu (3.23) a dostaneme

M

/Bw(P(i“,’Q)) 1P2 (&, 5) x Py(&,9)]| dadj = Y wm & (P (Xm)) [P () x Py (K|
m=1
kde X = [Em;im] & wm = |B| @m, |B| je plocha B. Na hranici pracujeme s referenénim

trojihelnikem a ¢tyithelnikem, viz obr. 6 s bazovymi funkcemi

op(2,9) =17, (3.27)

resp.

(3.28)
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Obréazek 6: Referen¢ni hraniéni elementy
Lokalni piispévky dfj, bY potom vypocteme jako
ds; =/ vi(z,y) gi(z,y) dB =
B

- /B o3 (P(2.9)) @i (P(2.9)) |Ps(5) % Py 5)]| did ~

5 (P ()A(m)) Pi (P (ﬁmvgm)) ”Pi (fmagm) X P@ (‘%mvgm)H )

2
(1=
(S
s
AS)

- / 6 (Fie (2,,2)) i (P(3,9)) |Pa(,9) x Py(#, )| didis ~

~ Z Wm ¢ (FK («frmgma ém)) Pi (P (£77L7 Z}m)) ||Pfc (i'm; ij) X Pg) (i'magm)”

3.3 Casova diskretizace

Abychom ziskali plné diskretizovany systém, je nutné jesté provést ¢asovou diskretizaci

soustavy (3.11), tj.
1 g 1 = _ -
0—2MU(t) + EDU(t) +AU((t)=0.

Interval [0, T'] rozdélime na N ekvidistantnich podintervalu. Kazdy diléf interval je vymezen délicimi
body t, = nAt pron=0,1,2,--- , N, kde At znaci ¢asovy krok. V kazdé ¢asové vrstvé t,, potom
hleddme aproximace U™ ~ U(t,). Nejprve uvazujeme metodu centralni diference, viz [17], asové
derivace potom nahradime jako
N

~ At? ’
- [jn-u _ [j‘n—l

VA
o grntt 4 gt

=
<
2
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Jednd se o explicitni metodu, kterd je v ¢ase druhého tadu pfesnosti. Vyrazy dosadime zpét do

semidiskrétni formulace
1 U'7L+1 _ 2U'n + [j‘n—l 1 U’n-{-l _ U'n—l U’n+1 + U'n—l .
—M -D A =b. 3.29
c? At? + c 2At + 2 ( )

Rovnici (3.29) upravime tak, ze vSechny éleny v nové ¢asové vrstve U (n+1) ponechdme na levé

strané a zbytek pfevedeme na pravou stranu. Dostaneme tak tvar

At 2A? N\ - = At 2 A\ =
<M+C2 D+— A)Uﬂ+1:C2At2b+2MU”—(M—CQ D+— A)U”‘l,
ktery lze opakované fesit pro n =0,1,2,---, N. Resen{ na prvnich dvou éasovych vrstvach, tj. g

a U'! zndme z pocatecnich podminek.

Kromé metody centralni diference pouzivdme také Newmarkovu metodu, viz [18]. Uvazujeme
vétu o stfedni hodnoté diferencidlniho poctu, existuje koeficient 8 takovy, ze spliiuje

Ut +At) - U(t)
At ’

I}(HﬁAt): 0<p<1.

Metoda potom spocivé v rozvoji ¢lenu Untl a Urt! pomoci Taylorovy rady

- - > 2 At?
Urtt =U" + U"At + Uﬁ7 ,

Ut — 4 ﬁWAu

kde . B )
Ug=(1-28)0" +280", 0<28<1,

—

U,=1—-)U"+40" 0<y<1.
Z puvodni rovnice (3.11) potom vyjadiime U™+ jako

Mﬁ("ﬂ) =c2b—c D[}(”H) — 2 AU

—

aza UMD 7+ dosadime

MU = 25— D [(}(") + [}(")(1 —v)At + ﬁ(”H)’yAt} +

A2 (3.30)

—c% A [U(") FUMAL+ T (1 — 26) = + g+ ,BAt] .

Rovnici (3.30) upravime pro hledané U0+ do tvaru
(M + ¢ DyAt + ABAtQ)[j(”'H) =2b—cD [l}(”) + (7(”)(1 — 7)At} +
2 p G0 4 TWAL 4 T At?
Pokud (j'(”“) zname, zndmeé i (}("‘H), U+ 5 vypocet opakujeme dokud nAt < T. Koeficienty

volime 8 = % ay= %, implicitni Newmarkova metoda je potom bezpodminecné stabilni, viz [18].

3.4 Numerické vysledky

V préaci fesime dvé tlohy pro vlnovou rovnici. Na prvni tloze demonstrujeme vliv
Neumannovy a Sommerfeldovy okrajové podminky a diskutujeme rozdily mezi centrdlnim a
Newmarkovym schématem. Ve druhém pfipadé analyzujeme nalezené feSeni tlohy pro vinovou

rovnici v lidském vokalnim traktu, mimo jiné pomoci DFT.
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3.4.1 Testovaci uloha

Uvazujeme kouli o poloméru jedna, tj. @ = {x,y,2 € R® : 22 + 9% + 22 < 1 m}.
Resfme homogenn{ vlnovou rovnici (3.1) s ¢ = 343,2 ms~'. V kouli vybudime jednotkovy signal

prostiednictvim pocatecnich podminek

1
u(x,0) =m(x)=1, pro {z,y,z€N: [z2+y2+z2}2 < 0,15 m},

ou
57 (% 0) = p2(x) = 0.

Ulohu doplnime nejprve o nulovou Neumannovu okrajovou podminku na celé hranici 9€) a po té
o Sommerfeldovu. Pozorujeme prubéh akustického tlaku do ¢asu 7' = 5 ms s Casovym krokem

At =5/343,2 ms pro centrdlni a Newmarkovo schéma.

Pfi fesenf MKP vytvoifme triangulaci oblasti, viz obr. 7 v programu Gmsh!. Pomoci
triangulace sestavime? matice, viz kap. 3.2 a ¢asové diskretizovanou algebraickou soustavu rovnic

vyfesime pomoci knihovny UMFPACK?3.

S ey =

S e 2

T AV A A AT sy S,
AT AVAVAN A RSN SN

FAVAVAVAVAW o VAN Ly S N

R

\VAVAVAVAVAY S\ AV,

0z

;0 AVAVAVAVAY,
'A'AVAVAVAVAVAYA""‘ELVA‘:

\VAVAVAVAVAVAVAYAVA'Y
\VAVAVAVAVAVAY;
y 0

Obrazek 7: Triangulace v oblasti koule o poloméru jedna

Prubéh akustického tlaku v ¢ase je zobrazen pro Neumannovu okrajovou podminku na
obr. 8. Z prubéhu pozorujeme, ze ptiblizné kolem ¢ = 2.3 ms akustickd vlna dorazi na hranici
kontrolni oblasti a odrazi se zpét. Toto chovani o¢ekdvame, protoze nulova Neumannova okrajova
podminka piedstavuje nulovou normélovou slozku gradientu akustického tlaku na hranici oblasti.

Nedojde tak k zadnému pohlceni akustické viny a je odrazena zpét dovniti oblasti.

L G'msh je generator koneéné prvkovych siti, vice viz [19].
2Vlast{ implementace je provedena v programovacim jazyce C, viz pifloha B.
3UMFPACK obsahuje sadu algoritmi pro fesenf fidkych soustav linedrnich algebraickych rovnic, vice viz [20].
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U
Y 10 10 10
[0.8 [ 08 08
06 06 — 06
fos f-04 Eos
0.2 0.2 0.2
0.0 00 0.0

t = 0.000000 ms t=0926471 ms t=2.294118 ms

06
F o4
0.2
0.0

t=2.970588 ms t=3.750000 ms t=4.661765ms

Obrézek 8: Casovy pritbéh akustického tlaku pro testovaci tilohu s nulovou Neumannovou

okrajovou podminkou

Z prubéhu energie na obr. 9 potom vidime, ze hodnoty kinetické Eyi, a potencidlni Ep o
energie (viz vztah (3.5)) osciluji jak pro Newmarkovo schéma tak pro centrdlni schéma okolo
hodnoty jedna. Z vyvoje celkové energie Fio; ale pozorujeme, ze Newmarkovo schéma zachovava

oproti centralnimu celkovou energii po celou dobu konstantni.

t (ms)

(i) centrélni schéma

2.5 T T T

ot —

t (ms)

(ii) Newmarkovo schéma

Obrézek 9: Energeticky prubéh pro testovaci tlohu s Neumannovou okrajovou podminkou
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Podobné analyzujeme i piipad se Sommerfeldovou okrajovou podminkou. Z prubéhu na
obr. 10 pozorujeme, ze akusticka vina se na hranici neodrazi a z velké ¢asti se pohlti. Sommerfeldova

okrajova podminka totiz predstavuje schopnost hranice absorbovat akustické viny k ni kolmé.

u
1.0
[ 0.8
— 06
E o4
0.2
0.0

t=0.000000 ms t=0.926471 ms t=2.294118 ms

- 06
f o4
0.2
00

t =2.970588 ms t=3.750000 ms t=4.661765ms

Obrazek 10: Casovy pribéh akustického tlaku pro testovaci tlohu se Sommerfeldovou okrajovou

podminkou

Na obr. 11, kde je zobrazen prubéh kinetické Eyiy,, potencidlni Epq a celkové Eio energie
je vidét, ze dojde k utlumeni kolem casu ¢t = 2.3 ms, kdy akusticka vlna dorazi na hranici oblasti.
Od té doby potom celkova energie systému v ¢ase klesd. V piipadé centralniho schématu pozorujeme
v prubéhu celkové energie E,; malé oscilace na rozdil od Newmarkova schématu, u kterého se zadné

nevyskytuji.

t (ms)

(i) centralni schéma
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t (ms)

(ii) Newmarkovo schéma

Obrézek 11: Energeticky prubéh pro testovaci tlohu se Sommerfeldovou okrajovou podminkou

3.4.2 Vokalni trakt

V této 1iloze zkouméame propagaci zvuku v lidském vokalnim traktu. Pouzivame pfiblizny
model vokélniho traktu pro samohldsku [u:] podle studie [21]. Hleddme rezonanéni frekvence, které
maji dulezitou roli pii tvorbé zvuku. V oblasti, kde se nachézi hlasivky, predepiSeme v jednom
uzlovém bodé jednotkovy akusticky zdroj. V oblasti, kde vokalni trakt tsti do vnéjstho prostoru,
zaznamenavame v dalsim uzlovém bodé fluktuace akustického tlaku, viz obr. 12. Na ¢ésti oblasti,
kterou predstavuje vokalni trakt je predepsana Neumannova okrajovd podminka, pro vnéjsi pro-
stor potom uvazujeme Sommerfeldovu okrajovou podminku. Triangulace oblasti je zobrazena na
obr. 13. Ulohu fesime v case pomoci Newmarkova schématu do 7' = 100 ms s ¢asovym krokem

At =15/343,2 ms a ¢ = 343,2 ms~ L.

0.0442
Akusticky Piiimac
! jimac
Li%/\_\\‘/—//\, Signdlu
0 m\/_/—/ _\/\
model vokdiniho vN&jsi
I traktu = prosJTor_’|
-0.0442
0.0109 0.0479 0.125 0.1908 0.235

Obrézek 12: Schéma tlohy pro vokalni trakt
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Obrazek 13: Triangulace vokalniho traktu a vnéjsi oblasti

Na obr. 14 je zobrazen prubéh akustického tlaku v jednom uzlovém bodé na vystupu
z vokalniho traktu. Na soubor dat aplikujeme DFT*, viz pifloha A a ziskdme Foueriovy koeficienty

ag a by, které jsou vykresleny na obr. 15.

0.25
data

0.2 - —
0.15 B
0.1 =
0.05 -

0

U (Pa)

-0.05 | |
-0.1 b

-0.15 b

_025 1 Il 1 1
0 20 40 60 80 100
t (ms)

Obrézek 14: Prubéh akustického tlaku v jednom uzlovém bodé na vystupu z vokalniho traktu
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Obrazek 15: Fourierovy koeficienty pro signal v oblasti vystupu z vokalniho traktu

4K vypoctu DFT pouzivame knihovnu FFTW, vice viz [22].
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Rozlozeni vykonu (energie) signdlu v ruznych frekvenénich slozkdch dostaneme pomoci

tzv. vykonové spektralni hustoty, nebo-li power spectral density (PSD) jako

PSD = \/a? + b7 .

Celé amplitudové spektrum je potom zakresleno na obr. 16. Jako oblast zdjmu povazujeme frek-

vence do 3 kHz, odpovidajici spektrum je v logaritmickém méfitku zobrazeno na obr. 17. Z am-

plitudového spektra pozorujeme pro rozmezi f = 0 — 3 kHz tii rezonané¢ni frekvence, a to pro

249,96 Hz, 1129,83 Hz a 2379,65 Hz. Prvn{ dvé nalezené frekvence jsou od 389 Hz, 987 Hz (re-

ferenéni frekvence podle [21]) vzdaleny pfiblizné o 140 Hz. Posledni rezonanéni frekvence je od

referen¢ni frekvence 2299 Hz vzdilena o necelych 81 Hz. Je nutno uvést, ze pro ovéfeni téchto

vysledki by bylo dale vhodné provést vypocet zejména na jemnéjsi triangulaci a dédle zmensit

vzorkovaci periodu, tj. zmensit ¢asovy krok, popiipadé vychdzet z vétstho poétu vzorku, tj. delsi

casovy interval.

0.02
0.018
0.016
0.014
0.012

0.01

PSD(f)

0.008
0.006
0.004
0.002

0!

10

15

f (kHz)

20

25

T
sart(a + b ) — |
ak2 + ka_

30 35

Obrazek 16: Frekvenéni amplitudové spektrum pro signdl v oblasti vokalniho traktu
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Obrazek 17: Frekven¢ni amplitudové spektrum pro frekvence do 3 kHz v oblasti vokalniho traktu
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3.5 Akusticky problém ve frekvenc¢ni oblasti, Helmholtzova rovnice

Jak bylo uvedeno v kap. 2.1 lze akusticky problém pievést na feSeni Helmholtzovy rov-
nice. Zde nejprve zformulujeme okrajovou tlohu, kterou nasledné numericky aproximujeme pomoci
MKP. Na omezené oblasti § s Lipschitzovskou hranici 0 fikdme, ze @ = u(x) fesi nehomogenni

okrajovou Helmholtzovu tlohu (2.16) pokud plati

“Ai—-XNa=f v oQ,
U =g na I'p,

%:é — (3.31)
%:i)\ﬁ na I'g.

Neznam4 @ : 2 — C predstavuje v tiloze (3.31) komplexni proménnou, A = w/c znaéi vinové éislo,
w > 0 zvolenou kruhovou frekvenci, f : © — C je zdroj, § : Tp — C, ¢ : Ty — C jsou okrajové
podminky, analogicky k problému vlnové rovnice (3.1) a i = y/—1 je imagindrni jednotka. Dfléf
hranice I'p, I'y, I's tvoii celkovou hranici 02 = I'p UT'y U 'g orientovanou jednotkovou vnéjsi
normalou n a predstavuji ¢asti, kde je pfedepsana Dirichletova, Neumannova a Sommerfeldova

okrajovad podminka, viz [9].

3.5.1 Slaba formulace

Jelikoz je Helmholtzova tloha (3.31) kvuli Sommerfeldové okrajové podmince komplexni
problém, uvazujeme prostor V komplexni. Rovnici (3.31) potom nésobime testovaci funkei v € V

a integrujeme pres celou oblast. Aplikaci Greenovy véty (kap. 1.5) potom obdrzime

— a—“mBJr/(va-W—A?m) dQ:/me. (3.32)
a0 On Q Q

Uplatnénim jednotlivych okrajovych podminek (ve smyslu stop) potom dostaneme slabou formulaci

tlohy (3.31) pro zvolenou kruhovou frekvenci w a libovolné v € V v podobé
—/ i)\ﬂﬁdBJr/(Vﬂ'W—)\Qﬂﬁ) dQ:/fﬁquL v dB, (3.33)
Ts Q Q T'n

kde @ € V, f € L*(Q) a ¢ € L*(Ty). Slabou formulaci prevedeme do variaéni formulace
a(t,v) = L(v), kde a : V x V — C je seskvilinedrni forma definovand jako
a(i, v) = —/ MfmdBJr/ (V- Vo= av) dQ
s Q

a L :V — C je antilinearni forma definovana jako
L(v):/fﬁdQJr $vdB,
Q I'n

pro libovolné @, v € V, viz [5],[9]. K ovéfeni existence a jednoznacénosti neni mozné pouzit Laxovu—
Milgramovu vétu (kap. 1.1), jelikoz nelze pro vSechna vlnovd éisla A prokdzat V-—elipti¢nost,
viz [9]. Existenci Fesen{ lze ale ovéfit prostfednictvim kompaktnich operdtoru a Fredholmovy teorie,

vice viz [5].
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3.5.2 Diskretizace MKP

Pri diskretizaci MKP uvazujeme kone¢né prvkovy prostor V; € V s dimenzi dim V;, = n

a hledame wj, € V}, takové, které spliuje
a(tn, vp) = L(vp), (3.34)

pro libovolné vy, € V3, viz [9]. Aproximaci feseni u;, hleddme, viz kap. 3.2 ve tvaru
n
ﬂh:Ul(P1+"'+Un(pn :ZU]' Pi s
j=1

kde U, jsou tentokrit nezndmé komplexni koeficienty, viz [5]. Volbou vy, = @1, ,0n = @k

obdrzime soustavu rovnic

> Ujales,er) = Lgk)
j=1

pro k=1,--- ,n. Soustavu pfepiSeme pomoci matic A = {ay;}, D = {dy,;}, M = {my,} a vektoru
b = {bx} potom jako
(—iAD+A - N2M)U =b (3.35)

s prvky
ar; = (Ve;, Vo) = /Q Vi, - Vir d2,

Mi; = (5, Pr)g = /Q%' . d,

drj = (@5, k), :/F wj pr dB,
S

ka(f#?)QﬂL((bﬂpk)Q:/Qf(PkdQ+ ¢ o dB.

I'n

Vidime, ze matice jsou identické k tiloze pro vlnovou rovnici, viz kap. 3.2. Prostor V}, volime potom
analogicky a prostfednictvim pfipustné triangulace 7, postupujeme pii jejich sestaveni stejnym

zpusobem.

3.5.3 Numerické vysledky pro vokalni trakt

V této uloze navazeme na kap. 3.4.2, kde jsme fesili vlnovou rovnici v ¢asové oblasti.
Tentokrat tlohu vyfesime ve frekvenéni oblasti. Uvazujeme stejnou geometrii a stejné okrajové
podminky, viz obr. 12. Akusticky zdroj uvazujeme jako jednotkovy harmonicky signal dany vekto-
rem pravé strany b. Ulohu fesfme v rozsahu frekvenci 50 — 3000 Hz s krokem 0,5 Hz a sledujeme
prubéh feseni v uzlovém bodé na vystupu z vokalniho traktu. Celé spektrum v zavislosti na frek-
venci je zakresleno na obr. 18. Povsimnéme si velké shody s nalezenym spektrem prostiednictvim
DFT na obr. 17. Rezonanéni frekvence 247 Hz, 1126 Hz a 2386,5 Hz se v porovnani s kap. 3.4.2

nelisi vice nez o 7 Hz.
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Obréazek 18: Reseni vinové rovnice ve vokalnim traktu ve frekvenéni oblasti

Z teSeni na obr. 19 vidime, ze pro jednotlivé rezonanéni frekvence se rozlozeni tlaku
v kontrolni oblasti méni jen ve sméru = a ne y nebo z. ReSeni proto charakterizujeme pouze
prubéhem tlaku podél rota¢ni osy, to je zakresleno na obr. 20. Pozorujeme, Ze redlnd slozka neprotne
pro frekvenci 247 Hz osu ani jednou, pro 1126 Hz jednou a pro 2386,5 Hz dvakrat. Toto chovani
lze piipodobnit k ¢tvrtvlnnému rezonatormu (quarter-wave resonator), coz je trubka uzaviena na

jednom konci a oteviend na druhém, vice viz. [23].

[U] (Pa)
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— 2.0e+5
— 1.5e+5
1.0e+5
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— 1.5e+3
1.0e+3

5.0e+2

f=1126 Hz

1.3e+01

U] (Pa)
— 7.2e+05
— 6.0e+5
— 5.0e+5
4.0e+5
3.0e+5
2.0e+5
1.0e+5
1.8e+02

f=2386.5Hz

Obrazek 19: Prubéh feSeni pro rezonancni frekvence
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Obrazek 20: Rozlozeni tlaku podél x-ové osy pro rezonancni frekvence

3.6 Lightillova akusticka analogie

Lighthillova analogie [11] propojuje téma Navierovych—Stokesovych rovnic pro proudéni
stlacitelné tekutiny a Sifeni akustickych poruch. Uvazujeme oblast €2y, ve které proudi tekutina,
viz obr. 21. V dusledku obtékani télesa umisténého v 1 je proudové pole neustalené. Skrz teku-
tinu se potom generuje zvuk, ktery se §ifi az do akustické domény 5. V Q5 se tekutina nachézi

v rovnovazném stavu a k propagaci zvuku dochézi pouze vlivem fluktuace veli¢in, viz [24].

Obrazek 21: Obecny aeroakusticky problém

Pro takto definovany problém formulujeme smiSenou lohu. V klasickém smyslu potom

hleddme funkei p’ € C? (), kterd fesf tlohu pro Lighthillovu rovnici (2.32) ve tvaru

2/ 2
T
o p CzA'*L v Q=0 x][0,7],

o2~ =" T Om0m,
/
o _ b na 0Qs x [0,7],
on (3.36)
p'(x,0) = ppy(x) pro x€ Q x {t=0},
op’ ,
a(x,O):pto(X) pro x€ Q x {t=0},

kde T;; : ©; — R jsou slozky Lighthillova tenzoru v podobé T;; >~ po u; uj, p' : Q. — R predstavuje

fluktuaci hustoty, ¢ rychlost zvukové viny v daném mediu a b je okrajovd podminka, viz [25].
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V této préaci pouze naznac¢ime postup pfi feSeni sdruzeného problému akustiky a proudéni
tekutin. Aeroakusticky problém casto umoziuje vypocet proudového pole separatné od akus-
tického, viz [26]. Proudové pole je potom pouzito jako zdroj pro akustiku, kdezto vliv akustického

pole na proudici tekutinu je zanedban.

V doméné ; fesime tlohu pro Navierovy—Stokesovy rovnice a vysledkem je rychlostni
pole, prostfednictvim kterého ziskdme akustické uzlové zdroje. Ty jsou potom integrovany pies
jednotlivé elementy a piicteny do vektoru pravé strany pro vypocet akustickych poruch. Casto je ale
potteba specidlni algoritmus, ktery vysledné veliciny vhodné interpoluje mezi vypocetni doménou
pro proudéni a pro akustiku, viz [25]. Akustickd simulace je totiz provedena v celé doméné 2 UQs a
obvykle je triangulace pro akusticky vypocet hrubsi. Pro akustickou simulaci preferujeme elementy
se stejnou velikosti, aby byly zachyceny akustické viny v celé doméné. V kontrastu, proudéni tekutin

vyzaduje zjemnéni triangulace zejména u stén, viz [26].

Dilezitou roli mé pii akustickém vypoctu okrajovd podminka b, kterd na hranici 023 na-
podobuje neomezenou oblast. Pozadujeme tak, aby se akustické viny na hranici vypocetni domény

absorbovaly a neodrazely zpét. Mezi nejcastéji pouzivané patii absorpéni okrajova podminka, kde
19p
c at
vrstvami elementt, které viny tlumi a neodrazi zpét, vice viz [25], [26].

, viz [25] a technika PML (perfectly matched layer) s b = 0. PML je tvofena nékolika
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4 Numericka aproximace proudéni nestlacitelné tekutiny

4.1 Stokestv problém

V této ¢asti uvazujeme staciondrni dlohu pro Stokesuv problém (2.25). Uloha je definovéna
v omezené oblasti Q C R?, vyplnéné tekutinou, s Lipschitzovskou hranici Q. V klasickém smyslu

hledame dvojici neznamych u € [02 (ﬁ)]Z apeCt (ﬁ), které spliuji

—vAu+Vp=f v Q,
V.ou=0 v Q, (4.1)
u=20 na 0N,

kde u : Q — R? zna&f rychlost proudéni tekutiny, p : © — R je kinematicky tlak, f : O — R?
predstavuje objemovy zdroj pusobici na tekutinu a v > 0 je kinematicka viskozita. Na hranici 02
obvykle predepisujeme homogenni Dirichletovu okrajovou podminku. V piipadé proudéni tekutin
mluvime o tzv. no slip okrajové podmince, kterd zajistuje nulovou normalovou a te¢nou rychlost

tekutiny na hranici 02, viz napf. [27].

4.1.1 Slaba formulace

K nalezeni slabé formulace definujeme prostor testovacich funkei V = [H& (Q)] ®. Libovol-
nou testovacf funkei v € V, v : © — R? nésobfme pohybovou rovnici v (4.1) a integrujeme ptes

oblast Q. Uzitim Greenovy véty (kap. 1.5) obdrzime

1/(/ —au-vdS—i-/Vu-Vde)—i—/ pn~vdS—/p(V-v) dQ:/f-vle7 (4.2)
oo On Q o0 Q Q

kde n znaéi jednotkovou vnéjsi normalu k hranici 0f2. Jelikoz v € V), jsou integraly pres hranici
0Q nulové (ve smyslu stop). Rovnice (4.2) se zjednodusi do podoby
y/Vu-Vde—/p(V-v) dQ:/f~de. (4.3)
Q Q Q
Rovnici kontinuity v (4.1) nasobfme testovacf funkef ¢ € L%(Q), q : Q@ — R a integrujeme pies celou

oblast
/(V-u)qu:O. (4.4)
Q

Tlak fesici Stokesovu tlohu je vSak v prostoru L2?(Q) jednoznaéné uréeny az na konstantu,

viz [2],[28], proto definujeme Lebesguetv prostor

Q=1L}N) = {q € L*(Q): / q dS _0} .
Q
Slabym Fesenim Stokesova problému (4.1) potom nazveme takové u € V a p € Q, které spliuji

v (Vu, VV)Q - (pa V. V)Q = <f’ V>Q ’ (45)

(vuvq)Q:O7

pro libovolné v € V a g € Q, kde f € [L? (Q)]Q, (-,)q znaéf skaldrni sou¢in v L*(Q) a (-,-)q

predstavuje dualitu mezi [H~! (Q)]2 a V, viz [28]. Slabou formulaci (4.5) pfevedeme do varia¢ni
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identity
a(u,v)+b(v,p)=L(v),

b(u,q) =0,

kdea:VxV —=>Rab:V x Q— R jsou bilinedrni formy definovany jako
a(u,v)=v(Vu,Vv),,
b(V,q) = _(V 'V7Q)Q

a L:V — R je linearni forma ve tvaru
L(v)=(f,v)q,

pro libovolné u,v € V a p,q € Q, viz [15]. Hlavni obtiz{ pfi feSen{ Stokesova problému a pozdéji
Navierovych—Stokesovych rovnic je sdruzenost tlaku a rychlosti. Jednd se o tzv. tlohu sedlového
bodu (saddle point system), viz [27],[28]. Podminka existence feSeni takového systému je zndma
jako inf-sup podminka

b
inf supM =p5>0, 4.7
1€Q vev|[vlly llall o

viz napf. [15]. K ovéfen{ jednoznacnosti feseni volime testovac{ funkce s nulovou divergenci,

viz [2],[15]. Definujeme proto podprostor V, C V jako
vgz{ve [HE ()] : v-v=o} .

Dusledkem volby podprostoru je ze soustavy rovnic (4.6) eliminovan tlak a problém se pro libovolné
u,v € V, zredukuje na a(u,v) = L (v). Pfedpoklady Laxovy—Milgramovy véty jsou pro reduko-
vany problému splnény, viz [2]. Existence a jednoznacnost fesen{ formulace s tlakem je potom

zajiSténa volbou prostoru Q a splnénim inf-sup podminky(4.7), vice viz [2],[28].

4.1.2 Diskretizace MKP

Uvazujme prostory Vi, C V a @ C Q s kone¢nou dimenzi. Hleddme potom u;, € Vj, a

pr € Qp takové, které splnuji

a(up,vi) +b(va,pn) = L (va) Vv, € Vi,

b(un,qn) =0 Yan € Qn -

(4.8)

O (4.8) mluvime jako o Galerkinové varia¢ni formulaci pro Stokesuv problém, viz napf. [15],[27].

Bézové funkce prostoru Vj, s dim V}, = n, oznatime i, - ¢y, € Vi, pro prostor @), s dim
Qn = ng potom jako 01, -- 6, € Qp. Aproximaci u; vyjadifme jako linedrni kombinaci bazovych
funkei

up = U1301+"'+Un1,90nu :ZUj Pj -
j=1

Testovaci funkce vy, volime postupné jako bazové funkce

Vh =@1, " ,Pn, = Pi -
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Analogicky vyjddiime pj a g5 jako
q
ph=PiOi 4+ Py On, =Y PO,
j=1

thela"'>9n :0i~

q

Vztahy dosadime zpét do (4.8) a viz [2],[27] obdrzime

Ty Tq
ZUj a(pj,e:) +ZPj b (i, 0;) =L (i) proi=1,--,n,,
j=1 j=1

ZUjb(onyei):O proi:l’...7nq_

j=1

Soustavu rovnic (4.9) pfepiseme v maticovém tvaru, viz [2]

A BT\ (U F

B 0)\P 0

kde prvky matic A = {a;;}, B = {b;;} a vektoru F = {f;} zndme ve tvaru
aij =v (Ve;, Vi), = /QV Vep; -V, d2,

by == (V03000 == | V0,6, a0

fi:<f790i>Q:/Qf"Pi ds).

VyfeSenim soustavy ziskdme rychlosti a tlakové pole v oblasti 2.

Volba prostoru

Na oblasti €2 uvazujeme piipustnou triangulaci 7, s elementy K. Prostory V}, a @ potom
volime tak, aby spliiovaly diskrétn{ inf-sup podminku, viz [15],[29]

b sup Jov20)]

AT AR g, (4.10)
n€Qn vy evi [[Vally llanllg

Podminka (4.10) je splnéna jen pro specidlni dvojice prostoru koneénych prvki, ty definujeme jako
Pi(m) = {gp eC (ﬁ) C ol €PR(K) VK € Th} ,
Piu(ra) ={0€C(Q): 0| € Pu(K) VK e} .
O (Pr,Px) potom Fikdme, ze slozky rychlosti jsou po ¢astech polynomy k—tého stupné, to samé
plati pro tlak, viz [2],[28]. Mezi dvojice spliujici podminku (4.10) pati{ Taylorovy-Hodovy elementy
(P2, P1), které aproximujf rychlost po ¢dstech kvadratickymi funkcemi a tlak po ¢dstech linedrnimi.
Taylorovy-Hoodovy elementy lze obecné rozsifit jako (Priy1,Pr) pro k > 1, vice viz [28]. V této
préci uzivdme tzv. mini element (P; 4+ Bs, Py ), ktery nahrazuje rychlost a tlak po ¢dstech linedrnimi
funkcemi. Navic je ale oproti nestabilnimu paru (Py, P;) pfiddna do rychlostniho prostoru tzv. ku-

bicka bubble funkce, kterd na elementu v zavislosti na barycentrickych souradnicich par stabilizuje,

viz [28],[29]. Konecné prostory V3, a @, tak volime jako
Vi=[P1 @B’ NV,
Qn=P1NQ.

47



DIPLOMOVA PRACE

Transformace na referenéni element

Jako v pifpadé skaldrntho problému (viz kap. 3.2 a kap. 3.5.2) uzijeme pifpustné triangu-

lace 73, a prvky aij, bi;, fi spocitame na jednotlivych elementech K &€ 75, v podobé

A5 = Z /KVVQOJ"VQOZ‘CZK: Zaf]{,

Kery, Kery,
bij=— Y / Ve 0; dK =— > bl
Kery, K Kery,
fi:Z/f’QoidK:ZfiKa
Kemy, K Kery,

kde ag , bfj{- , fE znaéf lokdln{ pifspévky do matic, resp. vektoru.

Uvazujeme afinni transformaci F : K — K zreferenéniho elementu K na obecny element
K € 1,. Na rozdil od skalarniho problému pouzivame v triangulaci pouze jeden typ elementu, tj.
trojihelniky, viz obr. 22. Vzajemné zobrazeni mezi K akK je potom popsano pomoci bazovych

funkei ¢ 4, ¢ 5, P na K vztahem

xZ A R B R Trc .
= pat Pt be
Yy YA YB Yyc
y
1
0 1 X

Obrazek 22: Referenc¢ni trojihelnik

Béazové funkce pro aproximaci uy definujeme v pripadé mini elementu ve tvaru

I
—

_j:_gv
(4.11)
To0p06=2T1-2—9)29.

Hodnoty pp potom nahrazujeme pomoci bazovych funkei definovanych na K jako

04(2,9) = ¢ 4(2,9), 05(2,9) = ¢5(2,9) a 05(2,9) = ¢a(&,9), viz [30]. Stupné volnosti na K €
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zahrnuji pro uy tii vektorové hodnoty ve vrcholech a jednu vektorovou hodnotu v barycentru a

pro pp, tfi skaldrni hodnoty ve vrcholech, viz obr. 23.

u p

Obrazek 23: Stupné volnosti pro mini element

Z inverzniho zobrazeni Fp' : K — K obdrzime gradient bazové funkce ¢, (z,y) pro

w € {A, B,C,bbl}, viz kap. 3.2.3 v podobé
Vou(@,y) = Va(,9) B (2,9),

kde B! (2,9) je inverzni transformacni matice

oz 0%
]B_l 7.0) = ox oy
ox Jy

Numericka kvadratura

Provedeme transformaci integralu z K na K aplikaci véty o substituci, viz kap. 3.2.2. Pro

K pE

K
ij» bij a, fi° tak dostaneme

lokélni piispévky a
af = [ v Veyo) - Veiloy) dK =

K
= [ Idet Bic(a9)| v (Vs (2,9) BR'(2,9)) - (Vebi(2,9) BR (@) dEK.
K
= [ i) 0wy dK =
= [ et Bic@,0)| ¥+ 05(2.9) 0u(2.9) R
K
= [ ldet B(a.0)| £(Pi(2.5) ¢1(2.9) dR
Integraci na K potom provedeme piiblizné pomoci numerické kvadratury

a;s &

[det Bic(m, gon)| @m v (V3 (@msGm) BE (Ems i) ) - (Vi (ms Gon) BE (Ems i) )

SR
NE

m=1
M R
b~ Y det Bic(m, i) | wm (V3 (@msiin) B (s Gn) ) il i)
m=1
M

fiK ~ Z |det BK(j:mvfgmﬂ Wm .f(FK (irmljlm)) @7 (fmayATn) s

m=1

~
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kde w,, = \R | &, Kvuli kubické bubble funkci volime uzly &, §m a véhy @, numerické kvadratury

tak, aby byla numericka integrace pfesna alespon pro polynom ¢tvrtého stupné.

4.1.3 Nestacionarni uloha

V piipadé, ze fesime nestacionarni Stokesuv problém, vychazime pii odvozeni slabé formu-
lace a jeji ndsledné diskretizace z rovnice (2.25). Ozna¢me u = u(x,t),p = p(x,t) a Qr = Qx[0,T].

Uloha je potom v klasickém smyslu definovéana pro u € [C? (QT)]2 ap e CYQr) jako

Ju
E—VAU—FV]DZf v Qr,
V-u=0 Qr,
" Voo (4.12)
u=0 na 0Q x[0,T],

u(x,0) = up(x) pro xe€Qx {t=0},

kde u : Q7 — R? zna&f rychlost proudéni tekutiny, p : Q7 — R je kinematicky tlak, v > 0 je
kinematickd viskozita a f : Q7 — R? predstavuje objemovy zdroj pisobici na tekutinu. Symbolem
n znacime jednotkovou vnéjsi normélu. Na hranici 9Q x [0,T] je pfedepsdna no slip okrajova
podminka. JelikoZ je systém nestaciondrni je pfedepséna také pocateéni podminka ug : Q@ — R?

v ¢case t = 0 a kone¢ny ¢as T > 0.

Obdobnym postupem, jako v kap. 4.1.1, nalezneme slabou formulaci problému (4.12) pro
libovolné v € V,q € Q v podobé

ou

de+V/Vu~Vde—/p(V-v) dQ:/f-de,
Qat O Q Q

(4.13)
/ (V-u)gdQ =0,
Q

kdeu: [0,7] = V,f:[0,T] — [L? (Q)] ?. Pocéteeni podminku uvazujeme ug € V a predpokladdme,
ze splnuje V-ug = 0, viz [31]. Slabou formulaci (4.13) pfevedeme na varia¢ni problém, kde hleddme
v eV, qe Qv libovolném t € [0,T] takové, ze spliuji
(4, v)o +a(u,v)+b(v,p)=L(v),
(4.14)
b(u,q) =0.

pro libovolné v € V, ¢ € Q a pocédtecni podminku u(x,0) = up(x). Oproti dloze pro staciondrnf
Stokestv problém (4.6) se vyskytuje v (4.14) derivace podle casu (znacime 1) ve skaldrnim soucinu

(-,)a v L*(Q). Existence a jednoznaénost fesen{ je dokdzdna napi. v [32].

Semidiskrétni problém definujeme tak, ze hleddme u, € Vj, a p, € @y takové, které
splnuji
(Un, vi)o +a(un, vi) +b(va,pr) = L(vy) Vv €V,
b(un,qn) =0 Van € Qn,

Abychom ziskali plné diskrétni problém, musime provést ¢asovou diskretizaci. Interval [0, T'] rozdélime

(4.15)

rovnomérné body t, =n-At pron =0,1,2,--- N, kde At je ¢asovy krok a hleddme uj =~ u(t,),
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P ~ pp(t,). Uvazujeme implicitni Eulerovo schéma

(dtuz+17 ) +a (uZ+17 vh) +0b (Vhapz+1) = (f(t’n.+1)7 Vh)Q VVh S Vh )

(4.16)
b( n+17qh):0 VQhEQha
s pocatecni podminkou ug = ugp, kde
1
d un+1 — LIZ+ — uZ
h At
Potom, co prevedeme soustavu do algebraického tvaru, lze ziskat maticovou podobu
AM+A BT\ (O F 1 in
= + 7M s
B 0 ﬁn+1 0 At 0
kde se oproti staciondrnimu problému navic objevuje matice M = {m;;} s prvky
mij; = (@), Pi)g = /QSDJ' i dSY.
K diskretizaci je mozné pouzit i jiné schéma, napf. Crankovo-Nicolsonovo, viz [33] ve tvaru
(dtun+17 )Q +a (*nJrl’ Vh) +b (Vh,pZH) (? n+1 Vh) Vv, € Vi, (4 17)
bt qn) =0 Van € Qn,
kde T
n
dutl = ' —u
h At )
1
artl — uy " 4 uy
uy, - 2 ’
- f(t f(t
R

Obé uvedend schémata jsou bezpodmineéné stabilni, Crankovo-Nicolsonovo schéma je navic v ¢ase

druhého fadu pfesnosti, viz [33].

4.1.4 Numericky vypocéet problému se znamym feSenim

Uvazujeme Stokesuv problém (4.1) s homogenni okrajovou podminkou definovany na
¢tvercové oblasti (0,1) x (0,1). Analytické feseni na oblasti zndme ve tvaru
27 sin(mz) sin(mwz) cos(my) sin(my)

- —27 sin(7x) sin(my) cos(mzx) sin(my)

p = cos(mx) cos(my) .

Dosazenim do (4.1) ziskdme objemovy zdroj f. Stokestuiv problém potom Fesime na ¢tvercové oblasti
s predepsanym f pro pét ruznych strukturovanych triangulaci 7;,, — 73, které jsou zobrazeny na
obr. 24. 7 obr. 24 je vidét, ze parametr h, ktery charakterizuje jemnost triangulace je zvolen
postupné jako h =1/8,1/16,1/32,1/64,1/128. Na obr. 25 je referen¢ni numerické fesenf na trian-

gulaci 7p,.
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Obrazek 24: Triangulace 73, az 73, na ¢tvercové oblasti (0,1) x (0,1)

p (m?s—2)
1.00
[ 05

~0

[ -0.5
-1.00

Obrézek 25: Numerické feseni analytického problému na 73, ve ¢tvercové oblasti (0,1) x (0,1)

Numerické vysledky porovnavéame se studif [27], kde provedli identicky vypocet na stejné

strukturovanych triangulacich. V [27] pouzivaji nespojité konecné prvkové prostory a tzv.
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zeslabeny Galerkinuv element, vice viz [27],[34], ktery umoznuje volit prostory jako (Pg, Po), tj.
rychlost a tlak jsou aproximovéany po ¢astech konstantnimi funkcemi. Numerické vysledky jsou po-
tom prezentoviny v tab. 1. Z vysledki vidime, Ze rychlost je v H'—normé prvniho #4du pfesnosti

a v L2—normé druhého tadu presnosti, podobné jako v [27]. Tlak ale pozorujeme v L%—normé

druhého tadu pfesnosti, na rozdil od [27], kde je tlak prvniho fddu pfesnosti.

h lup —ul 41 lup —ull2 | llpn — 2l 2 ugr-tdd | upe-tad | pre-tad
1/8 2.565208e+00 | 1.839492e-01 | 3.354345e-01 | — — —

1/16 | 1.321869e+00 | 4.860058¢-02 | 9.204024e-02 | 0.9564966 | 1.920262 | 1.865694
1/32 6.660701e-01 1.231494e-02 | 2.367585e-02 | 0.9888333 | 1.980564 | 1.958849
1/64 | 3.336834e-01 | 3.088325e-03 | 5.941663e-03 | 0.9971941 | 1.995513 | 1.994478
1/128 | 1.669229¢-01 7.725823e-04 | 1.484014e-03 | 0.9992980 | 1.999064 | 2.001362

Tabulka 1: Vysledky pro normy, které porovnavaji numerické a analytické feSeni na ¢tvercové

oblasti (0,1) x (0,1)

4.2 Navierovy—Stokesovy rovnice

V piipadé, ze uvazujeme ve Stokesové problému (4.1) i konvektivni ¢élen, fes§ime staciondrni

tlohu pro Navierovy—Stokesovy rovnice (2.22) v podobé

(u-V)u—vAu+Vp="f v Q,

V-u=0 v Q,
u=20 na I'p, (4.18)
u=g na [,
fz/—u +pn =0 na oyt -

on

V klasické formulaci hleddme u € [C’z(ﬁ)]2 ap € CYQ) na stejné oblasti Q jako u Stokesova
problému v kap. 4.1. V tloze (4.18) u : Q — R? znaéf rychlost proudéni tekutiny, p : @ — R je
kinematicky tlak, v > 0 je kinematick viskozita a f : Q — R? piedstavuje objemovy zdroj ptisobici
na tekutinu. Symbolem n znaéime jednotkovou vnéjsi normalu. Mimo no slip okrajové podminky
na hranici I'p predepisujeme rychlost tekutiny g na vstupu I';, do oblasti 2 a vystupni okrajovou
podminku na I',,;. Diléi hranice jsou navzajem disjunktni hranice, takové, ze I'p UTL';,, UL s = 012,

viz [2],[35].

4.2.1 Slaba formulace

Slabou formulaci problému (4.18) odvodime podobné, jako u Stokesova problému (4.1).
Definujeme proto

V={ve [Hl(Q)]Q: v=0nal'pUl;,}.

Prostor Q tentokrét volime jako Q = L?(Q), jelikoz je tlak kviili okrajové podmince na I'y,; uréen

jednoznacéné. Pohybovou rovnici vynasobime libovolnou testovaci funkei v € V, v :  — R2, rovnici
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kontinuity nasobime testovaci funkei ¢ € Q, ¢ : @ — R a integrujeme pfres celou oblast. Uzitim

Greenovy véty (kap. 1.5) ziskdme

/(u~V)u~de+y</ au~vdS+/Vu-Vde)+
Q o0 On Q

+/ pn~vdS—/p(V-v) dQ:/f-vdSL (4.19)
o0 Q Q

/Q(V~u)qu:O.

Uplatnénim jednotlivych okrajovych podminek (ve smyslu stop) rozepiSeme integrdl pies hranici

01 jako

/ (zxau +pn) v dS = (Vau +pn> -v dS+
l9) On I'p on

—|—/ —Va—u—i—pn ~vdS+/ —V@A—pn -v dS.
Fin 8n Fout 811

Vzhledem k volbé prostoru V je integrél pies I'p a I';, roven nule. To samé plati o integralu pies
Iyt kvili volbé okrajové podminky. Podminka na vystupu I',,¢ se pfirozené objevuje pii odvozeni
varia¢ni formulace v pifpadé, Ze neni na vystupu predepséna rychlost. Casto se tak podminka na
Tout nazyva tzv. do-nothing okrajovd podminka, viz [35]. Soustava (4.19) se pro nulovy integral

pres hranici potom zjednodusi na

/(u-V)u-v+V Vu-Vde—/
Q

p(V-v) dQ:/f-de7
Q

@ @ (4.20)

/(V-u)qu:O.
Q

Slabym fesenim Navierovy—Stokesovy tlohy (4.18) potom nazveme takové u € g+ V a p € Q,

které splnuji

(w0 V)u,v)g + v (Vu, V) = (p, V- v)g = (£,V)q | (4.21)
(

2

pro libovolné funkce v € V a ¢ € Q, kde f € [L? ()], (-,)q znaéi skaldrn{ soucin v L*(Q) a

(- ) predstavuje dualitu mezi [H‘l (Q)]2 a V, viz [2],[35]. Slabou formulaci (4.21) prevedeme pro
ucg+V,pe Q do variaéni identity
c¢(uwyu,v)+a(u,v)+b(v,p)=L(v),
(4.22)
b(u,q) =0,

kdea:VxV —-Rab:V x Q — R jsou bilinearni formy definoviny jako

a(u,v)=v(Vu,Vv),,

b(v,q) == (V-v,q)q
a L:V — R je linearni forma ve tvaru

L(v)=(v)qg,

pro libovolné v € V a ¢ € Q, viz [35]. Navic je v (4.22) oproti Stokesovu problému (4.6) trilinedrni

forma c:V x V¥V xV = R, viz [2], ta je definovand pro libovolné u,v,w € V jako

c(wiu,v) = /Q (w-V)u)-vdQ (4.23)
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a plati
c(w;u,v) = —c(w;v,u) ,
c(w;u,u) =0.

K ovéreni existence a jednoznacnosti feSeni opét definujeme prostor funkci s nulovou divergenci
Vo= {ve @] v-v=0}.

Resenfm zredukované soustavy ¢ (u;u,v) + a(u,v) + b(v,p) = L(v) je potom u € g + V, pro

libovolné v € V,. Abychom vyftadili z problému nelinearitu, volime w € V,, a predpoklady Laxovy—

Milgramovy véty ovéfujeme pro bilinedrni formu v podobé a (u,v) = a (u,v)+c(w;u,v). Za do-

dateénych predpokladu je potom mozné existenci a jednoznacnost feSeni dokdzat, vice

viz [2], [35].

4.2.2 Diskretizace MKP

Prostory s konecnou dimenzi V,, C V, Qp C Q volime stejné jako pro Stokesuv problém,
aby byla splnéna diskrétni inf-sup podminka

b
. pvianl _ 5o
w'an vyev, vl Tanllg

tj.
V=[P @Bs* NV,
Qn=P1NQ.
Galerkinova variacn{ formulace Navierova—Stokesova problému (4.18) potom pro u, € gn + V3, a
pr € Qp vyhovuje
c(upsup, vi) +a(up, vi) +b(vh,pn) = L(va)  Vvp € Vi,
b(un,qn) =0 Van € Qn,

kde gp oznacuje vhodnou aproximaci okrajové podminky, viz [35]. Je zfejmé, Ze se jednd o ne-

(4.24)

linedrn{ problém. Linearizaci ¢lenu ¢ (up;up, v) provedeme tak, ze libovolné zvolime uj) € g, + Vj,

a postupné pron =0,1,--- , N hleddme uZH a pZH tak, aby platilo
c (uﬁ; uZ‘H,vh) +v (Vuzﬂ, Vvh)Q — (pZ‘H, V- vh)Q =(f,vin)g , Vv, € Vi, (4.25)
(v'uz+1’Qh)Q:O> Yan € Qn -

Aby bylo mozné Navieruv—Stokesuv problém (4.25) vyfesit numericky, je nutné ho prevést do alge-
braického tvaru. Aproximaci uy a pp, vyjadiime prostfednictvim bazovych funkei 1, - ¢pn, € Vi,
resp. 01, -+ Op, € Qn, viz kap. 4.1.2 jako
o
u, =gn+ U1+ + Un,@n, :gh+ZUj Pi;
j=1

Vh =®1," " ,Pn, = Pi,

ph=FP1 01+ + P, anzzpj b5,
=1

q}Lzola"' aeanGi-
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Vztahy dosadime zpét do (4.25) a obdrzime

Ny

ZU(”JFI) ( 790ja901)+ZU a LP]7LP’L +ZP b 901,9) L((Pi) pro¢=1,---,n,,
j=1 Jj=1

Ty

ZUjb(%,ei):o proi=1,---,ng.
Soustavu rovnic pfepiSeme v maticovém tvaru
A (ugn)) BT U F
B 0] \P 0
Prvky matice B = {b;;} a vektoru F' = {f;} jsou identické jako u Stokesova problému v kap. 4.1.2,
v matici A = {a;;} se navic objevuje trilinedrni ¢len, tedy

aj; = ((Uén) ' V) <Pj,<Pi)Q +v (Vp;, Vi), =

:/Q((ugl"%v)%).% dQ+/Qquoj-Vgoi Q.

Na piipustné triangulaci 75, rozepiSeme integrédl pies jednotlivé trojuhelniky K € 75, a prvky ay;
vypocteme jako

Kery,
Provedeme transformaci integralu na referen¢ni trojihelnik K. Lokalni prispévky afg do matice A

ziskame potom v podobé
aff = /K (@0 V) @i@.9) - wilay) +v Vepy(e.y) - Vepila.y)| dis =

= [ et Bl (@) ) 04(0.0) B 0.)) - oua )+

v (ﬁc,aj(g:«,g) B;(l(gz,y)) : (@@i(@,g) ]B%}l(ﬁz,g}))] dK .

Integraci na K provedeme piiblizné pomoci numerické kvadratury
M
~ D et Bic(fn) | wm [ () (Rn) - V) @5 Gn) BR (%n) ) - @1(5m) +
m=1

+ v (V5 (%m) B (%m)) - (Vei(%m) BR (%)) -
kde w,, = |K' |Om a X, = [Zm, Um). Uzly X, a vdhy @, numerické kvadratury volime obdobné,

jako u Stokesova problému, viz kap. 4.1.2.

4.2.3 Nestacionarni problém

Nestacionarni tlohu definujeme pro rovnici

aa—ltl—l—(u V)u—vAu+Vp=f, (4.26)

podobné jako pro nestaciondrni Stokesuv problém (4.12). Semidiskrétni tvar potom ziskdme
v libovolném ¢ € [0, T] jako

(Op, vi)a + c(up;up, vi) +a(up, vi) + 0 (v, pr) = (£, Vi)g Yvy € Vi,

b(up,qn) =0 Van € Qn,

(4.27)
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pro uy € gn + Vi a pp, € @, a pocétecni podminku uy,(0) = ugp, kde @, znaéi derivaci podle ¢asu,

viz [31],[35]. Provedeme linearizaci a ¢asovou diskretizaci pomoci Eulerova implicitniho schématu

(dtuZ+17vh)Q + c(uy; uZH,vh) +a (uZH,Vh) +b (v;“pZH) = (f(tnt1),va)g Vv, € Vi,

b (up ™, qn) =0 Van € Qn
kde .
dtlln+1 = 7UZ+ — UZ
h At
Potom co pievedeme soustavu do algebraického tvaru, lze ziskat maticovou podobu
AM+A(uy) BT\ (! _ F Ly ur
B 0 ﬁn+1 0 At 0

V piipadé Crankova—Nicolsonova schématu, viz [31] fesime systém

(dtuZH, vh)Q + c(uﬁ;ﬁ}fl, vp)+a (uZH, vh) +0b (vh,pzﬂ) = (f(tnﬂ), Vh)Q Vv € Vi,

b(w " qn) =0 Yan € Qn
kde o
dtuZJ’_l = 711]7’ — u;:: 5
At
Gl up 4+ up

h ) )
— f(t,+1) + £,
f(tni1) = % )

4.3 Obtékani télesa

V dalsim postupu se omezime na stacionarni problém. Uvazujeme, ze v ) se nachazi

téleso, které je obtékané tekutinou. Silu ptusobici na téleso spocteme

(Fd,Fl):/a~nB dB, (4.28)
B

kde B zna¢i hranici télesa, ng = (ng,n,) jednotkovou normélu sméfujici dovnitf télesa a slozky
Fy, F; nazgyvame jako odporovou, resp. vztlakovou silu. Tenzor napéti ¢ zname pro Newtonskou

nestlac¢itelnou tekutinu, viz kap. 2 ve tvaru
o=pu (Vu—i— (Vu)T> —pl.

Dosazenim do (4.28) a po ne tak jednoznacéné dprave, viz [36] dostaneme pro slozky sily vztahy

8’U¢ )
F = — Ny — PNy dB 5
d /B (M ong y — D
aut )
F=- —Ng +pn, | dB,
l L (N ong Py

kde w, znaéi projekci rychlosti u = (u,v) do tetného sméru t = (ny, —ng), tedy u, = u-t,

(4.29)

viz [36]. Na hranici B pfedpokldddme no slip okrajovou podminku, tj. u|; = 0. Dalsi tpravou

s timto predpokladem ziskdme findlni tvar pro vypocet sil jako

ou ou
Fy = /B (uVu-ng —png)dB = /B {py ((%CH"L + 3yny> —pnw] dB,

Ov v
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Kiivkovy integrél lze spocitat piimo, pomoci numerické integrace, anebo je mozné integrél pies
hranici B pfevést na integral pies elementy K. Vychdzime ze slabé formulace momentové rovnice

Navierovych—Stokesovych rovnic (4.19), tj.

/(u~V)u~de+V</ 8u~vd5+/Vu-Vde)
Q o On Q

Jr
+/ pn~vdS—/p(V-v) dQ= [ f-vdQ.
o9 Q Q

Rozepiseme integral pies hranici 92 a po upravé dostaneme

/Q[(ll'v)u'V-FVVu-Vv—p(V-v)_f.v]dQ:/

(yau vV —pn- V) dB. (4.30)
B

On
V ptipadé odporové sily volime vodorovnou slozku testovaci funkce v rovnou jedné, pouze pro

elementy, které s hranici sdili alespoi jeden vrchol. V ostatnich pfipadech je v nulovy vektor, tedy

1 0
Vg = , Proxe€ B, Vg = , prox¢ B.
0

Clen na pravé strané v (4.30) potom obdrzime ve tvaru

ou ou ou
/B(Van.vdpn.vd) dBf/B {1/ <axnz+8yny> pnz] dB = Fy.

Dosazenim do (4.30) ziskdme vztah pro vypocet odporové sily, viz [36]

Ey :/ [(u-VIu-vg+vVu-Vvg—p(V-vy) —f-vgldQ. (4.31)
Q
Analogicky vypocteme vztlakovou silu, jako
F, :/ [(w-V)u-v;+vVu-Vv;—p(V-v;) —f-v]dQ, (4.32)
Q
kde
0 0
v, = , proxe€ B, v, = , prox¢ B.
0

4.4 Stabilizace

Pro vyssi Reynoldsova ¢isla se mohou modely, tvofené koneénymi prvky, stat nestabilnimi.
Nestabilita se typicky projevu nartustem vypocetniho ¢asu, popiipadé selhdnim iterativniho procesu
pii feSeni algebraickych problému. V nékterych piipadech muze numerické feseni naopak obsaho-
vat oscilace, které nemaji zaddné fyzikdlni opodstatnéni. Abychom se vyhnuli témto problémum,
je potieba zavést tzv. numerické tlumeni, viz [2],[35]. Existuje nékolik postupu jak toho docilit,
uvedeme napf. metodu streamline upwind/Petrov Galerkin (SUPG), vice viz [35]. V této préaci

pouzivame metodu streamline diffusion.

Metoda spocivé v zavedeni umélé difuze (vazkosti), kterd pusobi pouze ve sméru proudu.
Toho docilime pridénim nového ¢lenu do slabé formulace (4.24), ve které hleddme u, € gy, + V}, a
pn € Qp takové, ze
c (uha up, Vh) +a (uha Vh) +s ({uh7 Uh} ) {Uh, Vh}) +0b (Vhaph) =L (vh) \V/Vh S ‘/h, )

b (uh7 qh) =0 VQh S Qh 5

(4.33)
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kde
s({wn,un} {wnvi}) = Y 0k (- V) up, (W - V) vi) i

Kery,

Stabiliza¢ni parametry dx > 0 volime pomoci lokalniho Pécletova ¢isla

5}( = — ﬁ(PeK) y (434)

kde hg je velikost nejdelsi strany elementu K a U je referencni rychlost, viz [2],[35]. Absolutni

hodnotu [ul, pocitdme jako
[a] e = max[a(x)| ~ max {[a(A)], [@(B)[, [@(C)]} .

Funkei &(Peg ) uvazujeme v podobé

¢(Peg) = min {1, Pe?)K} ,

kde Peg vypocteme, viz (2.26) jako

max |u - e
Pep = — ,
K 2v
kde e; odpovidd smérovym vektorum stran daného elementu K. Linearizaci vztahu (4.33) prove-

deme podobné jako v (4.25) tak, aby platilo

e (™ va) +a (Wt vi) g s ({uf, wi ™ {agl vad) 0 (Vi g = (£, va)g

o - (4.35)
b (uh 7qh)Q =0.

4.5 Numerické vysledky

Navierovy—Stokesovy rovnice fesime jak ve staciondrnim (4.18), tak nestacionarnim (4.26)
tvaru. V prvni tloze s protismérnych schodem méiime délku odtrzeni proudu pii proudéni
v oblasti zpétného schodu. Ve druhé tloze fesime obtékani vélce, nejprve stacionarné a nasledné
nestacionarné a sledujeme hodnoty soucinitele odporu ¢4 a soucinitele vztlaku ¢;. V posledni tloze
ukazeme vliv stabilizace pii obtékani profilu kiidla NACAA 0012 s vétsim Reynoldsovym ¢islem a

zjistime zavislost ¢; na dhlu ndbéhu.

Casto pouzivame pfi Feseni tiloh ke kontrole vypoétu program OpenFOAM?5. OpenFOAM
je zalozeny na MKO a na tzv. cell centered pristupu, u kterého jsou diskrétni hodnoty vztazeny k
elementum triangulace (na rozdil od MKP, kde jsou vztazeny k vrcholim). Navierovy—Stokesovy
rovnice Fesime pomoci algoritmu SIMPLE (Semi-implicit method for pressure linked equations),
ktery spocivd v sekvenénim feSeni rovnic pro rychlost a tlak a v jejich nasledné korekci, vice
viz [38]. Konkrétné pracujeme s variantou SIMPLEC (C - consistent), ktera na elementu predpokldda

téméf konstantni korekce rychlosti. Ve vSech ptipadech pracujeme s laminarnim typem proudéni.

50penFOAM je CFD (computational fluid dynamics) vypocetni software, vice viz [37].
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4.5.1 Proudéni s protismérnym schodem

Uvazujeme oblast s protismérnym schodem na obr. 26. Vyska oblasti je definovéna
v zévislosti na expanznim poméru ER = H/h, kde h je vyska kandlu pred schodem a H je vyska
kanalu za schodem, viz obr. 26. Délka horniho kandalu je zvolena jako 5h a spodniho kandlu jako
30h, aby byly zachyceny veskeré hydrodynamické jevy. Na vstupu predepisujeme parabolicky profil
rychlosti s maximalni rychlosti Up,.x. Na sténdch oblasti uvazujeme no slip okrajovou podminku a
na vystupu do-nothing podminku. Cilem tlohy je nalézt vzdélenosti x1, 2, x3 na spodni a vrchni

strané kandlu, které popisuji oblasti odtrzeni proudu v zavislosti na Reynoldsové ¢isle Re.

X3
X2 ]

= | —

* ¥

Obrazek 26: Schéma oblasti s protismérnym schodem

Abychom byli schopni porovnat vysledky s experimentdlnim fesenim od Armalyho [39],
uvazujeme FR = 1,942 a h = 1 m. Triangulace oblasti v métitku 2:5 v x—ovém smeéru je zobrazena
na obr. 27. Triangulace je dostateéné zjemnéna tak, aby byl zachycen parabolicky profil rychlosti,
v oblasti dolntho kandlu je potom lokalné zjemnéna smérem ke spodni hrané k co nejpresnéjsimu
zachycen{ vzdalenosti x1. Celkové je triangulace tvorena 12735 uzlovymi body a 24864 trojuhelniky.

Délka nejdelsi strany elementu v dolnim kanéle je 0,15 m.

Obrézek 27: Triangulace oblasti s protismérnym schodem

Ulohu fesfme v rozsahu Re = 100 - 1000. Parabolickd rychlost na vstupu odpovida

Umax = 10 ms™!. Reynoldsovo &islo potom pro Navierovy-Stokesovy rovnice splituje

Ustf Lchar
Re — St Zehar

14

kde Uy je sttedn{ hodnota rychlosti na vstupu a pro parabolicky profil je rovna 2/3 Upyax. Charak-
teristicky rozmeér tlohy Lepar je ddan hydraulickym prumeérem jako dvojnasobnd vyska vstupniho
kanalu, tj. Lcpar = 2h. Na obr. 28 je pro ukdzku v méfitku zobrazeno feseni tlohy pro Re = 500.
V tab. 2 jsou potom uvedeny hodnoty namétrenych vzdalenosti x1,zs, z3 v porovnani s vypoctem

v OpenFOAM.
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v (ms~1)
034 02 0 02 04 D06 -083

Obrézek 28: Redeni tlohy s protismérnym schodem pro Re = 500

7 tab. 2 pozorujeme nékolik véci. K druhému odtrzeni proudu dochazi ziejmé pro Re
kolem 500 a vyssi. Vysledky pro vzdélenost prvniho odtrzeni, tj. x1 jsou ve velmi dobré shodé
s vysledky z OpenFOAM. Nejvice se odlisuje vzdalenost pro Re = 200 a to o piiblizné 0,14 m.
Délka druhého odtrzeni (x3 — x2) se oproti OpenFOAM primérné lisf o pfiblizné 0,6 m. Resent
v OpenFOAM zacalo byt pro Re vysSi nez 800 nestabilni. To by mohlo byt zpusobeno napft.
nedostateénou jemnosti sité, viz [40], kde pozoruji pro vyssi Re oscilace v numerickém teSeni.
S jemnéjsi triangulaci oscilace vymizely a bylo mozné nalézt staciondrni feSeni. Obecné se potom
pro tento typ tdlohy, tj. proudéni v oblasti s protismérnych schodem vedou diskuze, jestli je mozné

ziskat staciondrni Fesen{ pro Re vétsi nez 800, vice viz [40].

Na obr. 29 jsou do grafu vyneseny hodnoty ziskané numerickym vypoctem a experi-
mentdlnim méfenim z [39]. Nutno poznamenat, ze experimentdlni hodnoty jsou odecteny
z grafu v [39] pouze priblizné, takze je mozné, ze se redlné naméfené hodnoty mirné odlisuji. Pro
nizka Re vidime, ze se data dobfe shoduji s experimentdlnimi. Pro vyssi Re, zhruba od 500 se po-
tom numericka data od experimentu oddaluji. Toto chovani bude zfejmé dusledkem trojrozmeérnosti
tlohy, kterd byla v experimentu pozorovdna pro Re kolem 400 a vétsi, viz [39]. Numerické feseni
by také mohlo byt ovlivnéno délkou kontrolni oblasti, resp. okrajovou podminkou na vystupu,
vice viz [40]. Z obr. 30, na kterém jsou vyznaeny proudnice, totiz pozorujeme, Ze se oblasti

odtrzeni pro vyssi Re k vytoku z oblasti priblizuji.
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Re x1 T1|openroanm | T2 Z2|0penFOAM | T3 Z3|0penFOAM
100 2.57950 | 2.56186 — — — —
200 4.54361 | 4.39994 — — — —
300 6.21943 | 6.07821 —_— — —_— —
400 7.58169 | 7.57474 —_— — —_— —

500 | 8.77657 | 8.78760 8.03361 | 8.33953 11.3668 | 10.9262
600 | 9.71456 | 9.71341 8.33603 | 8.49452 14.0778 | 13.7761
700 | 10.4677 | 10.5869 8.77676 | 8.94570 16.3673 | 16.0586
800 | 11.2011 | 11.2056 9.25133 | 9.24242 18.5020 | 18.0190
900 | 11.8036 | — 9.69788 | — 20.5851 | —
1000 | 12.4292 | — 10.1452 | — 22.5637 | —

Tabulka 2: Vzdalenosti odtrzeni proudu pi#i proudéni v kandle s protismérnym schodem

25
Ext. data(Armaly) xq &
Xl ——
Ext. data(Armaly) x, &~
20 X, —&—
Ext. data(Armaly) x3 &
X3 —a—
15
—
| —
<
= 10
5
0 0 200 400 600 800 1000

Re (1)

Obrazek 29: Zavislost vzdalenosti z1, z2, x3 na Re v oblasti s protismérnym schodem

Za dulezité povazujeme také zminit zménu profilu rychlosti v misté protismérného schodu
pro nizkd Re. Na obr. 31 je vynesen rychlostni profil na vstupu a potom v misté protismérného
schodu pro Re = 100, 500 a 1000. Pro nizka Re pozorujeme, ze se rychlostni profil mirné odchyluje
od parabolického profilu na vstupu. Pro vyssi Re, u kterych prevladd konvektivni pfenos nad

difiznim, tento efekt vymizi.
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Re = 1000

Obrazek 30: Proudnice v oblasti s protismérnym schodem v zavislosti na Re

S

—uc5y)
/ —u(0y). Re = 1000
—Uu(Oy). Re = 500

7, —U©y). Re = 100

u (ms~1)
O — N W &b O 0 N @ O

S
NS

42 1792 1.442 1.692 1.942
y/h

—u-5y)
—u(0.y). Re = 1000
—u(0.y). Re = 500

—U(.). Re = 100

138 14 142 1442 146 148 15 152
y/h (1)

Obrazek 31: Rychlostni profil na vstupu do oblasti a v misté s protismérnym schodem
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4.5.2 Obtékani valce

V dalsi tloze fesime proudéni v kanale s vyskou H = 0,41 m, uvniti kterého je umistén
valec s prumérem D = 0,1 m, viz schéma na obr. 32, na kterém jsou uvedeny rozméry tlohy.
Valec se nachdzi v misté (0,2; 0,2) m. Na vstupu do oblasti je opét piedepsin parabolicky profil
rychlosti s maximéalni rychlosti Uyax. Na hranici kandlu a na valci uvazujeme no slip okrajo-
vou podminku a na vystupu do nothing podminku. Ulohu fesfme nejprve pro Reynoldsovo ¢&islo
Re = 20 a ocekavame stacionarni feSeni, po té pro Re = 100 a sledujeme nestacionarni prubéh.

Stejné jako v pfedchozi tloze spliiuje Re pro bezrozmérné Navierovy—Stokesovy rovnice vztah

Ustf Lchar
Re = —=tf ~char
v

kde Usts = 2/3Umax @ Lehar = D. Zéroven na vélci pocitdme soucinitele odporu c¢q a vztlaku ¢

jako
2 5
Cd = d
Uz.D" "
t2 (4.36)
‘=gzt

stt

kde Fy, F} je odporova resp. vztlakova sila, viz kap. 4.3.

(0.H) — —
0.16
0.15m
Iﬂ.]m
0.15
(0,0) _

A
Y

2.2m

Obrazek 32: Schéma kanalu s obtékanym valcem

I) Staciondrni vypocet pro Re = 20

V prvnim pifpadé uvazujeme Re = 20 a Upayx = 0,3 ms™!'. Mimo cg, ¢; poéitdme také
zménu tlaku Ap mezi predni a zadn{ stranou vélce, tj. mezi misty (0,15; 0,2) m a (0,25; 0,2) m.
Ulohu Fesfme na tiech triangulacich 7,, — 734, které jsou zobrazeny na obr. 33. Triangulace jsou
lokédlné zjemnéné na vstupu, abychom byli schopni zachytit parabolicky profil rychlosti a potom
kolem obtékaného vélce. Resen{ tilohy je na triangulaci 73,, zobrazeno na obr. 34. V tab. 3, 4 uvadime
vypocitané hodnoty ¢q a ¢; prostfednictvim integrdlu pres elementy K, viz (4.31), integrdlu pres

hranici B, viz (4.29) a v OpenFOAM.
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Obrazek 33: Triangulace Ty, , Th,, Th, na kontrolni oblasti - kandl s védlcem

Obrazek 34: Staciondrni feseni dlohy obtékani vélce pro Re = 20 na 7,

V [41] byly pro tuto tlohu ziskdny hledané hodnoty pomoci spektralni metody vyssiho rédu, a to
cq = 5.57953523384 , ¢; = 0.010618948146 , Ap =0.11752016697 .

Tyto hodnoty povazujeme za referencni. Z vysledki pozorujeme, Ze na jemnéjsich triangulacich
dosahujeme pfesnéjsich vysledki. Nejlepsi shody ¢4 s referenéni hodnotou potom bylo dosazeno
integraci po hranici B. Zbylé dvé metody se potom od referen¢ni hodnoty li{ na nejjemnéjsi
triangulaci p¥iblizné o 0,003. Naopak ¢; je prostfednictvim integrace pies B vzdaleno od referen¢ni

hodnoty nejdale. Nejlepsi shodu ¢; potom vidime pro OpenFOAM vypocet. V dalsim postupu tak
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volime vypocet cq, ¢; integraci pres elementy K. V tab. 5 je porovnani Ap. Nejpresnéjsi vysledek

na nejjemnéjsi triangulaci se od referenéni hodnoty Ap lisi o ptiblizné 0,0001.

pocet vrcholu pocet trOJUhelnlku ‘ Cd|integré1 pies K ‘ Cd|integr€il pies B ‘ Cd|OpenFOAM

4334 8351 5.625095 5.599554 5.481330
17317 33997 5.590336 5.586899 5.554673
49126 96975 5.582684 5.579340 5.575898

Tabulka 3: Vysledky cgq pro staciondrni feSeni tilohy obtékani valce s Re = 20

pocet vrcholu pocet trOJUhelnlku ‘ cl|intcgré1 pies K ‘ cl‘intcgrél pies B ‘ cl|OpanOAM

4334 8351 0.015627 0.05686 0.007182
17317 33997 0.013142 0.032040 0.009886
49126 96975 0.011695 0.021211 0.010155

Tabulka 4: Vysledky ¢; pro stacionarni feseni ilohy obtékani valce s Re = 20

pocet vrcholu | pocet trojuhelnika | Ap ‘ Ap| OpenFOAM
4334 8351 0.118878 | 0.1143391
17317 33997 0.117783 | 0.1172126
49126 96975 0.117624 | 0.1173897

Tabulka 5: Vysledky Ap pro staciondrni feSeni tlohy obtékani vélce s Re = 20

IT) Nestacionarni vypoéet pro Re = 100, periodicky prubéh

I a otekdvame nestaciondrni chovéni.

Dale tlohu fesime pro Re = 100 a Upax = 1,5 ms™
Tentokrat hleddme maximalni a minimélni koeficient odporu cg max & €4,min, podobné i koeficient
vztlaku ¢ max, Ci,min. Pro periodu, kterd za¢ina casem, kdy je ¢; nejmensi a kon¢i ¢asem, kdy je ¢
znovu nejmensi, dostaneme frekvenci f. Tu potom pouzijeme pro vypocet Strouhalova ¢isla St, viz

(2.27) jako
fD
Usti ’

Pii casové diskretizaci pouzivdme implicitn{ Eulerovo schéma (IE) se tfemi rtznymi ¢asovymi

St =

kroky, a to At = 1/100 s,1/200 s a 1/400 s. Vysledky porovndvdme s numerickymi daty
Dortmundské univerzity [42]. Jejich Fesi¢ je zaloZen na prostorové diskretizaci pomoci koneénych
prvki (Qa, Pis€), vice viz [36]. Jejich vypocetni triangulace méla 33696 uzlovych bodl a 33280
elementt. My feSime dlohu na triangulaci 7, se 4334 uzlovymi body a 8351 trojuhelniky. K ¢asové
diskretizaci pouzivaji v [42] Crankovo—Nicolsonovo schéma. Na obr. 35 a obr. 36 je zobrazen vyvoj
rychlostniho, resp. tlakového pole v kontrolni oblasti. Z ¢asového prubéhu vidime, Ze za védlcem

vznikd virova stezka.
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Obrézek 35: Vyvoj rychlostniho pole pfi nestaciondrnim feseni pro A¢ = 1/400 s na 75,, Re =100
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Obrézek 36: Vyvoj tlakového pole pfi nestaciondrnim feseni pro At = 1/400 s na 75,,, Re = 100

Na obr. 37 a 38 je vynesen prubéh cg4 a ¢; pro ruzna At. Z prubéhu jsou potom do tab.
6 a tab. 7 ode¢teny maximalni a minimalni hodnoty pro cg4, ¢;. Porovnanim hodnot ¢4 s externimi
daty z [42] pozorujeme, Ze nejméné se odlisuji vysledky pro nejvétsi ¢asovy krok, a to o 0,0073 pro
Cd,min & 0 0,0336 pro ¢4 max. Neocekdvané se nejvice odlisuji hodnoty pro nejmensi ¢asovy krok. Pro
hodnoty ¢ min @ €1 max Pozorujeme chovani opacné. V piipadé St v tab. 8 se hodnoty pro mensi At
priblizuji externim hodnotdm z [42]. K jasnéjsimu vysledku by napovédély dalsi vypocty s mensim

casovym krokem, predevsim ale potom feSeni na jemnéjsi triangulaci.
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IIT) Nestacionarni vypocet pro Re = 100, ¢asové zavisla okrajova podminka

Kontrolni oblast s obtékanym véalcem na zavér vyuzijeme k vypoctu, kde se rychlost na
vstupu méni s casem, tj. Upax(t) =1,5sin(xt/8). Ulohu fesfme pro Re = 100 v casovém intervalu
do T' = 8 s a hleddme ¢g max, €1, max & €asy t(Cdmax), (¢ max), kdy jich bylo dosazeno. Stejné jako
ve stacionarnim piipadé navic hleddme Ap v koneéném case. Vysledky opét porovndvame s nume-
rickymi daty od Dortmundské univerzity [43], kterych bylo dosazeno na triangulaci s koneénymi
prvky (Qa, P{is¢) 0 133952 uzlovych bodi a 133120 elementech (oproti triangulaci 73, se 4334 uz-
lovymi body a 8351 trojihelniky). K ¢asové diskretizaci bylo v [43] pouzito Crankovo—Nicolsonovo
schéma (CN) pro At = 1/1600 s, v porovnani s implicitnim Eulerovym schématem (IE), které jsme

pouzili k vypoctu postupné pro At =1/100 s,1/200 s a 1/400 s.

Z prubéhu Ap na obr. 39 a prubéhu ¢4 na obr. 40 pozorujeme, Ze vypocCtené Feseni se velmi
dobfe shoduje s externimi daty. Nejvétsi odliSnosti nastavaji pro casovy interval t = 4—7,5 s, coz
je nejvice vidét na prubéhu ¢; na obr. 41. Se zmensujicim At se blizime k numerickym hodnotam
¢ z [43]. To dokazuji i hodnoty ¢;max v tab. 9. Naopak se zmensujicim At se ¢gmax mirné od
referen¢nich hodnot vzdaluje. Toto chovéni povazujeme jako dusledek hrubé triangulace. Hodnoty

Ap v t =8 s jsou pro malé At ve velmi dobré shodé s referen¢nimi.

Ext—d‘ata(Dortmund) C‘N*dt1/1600——-
IE-dt=1/200—
IE-dt=1/400—
IE-dt=1/800—

dp (m?s2)

05 I I I I I

T
-t:§§\ Ext-data(Dortmund) CN-dt1/1600---
T IE-dt=1/200—
TE-dt=1/400— |

IE-dt=1/800

L I I I I I

5.5
t(s)

Obrézek 39: Priabéh Ap pfi nestacionarnim feseni pro rizné At do t = 8 s, Re = 100
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1/1600---

Ext-data(Dortmund) CN-dt:

=1/200— |

IE-dt:
IE-dt:

1/400—

3.5

I
0
~

T

=1/1600----
IE-dt=1/200—

Ext-data(Dortmund) CN-dt:

IE-dt=1/400—

IE-dt=1/800— "

I
~ wn —

()P

0.5 [

6.5

5.5
t(s)

4.5

At dot = 8s, Re =100

arnim feSeni pro ruzné

’

s

Obrazek 40: Prubéh ¢4 pii nestacion

1/1600---

Ext-data(Dortmund) CN-dt:

IE-dt=1/200—

IE-dt=1/400—

IE-dt=1/800—

0.6

04 -

0.2 1

(mh

-0.2 |-

0.4

7.5

6.5

5

5.

4.5

t(s)

é At dot =8s, Re =100

arnfm feSeni pro ruzn

3 v

,

Obrézek 41: Prubéh ¢; pii nestacion
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At ‘ t(cd,max) ‘ Cd,max ‘ t(cl,max) ‘ Cl,max ‘ Ap(t = 8)
1/200 3.935000 3.003909 | 6.075000 0.468311 | -0.109763
1/400 3.935000 3.004006 | 5.940000 0.508502 | -0.109617
1/800 3.933750 3.004064 | 5.875000 0.524998 | -0.111318

1/1600] 5y, qura | 39365625 | 2.943764 | 5.6928125 | 0.477488 | -0.111541

Tabulka 9: Max ¢g, ¢; a Ap(t = 8) pro nestaciondrn{ Feseni pro ruzné At, Re = 100

4.5.3 Obtékani profilu kiidla NACA 0012

V posledni tloze studujeme obtékani kolem symetrického profilu kiidla NACA 0012
s délkou tétivy ¢ = 1 m, viz obr. 42. Sledujeme zdvislost vysledku na stabilizaci pomoci streamline
diffusion, viz kap. 4.4. Pokusime se zjistit vliv ihlu ndbéhu « na souciniteli vztlaku ¢;. Vypocetni
oblast je zobrazena na obr. 43. Na pulkruhové vstupni ¢dsti predepiSseme konstantni rychlost
Uso = 10 ms™!, na vystupu potom do-nothing okrajovou podminku. Na profilu kiidla aplikujeme
no slip okrajovou podminku. Na spodni a horni ¢asti oblasti uvazujeme tzv. free slip okrajovou
podminku, tj. rychlost md na hranici nulovou pouze normélovou slozku (na rozdil od no slip, kdy

mé nulovou i teénou slozku).

Obrazek 42: Profil kiidla NACA 0012

20

-20 0 40

Obrézek 43: Kontrolni oblast pro obtékani profilu kiidla NACA 0012
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Ulohu nejprve fesime na Ctyfech rtuznych triangulacich 7, — 7p,, z nichz nejemnéjsi
triangulace 75, je zobrazena na obr. 44 a jeji detail na obr. 45. Vlastnosti tekutiny odpovidaji

Re = 3000, tj.
_ Uoo Lchar
o 14

Re

)

kde Lehar = c. Uhel ngbéhu nejprve volime o = 0 a na triangulacich 7,, — 7, poc¢itame ¢;. Kvuli

symetrickému profilu kiidla o¢ekdvame hodnoty blizké nule.

Obrézek 44: Triangulace 75, pro tlohu obtékani kiidla NACA 0012

Obrazek 45: Zjemnéni triangulace 73, v blizkosti profilu kiidla NACA 0012

Z tab. 10 vidime, ze hodnoty ¢; se skute¢né k nule na symetrickém profilu pfiblizuji.
Vyjimkou je nejhrubsi triangulace, kde pozorujeme vliv stabilizace. Vypocet ¢; bez stabilizace
je na 7y, zfejmé nepiesny. Rychlostni pole bez stabilizace na obr. 46 totiz neni symetrické a
v TeSeni se objevuji numerické artefakty, viz prubéh rezidui pro feSeni bez stabilizace na
obr. 47. Oproti tomu stabilizované feSeni konverguje a na obr. 48 vykazuje vyraznéjsi shodu
s realnym chovanim. Je ale ziejmé, zZe i stabilizované feseni na hrubé siti je malo piesné. Z tab. 10
potom vidime, Ze s jemnéjsi triangulaci se vyznam stabilizace vytrati. Pfesnéjsi feSeni rychlostniho

a tlakového pole, zejména v oblasti tiplavu je zobrazeno na nejjemnéjsi triangulaci na obr. 49.
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pocet vrcholu | pocet trojihelniki | Ctlbey stabilizace | ¢l tabilizace SD | Cl|OpenFOAM

7385 14000 0.115340 0.016701 -0.000808
14756 28669 0.000276 -0.000113 0.004260
29734 58580 -0.000308 0.000280 0.000962
59521 118154 -0.000029 0.000731 0.003337

Tabulka 10: Vysledky ¢; pro triangulace 75,, — 7, v oblasti obtékdni profilu kiidla NACA 0012,
Re = 3000

Obrézek 46: Reseni obtékani profilu kiidla NACA 0012 na triangulaci Th, bez stabilizace,
Re = 3000

100 . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(i) bez stabilizace
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10710

10712

10-14
iter

(ii) se stabilizac{

Obrazek 47: Reziduum pro tlohu obtékani kiidla NACA 0012 na 73,,, Re = 3000

Ju] ms™!

11.26
[10
8

Obrézek 48: Resenf obtékani profilu kifdla NACA 0012 na triangulaci 75,, se stabilizaci, Re = 3000

Obrazek 49: Rychlostni a tlakové pole v oblasti obtékani profilu kiidla NACA 0012 na 73,, Re =
3000

(0]
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V dalsim postupu bylo studovano nékolik konfiguraci zménou hlu nabéhu a. Pro vypocet

uvazujeme triangulaci 75, viz obr. 44. V tab. 11 jsou uvedeny hodnoty ¢; pro a < 4°. Z vysledku

pozorujeme, Ze podle otekdvani s rostoucim « roste ¢;. Nejmensi rozdil vidime mezi vysledky ¢; bez

stabilizace a vysledky z OpenFOAM, prumérné 7%. Pro vypocet ¢; se stabilizaci je potom rozdil

prumérné 15%. Pridénim stabiliza¢niho ¢lenu tak vnasime do vypoctu uréitou chybu. Stacionarnf

feSeni prestala pro o > 3.5° konvergovat. To jsme ovéfili vypoctem v OpenFOAM, kdy se FeSeni

zacalo stavat nestacionarnim, viz obr. 50.

(07

Cl |bez stabilizace

Cl |stabilizace SD

Cl |OpenFOAM

0.5°
1°
1.5°
9
2.5°
3
3.5°

Tabulka 11: Zavislost ¢; na « pro profil kiidla NACA 0012, Re = 3000

Obrazek 50: Vznik nestabilntho feseni v OpenFOAM pro « > 3.5° pii obtékani profilu kiidla
NACA 0012, Re = 3000

0.022995
0.045403
0.067234
0.087731
0.107157
0.124184
0.139003

0.021142
0.042206
0.060641
0.081978
0.099344
0.112302
0.124498

0.026597
0.049702
0.072579
0.092172
0.117331
0.133256
0.147471
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Zavér

Postupneé byly v praci pomoci MKP odvozeny diskrétni formulace vinové rovnice pro akus-
tické poruchy, vlnové rovnice ve frekvenéni oblasti, tj, Helmholtzovy rovnice, Stokesova problému
a Navierovych—Stokesovych rovnic. Cilem préace bylo si tyto rovnice, které popisuji akustické a
hydrodynamické jevy osvojit a vytvorit nastroj pro jejich kontrolu. K tomu byla pouzita vlastni
implementace MKP v programovacim jazyce C, kterd mimo jiné vyuziva volné dostupného softwaru
Gmsh pro tvorbu sité, knihovny UMFPACK pro feSeni soustav algebraickych rovnic a softwaru

Paraview pro vizualizaci vysledku.

Prostory kone¢nych prvki jsou diskutovany pro skaldrni problém ve 3D a pro vektorovy
problém ve 2D. V akustickych ulohéch jsme jako elementy pouzili pro numerické vypocty ¢tytrstény
s linedrnimi bazovymi funkcemi.V tlohdch proudéni nestlacitelné tekutiny jsme uvazovali mini

element, ktery pro sdruzeny problém spliuje tzv. inf-sup podminku.

Na tloze pro vlnovou rovnici nejprve demonstrujeme vliv nulové Neumannovy okrajové
podminky, ktera akustické viny odrézi a radiacni Sommerfeldovy okrajové podminky, kterd viny
na hranici ¢astecné absorbuje. Této znalosti jsme potom vyuzili pfi zkoumani lidského vokalniho
traktu, kde jsme pomoci DFT ziskali ze signédlu frekvenéni spektrum a nalezli rezonanéni frekvence.
Rezonanéni frekvence se ve spektru do 3 kHz vyskytly v nasem modelu t¥i, a to pro f = 250,1130
a 2380 Hz. Obdobnou tlohu jsme potom fesili ve frekvenéni doméné pomoci Helmholtzovy rovnice

a dosahli jsme podobnych vysledku.

Implementaci MKP pro vektorovy Stokesuv problém jsme otestovali na tloze s predem
zndmym feSenim. Pro mini element pozorujeme rychlost v H!—normé prvniho iddu presnosti,
tlak potom v L?—normé druhé fadu piesnosti. V kontextu Navierovych-Stokesovych rovnic fesfme
standardizované ulohy, jako je proudéni v oblasti se zpétnym schodem, kde hleddme délku odtrzeni
v zéavislosti na Reynoldsové ¢isle az do Re = 1000 a vysledky porovnavame s experimentalnimi
daty. Dalsi takova tloha je obtékani véalce v kandle, kde pocitdme zejména odporovy a vztlakovy
soucinitel cg, ¢;. Uvazujeme konfiguraci pro Re = 20, pii které jsme pozorovali ustdleny charak-
ter proudéni a pro Re = 100, kdy se za véalcem vytvorila virova stezka se Strouhalovym ¢islem
St = 0,286. Vypocty byly ¢asto souc¢asné provedeny i s pomoci OpenFOAM. Na zavér jsme Fesili
obtékani symetrického profilu kiidla NACA 0012 pro Re = 3000, u kterého komentujeme vliv sta-
bilizace pomoci streamline diffusion. Z vysledku pozorujeme, ze stabilizace hraje roli pro hrubé
sité, pro dostatetné jemné sité potom vnasi do vypoctu urcitou chybu. Méfili jsme také zavislost

¢; na uhlu ndbéhu o do a < 3,5°, pro vétsi thly jsme pozorovali neustalené proudéni.
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Priloha A

Diskrétni Fourierova transformace

Uvazujeme Feseni vlnové rovnice (3.11) v jednom uzlovém bodé. Resenf na j—té casové
vrstvé oznacime (¢, U;). Interpolovanou periodickou funkei U (), ktera prochézi vsemi body (t;, U;)

proj =0,1,2,--- , N amé periodu NAt, potom vyjadiime pomoci Fourierovy fady (viz napf. [44])

010 52 oo (225) i (225 wm

k=0

ve tvaru

kde ay, by, jsou Fourierovy koeficienty. Pomoci Eulerova vzorce (viz napi. [44]) lze (4.37) pfepsat

jako

- i27kt
Z Cl €Xp (— NAt) , (4.38)

k=—o00

kde i = v/—1 je imagindrni jednotka a ap = ¢ + c_g, by = i(ck + c—g). V piipadé diskrétnich

hodnot se omezime na rozsah £k =0,1,2,--- ;n — 1 a obdrzime
N-1
—i2mkt;
U; = Z Ck €Xp ( 3\7215 ) Z ey, e 2mkI/N (4.39)
k=0

Abychom vyjadrili koeficienty ¢k, ndsobime rovnici (4.39) vyrazem e~ 127K J/N 5 obé strany rovnice

seCteme pres j, tedy

N—-1 —1N-1
UjefiQﬂ'k'j/N 2 E Cr ezQﬂ'k k)j/N
=0 =0 k=0

Prav4 strana je nulovd az na piipad, kdy k = &/, viz [45]. Pro tento piipad je potom prava strana
rovna N¢g a Fourierovy koeficienty ziskdme v podobé

N—

1 —i2nkj/N
cr = N;Uje’ TN (4.40)

—

které fikdme diskrétn{ Fourierova transformace (DFT).
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Priloha B

Implementace MKP v programovacim jazyce C

K préaci je pfilozen soubor ve formatu .rar, ve kterém jsou ulozeny vsSechny zdrojové
soubory s pfiponou .c a hlavickové soubory s piiponou .h, které byly vytvofeny pii implementaci

MKP. Pro skaldrni problém ve 3D a vektorovy problém ve 2D byly pouzity dva separatni algoritmy.
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