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SPECIALIZACE Matematické modelováńı v technice
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Abstrakt

Předmětem této práce je metoda konečných prvk̊u a jej́ı využit́ı při řešeńı akustických

úloh a úloh prouděńı nestlačitelné tekutiny. Okrajové, resp. smı́̌sené úlohy pro parciálńı diferenciálńı

rovnice řeš́ıme ve slabém smyslu. Součást́ı práce je vlastńı implementace metody konečných prvk̊u,

která byla použitá k numerickému řešeńı vlnové rovnice v oblasti vokálńıho traktu ve 3D a Na-

vierových–Stokesových rovnic v mı́stě prouděńı s protisměrným schodem a při obtékáńı leteckého

profilu NACA 0012 ve 2D.

Abstract

The subject of this thesis is the finite element method and its application in solving

acoustic problems and incompressible fluid flow problems. Boundary, or rather mixed problems for

partial differential equations are solved in a weak sense. The thesis includes own implementation

of the finite element method, which was used for the numerical solution of the wave equation in

the vocal tract region in 3D and the Navier–Stokes equations in region of backward-facing step

flow and around the NACA 0012 airfoil in 2D.

Kĺıčová slova

Metoda konečných prvk̊u, vlnová rovnice, Helmholtzova rovnice, Navierovy–Stokesovy

rovnice, prouděńı nestlačitelné tekutiny, Lighthillova analogie, mini element, vokálńı trakt, prouděńı

s protisměrným schodem, NACA 0012.
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4.2.3 Nestacionárńı problém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Př́ıloha B 83

7



DIPLOMOVÁ PRÁCE

Úvod

V současné době se výzkum a aplikace prouděńı tekutin a aeroakustiky stávaj́ı stále

d̊uležitěǰśımi v oblastech, jako jsou letecký pr̊umysl, automobilový pr̊umysl, energetika a daľśı

odvětv́ı, kde jsou zvýšené nároky na snižováńı hluku a vibraćı. Tato diplomová práce se zaměřuje

na výzkum prouděńı tekutiny a aeroakustických jev̊u v reálném prostřed́ı. Ćılem této práce je

zlepšit pochopeńı těchto jev̊u a vytvořit nástroje pro jejich kontrolu.

Metoda konečných prvk̊u (MKP) je prostředek pro řešeńı okrajových a smı́̌sených úloh

parciálńıch diferenciálńıch rovnic (PDR), které právě tyto hydrodynamické a aerodynamické jevy

popisuj́ı. Hlavńı charakteristikou MKP je rozděleńı kontrolńı oblasti do buněk, známých jako

elementy. Elementy tvoř́ı śıt’, která může být nestrukturovaná a t́ım je umožněno zpracovávat

složité geometrie. Na rozd́ıl od metody konečných diferenćı (MKD) sd́ıĺı stejnou vlastnost i me-

toda konečných objemů (MKO). Druhou kĺıčovou vlastnost́ı je volba funkčńıch podprostor̊u, které

maj́ı konečnou dimenzi. Báze těchto prostor̊u jsou na daném elementu mezi jednotlivými uzlovými

body konstruovány specifickým zp̊usobem tak, aby vhodně (např. lineárně nebo kvadraticky) apro-

ximovaly hledané řešeńı. V kombinaci s reprezentaćı řešeńı v zeslabeném integrálńım smyslu má

MKP rigorózńı matematický základ, viz [1].

Proto je úvodńı kapitola věnována matematickému aparátu, který je zaměřený na pro-

story už́ıvané při řešeńı PDR. Vycháźıme z vektorového prostoru, který postupně specifikujeme

až na Banach̊uv prostor. Na Banachově prostoru definujeme variačńı problém prostřednictv́ım

bilineárńı a lineárńı formy, který představuje okrajovou úlohu pro obecnou PDR. Při analýze

slabých formulaćı PDR požadujeme, aby řešeńı existovalo a bylo jednoznačné, k tomu definujeme

Laxovu–Milgramovu větu. V Laxově–Milgramově větě vystupuje Hilbert̊uv prostor, uvád́ıme také

Lebesgueovy a Sobolevovy prostory.

Ve druhé kapitole se zaměř́ıme na matematicko-fyzikálńı modely, které budeme v rámci

hydrodynamiky a aeroakustiky řešit. Vycháźıme ze zákon̊u zachováńı hmoty, hybnosti a ener-

gie. Uvážeńım několika předpoklad̊u postupně odvod́ıme vlnovou rovnici pro propagaci zvuku,

Helmholtzovu rovnici, Navierovy–Stokesovy rovnice, Stokes̊uv problém a Lighthillovu rovnici.

Následuj́ıćı kapitoly jsou postupně věnovány uvedeným rovnićım, resp. jejich okrajovým,

nebo smı́̌seným úlohám. Úloha je nejprve převedena do slabého smyslu, následně je diskretizována

konečnými prvky a aby ji bylo možné numericky řešit, je přepsána do algebraického tvaru. Pro

danou úlohu jsou zkonstruovány prostory konečných prvk̊u a pomoćı transformace na referenčńı ele-

ment a numerické kvadratury źıskáme finálńı tvar úlohy pro numerický výpočet. V př́ıpadě smı́̌sené

úlohy je ještě provedena časová diskretizace. Na závěr je vlastńı implementace MKP ověřována a

použita k numerickému řešeńı několika problémů.
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DIPLOMOVÁ PRÁCE

1 Matematický aparát

Symboly Rn, Cn znač́ıme prostor n-rozměrných reálných, resp. komplexńıch vektor̊u. Vek-

tory v1, · · · ,vn nazýváme lineárně závislé, pokud existuj́ı koeficienty α1, · · · , αn, z nichž alespoň

jeden je nenulový a plat́ı

α1 v1 + α2 v2 + · · ·+ αn vn = 0. (1.1)

V opačném př́ıpadě jsou vektory v1, · · · ,vn lineárně nezávislé a tvoř́ı bázi daného prostoru.

Dimenze vektorového prostoru odpov́ıdá počtu prvk̊u báze, v př́ıpadě Rn je dim Rn = n, viz

např. [2].

O reálném vektorovém prostoru mluv́ıme jako o lineárńım, pokud jsou na něm definovány

operace sč́ıtańı vektor̊u, přičemž tento součet je opět prvkem vektorového prostoru. Totéž plat́ı

i pro násobeńı vektoru reálným č́ıslem. Ř́ıkáme, že reálný lineárńı prostor V je normovaný, po-

kud existuje zobrazeńı ∥·∥V , které označujeme jako norma a které každému v ∈ V přǐrad́ı č́ıslo

∥v∥V ∈ ⟨0,+∞) (zkr. zn. ∥·∥V : V → R+
0 , kde R

+
0 jsou reálná nezáporná č́ısla) a nav́ıc pro libovolné

u,v ∈ V plat́ı

I. ∥v∥V ≥ 0 , (∥v∥V = 0 ⇔ v = 0) ,

II. ∥αv∥V = |α| ∥v∥V , α ∈ R ,

III. ∥v + u∥V ≤ ∥v∥V + ∥u∥V , (trojúhelńıková nerovnost) .

Prostor V je úplný, je-li každá Cauchyovská posloupnost prvk̊u z V konvergentńı. Normovaný

lineárńı prostor, který je úplný nazýváme Banach̊uv prostor (podobně definujeme komplexńı pro-

story), viz např. [3],[4].

1.1 Lineárńı a bilineárńı forma

Zobrazeńı L na Banachově prostoru, které každému u,v ∈ V přǐrad́ı reálné č́ıslo (zkr. zn.

L : V → R), potom nazveme lineárńı formou, pokud

I. L (v + u) = L (v) + L (u) ,

II. L (αv) = αL (v) , α ∈ R .

Pokud je prostor V komplexńı, označujeme formu L : V → C jako antilineárńı, viz [3],[5]. Jestliže

∃C > 0 : |L(v)| ≤ C ∥v∥V ,

pro libovolné v ∈ V , forma L je omezená a následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı

I. L je spojitá forma ,

II. L je omezená forma .

Takto definovaná spojitá forma L (pro reálná a komplexńı č́ısla) se také nazývá spojitým funk-

cionálem na prostoru V , viz např. [5]. Množina všech spojitých funkcionál̊u na prostoru V potom

tvoř́ı duálńı prostor V ′ s normou

∥L∥V ′ = sup
0̸=v∈V

|L(v)|
∥v∥V

.
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DIPLOMOVÁ PRÁCE

Jestliže f ∈ V ′ a v ∈ V , může být výsledné č́ıslo f(v) ekvivalentně zapsáno jako ⟨f ,v⟩V ′×V , kde

⟨·, ·⟩V ′×V znač́ı dualitu mezi V ′ a V , viz [3],[5].

Na prostoru V pracujeme také se zobrazeńım a. Zobrazeńı a nazýváme bilineárńı formou,

jestliže součinu dvou lineárńıch prostor̊u V × V přǐrad́ı reálné č́ıslo (zkr. zn. a : V × V → R) a pro

libovolné u,v,w ∈ V plat́ı

a(u+ v,w) = a(u,v) + a(u,w) ,

a(αu,v) = α a(u,v) , α ∈ R .

Jestliže je v součinu prvńı prostor lineárńı a druhý sdruženě lineárńı, mluv́ıme o seskvilineárńı

formě a : V × V → C, viz [5]. Forma a je symetrická v př́ıpadě, že a(u,v) = a(v,u) a omezená,

jestliže

∃M > 0 : |a(u,v)| ≤M ∥u∥V ∥v∥V ,

pro libovolné u,v ∈ V . Forma a je pozitivně semi-definitńı, pokud plat́ı

a(u,u) ≥ 0 .

V př́ıpadě, že

∃m > 0 : a(u,u) ≥ m ∥u∥V

ř́ıkáme formě a V-eliptická (koercivńı), viz např. [4],[5].

Definujme variačńı problém, hledáme u ∈ V takové, že splňuje

a(u,v) = L(v) , (1.2)

pro libovolné v ∈ V , kde a je symetrická bilineárńı forma a L je lineárńı forma (lze definovat

i pro komplexńı prostor, v́ıce viz [5]). Tento problém představuje okrajovou úlohu pro obecnou

PDR. K ověřeńı existence a jednoznačnosti řešeńı této úlohy (bilineárńı forma nemuśı být nutně

symetrická, viz [4]) formulujeme Laxovu–Milgramovu, viz např. [3].

Věta (Laxova–Milgramova věta)

Necht’ V je Banach̊uv prostor, L je lineárńı forma na V a a je symetrická bilineárńı forma na V

a necht’ existuj́ı konstanty M > 0, m > 0, C > 0 takové, že pro libovolné u,v ∈ V plat́ı následuj́ıćı

nerovnosti

|a(u,v)| ≤M ∥u∥V ∥v∥V ,

a(u,u) ≥ m ∥u∥2V ,

|L(v)| ≤ C ∥v∥V ,

potom existuje právě jedno u∗ ∈ V takové, že

a (u∗,v) = L(v) ,

pro všechna v ∈ V a nav́ıc plat́ı

∥u∗∥V ≤ C

m
.

10



DIPLOMOVÁ PRÁCE

1.2 Sobolevovy a Lebesgueovy prostory funkćı

V Laxově–Milgramově větě (kap. 1.1) uvažujeme, že V je Hilbert̊uv prostor a L ∈ V ′,

viz [4]. Tento předpoklad je možné zeslabit a uvažovat V jako Banach̊uv prostor. V teorii parciálńıch

diferenciálńıch rovnic využ́ıváme prostory Lebesgueovy a Sobolevovy.

Lebesgueovy prostory. Uvažujeme omezenou oblast U ⊂ Rn. Lebesgueovy prostory

Lp(U) jsou definovány pomoćı Lebesgueovy mı́ry |·| a integrálu pro p ∈ ⟨1,+∞), viz např. [3],[4].

Prostor Lp(U) lze tedy charakterizovat jako množinu funkćı

Lp(U) =

{
u : U → R,

∫
U

|u|p dx < +∞
}
,

s normou

∥u∥Lp(U) = ∥u∥0,p,U =

(∫
U

|u|p dx
) 1

p

.

Ve variačńı formulaci (1.2) nevystupuj́ı derivace v bodovém smyslu, mı́sto toho se zde vyskytuj́ı

pouze derivace, které lze interpretovat jako funkce v Lp(U). Zavád́ıme proto tzv. zobecněnou

derivaci, viz např. [4].

Pro vymezeńı pojmu zobecněné derivace nejprve definujeme prostor nekonečně diferen-

covatelných funkćı

C∞(U) =

∞⋂
k∈N0

Ck(U) ,

kde Ck(U) znač́ı prostor všech funkćı, které maj́ı spojitou parciálńı derivaci až do řádu k a N0 znač́ı

množinu všech přirozených č́ısel včetně nuly. V prostoru C∞(U) se zaměř́ıme na množinu funkćı

s kompaktńım nosičem {ϕ : U → R : supp ⊂ U}, kde nosič funkce ϕ uvažujeme jako

supp ϕ = {x ∈ U : ϕ(x) ̸= 0}. Mimo nosič je tedy ϕ na U nulová a je ekvivalentńı ř́ıct, že u hranice

∂U se bĺıž́ı nule, viz [4]. Prostor znač́ıme D(U) = C∞
0 (U) a mluv́ıme o prostoru testovaćıch funkćı.

Funkcionál je na D(U) spojitý, pokud pro každou posloupnost {ϕk} ∈ D(U) plat́ı, že konverguje

k ϕ ∈ D(U). Každý spojitý lineárńı funkcionál na D(U) se nazývá distribuce (zobecněná funkce),

množina všech distribućı potom tvoř́ı lineárńı prostor D′(U), viz [3],[4]. Př́ıkladem distribuce je

známá delta funkce δ ∈ D′(U),

⟨δ, ϕ⟩ = ϕ(0) , (1.3)

pro libovolné ϕ ∈ D(U). Prvkem prostoru D′(U) jsou např́ıklad integrovatelné funkce u ∈ L1(U),

př́ıslušný funkcionál v ∈ D′(U) reprezentovaný u je pak dán pomoćı integrace

⟨u, ϕ⟩ =
∫
U

uϕ dx . (1.4)

Každá funkce u ∈ L1(U) lze tedy chápat jako distribuce (zobecněná funkce) u ∈ D′(U).

Předpokládejme, že u ∈ C1(U) a ϕ ∈ D(U), integraćı per partes potom źıskáme

−
〈
u,
∂ϕ

∂xi

〉
= −

∫
U

u
∂ϕ

∂xi
dx =

∫
U

∂u

∂xi
ϕdx =

〈
∂u

∂xi
, ϕ

〉
, (1.5)

pro libovolné ϕ a libovolné i = 1, · · · , n, kde kv̊uli kompaktńımu nosiči ϕ vymiźı integrál přes

hranici ∂U . Vztahem (1.5) lze rozš́ı̌rit pojem derivace pro u ∈ D′(U), podobný postup je možné

11
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už́ıt pro derivace vyšš́ıch řád̊u. Uvažujeme u ∈ Ck(U), kde k ∈ N. Užit́ım multiindexu zavedeme

zkrácenou notaci pro parciálńı derivaci

Dαϕ =
∂|α|ϕ

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαn
n

,

kde α = (α1, α2, · · · , αn) je multiindex s výškou |α| = α1 +α2 + · · ·+αn = k, viz např. [3]. Potom

plat́ı

(−1)|α| ⟨u,Dαϕ⟩ = (−1)|α|
∫
U

uDαϕdx =

∫
U

Dαuϕ dx = ⟨Dαu, ϕ⟩ . (1.6)

Dále definujeme prostor funkćı, které jsou integrabilńı na každé kompaktńı podmnožině K ⊂ U

L1
loc(U) =

{
v ∈ L1(K) : ∀ kompaktńı K ⊂ U

}
.

Pokud o v mluv́ıme jako o zobecněné (zeslabené) derivaci řádu |α| funkce u ∈ L1
loc(U), plat́ı pro

v ∈ L1
loc(U)

(−1)|α| ⟨u,Dαϕ⟩ = ⟨v, ϕ⟩ , (1.7)

pro libovolné ϕ ∈ D(U), viz [3],[4] a pak

Dαu = v .

Sobolevovy prostory. Pomoćı zobecněné derivace lze zobecnit Lebesgueovy normy a

prostory tak, aby obsahovaly i derivace. Sobolevovy prostory W k,p(U) pro k ∈ N0 a p ∈ ⟨1,+∞)

definuj́ı množinu lokálně integrabilńıch funkćı u : U → R, u kterých existuje derivace Dαu

v zobecněném smyslu a patř́ı do prostoru Lp(U), viz [3],[4], tedy

W k,p (U) =
{
u ∈ L1

loc(U) : Dαu ∈ Lp(U), |α| ≤ k
}
.

Norma na prostoru W k,p je dána předpisem

∥u∥Wk,p(U) = ∥u∥k,p,U =

∑
|α|≤k

∥Dαu∥pLp(U)

 1
p

,

a seminorma potom jako

|u|Wk,p(U) = |u|k,p,U =

∑
|α|=k

∥Dαu∥pLp(U)

 1
p

.

Speciálńı př́ıpadem Sobolevova prostoru pro p = 2 je prostor Hilbert̊uv Hk(U), tj.

Hk(U) =W k,2(U), kde k ∈ N0. Pro k = 0 lze potom ztotožnit Lebesgue̊uv, Sobolev̊uv a Hilbert̊uv

prostor jako

L2(U) =W 0,2(U) = H0(U) .

Hilbert̊uv prostor je Banach̊uv prostor, na kterém je definováno zobrazeńı (·, ·)U : U × U → R a

nav́ıc pro libovolné u, v ∈ U plat́ı

I. (u, u)U ≥ 0 , (u, u)U = 0 ⇔ u = 0 ,

II. (αu, u)U = α (u, u)U , α ∈ R ,

III. (u, v)U = (v, u)U .

12
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Zobrazeńı (·, ·)U nazýváme skalárńı součin, viz např. [2],[3]. Pro Lebesgue̊uv prostor L2(U) a

Sobolev̊uv prostor W 1,2(U) je definován jako

(u, v)L2(U) = (u, v)H0(U) =

∫
U

u v dx ,

(u, v)W 1,2(U) = (u, v)H1(U) =

∫
U

(u v +∇u · ∇v) dx ,

pro u, v ∈ U . Skalárńı součin je spojený s normou a seminormou následovně

∥u∥L2(U) = ∥u∥H0(U) =

(∫
U

|u|2 dx
) 1

2

= (u, u)
1
2

L2(U) .

∥u∥W 1,2(U) = ∥u∥H1(U) =

(∫
U

(
|u|2 + |∇u|2

)
dx

) 1
2

= (u, u)
1
2

W 1,2(U) ,

|u|W 1,2(U) = |u|H1(U) =

(∫
U

|∇u|2 dx
) 1

2

= (∇u,∇u)
1
2

L2(U) ,

pro u ∈ U , viz [3]. Normy, resp. seminormy na prostoru Hk(Ω) zkráceně znač́ıme ∥·∥Hk(U) = ∥·∥k,U
a |·|Hk(U) = |·|k,U .

Z uvedených norem pozorujeme, že

∥u∥L2(U) < ∥u∥W 1,2(U) . (1.8)

Zároveň je zřejmé, že pro Sobolevovy prostory plat́ı

Wm,p(U) ⊂W k,p(U) , (1.9)

pro k ≤ m, kde k,m ∈ N0 a p ∈ ⟨1,+∞), viz [4]. Speciálně pro m = 1 a k = 0

W 1,2(U) ⊂ L2(U) .

Z (1.8) a (1.9) vyplývá, že prostor W 1,2(U) je spojitě vnořen do prostoru L2(U), tedy

W 1,2(U) ↪−→ L2(U) .

Vı́ce věta o vnořeńı, viz např. [3],[4].

1.3 Stopa funkce

Při řešeńı okrajových úloh PDR je nutné na Sobolevových prostorech interpretovat také

okrajové podmı́nky. Uvažujeme, že U je omezená oblast s hranićı ∂U a hranice ∂U je C1. Pro

uzávěr U plat́ı U = U ∪ ∂U . Potom předpokládáme, že funkce u ∈ W 1,p(U), která je na uzávěru

oblasti spojitá, tj. u ∈ C(U) má na hranici ∂U nějaké hodnoty. Pokud ale funkce u ∈ W 1,p na

U spojitá neńı, neńı potom jasné, v jakém smyslu má funkce splňovat okrajové podmı́nky. Tento

problém řeš́ı operátor stop, viz např. [3],[5].

13
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Věta (Věta o stopách)

Necht’ U ⊂ Rn je omezená oblast a jej́ı hranice ∂U je C1. Potom existuje právě jeden lineárńı

spojitý operátor

T :W 1,p(U) → Lp(∂U)

takový, že

Tu = u|∂U , pro libovolnou funkci u ∈W 1,p(U) ∩ C(U)

a plat́ı

∥Tu∥Lp(∂U) ≤ C ∥u∥W 1,p(U) ,

pro libovolné u ∈W 1,p(U).

Funkci Tu nazýváme stopou funkce u na ∂U . Na základě věty o stopách definujeme

prostor funkćı s nulovými stopami, nebo-li prostor funkćı, které jsou na hranici ∂U ve smyslu stop

nulové, tj.

W 1,p
0 (U) =

{
u ∈W 1,p(U) : Tu = 0 na ∂U

}
.

Pro p = 2 plat́ı H1
0 (U) =W 1,2

0 (U), viz [3]. Duálńı prostor k H1
0 (U) označujeme H−1(U) a plat́ı

H1
0 (U) ⊂ L2(U) ⊂ H−1(U) .

Dualitu mezi prostory H1
0 (U) a H−1(U) označujeme ⟨·, ·⟩U (podobně jako v kap. 1.1). Mějme

f ∈ L2(U) ⊂ H−1(U), potom lze ukázat

(f, v)L2(U) = ⟨f, v⟩U ,

pro libovolné v ∈ H1
0 (U), viz [3],[5].

1.4 Bochnerovy prostory

Při konstrukci slabé formulace časově závislé PDR pracujeme s UT = U × [0, T ], kde

T > 0. Abychom mohli definovat Sobolevovy prostory na UT , zavedeme Bochnerovy prostory.

Uvažujeme zobrazeńı f , které každému t ∈ [0, T ] přǐrad́ı f(t) = v ∈ X (zkr. zn. f : [0, T ] → X),

kde X je Hilbert̊uv prostor, viz [3]. Bochnerovy prostory Lp(0, T ;X), pro p ∈ ⟨1,+∞) potom

definuj́ı množinu funkćı f , které jsou tzv. silně měřitelné, tedy

Lp(0, T ;X) = {f(t) ∈ X : ∀t ∈ [0, T ]} ,

s normou

∥f∥Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

∥f(t)∥pX dt

) 1
p

<∞ ,

v́ıce viz [3].

14
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1.5 Daľśı matematické nástroje

Definice (Lipschitzovská funkce)

Funkce u : Rn → R se nazývá Lipschitzovsky spojitá, pokud plat́ı

|u(x)− u(y)| ≤ C |x− y|

pro libovolnou konstantu C > 0 a pro libovolné x, y ∈ Rn, viz např. [3].

Věta (Greenova věta)

Necht’ U ⊂ Rn je omezená oblast s Lipschitzovsky spojitou hranićı a funkce u, v ∈ H1(U). Pak plat́ı∫
U

∂u

∂xi
v dx =

∫
∂U

u v ni dS −
∫
U

u
∂v

∂xi
dx ,

kde n = {ni} je jednotková vněǰśı normála k hranici ∂U , viz např. [3].
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2 Matematicko-fyzikálńı popis

Existuj́ı tři základńı principy, na kterých je založeno modelováńı dynamiky tekutin, a to

zákon zachováńı hmoty, zákon zachováńı hybnosti a zákon zachováńı energie, viz např. [1],[6]. Ma-

tematicky jsou tyto fundamentálńı zákony vyjádřeny v diferenciálńım tvaru postupně jako rovnice

kontinuity
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 , (2.1)

pohybová rovnice
∂ (ρu)

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)−∇ · σσσ − ρ f = 0 , (2.2)

energetická rovnice
∂ (ρ e)

∂t
+∇ · (ρ eu)−∇ · (σσσ · u) +∇ · q̇ = 0 , (2.3)

kde ρ představuje hustotu, u vektor rychlosti, σσσ tenzor napět́ı, f vektor objemového zrychleńı,

e celkovou měrnou energii tekutiny a q̇ vektor hustoty tepelného toku, viz [1],[6]. Tenzor napět́ı lze

pro tekutinu rozepsat jako

σσσ = −p I+ τττ , (2.4)

kde p je tlak, I jednotková matice a τττ je deviátor tenzoru napět́ı, viz [1],[6]. Tekutiny, u kterých plat́ı

lineárńı závislost mezi deviátorem tenzoru napět́ı a anizotropńı části tenzoru rychlosti deformace

nazýváme Newtonské, viz [6]. Matematicky je tento vztah vyjádřen jako

τττ = 2µ

(
εεε− 1

3
tr (εεε) I

)
, (2.5)

kde µ je dynamická viskozita a εεε je tenzor rychlosti deformace v podobě

εεε =
1

2

(
∇u+ (∇u)

T
)
, tr (εεε) = ∇ · u . (2.6)

Za předpokladu, že jde o nevazké prouděńı, tj. µ = 0 je deviátor napět́ı zanedbán a

pohybová rovnice (2.2) se redukuje na

∂ (ρu)

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) +∇p− ρ f = 0 .

Uplatněńım (2.1) a poděleńım rovnice hustotou dostaneme Eulerovy pohybové rovnice ve tvaru

∂u

∂t
+ (u · ∇)u+

1

ρ
∇p = f . (2.7)

2.1 Popis š́ı̌reńı akustických poruch pomoćı vlnové rovnice

Při zkoumáńı š́ı̌reńı akustických jev̊u v tekutině předpokládáme, že hodnoty hustoty

ρ (x, t), tlaku p (x, t) a rychlosti u (x, t) v bodě x ∈ Rn a v čase t ∈ R jsou jen malé odchylky

od statických hodnot. Toto vyjádř́ıme vztahem

ρ (x, t) = ρ0 + ρ′ (x, t) ,

p (x, t) = p0 + p′ (x, t) ,

u (x, t) = u0 + u′ (x, t) ,
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kde ρ0, p0,u0 znač́ı konstantńı rovnovážné hodnoty a ρ′, p′,u′ jejich fluktuace takové,

že |ρ′| ≪ ρ0, |p′| ≪ p0 a |u′| ≪ c, viz [7],[8], c je rychlost š́ı̌reńı zvuku v daném médiu. Speciálně

o p′ mluv́ıme jako o akustickém tlaku. Dále uvažujeme, že pro rovnovážnou hodnotu u0 plat́ı

u0 = 0. Linearizaćı (zanedbáńım fluktuaćı vyšš́ıho řádu) rovnice kontinuity (2.1) a homogenńı

Eulerovy pohybové rovnice (2.7) okolo rovnovážných hodnot potom obdrž́ıme

∂ρ′

∂t
+ ρ0 ∇ · u′ = 0 ,

∂u′

∂t
+

1

ρ0
∇p′ = 0 ,

(2.8)

kde byla užita aproximace
1

ρ
=

1

ρ0

(
1 + ρ′

ρ0

) ≈ 1

ρ0

(
1− ρ′

ρ0

)
.

V př́ıpadě fluktuace tlaku uvažujeme adiabatický proces, nedocháźı tedy k přenosu tepla a tlak je

tak pouze funkćı hustoty, tj. p = f (ρ), resp. p0 = f (ρ0), viz [8]. K aproximaci p0 + p′ můžeme

použ́ıt Taylorova rozvoje, t́ım dostaneme

p0 + p′ ≈ f (ρ0 + ρ′) = f (ρ0) +
df (ρ0)

dρ
ρ′ .

Vid́ıme, že

p′ ≈ df (ρ0)

dρ
ρ′

a pokud nahrad́ıme c2 = df(ρ0)
dρ , źıskáme

p′ ≈ c2ρ′ . (2.9)

Rovnice (2.8) společně s (2.9) popisuj́ı š́ı̌reńı akustické vlny v tekutině, viz [8]. Parciálńı derivaćı

prvńı rovnice v (2.8) podle času, aplikaćı operátoru divergence na druhou rovnici a užit́ım (2.9) lze

akustické tlakové pole po dosazeńı popsat jedinou vlnovou rovnićı v podobě

1

c2
∂2p′

∂t2
−∆p′ = 0 . (2.10)

V př́ıpadě, že se v tekutině nacháźı akustický zdroj, má vlnová rovnice nehomogenńı tvar

1

c2
∂2p′

∂t2
−∆p′ = f (x, t) . (2.11)

Helmholtzova rovnice. Za předpokladu, že je skalárńı pole p′ (x, t) časově harmonické,

lze funkci akustického tlaku zapsat jako

p′ (x, t) = Re
{
p̃ (x) e−iωt

}
, (2.12)

pro kruhovou frekvenci ω > 0 a imaginárńı jednotku i =
√
−1. Komplexńı pole p̃ (x) záviśı pouze

na prostorové proměnné x. Výraz (2.12) tak dvakrát zderivujeme podle času

∂2p′

∂t2
= −ω2 p̃ e−iωt

a dosazeńım do vlnové rovnice (2.10) źıskáme

−ω
2

c2
p̃ e−iωt − e−iωt∆p̃ = 0. (2.13)
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Po úpravě nazýváme rovnici (2.13) jako Helmholtzovu rovnici v podobě

∆p̃+ λ2 p̃ = 0 , (2.14)

kde λ = ω/c > 0 znač́ı vlnové č́ıslo, viz [5]. V př́ıpadě nehomogenńı vlnové rovnice (2.11) uvažujeme

harmonickou i pravou stranu

f (x, t) = Re
{
f̃ (x) e−iωt

}
. (2.15)

Helmholtzova rovnice potom nabývá podoby

−∆p̃− λ2 p̃ = f̃ (x) . (2.16)

Helmholtzova rovnice popisuje všechny časově harmonické řešeńı vlnové rovnice. Č́ım vyšš́ı je kru-

hová frekvence ω a vlnové č́ıslo λ, t́ım řešeńı v́ıce osciluje. Zároveň pokud bude kruhová frekvence

nulová ω, bude nulové i vlnové č́ıslo λ a z Helmholtzovy rovnice (2.16) se stane rovnice Poissonova,

viz např. [9]. Vynásob́ıme-li řešeńı výrazem e−iωt podle (2.12) a vezmeme reálnou část, dostaneme

skalárńı pole časově závislé, viz [5].

2.2 Navierovy–Stokesovy rovnice pro prouděńı nestlačitelné tekutiny

Substitućı výraz̊u (2.4), (2.5) a (2.6) do pohybové rovnice (2.2) obdrž́ıme

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
+∇p−∇ ·

{
µ

[
∇u+ (∇u)

T − 2

3
(∇ · u) I

]}
− ρ f = 0 . (2.17)

Dynamickou viskozitu µ je d̊uležité uvažovat jako funkci polohy tehdy, když je v proudovém poli

značný gradient teploty. Dynamická viskozita tekutin je totiž velmi často závislá na teplotě. Často

jsou ale změny teploty v tekutině malé natolik, aby se dala uvažovat dynamická viskozita µ kon-

stantńı, viz [6]. Pohybová rovnice (2.17) se potom zredukuje do tvaru

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
+∇p− µ

(
∆u+

1

3
∇ (∇ · u)

)
− ρ f = 0 . (2.18)

V př́ıpadě, že hustota tekutiny ρ neńı funkćı polohy a času a je v celé tekutině konstantńı, mluv́ıme

o prouděńı nestlačitelné tekutiny. Rovnice kontinuity (2.1) se pro nestlačitelnou tekutinu zjednoduš́ı

do podoby

∇ · u = 0 . (2.19)

O tenzoru (2.5) potom mluv́ıme jako o tenzoru smykových napět́ı ve tvaru

τττ = 2µεεε . (2.20)

Dosazeńım výrazu (2.19) do pohybové rovnice (2.18) dostaneme Navierovy–Stokesovy rovnice pro

prouděńı nestlačitelné Newtonské tekutiny

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
+∇p− µ∆u− ρ f = 0 . (2.21)

Běžně Navierovy–Stokesovy rovnice upravujeme do podoby

∂u

∂t
+ (u · ∇)u+∇p̄− ν∆u = f , (2.22)

kde ν = µ/ρ znač́ı kinematickou viskozitu a p̄ = p/ρ kinematický tlak, viz např. [1],[6].
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2.3 Charakteristická č́ısla prouděńı

Reynoldsovo č́ıslo. K popisu proudového pole už́ıváme bezrozměrná č́ısla, které vysti-

huj́ı jeho charakter. Nelze totiž ve všech př́ıpadech jednoznačně určit podmı́nky, při kterých bude

prouděńı tekutiny stabilńı, anebo začne nepravidelně oscilovat a eventuálně se stane turbulentńı.

Obecně ale plat́ı, že dynamický charakter proudu záviśı zejména na rychlosti prouděńı U∞, cha-

rakteristickém rozměru dané úlohy Lchar a kinematické viskozitě tekutiny ν, které společně ve

vztahu

Re =
U∞ Lchar

ν
=
ρU∞ Lchar

µ
, (2.23)

představuj́ı Reynoldsovo č́ıslo Re, viz např. [6]. Reynoldsovo č́ıslo lze také chápat jako podobnostńı

č́ıslo, které udává poměr mezi setrvačnými a vazkými silami, viz [1] ve tvaru

Re ≡ setrvačné śıly

vazké śıly
. (2.24)

Stokes̊uv problém. Pro velmi malá Reynoldsova č́ısla, tj. Re ≪ 1, typická pro malé

rychlosti tekutiny, mluv́ıme o viskózńım prouděńı. Při tomto prouděńı potom v Navierových–

Stokesových rovnićıch (2.22) převládá difúze hybnosti ν∆u nad konvektivńım přenosem hybnosti

(u · ∇)u, viz [10]. Konvektivńı složku tak lze zanedbat a źıskáme nestacionárńı Stokes̊uv problém

∂u

∂t
+∇p̄− ν∆u = f . (2.25)

Pécletovo č́ıslo. V kontextu konvektivńıho a difuzńıho přenosu hybnosti lze definovat

Pécletovo č́ıslo

Pe =
U∞ Lchar

χ
≡ konvektivńı přenos

difuzivńı přenos
, (2.26)

kde χ znač́ı difuzivitu, viz [7].

Strouhalovo č́ıslo. V př́ıpadě, že se během prouděńı vyskytuj́ı osciluj́ıćı dynamické jevy,

vyvstává pro popis proudového pole daľśı užitečné bezrozměrné č́ıslo. Takové prouděńı může nastat

např́ıklad při obtékáńı válce a popisujeme ho Strouhalovým č́ıslem

St =
f Lchar

U∞
, (2.27)

kde f znač́ı frekvenci periodického jevu, viz [6].

2.4 Aeroakustika a Lighthillova rovnice

Aerodynamické śıly p̊usob́ıćı na obtékané těleso, anebo periodicky se měńıćı prouděńı

mohou být př́ıčinou buzeńı zvuku. Vycháźıme z rovnice kontinuity (2.1) a homogenńı pohybové

rovnice (2.2) ve tvaru
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 ,

ρ
∂u

∂t
+ ρ (u · ∇)u−∇ · σσσ = 0 .
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Rovnici kontinuity vynásob́ıme rychlost́ı u a přičteme k pohybové rovnici, po úpravě dostaneme

∂(ρu)

∂t
+∇ · (ρu⊗ u− σσσ) = 0 . (2.28)

K rovnici dále přičteme člen c2∇ρ a obdrž́ıme

∂(ρu)

∂t
+ c2∇ρ = −∇ ·T , (2.29)

kde

T = ρu⊗ u− σσσ − c2ρI = ρu⊗ u+
(
p− c2ρ

)
I− τττ

znač́ı Lighthill̊uv tenzor napět́ı, viz [11],[12]. Na rovnici (2.29) aplikujeme operátor divergence a

odečteme j́ı od rovnice kontinuity, kterou parciálně derivujeme podle času. Výsledný tvar představuje

Lighthillovu rovnici aeroakustiky

∂2ρ

∂t2
− c2∆ρ = (∇⊗∇) ·T . (2.30)

Uvažujeme dále relativně malou oblast tekutiny, ve které vlivem neustáleného charakteru

prouděńı docháźı ke generaci a propagaci zvuku. Tato zdrojová oblast je vnořená do nekonečné

homogenńı tekutiny s konstantńı rychlost́ı zvuku c a rovnovážnou hustotou ρ0. Podle Lighthillovy

analogie [11] splňuj́ı fluktuace hustoty ρ′ = ρ− ρ0 vlnovou rovnici

∂2ρ′

∂t2
− c2∆ρ′ = 0 , (2.31)

v dostatečné vzdálenosti od zdrojové oblasti, kde je médium ustálené. V oblasti, kde je prouděńı

tekutiny neustálené, popisuje propagaci zvuku Lighthillova rovnice (užit́ım sumačńı konvence)

∂2ρ′

∂t2
− c2∆ρ′ =

∂2Tij
∂xi∂xj

, (2.32)

kde

Tij = ρ ui uj +
[
(p− p0)− c2 (ρ− ρ0)

]
δij − τij .

Uplatněńım náhrady (2.9) lze (2.32) přepsat ve tvaru pro akustický tlak p′ jako

1

c2
∂2p′

∂t2
−∆p′ =

∂2Tij
∂xi∂xj

.

Lighthillova rovnice tak představuje nehomogenńı vlnovou rovnici se zdrojovým členem na pravé

straně. Obvykle ρ ui uj představuje dominantńı př́ıspěvek do Tij , zp̊usobený neustáleným proudem.

Mnohem menš́ı pod́ıl má složka smykového napět́ı τij a přenos tepla, který zp̊usobuje odchylku

p− p0 od c2 (ρ− ρ0), viz [11]. Tyto jevy zp̊usobuj́ı tlumeńı v d̊usledku přeměny akustické energie

na teplo a maj́ı významný efekt pouze na velmi velké vzdálenosti, viz [13]. Předpokládáme tedy, že

v proud́ıćı tekutině je Tij roven přibližně ρ ui uj a přibližně nule mimo tuto oblast. Za předpokladu,

že fluktuace hustoty je v proud́ıćı tekutině zanedbatelná, obdrž́ıme pro Lighthill̊uv tenzor napět́ı

odhad Tij ≃ ρ0 ui uj , dosazeńım do (2.32) potom źıskáme lineárńı problém

∂2ρ′

∂t2
− c2∆ρ′ = ρ0

∂2ui uj
∂xi∂xj

.
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Podobně jako v př́ıpadě vlnové rovnice, lze Lighthillovu rovnici převést do frekvenčńı

domény za předpokladu harmonických fluktuaćı ρ′ (x, t), tj.

ρ′ (x, t) = Re
{
ρ̃ (x) e−iωt

}
.

Lighthillovu rovnici (2.32) potom dostaneme ve tvaru

∆ρ̃+ λ2ρ̃ = − 1

c2
∂2T̃ij
∂xi∂xj

, (2.33)

kde λ = ω/c > 0 znač́ı vlnové č́ıslo, v́ıce viz [14].
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3 Vlnová rovnice pro akustické poruchy

V této části se budeme zabývat numerickým řešeńım problému ve 3D. Nejprve mate-

maticky formulujeme řešenou úlohu. Uvažujeme omezenou oblast Ω ⊂ R3 s hranićı ∂Ω, která

je po částech Lipschitzovsky hladká. Oblast Ω je vyplněna vzduchem. Označme u = u (x, t) a

ΩT = Ω× [0, T ]. V takto definované oblasti hledáme funkci u ∈ C2
(
ΩT

)
, která řeš́ı vlnovou rovnici

(2.11) v klasickém smyslu

1

c2
∂2u

∂2t
−∆u = f v ΩT ,

u = g na ΓD × [0, T ] ,

∂u

∂n
= ϕ na ΓN × [0, T ] ,

∂u

∂n
= −1

c

∂u

∂t
na ΓS × [0, T ] ,

u(x, 0) = µ1(x) pro x ∈ Ω × {t = 0} ,
∂u

∂t
(x, 0) = µ2(x) pro x ∈ Ω × {t = 0} ,

(3.1)

kde u : ΩT → R představuje v našem př́ıpadě akustický tlak. Konstanta c > 0 je rychlost zvukové

vlny v daném prostřed́ı, f : ΩT → R je předepsaný akustický zdroj, g : ΓD × [0, T ] → R je

známý akustický tlak na hranici ΓD, ϕ : ΓN × [0, T ] → R předepisuje normálovou složku gradientu

akustického tlaku na hranici ΓN , µ1, µ2 : Ω → R jsou počátečńı podmı́nky a T > 0 je konečný

čas, viz [3]. Pro Neumannovu a radiačńı Sommerfeldovu okrajovou podmı́nku na ΓN , resp. ΓS

uvažujeme jednotkovou vněǰśı normálu n. Dı́lč́ı hranice společně s ΓD, pro Diricihletovu okrajovou

podmı́nku, jsou navzájem disjunktńı části takové, že ΓD ∪ ΓN ∪ ΓS = ∂Ω.

3.1 Slabá formulace

Úlohu převedeme do slabé formulace. Voĺıme prostor testovaćıch funkćı jako podprostor

Sobolevova prostoru H1(Ω), tedy

V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 na ΓD} .

Rovnici (3.1) násob́ıme testovaćı funkćı v ∈ V a integrujeme přes celou oblast. Užit́ım Greenovy

věty (kap. 1.5) źıskáme∫
Ω

1

c2
∂2u

∂2t
v dΩ−

∫
∂Ω

∂u

∂n
v dB +

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ =

∫
Ω

f v dΩ . (3.2)

Uplatněńım jednotlivých okrajových podmı́nek (ve smyslu stop) potom obdrž́ıme slabou formulaci

problému (3.1) pro libovolné v ∈ V ve tvaru∫
Ω

1

c2
∂2u

∂2t
v dΩ+

∫
ΓS

1

c

∂u

∂t
v dB +

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ =

∫
Ω

f v dΩ+

∫
ΓN

ϕ v dB , (3.3)

kde u : [0, T ] → V, f : [0, T ] → L2 (Ω) a ϕ : [0, T ] → L2 (ΓN ). Počátečńı podmı́nky uvažujeme

µ1 ∈ V a µ2 ∈ L2 (Ω), viz [3]. Dále zavedeme časově závislou bilineárńı formu

a : V × V × [0, T ] → R a lineárńı formu L : V × [0, T ] → R. Rovnici (3.3) lze potom pro
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u ∈ L2 (0, T ;V), ∂u/∂t = u̇ ∈ L2
(
0, T ;H0(Ω)

)
, ∂2u/∂t2 = ü ∈ L2

(
0, T ;H−1 (Ω)

)
a

f ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)

)
přepsat jako

1

c2
⟨ü, v⟩Ω +

1

c
(u̇, v)ΓS

+ a (u, v; t) = L (v; t) , (3.4)

kde u̇, resp. ü označuj́ı 1., resp. 2. derivaci podle času a ⟨·, ·⟩Ω představuje dualitu mezi H−1(Ω) a

V. Bilineárńı a lineárńı forma má podobu

a (u, v; t) = (∇u,∇v)Ω ,

L (v; t) = (f, v)Ω + (ϕ, v)ΓN
,

kde (·, ·)Ω, (·, ·)ΓS
, (·, ·)ΓN

znač́ı skalárńı součiny v L2 (Ω) , L2 (ΓS), resp. L
2 (ΓN ) s počátečńıma

podmı́nkami u(x, 0) = µ1, u̇(x, 0) = µ2, viz [3]. Existenci právě jednoho řešeńı slabé formulace

(3.4) nelze jednoduše př́ımo ukázat pomoćı Laxovy–Milgramovy věty (kap. 1.1), je nutné použ́ıt

tzv. energetické odhady, viz [3].

V př́ıpadě, že f = 0, ϕ = 0 a v =
∂u

∂t
lze totiž pro úlohu (3.3) úpravami źıskat základńı

energetický odhad∫
Ω

1

c2
∂2u

∂2t

∂u

∂t
dΩ+

∫
ΓS

1

c

∂u

∂t

∂u

∂t
dB +

∫
Ω

∇u · ∇
(
∂u

∂t

)
dΩ = 0 ,

1

c2

∫
Ω

1

2

∂

∂t

((
∂u

∂t

)2
)
dΩ+

∫
Ω

1

2

∂

∂t
(∇u · ∇u) dΩ = −1

c

∫
ΓS

∂u

∂t

∂u

∂t
dB .

Bez Sommerfeldovy okrajové podmı́nky představuje rovnice

1

2

d

dt

[
1

c2

∫
Ω

(
∂u

∂t

)2

dΩ+

∫
Ω

∇u · ∇u dΩ

]
= 0 (3.5)

zákon zachováńı energie, kde
1

c2
∫
Ω

(
∂u
∂t

)2
dΩ odpov́ıdá kinetické energii a

∫
Ω
∇u · ∇u dΩ energii

potenciálńı, viz [2]. V př́ıpadě Sommerfeldovy okrajové podmı́nky

1

2

d

dt

[
1

c2

∫
Ω

(
∂u

∂t

)2

dΩ+

∫
Ω

∇u · ∇u dΩ

]
= −1

c

∫
ΓS

(
∂u

∂t

)2

dB (3.6)

je změna energie záporná a celková energie tak v čase klesá. Sommerfeldova okrajová podmı́nka

totiž představuje tlumeńı systému a akustické vlny jsou tak částečně hranićı pohlceny a neodrážej́ı

se zpět do domény.

3.2 Diskretizace MKP

MKP využ́ıváme k prostorové diskretizaci při řešeńı variačńıch problémů, které repre-

zentuj́ı úlohy pro PDR ve slabém smyslu. K nalezeńı aproximace řešeńı variačńıho problému

muśıme nejprve zkonstruovat podprostory s konečnou dimenźı, viz [15]. Uvažujeme proto pod-

prostor Vh ⊂ V s dimenźı dim Vh = n. Jeho bázi tvoř́ı množina lineárně nezávislých funkćı

φ1, · · · φn ∈ Vh. Semiskrétńı problém potom formulujeme tak, že hledáme uh ∈ Vh v libovolném

t ∈ [0, T ], které splňuje

1

c2
⟨üh, vh⟩Ω +

1

c
(u̇h, vh)ΓS

+ a (uh, vh; t) = L (vh; t) , (3.7)
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pro libovolné vh ∈ Vh a počátečńı podmı́nky u0h, u̇0h, viz [2], kde u̇h, resp. üh označuj́ı 1., resp.

2. derivaci podle času. Aby bylo možné rovnici (3.7) numericky řešit, je nutné j́ı převést do alge-

braického tvaru. Aproximaci uh tak vyjádř́ıme jako lineárńı kombinaci bázových funkćı v podobě

uh = U1φ1 + · · ·+ Unφn =

n∑
j=1

Uj φj (3.8)

a testovaćı funkce vh voĺıme postupně jako bázové funkce

vh = φ1, · · · , φn = φi . (3.9)

Vztahy (3.8), (3.9) dosad́ıme do (3.7) a dostaneme

1

c2

n∑
j=1

∂2Uj(t)

∂t2
(φj , φi)Ω +

1

c

n∑
j=1

∂Uj(t)

∂t
(φj , φi)ΓS

+

n∑
j=1

Uj(t) a(φj , φi) = L(φi; t) , (3.10)

pro i = 1, · · · , n, viz [2],[15]. Rovnici (3.10) přeṕı̌seme jako soustavu obyčejných diferenciálńıch

rovnic v maticovém tvaru
1

c2
M ⃗̈U(t) +

1

c
D ⃗̇U(t) + A U⃗(t) = b⃗ . (3.11)

Prvky matic A = {aij}, D = {dij}, M = {mij} a vektoru b⃗ = {bi} známe jako

aij = (∇φj ,∇φi)Ω =

∫
Ω

∇φj · ∇φi dΩ ,

dij = (φj , φi)ΓS
=

∫
ΓS

φj φi dB ,

mij = (φj , φi)Ω =

∫
Ω

φj φi dΩ ,

bi = (f, φi)Ω + (ϕ, φi)ΓN
=

∫
Ω

f φi dΩ+

∫
ΓN

ϕ φi dB .

Je zřejmé, že matice jsou symetrické. Lze ukázat, že jsou i pozitivně definitńı a je možné nalézt nu-

merické řešeńı, viz [16]. Vyřešeńım soustavy (3.10) potom źıskáme časově závislé akustické tlakové

pole v oblasti Ω. MKP se vyznačuje volbou konečného prostoru Vh a jeho báze.

3.2.1 Volba prostoru

Dále uvažujeme, že oblast Ω ⊂ R3 je polyhedrálńı a lze rozdělit na polygonálńı elementy

K1, · · · ,KJ tak, aby platilo

I. Kj ∩Ki = ∅ pro i ̸= j ,

II. Ω =

J⋃
j=1

Kj ,

III. ∂Kj ∩ ∂Ki = ∅ pro i ̸= j , kromě společné strany nebo vrcholu .

Mluv́ıme potom o př́ıpustné triangulaci τh na Ω, které je tvořená elementy K, viz [2],[15]. Prostor

Vh voĺıme jako

Vh = {φ ∈ C(Ω) : φ|K ∈ PK ∀K ∈ τh} ∩ V ,

kde PK obsahuje P1(K), P1(K) označuje prostor všech polynomů nejvýše prvńıho stupně na

elementu K. Volba PK záviśı na geometrii K a bude specifikována volbou bázových funkćı dále.
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Bázové funkce voĺıme tak, aby byla zaručena spojitost konečných prvk̊u a současně, aby pro uzlové

body xj ∈ τh platilo platilo

φi(xj) = δij ,

pro i, j = 1, · · · , n. Bázové funkce φi tedy nabývaj́ı hodnoty jedna pouze v př́ıslušných uzlových

bodech a všech ostatńıch jsou nulové, viz [2].

Na př́ıpustné triangulace τh lze integrál přes Ω zapsat jako integrál přes K ∈ τh∫
Ω

η(x) dΩ =
∑
K∈τh

∫
K

η(x) dK , (3.12)

kde funkce η(x) je libovolná integrovatelná funkce na Ω, viz [2]. Aplikaćı vztahu (3.12) zaṕı̌seme

prvky matic A,D,M a vektoru b⃗ jako

aij =
∑
K∈τh

∫
K

∇φj · ∇φi dK =
∑
K∈τh

aKij ,

dij =
∑

B∈ΓS

∫
B

φj φi dB =
∑

B∈ΓS

dSij ,

mij =
∑
K∈τh

∫
K

φj φi dK =
∑
K∈τh

mK
ij ,

bi =
∑
K∈τh

∫
K

f φi dK +
∑

B∈ΓN

∫
B

ϕ φi dB =
∑
K∈τh

bKi +
∑

B∈ΓN

bNi ,

kde aKij , d
S
ij ,m

K
ij , b

K
i , b

N
i znač́ı lokálńı př́ıspěvky do matic, resp. vektoru z elementu K a z hranice

B. K výpočtu lokálńıch př́ıspěvk̊u na K využijeme tzv. transformaci na referenčńı element K̂.

3.2.2 Transformace na referenčńı element

Při diskretizaci ve 3D obecně pracujeme s r̊uznými prvky: čtyřstěn, pyramida, prizmatický

hranol a šestistěn. Při realizaci je použit obecný postup pro všechny zvolené prvky. Referenčńı

elementy K̂ už́ıváme pro ekvivalentńı afinńı zobrazeńı na K ∈ τh, viz obr. 1.

Obrázek 1: Př́ıklad afinńıho zobrazeńı referenčńıho elementu K̂ na obecný element K ∈ τh ve 2D
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Afinńı transformaci FK : K̂ → K uvažujeme
x

y

z

 = FK


x̂

ŷ

ẑ

 . (3.13)

Pro obecný typ elementu s vrcholy V (K) = {A,B,C, · · · } zaṕı̌seme FK : K̂ → K pomoćı

bázových funkćı na daném elementu jako
x

y

z

 =


xA

yA

zA

 φ̂Â(x̂, ŷ, ẑ) +


xB

yB

zB

 φ̂B̂(x̂, ŷ, ẑ) +


xC

yC

zC

 φ̂Ĉ + · · · =
∑

w∈V (K)


xw

yw

zw

 φ̂ŵ(x̂, ŷ, ẑ) .

Bázové funkce jsou na referenčńıch elementech definovány následovně pro:

I. čtyřstěn s V (K) = {A, · · · , D}

φ̂Â(x̂, ŷ, ẑ) = 1− x̂− ŷ − ẑ ,

φ̂B̂(x̂, ŷ, ẑ) = x̂ ,

φ̂Ĉ(x̂, ŷ, ẑ) = ŷ ,

φ̂D̂(x̂, ŷ, ẑ) = ẑ ,

(3.14)

Obrázek 2: Referenčńı čtyřstěn

II. pyramidu s V (K) = {A, · · · , E}

φ̂Â(x̂, ŷ, ẑ) =
1

4

(
1− x̂− ŷ − ẑ +

x̂ ŷ

1− ẑ

)
,

φ̂B̂(x̂, ŷ, ẑ) =
1

4

(
1 + x̂− ŷ − ẑ − x̂ ŷ

1− ẑ

)
,

φ̂Ĉ(x̂, ŷ, ẑ) =
1

4

(
1 + x̂+ ŷ − ẑ +

x̂ ŷ

1− ẑ

)
,

φ̂D̂(x̂, ŷ, ẑ) =
1

4

(
1− x̂+ ŷ − ẑ − x̂ ŷ

1− ẑ

)
,

φ̂Ê(x̂, ŷ, ẑ) = ẑ ,

(3.15)
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Obrázek 3: Referenčńı pyramida

III. prizmatický hranol s V (K) = {A, · · · , F}

φ̂Â(x̂, ŷ, ẑ) = (1− x̂− ŷ)(1− ẑ) ,

φ̂B̂(x̂, ŷ, ẑ) = x̂ (1− ẑ) ,

φ̂Ĉ(x̂, ŷ, ẑ) = ŷ (1− ẑ) ,

φ̂D̂(x̂, ŷ, ẑ) = (1− x̂− ŷ) ẑ ,

φ̂Ê(x̂, ŷ, ẑ) = x̂ ẑ ,

φ̂F̂ (x̂, ŷ, ẑ) = ŷ ẑ ,

(3.16)

Obrázek 4: Referenčńı prizmatický hranol
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IV. šestistěn s V (K) = {A, · · · , H}:

φ̂Â(x̂, ŷ, ẑ) = (1− x̂)(1− ŷ)(1− ẑ) ,

φ̂B̂(x̂, ŷ, ẑ) = x̂ (1− ŷ)(1− ẑ) ,

φ̂Ĉ(x̂, ŷ, ẑ) = x̂ ŷ (1− ẑ) ,

φ̂D̂(x̂, ŷ, ẑ) = (1− x̂) ŷ (1− ẑ) ,

φ̂Ê(x̂, ŷ, ẑ) = (1− x̂)(1− ŷ) ẑ ,

φ̂F̂ (x̂, ŷ, ẑ) = x̂ (1− ŷ) ẑ ,

φ̂Ĝ(x̂, ŷ, ẑ) = x̂ ŷ ẑ ,

φ̂Ĥ(x̂, ŷ, ẑ) = (1− x̂) ŷ ẑ .

(3.17)

Obrázek 5: Referenčńı šestistěn

Inverzńı zobrazeńı

Pro účely transformace gradient̊u bázových funkćı pracujeme také s inverzńı transformaćı

F−1
K : K → K̂, tedy 

x̂

ŷ

ẑ

 = F−1
K


x

y

z

 . (3.18)

Bázové funkce na K vyjádř́ıme prostřednictv́ım bázových funkćı na K̂ pro w ∈ V (K), viz [2] jako

φw(x, y, z) = φ̂ŵ(F
−1
K (x, y, z)) . (3.19)

Gradient bázové funkce potom spoč́ıtáme v podobě

∂φw

∂x
=
∂φ̂ŵ

∂x̂

∂x̂

∂x
+
∂φ̂ŵ

∂ŷ

∂ŷ

∂x
+
∂φ̂ŵ

∂ẑ

∂ẑ

∂x
,

∂φw

∂y
=
∂φ̂ŵ

∂x̂

∂x̂

∂y
+
∂φ̂ŵ

∂ŷ

∂ŷ

∂y
+
∂φ̂ŵ

∂ẑ

∂ẑ

∂y
,

∂φw

∂z
=
∂φ̂ŵ

∂x̂

∂x̂

∂z
+
∂φ̂ŵ

∂ŷ

∂ŷ

∂z
+
∂φ̂ŵ

∂ẑ

∂ẑ

∂z
.
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Členy
∂φ̂ŵ

∂x̂
,
∂φ̂ŵ

∂ŷ
,
∂φ̂ŵ

∂ẑ
źıskáme parciálńı derivaćı př́ıslušných bázových funkćı. Zbývaj́ıćı neznámé

nalezneme parciálńı derivaćı soustavy rovnic (3.13) podle souřadnic

∂

∂x
:


1

0

0

 =

n∑
w∈V (K)



xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂x̂
,


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂ŷ
,


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂ẑ




∂x̂
∂x

∂ŷ
∂x

∂ẑ
∂x

 ,

∂

∂y
:


0

1

0

 =

n∑
w∈V (K)



xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂x̂
,


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂ŷ
,


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂ẑ




∂x̂
∂y

∂ŷ
∂y

∂ẑ
∂y

 ,

∂

∂z
:


0

0

1

 =

n∑
w∈V (K)



xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂x̂
,


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂ŷ
,


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂ẑ




∂x̂
∂z

∂ŷ
∂z

∂ẑ
∂z

 .

Vztahy přeṕı̌seme do jedné maticové rovnice a vid́ıme, že plat́ı
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

n∑
w



xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂x̂
,


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂ŷ
,


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂ẑ


︸ ︷︷ ︸

BK(x̂,ŷ,ẑ)


∂x̂
∂x

∂x̂
∂y

∂x̂
∂z

∂ŷ
∂x

∂ŷ
∂y

∂ŷ
∂z

∂ẑ
∂x

∂ẑ
∂y

∂ẑ
∂z

 ,


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = BK (x̂, ŷ, ẑ)


∂x̂
∂x

∂x̂
∂y

∂x̂
∂z

∂ŷ
∂x

∂ŷ
∂y

∂ŷ
∂z

∂ẑ
∂x

∂ẑ
∂y

∂ẑ
∂z

 ,

(3.20)

kde BK(x̂, ŷ, ẑ) je tzv. transformačńı matice, viz [2]. Z rovnosti (3.20) potom pozorujeme, že hledané

členy tvoř́ı inverzńı matici B−1
K (x̂, ŷ, ẑ) v podobě

B−1
K (x̂, ŷ, ẑ) =


∂x̂
∂x

∂x̂
∂y

∂x̂
∂z

∂ŷ
∂x

∂ŷ
∂y

∂ŷ
∂z

∂ẑ
∂x

∂ẑ
∂y

∂ẑ
∂z

 .

Gradient bázové funkce ∇φw pro w ∈ V (K) tak zaṕı̌seme ve tvaru

∇φw (x, y, z) = ∇̂φ̂ŵ (x̂, ŷ, ẑ) B−1
K (x̂, ŷ, ẑ) . (3.21)

Numerická kvadratura

Transformaci integrálu z K na K̂ provedeme užit́ım věty o substituci, viz např. [2]. Libo-

volnou funkci η(x) definovanou na K zaṕı̌seme∫
K

η(x) dK =

∫
K̂

η̂(x̂) |det BK(x̂)| dK̂ . (3.22)

Integraci na K̂ potom provedeme přibližně, pomoćı numerické kvadratury. Obecná numerická

kvadratura je dána vztahem ∫
K̂

η̂(x̂) dK̂ ≈ |K̂|
M∑

m=1

ω̂m η̂(FK(x̂m)) , (3.23)
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kde x̂m = [x̂m, ŷm, ẑm] jsou uzly dané numerické kvadratury, ω̂m jsou váhy jejich hodnot, M je

počet uzl̊u kvadratury a |K̂| je objem K̂, viz [2]. Aplikaćı vztahu (3.23) v (3.22) źıskáme∫
K

η(x) dK ≈ |K̂|
M∑

m=1

|det BK(x̂m)| ω̂m η̂(FK(x̂m)) . (3.24)

Rovnici (3.24) zjednoduš́ıme do podoby∫
K

η(x) dK ≈
M∑

m=1

|det BK(x̂m)| ωm η̂(FK(x̂m)) ,

kde ωm = |K̂| ω̂m. Při výpočtech je numerická kvadratura volena tak, aby byla vždy přesná pro

polynom bázové funkce př́ıslušného elementu.

Uplatněńım vztah̊u z rovnic (3.21) a (3.22) vypočteme lokálńı př́ıspěvky aKij

aKij =

∫
K

∇φj(x, y, z) · ∇φi(x, y, z) dK =

=

∫
K̂

|det BK(x̂, ŷ, ẑ)|
(
∇̂φ̂j(x̂, ŷ, ẑ) B−1

K (x̂, ŷ, ẑ)
)
·
(
∇̂φ̂i(x̂, ŷ, ẑ) B−1

K (x̂, ŷ, ẑ)
)
dK̂ =

=

∫
K̂

|det BK(x̂, ŷ, ẑ)|
((

∂φ̂j

∂x̂
,
∂φ̂j

∂ŷ
,
∂φ̂j

∂ẑ

)
B−1
K

)
·
((

∂φ̂i

∂x̂
,
∂φ̂i

∂ŷ
,
∂φ̂i

∂ẑ

)
B−1
K

)
dK̂ =

=

∫
K̂

|det BK(x̂, ŷ, ẑ)|


∂φ̂j

∂x̂
∂x̂
∂x +

∂φ̂j

∂ŷ
∂ŷ
∂x +

∂φ̂j

∂ẑ
∂ẑ
∂x

∂φ̂j

∂x̂
∂x̂
∂y +

∂φ̂j

∂ŷ
∂ŷ
∂y +

∂φ̂j

∂ẑ
∂ẑ
∂y

∂φ̂j

∂x̂
∂x̂
∂z +

∂φ̂j

∂ŷ
∂ŷ
∂z +

∂φ̂j

∂ẑ
∂ẑ
∂z

 ·


∂φ̂i

∂x̂
∂x̂
∂x + ∂φ̂i

∂ŷ
∂ŷ
∂x + ∂φ̂i

∂ẑ
∂ẑ
∂x

∂φ̂i

∂x̂
∂x̂
∂y + ∂φ̂i

∂ŷ
∂ŷ
∂y + ∂φ̂i

∂ẑ
∂ẑ
∂y

∂φ̂i

∂x̂
∂x̂
∂z + ∂φ̂i

∂ŷ
∂ŷ
∂z + ∂φ̂i

∂ẑ
∂ẑ
∂z

 dK̂ .

Výraz dále řeš́ıme pomoćı obecné numerické kvadratury (3.23), aplikaćı obdrž́ıme

aKij ≈
M∑

m=1

|det BK(x̂m)| ωm·

·


∂φ̂j

∂x̂ (x̂m)∂x̂∂x +
∂φ̂j

∂ŷ (x̂m) ∂ŷ∂x +
∂φ̂j

∂ẑ (x̂m) ∂ẑ∂x
∂φ̂j

∂x̂ (x̂m)∂x̂∂y +
∂φ̂j

∂ŷ (x̂m)∂ŷ∂y +
∂φ̂j

∂ẑ (x̂m) ∂ẑ∂y
∂φ̂j

∂x̂ (x̂m)∂x̂∂z +
∂φ̂j

∂ŷ (x̂m)∂ŷ∂z +
∂φ̂j

∂ẑ (x̂m)∂ẑ∂z

 ·


∂φ̂i

∂x̂ (x̂m)∂x̂∂x + ∂φ̂i

∂ŷ (x̂m) ∂ŷ∂x + ∂φ̂i

∂ẑ (x̂m) ∂ẑ∂x
∂φ̂i

∂x̂ (x̂m)∂x̂∂y + ∂φ̂i

∂ŷ (x̂m)∂ŷ∂y + ∂φ̂i

∂ẑ (x̂m) ∂ẑ∂y
∂φ̂i

∂x̂ (x̂m)∂x̂∂z + ∂φ̂i

∂ŷ (x̂m)∂ŷ∂z + ∂φ̂i

∂ẑ (x̂m)∂ẑ∂z

 .

Obdobně źıskáme lokálńı př́ıspěvky mK
ij , b

K
i na K v podobě

mK
ij =

∫
K

φj(x, y, z) φi(x, y, z) dK =

=

∫
K̂

|det BK (x̂, ŷ, ẑ) | φ̂j (x̂, ŷ, ẑ) φ̂i (x̂, ŷ, ẑ) ≈

≈
M∑

m=1

|det BK(x̂m)| ωm φ̂j (x̂m) φ̂i (x̂m) ,

bKi =

∫
K

f(x, y, z) φi(x, y, z) dK =

=

∫
K̂

|det BK(x̂, ŷ, ẑ)| f (FK (x̂, ŷ, ẑ)) φ̂i (x̂, ŷ, ẑ) dK̂ ≈

≈
M∑

m=1

|det BK(x̂m)| ωm f (FK (x̂m)) φ̂i (x̂m) .
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3.2.3 Transformace hraničńıch element̊u

Obdobný postup použitý pro objemové prvky v kap. 3.2.2 je použit i pro hraničńı prvky,

zde uvažujeme bud’ trojúhelńıkové nebo čtyřúhelńıkové prvky. K výpočtu lokálńıch př́ıspěvk̊u

dSij , b
N
i z hranice B ⊂ R2 využ́ıváme větu o parametrizaci jednoduché po částech hladké plochy.

Př́ıspěvky potom vypočteme ve tvaru∫
B

ψ(x, y, z) dB =

∫
B̂

ψ (P (x̂, ŷ)) ∥Px̂(x̂, ŷ)× Pŷ(x̂, ŷ)∥ dx̂dŷ , (3.25)

kde parametrizaci voĺıme analogicky k transformaci FK (3.13), tedy

P (x̂, ŷ) =
∑

w∈V (B)


xw

yw

zw

 φ̂ŵ(x̂, ŷ) , (3.26)

kde V (B) jsou vrcholy hraničńıho elementu. Parciálńı derivaćı (3.26) obdrž́ıme

Px̂(x̂, ŷ) =
∑

w∈V (B)


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂x̂
,

Pŷ(x̂, ŷ) =
∑

w∈V (B)


xw

yw

zw

 ∂φ̂ŵ

∂ŷ
.

Opět použijeme obecnou numerickou kvadraturu (3.23) a dostaneme∫
B̂

ψ (P (x̂, ŷ)) ∥Px̂(x̂, ŷ)× Pŷ(x̂, ŷ)∥ dx̂dŷ ≈
M∑

m=1

ωm ψ (P (x̂m)) ∥Px̂ (x̂m)× Pŷ (x̂m)∥ ,

kde x̂m = [x̂m, ŷm] a ωm = |B̂| ω̂m, |B̂| je plocha B̂. Na hranici pracujeme s referenčńım

trojúhelńıkem a čtyřúhelńıkem, viz obr. 6 s bázovými funkcemi

φ̂Â(x̂, ŷ) = 1− x̂− ŷ ,

φ̂B̂(x̂, ŷ) = x̂ ,

φ̂Ĉ(x̂, ŷ) = ŷ ,

(3.27)

resp.

φ̂Â(x̂, ŷ) = (1− x̂) (1− ŷ) ,

φ̂B̂(x̂, ŷ) = x̂ (1− ŷ) ,

φ̂Ĉ(x̂, ŷ) = x̂ ŷ ,

φ̂D̂(x̂, ŷ) = (1− x̂) ŷ .

(3.28)
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Obrázek 6: Referenčńı hraničńı elementy

Lokálńı př́ıspěvky dSij , b
N
i potom vypočteme jako

dSij =

∫
B

φj(x, y) φi(x, y) dB =

=

∫
B̂

φj (P (x̂, ŷ)) φi (P (x̂, ŷ)) ∥Px̂(x̂, ŷ)× Pŷ(x̂, ŷ)∥ dx̂dŷ ≈

≈
M∑

m=1

ωm φj (P (x̂m)) φi (P (x̂m, ŷm)) ∥Px̂ (x̂m, ŷm)× Pŷ (x̂m, ŷm)∥ ,

bNi =

∫
S

ϕ(x, y, z) φi(x, y) dB =

=

∫
Ŝ

ϕ (FK (x̂, ŷ, ẑ)) φi (P (x̂, ŷ)) ∥Px̂(x̂, ŷ)× Pŷ(x̂, ŷ)∥ dx̂dŷ ≈

≈
M∑

m=1

ωm ϕ (FK (x̂m, ŷm, ẑm)) φi (P (x̂m, ŷm)) ∥Px̂ (x̂m, ŷm)× Pŷ (x̂m, ŷm)∥ .

3.3 Časová diskretizace

Abychom źıskali plně diskretizovaný systém, je nutné ještě provést časovou diskretizaci

soustavy (3.11), tj.
1

c2
M ⃗̈U(t) +

1

c
D ⃗̇U(t) + A U⃗(t) = b⃗ .

Interval [0, T ] rozděĺıme naN ekvidistantńıch podinterval̊u. Každý d́ılč́ı interval je vymezen děĺıćımi

body tn = n∆t pro n = 0, 1, 2, · · · , N , kde ∆t znač́ı časový krok. V každé časové vrstvě tn potom

hledáme aproximace U⃗n ≈ U⃗(tn). Nejprve uvažujeme metodu centrálńı diference, viz [17], časové

derivace potom nahrad́ıme jako

⃗̈U(tn) ≈
U⃗n+1 − 2U⃗n + U⃗n−1

∆t2
,

⃗̇U(tn) ≈
U⃗n+1 − U⃗n−1

2∆t
,

U⃗(tn) ≈
U⃗n+1 + U⃗n−1

2
.
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Jedná se o explicitńı metodu, která je v čase druhého řádu přesnosti. Výrazy dosad́ıme zpět do

semidiskrétńı formulace

1

c2
M
U⃗n+1 − 2U⃗n + U⃗n−1

∆t2
+

1

c
D
U⃗n+1 − U⃗n−1

2∆t
+ A

U⃗n+1 + U⃗n−1

2
= b⃗ . (3.29)

Rovnici (3.29) uprav́ıme tak, že všechny členy v nové časové vrstvě U⃗ (n+1) ponecháme na levé

straně a zbytek převedeme na pravou stranu. Dostaneme tak tvar(
M+

c ∆t

2
D+

c2 ∆t2

2
A
)
U⃗n+1 = c2 ∆t2 b+ 2MU⃗n −

(
M− c ∆t

2
D+

c2 ∆t2

2
A
)
U⃗n−1 ,

který lze opakovaně řešit pro n = 0, 1, 2, · · · , N . Řešeńı na prvńıch dvou časových vrstvách, tj. U⃗0

a U⃗1 známe z počátečńıch podmı́nek.

Kromě metody centrálńı diference použ́ıváme také Newmarkovu metodu, viz [18]. Uvažujeme

větu o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu, existuje koeficient β takový, že splňuje

⃗̇U(t+ β∆t) =
U⃗(t+∆t)− U⃗(t)

∆t
, 0 ≤ β ≤ 1 .

Metoda potom spoč́ıvá v rozvoji člen̊u U⃗n+1 a ⃗̇Un+1 pomoćı Taylorovy řady

U⃗n+1 = U⃗n + ⃗̇Un∆t+ ⃗̈Uβ
∆t2

2!
,

⃗̇Un+1 = ⃗̇Un + ⃗̈Uγ∆t ,

kde
⃗̈Uβ = (1− 2β) ⃗̈Un + 2β ⃗̈Un+1 , 0 ≤ 2β ≤ 1 ,

⃗̈Uγ = (1− γ) ⃗̈Un + γ ⃗̈Un+1 0 ≤ γ ≤ 1 .

Z p̊uvodńı rovnice (3.11) potom vyjádř́ıme ⃗̈U (n+1) jako

M ⃗̈U (n+1) = c2 b⃗− c D ⃗̇U (n+1) − c2 AU⃗ (n+1)

a za U⃗ (n+1), ⃗̇U (n+1) dosad́ıme

M ⃗̈U (n+1) = c2 b⃗− c D
[
⃗̇U (n) + ⃗̈U (n)(1− γ)∆t+ ⃗̈U (n+1)γ∆t

]
+

−c2 A
[
U⃗ (n) + ⃗̇U (n)∆t+ ⃗̈U (n)(1− 2β)

∆t2

2
+ ⃗̈U (n+1)β∆t

]
.

(3.30)

Rovnici (3.30) uprav́ıme pro hledané ⃗̈U (n+1) do tvaru

(M+ c Dγ∆t+ c2 Aβ∆t2) ⃗̈U (n+1) = c2 b⃗− c D
[
⃗̇U (n) + ⃗̈U (n)(1− γ)∆t

]
+

−c2 A
[
U⃗ (n) + ⃗̇U (n)∆t+ ⃗̈U (n)(1− 2β)

∆t2

2

]
.

Pokud ⃗̈U (n+1) známe, známě i ⃗̇U (n+1), U⃗ (n+1) a výpočet opakujeme dokud n∆t < T . Koeficienty

voĺıme β = 1
4 a γ = 1

2 , implicitńı Newmarkova metoda je potom bezpodmı́nečně stabilńı, viz [18].

3.4 Numerické výsledky

V práci řeš́ıme dvě úlohy pro vlnovou rovnici. Na prvńı úloze demonstrujeme vliv

Neumannovy a Sommerfeldovy okrajové podmı́nky a diskutujeme rozd́ıly mezi centrálńım a

Newmarkovým schématem. Ve druhém př́ıpadě analyzujeme nalezené řešeńı úlohy pro vlnovou

rovnici v lidském vokálńım traktu, mimo jiné pomoćı DFT.
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3.4.1 Testovaćı úloha

Uvažujeme kouli o poloměru jedna, tj. Ω = {x, y, z ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1 m}.

Řeš́ıme homogenńı vlnovou rovnici (3.1) s c = 343, 2 ms−1. V kouli vybud́ıme jednotkový signál

prostřednictv́ım počátečńıch podmı́nek

u(x, 0) = µ1(x) = 1 , pro {x, y, z ∈ Ω :
[
x2 + y2 + z2

] 1
2 < 0, 15 m} ,

∂u

∂t
(x, 0) = µ2(x) = 0 .

Úlohu doplńıme nejprve o nulovou Neumannovu okrajovou podmı́nku na celé hranici ∂Ω a po té

o Sommerfeldovu. Pozorujeme pr̊uběh akustického tlaku do času T = 5 ms s časovým krokem

∆t = 5/343, 2 ms pro centrálńı a Newmarkovo schéma.

Při řešeńı MKP vytvoř́ıme triangulaci oblasti, viz obr. 7 v programu Gmsh1. Pomoćı

triangulace sestav́ıme2 matice, viz kap. 3.2 a časově diskretizovanou algebraickou soustavu rovnic

vyřeš́ıme pomoćı knihovny UMFPACK 3.

Obrázek 7: Triangulace v oblasti koule o poloměru jedna

Pr̊uběh akustického tlaku v čase je zobrazen pro Neumannovu okrajovou podmı́nku na

obr. 8. Z pr̊uběhu pozorujeme, že přibližně kolem t = 2.3 ms akustická vlna doraźı na hranici

kontrolńı oblasti a odraźı se zpět. Toto chováńı očekáváme, protože nulová Neumannova okrajová

podmı́nka představuje nulovou normálovou složku gradientu akustického tlaku na hranici oblasti.

Nedojde tak k žádnému pohlceńı akustické vlny a je odražena zpět dovnitř oblasti.

1Gmsh je generátor konečně prvkových śıt́ı, v́ıce viz [19].
2Vlast́ı implementace je provedena v programovaćım jazyce C, viz př́ıloha B.
3UMFPACK obsahuje sadu algoritmů pro řešeńı ř́ıdkých soustav lineárńıch algebraických rovnic, v́ıce viz [20].

34



DIPLOMOVÁ PRÁCE

Obrázek 8: Časový pr̊uběh akustického tlaku pro testovaćı úlohu s nulovou Neumannovou

okrajovou podmı́nkou

Z pr̊uběhu energie na obr. 9 potom vid́ıme, že hodnoty kinetické Ekin a potenciálńı Epot

energie (viz vztah (3.5)) osciluj́ı jak pro Newmarkovo schéma tak pro centrálńı schéma okolo

hodnoty jedna. Z vývoje celkové energie Etot ale pozorujeme, že Newmarkovo schéma zachovává

oproti centrálńımu celkovou energii po celou dobu konstantńı.

(i) centrálńı schéma

(ii) Newmarkovo schéma

Obrázek 9: Energetický pr̊uběh pro testovaćı úlohu s Neumannovou okrajovou podmı́nkou
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Podobně analyzujeme i př́ıpad se Sommerfeldovou okrajovou podmı́nkou. Z pr̊uběhu na

obr. 10 pozorujeme, že akustická vlna se na hranici neodraźı a z velké části se pohlt́ı. Sommerfeldova

okrajová podmı́nka totiž představuje schopnost hranice absorbovat akustické vlny k ńı kolmé.

Obrázek 10: Časový pr̊uběh akustického tlaku pro testovaćı úlohu se Sommerfeldovou okrajovou

podmı́nkou

Na obr. 11, kde je zobrazen pr̊uběh kinetické Ekin, potenciálńı Epot a celkové Etot energie

je vidět, že dojde k utlumeńı kolem času t = 2.3 ms, kdy akustická vlna doraźı na hranici oblasti.

Od té doby potom celková energie systému v čase klesá. V př́ıpadě centrálńıho schématu pozorujeme

v pr̊uběhu celkové energie Etot malé oscilace na rozd́ıl od Newmarkova schématu, u kterého se žádné

nevyskytuj́ı.

(i) centrálńı schéma
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(ii) Newmarkovo schéma

Obrázek 11: Energetický pr̊uběh pro testovaćı úlohu se Sommerfeldovou okrajovou podmı́nkou

3.4.2 Vokálńı trakt

V této úloze zkoumáme propagaci zvuku v lidském vokálńım traktu. Použ́ıváme přibližný

model vokálńıho traktu pro samohlásku [u:] podle studie [21]. Hledáme rezonančńı frekvence, které

maj́ı d̊uležitou roli při tvorbě zvuku. V oblasti, kde se nacháźı hlasivky, předeṕı̌seme v jednom

uzlovém bodě jednotkový akustický zdroj. V oblasti, kde vokálńı trakt úst́ı do vněǰśıho prostoru,

zaznamenáváme v daľśım uzlovém bodě fluktuace akustického tlaku, viz obr. 12. Na části oblasti,

kterou představuje vokálńı trakt je předepsána Neumannova okrajová podmı́nka, pro vněǰśı pro-

stor potom uvažujeme Sommerfeldovu okrajovou podmı́nku. Triangulace oblasti je zobrazena na

obr. 13. Úlohu řeš́ıme v čase pomoćı Newmarkova schématu do T = 100 ms s časovým krokem

∆t = 5/343, 2 ms a c = 343, 2 ms−1.

Obrázek 12: Schéma úlohy pro vokálńı trakt
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Obrázek 13: Triangulace vokálńıho traktu a vněǰśı oblasti

Na obr. 14 je zobrazen pr̊uběh akustického tlaku v jednom uzlovém bodě na výstupu

z vokálńıho traktu. Na soubor dat aplikujeme DFT4, viz př́ıloha A a źıskáme Foueriovy koeficienty

ak a bk, které jsou vykresleny na obr. 15.

Obrázek 14: Pr̊uběh akustického tlaku v jednom uzlovém bodě na výstupu z vokálńıho traktu

Obrázek 15: Fourierovy koeficienty pro signál v oblasti výstupu z vokálńıho traktu

4K výpočtu DFT použ́ıváme knihovnu FFTW, v́ıce viz [22].
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Rozložeńı výkonu (energie) signálu v r̊uzných frekvenčńıch složkách dostaneme pomoćı

tzv. výkonové spektrálńı hustoty, nebo-li power spectral density (PSD) jako

PSD =
√
a2k + b2k .

Celé amplitudové spektrum je potom zakresleno na obr. 16. Jako oblast zájmu považujeme frek-

vence do 3 kHz, odpov́ıdaj́ıćı spektrum je v logaritmickém měř́ıtku zobrazeno na obr. 17. Z am-

plitudového spektra pozorujeme pro rozmeźı f = 0 − 3 kHz tři rezonančńı frekvence, a to pro

249,96 Hz, 1129,83 Hz a 2379,65 Hz. Prvńı dvě nalezené frekvence jsou od 389 Hz, 987 Hz (re-

ferenčńı frekvence podle [21]) vzdáleny přibližně o 140 Hz. Posledńı rezonančńı frekvence je od

referenčńı frekvence 2299 Hz vzdálena o necelých 81 Hz. Je nutno uvést, že pro ověřeńı těchto

výsledk̊u by bylo dále vhodné provést výpočet zejména na jemněǰśı triangulaci a dále zmenšit

vzorkovaćı periodu, tj. zmenšit časový krok, popř́ıpadě vycházet z větš́ıho počtu vzork̊u, tj. deľśı

časový interval.

Obrázek 16: Frekvenčńı amplitudové spektrum pro signál v oblasti vokálńıho traktu

Obrázek 17: Frekvenčńı amplitudové spektrum pro frekvence do 3 kHz v oblasti vokálńıho traktu
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3.5 Akustický problém ve frekvenčńı oblasti, Helmholtzova rovnice

Jak bylo uvedeno v kap. 2.1 lze akustický problém převést na řešeńı Helmholtzovy rov-

nice. Zde nejprve zformulujeme okrajovou úlohu, kterou následně numericky aproximujeme pomoćı

MKP. Na omezené oblasti Ω s Lipschitzovskou hranićı ∂Ω ř́ıkáme, že ũ = ũ(x) řeš́ı nehomogenńı

okrajovou Helmholtzovu úlohu (2.16) pokud plat́ı

−∆ũ− λ2 ũ = f̃ v Ω ,

ũ = g̃ na ΓD ,

∂ũ

∂n
= ϕ̃ na ΓN ,

∂ũ

∂n
= i λ ũ na ΓS .

(3.31)

Neznámá ũ : Ω → C představuje v úloze (3.31) komplexńı proměnnou, λ = ω/c znač́ı vlnové č́ıslo,

ω > 0 zvolenou kruhovou frekvenci, f̃ : Ω → C je zdroj, g̃ : ΓD → C, ϕ̃ : ΓN → C jsou okrajové

podmı́nky, analogicky k problému vlnové rovnice (3.1) a i =
√
−1 je imaginárńı jednotka. Dı́lč́ı

hranice ΓD, ΓN , ΓS tvoř́ı celkovou hranici ∂Ω = ΓD ∪ ΓN ∪ ΓS orientovanou jednotkovou vněǰśı

normálou n a představuj́ı části, kde je předepsána Dirichletova, Neumannova a Sommerfeldova

okrajová podmı́nka, viz [9].

3.5.1 Slabá formulace

Jelikož je Helmholtzova úloha (3.31) kv̊uli Sommerfeldově okrajové podmı́nce komplexńı

problém, uvažujeme prostor V komplexńı. Rovnici (3.31) potom násob́ıme testovaćı funkćı v ∈ V

a integrujeme přes celou oblast. Aplikaćı Greenovy věty (kap. 1.5) potom obdrž́ıme

−
∫
∂Ω

∂ũ

∂n
v dB +

∫
Ω

(
∇ũ · ∇v − λ2 ũ v

)
dΩ =

∫
Ω

f̃ v dΩ . (3.32)

Uplatněńım jednotlivých okrajových podmı́nek (ve smyslu stop) potom dostaneme slabou formulaci

úlohy (3.31) pro zvolenou kruhovou frekvenci ω a libovolné v ∈ V v podobě

−
∫
ΓS

i λ ũ v dB +

∫
Ω

(
∇ũ · ∇v − λ2 ũ v

)
dΩ =

∫
Ω

f̃ v dΩ+

∫
ΓN

ϕ̃ v dB , (3.33)

kde ũ ∈ V, f̃ ∈ L2(Ω) a ϕ̃ ∈ L2(ΓN ). Slabou formulaci převedeme do variačńı formulace

a(ũ, v) = L(v), kde a : V × V → C je seskvilineárńı forma definovaná jako

a(ũ, v) = −
∫
ΓS

i λ ũ v dB +

∫
Ω

(
∇ũ · ∇v − λ2 ũ v

)
dΩ

a L : V → C je antilineárńı forma definovaná jako

L(v) =

∫
Ω

f̃ v dΩ+

∫
ΓN

ϕ̃ v dB ,

pro libovolné ũ, v ∈ V, viz [5],[9]. K ověřeńı existence a jednoznačnosti neńı možné použ́ıt Laxovu–

Milgramovu větu (kap. 1.1), jelikož nelze pro všechna vlnová č́ısla λ prokázat V–eliptičnost,

viz [9]. Existenci řešeńı lze ale ověřit prostřednictv́ım kompaktńıch operátor̊u a Fredholmovy teorie,

v́ıce viz [5].
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3.5.2 Diskretizace MKP

Při diskretizaci MKP uvažujeme konečně prvkový prostor Vh ∈ V s dimenźı dim Vh = n

a hledáme uh ∈ Vh takové, které splňuje

a(ũh, vh) = L(vh) , (3.34)

pro libovolné vh ∈ Vh, viz [9]. Aproximaci řešeńı uh hledáme, viz kap. 3.2 ve tvaru

ũh = U1φ1 + · · ·+ Unφn =

n∑
j=1

Uj φj ,

kde Un jsou tentokrát neznámé komplexńı koeficienty, viz [5]. Volbou vh = φ1, · · · , φn = φk

obdrž́ıme soustavu rovnic
n∑

j=1

Uj a(φj , φk) = L(φk) ,

pro k = 1, · · · , n. Soustavu přeṕı̌seme pomoćı matic A = {akj}, D = {dkj}, M = {mkj} a vektoru

b⃗ = {bk} potom jako (
−iλD+ A− λ2M

)
U⃗ = b⃗ (3.35)

s prvky

akj = (∇φj ,∇φk)Ω =

∫
Ω

∇φj · ∇φk dΩ ,

mkj = (φj , φk)Ω =

∫
Ω

φj φk dΩ ,

dkj = (φj , φk)ΓS
=

∫
ΓS

φj φk dB ,

bk = (f, φ)Ω + (ϕ, φk)Ω =

∫
Ω

f φk dΩ+

∫
ΓN

ϕ φk dB .

Vid́ıme, že matice jsou identické k úloze pro vlnovou rovnici, viz kap. 3.2. Prostor Vh voĺıme potom

analogicky a prostřednictv́ım př́ıpustné triangulace τh postupujeme při jejich sestaveńı stejným

zp̊usobem.

3.5.3 Numerické výsledky pro vokálńı trakt

V této úloze navážeme na kap. 3.4.2, kde jsme řešili vlnovou rovnici v časové oblasti.

Tentokrát úlohu vyřeš́ıme ve frekvenčńı oblasti. Uvažujeme stejnou geometrii a stejné okrajové

podmı́nky, viz obr. 12. Akustický zdroj uvažujeme jako jednotkový harmonický signál daný vekto-

rem pravé strany b⃗. Úlohu řeš́ıme v rozsahu frekvenćı 50 − 3000 Hz s krokem 0, 5 Hz a sledujeme

pr̊uběh řešeńı v uzlovém bodě na výstupu z vokálńıho traktu. Celé spektrum v závislosti na frek-

venci je zakresleno na obr. 18. Povšimněme si velké shody s nalezeným spektrem prostřednictv́ım

DFT na obr. 17. Rezonančńı frekvence 247 Hz, 1126 Hz a 2386,5 Hz se v porovnáńı s kap. 3.4.2

nelǐśı v́ıce než o 7 Hz.
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Obrázek 18: Řešeńı vlnové rovnice ve vokálńım traktu ve frekvenčńı oblasti

Z řešeńı na obr. 19 vid́ıme, že pro jednotlivé rezonančńı frekvence se rozložeńı tlaku

v kontrolńı oblasti měńı jen ve směru x a ne y nebo z. Řešeńı proto charakterizujeme pouze

pr̊uběhem tlaku podél rotačńı osy, to je zakresleno na obr. 20. Pozorujeme, že reálná složka neprotne

pro frekvenci 247 Hz osu ani jednou, pro 1126 Hz jednou a pro 2386,5 Hz dvakrát. Toto chováńı

lze připodobnit k čtvrtvlnnému rezonátormu (quarter-wave resonator), což je trubka uzavřená na

jednom konci a otevřená na druhém, v́ıce viz. [23].

Obrázek 19: Pr̊uběh řešeńı pro rezonančńı frekvence
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Obrázek 20: Rozložeńı tlaku podél x-ové osy pro rezonančńı frekvence

3.6 Lightillova akustická analogie

Lighthillova analogie [11] propojuje téma Navierových–Stokesových rovnic pro prouděńı

stlačitelné tekutiny a š́ı̌reńı akustických poruch. Uvažujeme oblast Ω1, ve které proud́ı tekutina,

viz obr. 21. V d̊usledku obtékáńı tělesa umı́stěného v Ω1 je proudové pole neustálené. Skrz teku-

tinu se potom generuje zvuk, který se š́ı̌ŕı až do akustické domény Ω2. V Ω2 se tekutina nacháźı

v rovnovážném stavu a k propagaci zvuku docháźı pouze vlivem fluktuace veličin, viz [24].

Obrázek 21: Obecný aeroakustický problém

Pro takto definovaný problém formulujeme smı́̌senou úlohu. V klasickém smyslu potom

hledáme funkci ρ′ ∈ C2
(
Ωτ

)
, která řeš́ı úlohu pro Lighthillovu rovnici (2.32) ve tvaru

∂2ρ′

∂t2
− c2∆ρ′ =

∂2Tij
∂xi∂xj

v Ωτ = Ω× [0, τ ] ,

∂ρ′

∂n
= b na ∂Ω2 × [0, τ ] ,

ρ′(x, 0) = ρ′0(x) pro x ∈ Ω × {t = 0} ,
∂ρ′

∂t
(x, 0) = ρ′t0(x) pro x ∈ Ω × {t = 0} ,

(3.36)

kde Tij : Ωτ → R jsou složky Lighthillova tenzoru v podobě Tij ≃ ρ0 ui uj , ρ
′ : Ωτ → R představuje

fluktuaci hustoty, c rychlost zvukové vlny v daném mediu a b je okrajová podmı́nka, viz [25].
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V této práci pouze naznač́ıme postup při řešeńı sdruženého problému akustiky a prouděńı

tekutin. Aeroakustický problém často umožňuje výpočet proudového pole separátně od akus-

tického, viz [26]. Proudové pole je potom použito jako zdroj pro akustiku, kdežto vliv akustického

pole na proud́ıćı tekutinu je zanedbán.

V doméně Ω1 řeš́ıme úlohu pro Navierovy–Stokesovy rovnice a výsledkem je rychlostńı

pole, prostřednictv́ım kterého źıskáme akustické uzlové zdroje. Ty jsou potom integrovány přes

jednotlivé elementy a přičteny do vektoru pravé strany pro výpočet akustických poruch. Často je ale

potřeba speciálńı algoritmus, který výsledné veličiny vhodně interpoluje mezi výpočetńı doménou

pro prouděńı a pro akustiku, viz [25]. Akustická simulace je totiž provedena v celé doméně Ω1∪Ω2 a

obvykle je triangulace pro akustický výpočet hrubš́ı. Pro akustickou simulaci preferujeme elementy

se stejnou velikost́ı, aby byly zachyceny akustické vlny v celé doméně. V kontrastu, prouděńı tekutin

vyžaduje zjemněńı triangulace zejména u stěn, viz [26].

Důležitou roli má při akustickém výpočtu okrajová podmı́nka b, která na hranici ∂Ω2 na-

podobuje neomezenou oblast. Požadujeme tak, aby se akustické vlny na hranici výpočetńı domény

absorbovaly a neodrážely zpět. Mezi nejčastěji použ́ıvané patř́ı absorpčńı okrajová podmı́nka, kde

b = −1

c

∂ρ′

∂t
, viz [25] a technika PML (perfectly matched layer) s b = 0. PML je tvořena několika

vrstvami element̊u, které vlny tlumı́ a neodráž́ı zpět, v́ıce viz [25], [26].
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4 Numerická aproximace prouděńı nestlačitelné tekutiny

4.1 Stokes̊uv problém

V této části uvažujeme stacionárńı úlohu pro Stokes̊uv problém (2.25). Úloha je definována

v omezené oblasti Ω ⊂ R2, vyplněné tekutinou, s Lipschitzovskou hranićı ∂Ω. V klasickém smyslu

hledáme dvojici neznámých u ∈
[
C2
(
Ω
)]2

a p ∈ C1
(
Ω
)
, které splňuj́ı

−ν∆u+∇p = f v Ω ,

∇ · u = 0 v Ω ,

u = 0 na ∂Ω ,

(4.1)

kde u : Ω → R2 znač́ı rychlost prouděńı tekutiny, p : Ω → R je kinematický tlak, f : Ω → R2

představuje objemový zdroj p̊usob́ıćı na tekutinu a ν > 0 je kinematická viskozita. Na hranici ∂Ω

obvykle předepisujeme homogenńı Dirichletovu okrajovou podmı́nku. V př́ıpadě prouděńı tekutin

mluv́ıme o tzv. no slip okrajové podmı́nce, která zajǐst’uje nulovou normálovou a tečnou rychlost

tekutiny na hranici ∂Ω, viz např. [27].

4.1.1 Slabá formulace

K nalezeńı slabé formulace definujeme prostor testovaćıch funkćı V =
[
H1

0 (Ω)
]2
. Libovol-

nou testovaćı funkćı v ∈ V, v : Ω → R2 násob́ıme pohybovou rovnici v (4.1) a integrujeme přes

oblast Ω. Užit́ım Greenovy věty (kap. 1.5) obdrž́ıme

ν

(∫
∂Ω

−∂u
∂n

· v dS +

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ

)
+

∫
∂Ω

pn · v dS −
∫
Ω

p (∇ · v) dΩ =

∫
Ω

f · v dΩ , (4.2)

kde n znač́ı jednotkovou vněǰśı normálu k hranici ∂Ω. Jelikož v ∈ V, jsou integrály přes hranici

∂Ω nulové (ve smyslu stop). Rovnice (4.2) se zjednoduš́ı do podoby

ν

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ−
∫
Ω

p (∇ · v) dΩ =

∫
Ω

f · v dΩ . (4.3)

Rovnici kontinuity v (4.1) násob́ıme testovaćı funkćı q ∈ L2(Ω), q : Ω → R a integrujeme přes celou

oblast ∫
Ω

(∇ · u) q dΩ = 0 . (4.4)

Tlak řeš́ıćı Stokesovu úlohu je však v prostoru L2(Ω) jednoznačně určený až na konstantu,

viz [2],[28], proto definujeme Lebesgue̊uv prostor

Q = L2
0(Ω) =

{
q ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

q dΩ = 0

}
.

Slabým řešeńım Stokesova problému (4.1) potom nazveme takové u ∈ V a p ∈ Q, které splňuj́ı

ν (∇u,∇v)Ω − (p,∇ · v)Ω = ⟨f ,v⟩Ω ,

(∇ · u, q)Ω = 0 ,
(4.5)

pro libovolné v ∈ V a q ∈ Q, kde f ∈
[
L2 (Ω)

]2
, (·, ·)Ω znač́ı skalárńı součin v L2(Ω) a ⟨·, ·⟩Ω

představuje dualitu mezi
[
H−1 (Ω)

]2
a V, viz [28]. Slabou formulaci (4.5) převedeme do variačńı
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identity

a (u,v) + b (v, p) = L (v) ,

b (u, q) = 0 ,
(4.6)

kde a : V × V → R a b : V ×Q → R jsou bilineárńı formy definovány jako

a (u,v) = ν (∇u,∇v)Ω ,

b (v, q) = − (∇ · v, q)Ω

a L : V → R je lineárńı forma ve tvaru

L (v) = ⟨f ,v⟩Ω ,

pro libovolné u,v ∈ V a p, q ∈ Q, viz [15]. Hlavńı obt́ıž́ı při řešeńı Stokesova problému a později

Navierových–Stokesových rovnic je sdruženost tlaku a rychlosti. Jedná se o tzv. úlohu sedlového

bodu (saddle point system), viz [27],[28]. Podmı́nka existence řešeńı takového systému je známá

jako inf–sup podmı́nka

inf
q∈Q

sup
v∈V

|b(v, q)|
∥v∥V ∥q∥Q

= β > 0 , (4.7)

viz např. [15]. K ověřeńı jednoznačnosti řešeńı voĺıme testovaćı funkce s nulovou divergenćı,

viz [2],[15]. Definujeme proto podprostor Vσ ⊂ V jako

Vσ =
{
v ∈

[
H1

0 (Ω)
]2

: ∇ · v = 0
}
.

Důsledkem volby podprostoru je ze soustavy rovnic (4.6) eliminován tlak a problém se pro libovolné

u,v ∈ Vσ zredukuje na a (u,v) = L (v). Předpoklady Laxovy–Milgramovy věty jsou pro reduko-

vaný problému splněny, viz [2]. Existence a jednoznačnost řešeńı formulace s tlakem je potom

zajǐstěna volbou prostoru Q a splněńım inf–sup podmı́nky(4.7), v́ıce viz [2],[28].

4.1.2 Diskretizace MKP

Uvažujme prostory Vh ⊂ V a Qh ⊂ Q s konečnou dimenźı. Hledáme potom uh ∈ Vh a

ph ∈ Qh takové, které splňuj́ı

a (uh,vh) + b (vh, ph) = L (vh) ∀vh ∈ Vh ,

b (uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh .
(4.8)

O (4.8) mluv́ıme jako o Galerkinově variačńı formulaci pro Stokes̊uv problém, viz např. [15],[27].

Bázové funkce prostoru Vh s dim Vh = nv označ́ıme φ1, · · · φnv ∈ Vh, pro prostor Qh s dim

Qh = nq potom jako θ1, · · · θnq ∈ Qh. Aproximaci uh vyjádř́ıme jako lineárńı kombinaci bázových

funkćı

uh = U1φ1 + · · ·+ Unv
φnv

=

nv∑
j=1

Uj φj .

Testovaćı funkce vh voĺıme postupně jako bázové funkce

vh = φ1, · · · ,φnv = φi .
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Analogicky vyjádř́ıme ph a qh jako

ph = P1 θ1 + · · ·+ Pnq
θnq

=

nq∑
j=1

Pj θj ,

qh = θ1, · · · , θnq = θi .

Vztahy dosad́ıme zpět do (4.8) a viz [2],[27] obdrž́ıme

nv∑
j=1

Uj a (φj ,φi) +

nq∑
j=1

Pj b (φi, θj) = L (φi) pro i = 1, · · · , nv ,

nv∑
j=1

Uj b (φj , θi) = 0 pro i = 1, · · · , nq .
(4.9)

Soustavu rovnic (4.9) přeṕı̌seme v maticovém tvaru, viz [2]A BT

B 0

U⃗
P⃗

 =

F⃗
0

 ,

kde prvky matic A = {aij}, B = {bij} a vektoru F⃗ = {fi} známe ve tvaru

aij = ν (∇φj ,∇φi)Ω =

∫
Ω

ν ∇φj · ∇φi dΩ ,

bij = − (∇ ·φj , θi)Ω = −
∫
Ω

∇ ·φj θi dΩ ,

fi = ⟨f ,φi⟩Ω =

∫
Ω

f ·φi dΩ .

Vyřešeńım soustavy źıskáme rychlost́ı a tlakové pole v oblasti Ω.

Volba prostoru

Na oblasti Ω uvažujeme př́ıpustnou triangulaci τh s elementy K. Prostory Vh a Qh potom

voĺıme tak, aby splňovaly diskrétńı inf-sup podmı́nku, viz [15],[29]

inf
qh∈Qh

sup
vh∈Vh

|b(vh, qh)|
∥vh∥V ∥qh∥Q

= β > 0 . (4.10)

Podmı́nka (4.10) je splněna jen pro speciálńı dvojice prostor̊u konečných prvk̊u, ty definujeme jako

Pk(τh) =
{
φ ∈ C

(
Ω
)
: φ|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ τh

}
,

Pk(τh) =
{
θ ∈ C

(
Ω
)
: θ|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ τh

}
.

O (Pk,Pk) potom ř́ıkáme, že složky rychlosti jsou po částech polynomy k−tého stupně, to samé

plat́ı pro tlak, viz [2],[28]. Mezi dvojice splňuj́ıćı podmı́nku (4.10) patř́ı Taylorovy-Hodovy elementy

(P2,P1), které aproximuj́ı rychlost po částech kvadratickými funkcemi a tlak po částech lineárńımi.

Taylorovy-Hoodovy elementy lze obecně rozš́ı̌rit jako (Pk+1,Pk) pro k ≥ 1, v́ıce viz [28]. V této

práci už́ıváme tzv. mini element (P1+B3,P1), který nahrazuje rychlost a tlak po částech lineárńımi

funkcemi. Nav́ıc je ale oproti nestabilńımu páru (P1,P1) přidána do rychlostńıho prostoru tzv. ku-

bická bubble funkce, která na elementu v závislosti na barycentrických souřadnićıch pár stabilizuje,

viz [28],[29]. Konečné prostory Vh a Qh tak voĺıme jako

Vh = [P1 ⊕ B3]
2 ∩ V ,

Qh = P1 ∩ Q .
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Transformace na referenčńı element

Jako v př́ıpadě skalárńıho problému (viz kap. 3.2 a kap. 3.5.2) užijeme př́ıpustné triangu-

lace τh a prvky aij , bij , fi spoč́ıtáme na jednotlivých elementech K ∈ τh v podobě

aij =
∑
K∈τh

∫
K

ν ∇φj · ∇φi dK =
∑
K∈τh

aKij ,

bij = −
∑
K∈τh

∫
K

∇ ·φj θi dK = −
∑
K∈τh

bKij ,

fi =
∑
K∈τh

∫
K

f ·φi dK =
∑
K∈τh

fKi ,

kde aKij , b
K
ij , f

K
i znač́ı lokálńı př́ıspěvky do matic, resp. vektoru.

Uvažujeme afinńı transformaci FK : K̂ → K z referenčńıho elementu K̂ na obecný element

K ∈ τh. Na rozd́ıl od skalárńıho problému použ́ıváme v triangulaci pouze jeden typ element̊u, tj.

trojúhelńıky, viz obr. 22. Vzájemné zobrazeńı mezi K̂ a K je potom popsáno pomoćı bázových

funkćı φ̂Â, φ̂B̂ , φ̂Ĉ na K̂ vztahemx
y

 =

xA
yA

 φ̂Â +

xB
yB

 φ̂B̂ +

xC
yC

 φ̂Ĉ .

Obrázek 22: Referenčńı trojúhelńık

Bázové funkce pro aproximaci uh definujeme v př́ıpadě mini elementu ve tvaru

φ̂Â(x̂, ŷ) = 1− x̂− ŷ ,

φ̂B̂(x̂, ŷ) = x̂ ,

φ̂Ĉ(x̂, ŷ) = ŷ ,

φ̂bbl(x̂, ŷ) = 27 φ̂Â φ̂B̂ φ̂Ĉ = 27 (1− x̂− ŷ) x̂ ŷ .

(4.11)

Hodnoty ph potom nahrazujeme pomoćı bázových funkćı definovaných na K̂ jako

θ̂Â(x̂, ŷ) = φ̂Â(x̂, ŷ), θ̂B̂(x̂, ŷ) = φ̂B̂(x̂, ŷ) a θ̂Ĉ(x̂, ŷ) = φ̂Ĉ(x̂, ŷ), viz [30]. Stupně volnosti na K ∈ τ
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zahrnuj́ı pro uh tři vektorové hodnoty ve vrcholech a jednu vektorovou hodnotu v barycentru a

pro ph tři skalárńı hodnoty ve vrcholech, viz obr. 23.

Obrázek 23: Stupně volnosti pro mini element

Z inverzńıho zobrazeńı F−1
K : K → K̂ obdrž́ıme gradient bázové funkce φw(x, y) pro

w ∈ {A,B,C, bbl}, viz kap. 3.2.3 v podobě

∇φw(x, y) = ∇̂φ̂ŵ(x̂, ŷ) B−1
K (x̂, ŷ) ,

kde B−1
K (x̂, ŷ) je inverzńı transformačńı matice

B−1
K (x̂, ŷ) =

∂x̂
∂x

∂x̂
∂y

∂ŷ
∂x

∂ŷ
∂y

 .

Numerická kvadratura

Provedeme transformaci integrálu z K na K̂ aplikaćı věty o substituci, viz kap. 3.2.2. Pro

lokálńı př́ıspěvky aKij , b
K
ij a, fKi tak dostaneme

aKij =

∫
K

ν ∇φj(x, y) · ∇φi(x, y) dK =

=

∫
K̂

|det BK(x̂, ŷ)| ν
(
∇̂φ̂j(x̂, ŷ) B−1

K (x̂, ŷ)
)
·
(
∇̂φ̂i(x̂, ŷ) B−1

K (x̂, ŷ)
)
dK̂ ,

bKij =

∫
K

∇ ·φj(x, y) θi(x, y) dK =

=

∫
K̂

|det BK(x̂, ŷ)| ∇̂ · φ̂j(x̂, ŷ) θ̂i(x̂, ŷ) dK̂ ,

fKi =

∫
K

f(x, y) ·φi(x, y) dK =

=

∫
K̂

|det BK(x̂, ŷ)| f(FK(x̂, ŷ)) φ̂i(x̂, ŷ) dK̂ .

Integraci na K̂ potom provedeme přibližně pomoćı numerické kvadratury

aKij ≈
M∑

m=1

|det BK(x̂m, ŷm)| ωm ν
(
∇̂φ̂j(x̂m, ŷm) B−1

K (x̂m, ŷm)
)
·
(
∇̂φ̂i(x̂m, ŷm) B−1

K (x̂m, ŷm)
)
,

bKij ≈
M∑

m=1

|det BK(x̂m, ŷm)| ωm

(
∇̂φ̂j(x̂m, ŷm) B−1

K (x̂m, ŷm)
)
θ̂i(x̂m, ŷm) ,

fKi ≈
M∑

m=1

|det BK(x̂m, ŷm)| ωm f (FK (x̂m, ŷm)) φ̂i (x̂m, ŷm) ,
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kde ωm = |K̂| ω̂m. Kv̊uli kubické bubble funkci voĺıme uzly x̂m, ŷm a váhy ω̂m numerické kvadratury

tak, aby byla numerická integrace přesná alespoň pro polynom čtvrtého stupně.

4.1.3 Nestacionárńı úloha

V př́ıpadě, že řeš́ıme nestacionárńı Stokes̊uv problém, vycháźıme při odvozeńı slabé formu-

lace a jej́ı následné diskretizace z rovnice (2.25). Označme u = u(x, t), p = p(x, t) a ΩT = Ω×[0, T ].

Úloha je potom v klasickém smyslu definována pro u ∈
[
C2(ΩT )

]2
a p ∈ C1(ΩT ) jako

∂u

∂t
− ν∆u+∇p = f v ΩT ,

∇ · u = 0 v ΩT ,

u = 0 na ∂Ω × [0, T ],

u(x, 0) = u0(x) pro x ∈ Ω× {t = 0} ,

(4.12)

kde u : ΩT → R2 znač́ı rychlost prouděńı tekutiny, p : ΩT → R je kinematický tlak, ν > 0 je

kinematická viskozita a f : ΩT → R2 představuje objemový zdroj p̊usob́ıćı na tekutinu. Symbolem

n znač́ıme jednotkovou vněǰśı normálu. Na hranici ∂Ω × [0, T ] je předepsána no slip okrajová

podmı́nka. Jelikož je systém nestacionárńı je předepsána také počátečńı podmı́nka u0 : Ω → R2

v čase t = 0 a konečný čas T > 0.

Obdobným postupem, jako v kap. 4.1.1, nalezneme slabou formulaci problému (4.12) pro

libovolné v ∈ V, q ∈ Q v podobě∫
Ω

∂u

∂t
· v dΩ+ ν

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ−
∫
Ω

p (∇ · v) dΩ =

∫
Ω

f · v dΩ ,∫
Ω

(∇ · u) q dΩ = 0 ,

(4.13)

kde u : [0, T ] → V, f : [0, T ] →
[
L2 (Ω)

]2
. Počátečńı podmı́nku uvažujeme u0 ∈ V a předpokládáme,

že splňuje ∇·u0 = 0, viz [31]. Slabou formulaci (4.13) převedeme na variačńı problém, kde hledáme

v ∈ V, q ∈ Q v libovolném t ∈ [0, T ] takové, že splňuj́ı

(u̇,v)Ω + a (u,v) + b (v, p) = L (v) ,

b (u, q) = 0 .
(4.14)

pro libovolné v ∈ V, q ∈ Q a počátečńı podmı́nku u(x, 0) = u0(x). Oproti úloze pro stacionárńı

Stokes̊uv problém (4.6) se vyskytuje v (4.14) derivace podle času (znač́ıme u̇) ve skalárńım součinu

(·, ·)Ω v L2(Ω). Existence a jednoznačnost řešeńı je dokázána např. v [32].

Semidiskrétńı problém definujeme tak, že hledáme uh ∈ Vh a ph ∈ Qh takové, které

splňuj́ı

(u̇h,vh)Ω + a (uh,vh) + b (vh, ph) = L (vh) ∀vh ∈ Vh ,

b (uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh ,
(4.15)

Abychom źıskali plně diskrétńı problém, muśıme provést časovou diskretizaci. Interval [0, T ] rozděĺıme

rovnoměrně body tn = n ·∆t pro n = 0, 1, 2, · · ·N , kde ∆t je časový krok a hledáme un
h ≈ uh(tn),
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pnh ≈ ph(tn). Uvažujeme implicitńı Eulerovo schéma(
dtu

n+1
h ,vh

)
Ω
+ a

(
un+1
h ,vh

)
+ b

(
vh, p

n+1
h

)
= (f(tn+1),vh)Ω ∀vh ∈ Vh ,

b
(
un+1
h , qh

)
= 0 ∀qh ∈ Qh ,

(4.16)

s počátečńı podmı́nkou u0
h = u0h, kde

dtu
n+1
h =

un+1
h − un

h

∆t
.

Potom, co převedeme soustavu do algebraického tvaru, lze źıskat maticovou podobu 1
∆tM+ A BT

B 0

U⃗n+1

P⃗n+1

 =

F⃗
0

 +
1

∆t
M

U⃗n

0

 ,

kde se oproti stacionárńımu problému nav́ıc objevuje matice M = {mij} s prvky

mij = (φj ,φi)Ω =

∫
Ω

φj ·φi dΩ .

K diskretizaci je možné použ́ıt i jiné schéma, např. Crankovo-Nicolsonovo, viz [33] ve tvaru(
dtu

n+1
h ,vh

)
Ω
+ a

(
un+1
h ,vh

)
+ b

(
vh, p

n+1
h

)
=
(
f(tn+1),vh

)
Ω

∀vh ∈ Vh ,

b
(
un+1
h , qh

)
= 0 ∀qh ∈ Qh ,

(4.17)

kde

dtu
n+1
h =

un+1
h − un

h

∆t
,

un+1
h =

un+1
h + un

h

2
,

f(tn+1) =
f(tn+1) + f(tn)

2
.

Obě uvedená schémata jsou bezpodmı́nečně stabilńı, Crankovo-Nicolsonovo schéma je nav́ıc v čase

druhého řádu přesnosti, viz [33].

4.1.4 Numerický výpočet problému se známým řešeńım

Uvažujeme Stokes̊uv problém (4.1) s homogenńı okrajovou podmı́nkou definovaný na

čtvercové oblasti (0,1) × (0,1). Analytické řešeńı na oblasti známe ve tvaru

u =

 2π sin(πx) sin(πx) cos(πy) sin(πy)

−2π sin(πx) sin(πy) cos(πx) sin(πy)

 ,

p = cos(πx) cos(πy) .

Dosazeńım do (4.1) źıskáme objemový zdroj f . Stokes̊uv problém potom řeš́ıme na čtvercové oblasti

s předepsaným f pro pět r̊uzných strukturovaných triangulaćı τh1 − τh5 , které jsou zobrazeny na

obr. 24. Z obr. 24 je vidět, že parametr h, který charakterizuje jemnost triangulace je zvolen

postupně jako h = 1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128. Na obr. 25 je referenčńı numerické řešeńı na trian-

gulaci τh4
.
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Obrázek 24: Triangulace τh1
až τh5

na čtvercové oblasti (0,1) × (0,1)

Obrázek 25: Numerické řešeńı analytického problému na τh4
ve čtvercové oblasti (0,1) × (0,1)

Numerické výsledky porovnáváme se studíı [27], kde provedli identický výpočet na stejně

strukturovaných triangulaćıch. V [27] použ́ıvaj́ı nespojité konečně prvkové prostory a tzv.
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zeslabený Galerkin̊uv element, v́ıce viz [27],[34], který umožňuje volit prostory jako (P0,P0), tj.

rychlost a tlak jsou aproximovány po částech konstantńımi funkcemi. Numerické výsledky jsou po-

tom prezentovány v tab. 1. Z výsledk̊u vid́ıme, že rychlost je v H1−normě prvńıho řádu přesnosti

a v L2−normě druhého řádu přesnosti, podobně jako v [27]. Tlak ale pozorujeme v L2−normě

druhého řádu přesnosti, na rozd́ıl od [27], kde je tlak prvńıho řádu přesnosti.

h ∥uh − u∥H1 ∥uh − u∥L2 ∥ph − p∥L2 uH1 -̌rád uL2 -̌rád pL2 -̌rád

1/8 2.565208e+00 1.839492e-01 3.354345e-01 —– —– —–

1/16 1.321869e+00 4.860058e-02 9.204024e-02 0.9564966 1.920262 1.865694

1/32 6.660701e-01 1.231494e-02 2.367585e-02 0.9888333 1.980564 1.958849

1/64 3.336834e-01 3.088325e-03 5.941663e-03 0.9971941 1.995513 1.994478

1/128 1.669229e-01 7.725823e-04 1.484014e-03 0.9992980 1.999064 2.001362

Tabulka 1: Výsledky pro normy, které porovnávaj́ı numerické a analytické řešeńı na čtvercové

oblasti (0,1) × (0,1)

4.2 Navierovy–Stokesovy rovnice

V př́ıpadě, že uvažujeme ve Stokesově problému (4.1) i konvektivńı člen, řeš́ıme stacionárńı

úlohu pro Navierovy–Stokesovy rovnice (2.22) v podobě

(u · ∇)u− ν∆u+∇p = f v Ω ,

∇ · u = 0 v Ω ,

u = 0 na ΓD ,

u = g na Γin ,

−ν ∂u
∂n

+ pn = 0 na Γout .

(4.18)

V klasické formulaci hledáme u ∈
[
C2(Ω)

]2
a p ∈ C1(Ω) na stejné oblasti Ω jako u Stokesova

problému v kap. 4.1. V úloze (4.18) u : Ω → R2 znač́ı rychlost prouděńı tekutiny, p : Ω → R je

kinematický tlak, ν > 0 je kinematická viskozita a f : Ω → R2 představuje objemový zdroj p̊usob́ıćı

na tekutinu. Symbolem n znač́ıme jednotkovou vněǰśı normálu. Mimo no slip okrajové podmı́nky

na hranici ΓD předepisujeme rychlost tekutiny g na vstupu Γin do oblasti Ω a výstupńı okrajovou

podmı́nku na Γout. Dı́lč́ı hranice jsou navzájem disjunktńı hranice, takové, že ΓD∪Γin∪Γout = ∂Ω,

viz [2],[35].

4.2.1 Slabá formulace

Slabou formulaci problému (4.18) odvod́ıme podobně, jako u Stokesova problému (4.1).

Definujeme proto

V = {v ∈
[
H1 (Ω)

]2
: v = 0 na ΓD ∪ Γin} .

Prostor Q tentokrát voĺıme jako Q = L2(Ω), jelikož je tlak kv̊uli okrajové podmı́nce na Γout určen

jednoznačně. Pohybovou rovnici vynásob́ıme libovolnou testovaćı funkćı v ∈ V, v : Ω → R2, rovnici
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kontinuity násob́ıme testovaćı funkćı q ∈ Q, q : Ω → R a integrujeme přes celou oblast. Užit́ım

Greenovy věty (kap. 1.5) źıskáme∫
Ω

(u · ∇)u · v dΩ+ ν

(∫
∂Ω

−∂u
∂n

· v dS +

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ

)
+

+

∫
∂Ω

pn · v dS −
∫
Ω

p (∇ · v) dΩ =

∫
Ω

f · v dΩ ,∫
Ω

(∇ · u) q dΩ = 0 .

(4.19)

Uplatněńım jednotlivých okrajových podmı́nek (ve smyslu stop) rozeṕı̌seme integrál přes hranici

∂Ω jako∫
∂Ω

(
−ν ∂u

∂n
+ pn

)
· v dS =

∫
ΓD

(
−ν ∂u

∂n
+ pn

)
· v dS+

+

∫
Γin

(
−ν ∂u

∂n
+ pn

)
· v dS +

∫
Γout

(
−ν ∂u

∂n
+ pn

)
· v dS .

Vzhledem k volbě prostoru V je integrál přes ΓD a Γin roven nule. To samé plat́ı o integrálu přes

Γout kv̊uli volbě okrajové podmı́nky. Podmı́nka na výstupu Γout se přirozeně objevuje při odvozeńı

variačńı formulace v př́ıpadě, že neńı na výstupu předepsána rychlost. Často se tak podmı́nka na

Γout nazývá tzv. do-nothing okrajová podmı́nka, viz [35]. Soustava (4.19) se pro nulový integrál

přes hranici potom zjednoduš́ı na∫
Ω

(u · ∇)u · v + ν

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ−
∫
Ω

p (∇ · v) dΩ =

∫
Ω

f · v dΩ ,∫
Ω

(∇ · u) q dΩ = 0 .

(4.20)

Slabým řešeńım Navierovy–Stokesovy úlohy (4.18) potom nazveme takové u ∈ g + V a p ∈ Q,

které splňuj́ı

((u · ∇)u,v)Ω + ν (∇u,∇v)Ω − (p,∇ · v)Ω = ⟨f ,v⟩Ω ,

(∇ · u, q)Ω = 0 .
(4.21)

pro libovolné funkce v ∈ V a q ∈ Q, kde f ∈
[
L2 (Ω)

]2
, (·, ·)Ω znač́ı skalárńı součin v L2(Ω) a

⟨·, ·⟩Ω představuje dualitu mezi
[
H−1 (Ω)

]2
a V, viz [2],[35]. Slabou formulaci (4.21) převedeme pro

u ∈ g + V, p ∈ Q do variačńı identity

c (u;u,v) + a (u,v) + b (v, p) = L (v) ,

b (u, q) = 0 ,
(4.22)

kde a : V × V → R a b : V ×Q → R jsou bilineárńı formy definovány jako

a (u,v) = ν (∇u,∇v)Ω ,

b (v, q) = − (∇ · v, q)Ω
a L : V → R je lineárńı forma ve tvaru

L (v) = ⟨f ,v⟩Ω ,

pro libovolné v ∈ V a q ∈ Q, viz [35]. Nav́ıc je v (4.22) oproti Stokesovu problému (4.6) trilineárńı

forma c : V × V × V → R, viz [2], ta je definovaná pro libovolné u,v,w ∈ V jako

c (w;u,v) =

∫
Ω

((w · ∇)u) · v dΩ (4.23)
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a plat́ı

c (w;u,v) = −c (w;v,u) ,

c (w;u,u) = 0 .

K ověřeńı existence a jednoznačnosti řešeńı opět definujeme prostor funkćı s nulovou divergenćı

Vσ =
{
v ∈

[
H1

0 (Ω)
]2

: ∇ · v = 0
}
.

Řešeńım zredukované soustavy c (u;u,v) + a (u,v) + b (v, p) = L (v) je potom u ∈ g + Vσ pro

libovolné v ∈ Vσ. Abychom vyřadili z problému nelinearitu, voĺıme w ∈ Vσ a předpoklady Laxovy–

Milgramovy věty ověřujeme pro bilineárńı formu v podobě aw (u,v) = a (u,v)+c (w;u,v). Za do-

datečných předpoklad̊u je potom možné existenci a jednoznačnost řešeńı dokázat, v́ıce

viz [2], [35].

4.2.2 Diskretizace MKP

Prostory s konečnou dimenźı Vh ⊂ V, Qh ⊂ Q voĺıme stejné jako pro Stokes̊uv problém,

aby byla splněna diskrétńı inf-sup podmı́nka

inf
qh∈Qh

sup
vh∈Vh

|b(vh, qh)|
∥vh∥V ∥qh∥Q

= β > 0 ,

tj.

Vh = [P1 ⊕ B3]
2 ∩ V ,

Qh = P1 ∩ Q .

Galerkinova variačńı formulace Navierova–Stokesova problému (4.18) potom pro uh ∈ gh + Vh a

ph ∈ Qh vyhovuje

c (uh;uh,vh) + a (uh,vh) + b (vh, ph) = L (vh) ∀vh ∈ Vh ,

b (uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh ,
(4.24)

kde gh označuje vhodnou aproximaci okrajové podmı́nky, viz [35]. Je zřejmé, že se jedná o ne-

lineárńı problém. Linearizaci členu c (uh;uh,v) provedeme tak, že libovolně zvoĺıme u0
h ∈ gh + Vh

a postupně pro n = 0, 1, · · · , N hledáme un+1
h a pn+1

h tak, aby platilo

c
(
un
h;u

n+1
h ,vh

)
+ ν

(
∇un+1

h ,∇vh

)
Ω
−
(
pn+1
h ,∇ · vh

)
Ω
= (f ,vh)Ω , ∀vh ∈ Vh ,(

∇ · un+1
h , qh

)
Ω
= 0 , ∀qh ∈ Qh .

(4.25)

Aby bylo možné Navier̊uv–Stokes̊uv problém (4.25) vyřešit numericky, je nutné ho převést do alge-

braického tvaru. Aproximaci uh a ph vyjádř́ıme prostřednictv́ım bázových funkćı φ1, · · · φnv
∈ Vh,

resp. θ1, · · · θnq
∈ Qh, viz kap. 4.1.2 jako

uh = gh + U1φ1 + · · ·+ Unv
φnv

= gh +

nv∑
j=1

Uj φj ,

vh = φ1, · · · ,φnv
= φi ,

ph = P1 θ1 + · · ·+ Pnq
θnq

=

nq∑
j=1

Pj θj ,

qh = θ1, · · · , θnq
= θi .
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Vztahy dosad́ıme zpět do (4.25) a obdrž́ıme

nv∑
j=1

U
(n+1)
j c

(
u
(n)
h ;φj ,φi

)
+

nv∑
j=1

Uj a (φj ,φi) +

nq∑
j=1

Pj b (φi, θj) = L (φi) pro i = 1, · · · , nv ,

nv∑
j=1

Uj b (φj , θi) = 0 pro i = 1, · · · , nq .

Soustavu rovnic přeṕı̌seme v maticovém tvaruA
(
u
(n)
h

)
BT

B 0

U⃗
P⃗

 =

F⃗
0

 .

Prvky matice B = {bij} a vektoru F⃗ = {fi} jsou identické jako u Stokesova problému v kap. 4.1.2,

v matici A = {aij} se nav́ıc objevuje trilineárńı člen, tedy

aij =
((

u
(n)
h · ∇

)
φj ,φi

)
Ω
+ ν (∇φj ,∇φi)Ω =

=

∫
Ω

((
u
(n)
h · ∇

)
φj

)
·φi dΩ+

∫
Ω

ν ∇φj · ∇φi dΩ .

Na př́ıpustné triangulaci τh rozeṕı̌seme integrál přes jednotlivé trojúhelńıky K ∈ τh a prvky aij

vypočteme jako

aij =
∑
K∈τh

∫
K

[((
u
(n)
h · ∇

)
φj

)
·φi + ν ∇φj · ∇φi

]
dK =

∑
K∈τh

aKij .

Provedeme transformaci integrálu na referenčńı trojúhelńık K̂. Lokálńı př́ıspěvky aKij do matice A

źıskáme potom v podobě

aKij =

∫
K

[((
u
(n)
h (x, y) · ∇

)
φj(x, y)

)
·φi(x, y) + ν ∇φj(x, y) · ∇φi(x, y)

]
dK =

=

∫
K̂

|det BK(x̂, ŷ)|
[((

u
(n)
h (x̂, ŷ) · ∇̂

)
φ̂j(x̂, ŷ) B−1

K (x̂, ŷ)
)
· φ̂i(x̂, ŷ)+

+ ν
(
∇̂φ̂j(x̂, ŷ) B−1

K (x̂, ŷ)
)
·
(
∇̂φ̂i(x̂, ŷ) B−1

K (x̂, ŷ)
)]
dK̂ .

Integraci na K̂ provedeme přibližně pomoćı numerické kvadratury

aKij ≈
M∑

m=1

|det BK(x̂m)| ωm

[((
u
(n)
h (x̂m) · ∇̂

)
φ̂j(x̂m) B−1

K (x̂m)
)
· φ̂i(x̂m)+

+ ν
(
∇̂φ̂j(x̂m) B−1

K (x̂m)
)
·
(
∇̂φ̂i(x̂m) B−1

K (x̂m)
)]

,

kde ωm = |K̂| ω̂m a x̂m = [x̂m, ŷm]. Uzly x̂m a váhy ω̂m numerické kvadratury voĺıme obdobně,

jako u Stokesova problému, viz kap. 4.1.2.

4.2.3 Nestacionárńı problém

Nestacionárńı úlohu definujeme pro rovnici

∂u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u+∇p = f , (4.26)

podobně jako pro nestacionárńı Stokes̊uv problém (4.12). Semidiskrétńı tvar potom źıskáme

v libovolném t ∈ [0, T ] jako

(u̇h,vh)Ω + c(uh;uh,vh) + a (uh,vh) + b (vh, ph) = (fh,vh)Ω ∀vh ∈ Vh ,

b (uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh ,
(4.27)
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pro uh ∈ gh +Vh a ph ∈ Qh a počátečńı podmı́nku uh(0) = u0h, kde u̇h znač́ı derivaci podle času,

viz [31],[35]. Provedeme linearizaci a časovou diskretizaci pomoćı Eulerova implicitńıho schématu(
dtu

n+1
h ,vh

)
Ω
+ c(un

h;u
n+1
h ,vh) + a

(
un+1
h ,vh

)
+ b

(
vh, p

n+1
h

)
= (f(tn+1),vh)Ω ∀vh ∈ Vh ,

b
(
un+1
h , qh

)
= 0 ∀qh ∈ Qh ,

kde

dtu
n+1
h =

un+1
h − un

h

∆t
.

Potom co převedeme soustavu do algebraického tvaru, lze źıskat maticovou podobu 1
∆tM+ A(un

h) BT

B 0

U⃗n+1

P⃗n+1

 =

F⃗
0

 +
1

∆t
M

U⃗n

0

 .

V př́ıpadě Crankova–Nicolsonova schématu, viz [31] řeš́ıme systém(
dtu

n+1
h ,vh

)
Ω
+ c(un

h;u
n+1
h ,vh) + a

(
un+1
h ,vh

)
+ b

(
vh, p

n+1
h

)
=
(
f(tn+1),vh

)
Ω

∀vh ∈ Vh ,

b
(
un+1
h , qh

)
= 0 ∀qh ∈ Qh ,

kde

dtu
n+1
h =

un+1
h − un

h

∆t
,

un+1
h =

un+1
h + un

h

2
,

f(tn+1) =
f(tn+1) + f(tn)

2
.

4.3 Obtékáńı tělesa

V daľśım postupu se omeźıme na stacionárńı problém. Uvažujeme, že v Ω se nacháźı

těleso, které je obtékané tekutinou. Śılu p̊usob́ıćı na těleso spočteme

(Fd, Fl) =

∫
B

σσσ · nB dB , (4.28)

kde B znač́ı hranici tělesa, nB = (nx, ny) jednotkovou normálu směřuj́ıćı dovnitř tělesa a složky

Fd, Fl nazýváme jako odporovou, resp. vztlakovou śılu. Tenzor napět́ı σσσ známe pro Newtonskou

nestlačitelnou tekutinu, viz kap. 2 ve tvaru

σσσ = µ
(
∇u+ (∇u)

T
)
− p I .

Dosazeńım do (4.28) a po ne tak jednoznačné úpravě, viz [36] dostaneme pro složky śıly vztahy

Fd =

∫
B

(
µ
∂ut
∂nB

ny − pnx

)
dB ,

Fl = −
∫
B

(
µ
∂ut
∂nB

nx + pny

)
dB ,

(4.29)

kde ut znač́ı projekci rychlosti u = (u, v) do tečného směru t = (ny,−nx), tedy ut = u · t,

viz [36]. Na hranici B předpokládáme no slip okrajovou podmı́nku, tj. u|B = 0. Daľśı úpravou

s t́ımto předpokladem źıskáme finálńı tvar pro výpočet sil jako

Fd =

∫
B

(µ∇u · nB − pnx) dB =

∫
B

[
ρν

(
∂u

∂x
nx +

∂u

∂y
ny

)
− pnx

]
dB ,

Fl =

∫
B

(µ∇v · nB − pny) dB =

∫
B

[
ρν

(
∂v

∂x
nx +

∂v

∂y
ny

)
− pny

]
dB .
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Křivkový integrál lze spoč́ıtat př́ımo, pomoćı numerické integrace, anebo je možné integrál přes

hranici B převést na integrál přes elementy K. Vycháźıme ze slabé formulace momentové rovnice

Navierových–Stokesových rovnic (4.19), tj.∫
Ω

(u · ∇)u · v dΩ+ ν

(∫
∂Ω

−∂u
∂n

· v dS +

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ

)
+

+

∫
∂Ω

pn · v dS −
∫
Ω

p (∇ · v) dΩ =

∫
Ω

f · v dΩ .

Rozeṕı̌seme integrál přes hranici ∂Ω a po úpravě dostaneme∫
Ω

[(u · ∇)u · v + ν∇u · ∇v − p (∇ · v)− f · v] dΩ =

∫
B

(
ν
∂u

∂n
· v − pn · v

)
dB . (4.30)

V př́ıpadě odporové śıly voĺıme vodorovnou složku testovaćı funkce v rovnou jedné, pouze pro

elementy, které s hranićı sd́ıĺı alespoň jeden vrchol. V ostatńıch př́ıpadech je v nulový vektor, tedy

vd =

1

0

 , pro x ∈ B , vd =

0

0

 , pro x /∈ B .

Člen na pravé straně v (4.30) potom obdrž́ıme ve tvaru∫
B

(
ν
∂u

∂n
· vd − pn · vd

)
dB =

∫
B

[
ν

(
∂u

∂x
nx +

∂u

∂y
ny

)
− p nx

]
dB = Fd .

Dosazeńım do (4.30) źıskáme vztah pro výpočet odporové śıly, viz [36]

Fd =

∫
Ω

[(u · ∇)u · vd + ν∇u · ∇vd − p (∇ · vd)− f · vd] dΩ . (4.31)

Analogicky vypočteme vztlakovou śılu, jako

Fl =

∫
Ω

[(u · ∇)u · vl + ν∇u · ∇vl − p (∇ · vl)− f · vl] dΩ , (4.32)

kde

vl =

0

1

 , pro x ∈ B , vl =

0

0

 , pro x /∈ B .

4.4 Stabilizace

Pro vyšš́ı Reynoldsova č́ısla se mohou modely, tvořené konečnými prvky, stát nestabilńımi.

Nestabilita se typicky projevu nár̊ustem výpočetńıho času, popř́ıpadě selháńım iterativńıho procesu

při řešeńı algebraických problémů. V některých př́ıpadech může numerické řešeńı naopak obsaho-

vat oscilace, které nemaj́ı žádné fyzikálńı opodstatněńı. Abychom se vyhnuli těmto problémům,

je potřeba zavést tzv. numerické tlumeńı, viz [2],[35]. Existuje několik postup̊u jak toho doćılit,

uvedeme např. metodu streamline upwind/Petrov Galerkin (SUPG), v́ıce viz [35]. V této práci

použ́ıváme metodu streamline diffusion.

Metoda spoč́ıvá v zavedeńı umělé difuze (vazkosti), která p̊usob́ı pouze ve směru proudu.

Toho doćıĺıme přidáńım nového členu do slabé formulace (4.24), ve které hledáme uh ∈ gh + Vh a

ph ∈ Qh takové, že

c (uh;uh,vh) + a (uh,vh) + s ({uh,uh} , {uh,vh}) + b (vh, ph) = L (vh) ∀vh ∈ Vh ,

b (uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh ,
(4.33)
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kde

s ({uh,uh} , {uh,vh}) =
∑
K∈τh

δK ((uh · ∇)uh, (uh · ∇)vh)K .

Stabilizačńı parametry δK ≥ 0 voĺıme pomoćı lokálńıho Pécletova č́ısla

δK =
hK
|u|K

ξ(PeK) , (4.34)

kde hK je velikost nejdeľśı strany elementu K a u je referenčńı rychlost, viz [2],[35]. Absolutńı

hodnotu |u|K poč́ıtáme jako

|u|K = max
x∈K

|u(x)| ≈ max {|u(A)| , |u(B)| , |u(C)|} .

Funkci ξ(PeK) uvažujeme v podobě

ξ(PeK) = min

{
1,

PeK
3

}
,

kde PeK vypočteme, viz (2.26) jako

PeK =
max

i
|u · ei|

2ν
,

kde ei odpov́ıdá směrovým vektor̊um stran daného elementu K. Linearizaci vztahu (4.33) prove-

deme podobně jako v (4.25) tak, aby platilo

c
(
un
h;u

n+1
h ,vh

)
+ a

(
un+1
h ,vh

)
Ω
+ s

({
un
h,u

n+1
h

}
, {un

h,vh}
)
+ b

(
vh, p

n+1
h

)
Ω
= (f ,vh)Ω ,

b
(
un+1
h , qh

)
Ω
= 0 .

(4.35)

4.5 Numerické výsledky

Navierovy–Stokesovy rovnice řeš́ıme jak ve stacionárńım (4.18), tak nestacionárńım (4.26)

tvaru. V prvńı úloze s protisměrných schodem měř́ıme délku odtržeńı proudu při prouděńı

v oblasti zpětného schodu. Ve druhé úloze řeš́ıme obtékáńı válce, nejprve stacionárně a následně

nestacionárně a sledujeme hodnoty součinitele odporu cd a součinitele vztlaku cl. V posledńı úloze

ukážeme vliv stabilizace při obtékáńı profilu kř́ıdla NACAA 0012 s větš́ım Reynoldsovým č́ıslem a

zjist́ıme závislost cl na úhlu náběhu.

Často použ́ıváme při řešeńı úloh ke kontrole výpočtu program OpenFOAM 5. OpenFOAM

je založený na MKO a na tzv. cell centered př́ıstupu, u kterého jsou diskrétńı hodnoty vztaženy k

element̊um triangulace (na rozd́ıl od MKP, kde jsou vztaženy k vrchol̊um). Navierovy–Stokesovy

rovnice řeš́ıme pomoćı algoritmu SIMPLE (Semi-implicit method for pressure linked equations),

který spoč́ıvá v sekvenčńım řešeńı rovnic pro rychlost a tlak a v jejich následné korekci, v́ıce

viz [38]. Konkrétně pracujeme s variantou SIMPLEC (C - consistent), která na elementu předpokládá

téměř konstantńı korekce rychlosti. Ve všech př́ıpadech pracujeme s laminárńım typem prouděńı.

5OpenFOAM je CFD (computational fluid dynamics) výpočetńı software, v́ıce viz [37].
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4.5.1 Prouděńı s protisměrným schodem

Uvažujeme oblast s protisměrným schodem na obr. 26. Výška oblasti je definována

v závislosti na expanzńım poměru ER = H/h, kde h je výška kanálu před schodem a H je výška

kanálu za schodem, viz obr. 26. Délka horńıho kanálu je zvolena jako 5h a spodńıho kanálu jako

30h, aby byly zachyceny veškeré hydrodynamické jevy. Na vstupu předepisujeme parabolický profil

rychlosti s maximálńı rychlost́ı Umax. Na stěnách oblasti uvažujeme no slip okrajovou podmı́nku a

na výstupu do-nothing podmı́nku. Ćılem úlohy je nalézt vzdálenosti x1, x2, x3 na spodńı a vrchńı

straně kanálu, které popisuj́ı oblasti odtržeńı proudu v závislosti na Reynoldsově č́ısle Re.

Obrázek 26: Schéma oblasti s protisměrným schodem

Abychom byli schopni porovnat výsledky s experimentálńım řešeńım od Armalyho [39],

uvažujeme ER = 1, 942 a h = 1 m. Triangulace oblasti v měř́ıtku 2:5 v x−ovém směru je zobrazena

na obr. 27. Triangulace je dostatečně zjemněna tak, aby byl zachycen parabolický profil rychlosti,

v oblasti dolńıho kanálu je potom lokálně zjemněna směrem ke spodńı hraně k co nejpřesněǰśımu

zachyceńı vzdálenosti x1. Celkově je triangulace tvořena 12735 uzlovými body a 24864 trojúhelńıky.

Délka nejdeľśı strany element̊u v dolńım kanále je 0,15 m.

Obrázek 27: Triangulace oblasti s protisměrným schodem

Úlohu řeš́ıme v rozsahu Re = 100 - 1000. Parabolická rychlost na vstupu odpov́ıdá

Umax = 10 ms−1. Reynoldsovo č́ıslo potom pro Navierovy–Stokesovy rovnice splňuje

Re =
Ustř Lchar

ν
,

kde Ustř je středńı hodnota rychlosti na vstupu a pro parabolický profil je rovna 2/3 Umax. Charak-

teristický rozměr úlohy Lchar je dán hydraulickým pr̊uměrem jako dvojnásobná výška vstupńıho

kanálu, tj. Lchar = 2h. Na obr. 28 je pro ukázku v měř́ıtku zobrazeno řešeńı úlohy pro Re = 500.

V tab. 2 jsou potom uvedeny hodnoty naměřených vzdálenost́ı x1, x2, x3 v porovnáńı s výpočtem

v OpenFOAM.
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Obrázek 28: Řešeńı úlohy s protisměrným schodem pro Re = 500

Z tab. 2 pozorujeme několik věćı. K druhému odtržeńı proudu docháźı zřejmě pro Re

kolem 500 a vyšš́ı. Výsledky pro vzdálenost prvńıho odtržeńı, tj. x1 jsou ve velmi dobré shodě

s výsledky z OpenFOAM. Nejv́ıce se odlǐsuje vzdálenost pro Re = 200 a to o přibližně 0,14 m.

Délka druhého odtržeńı (x3 − x2) se oproti OpenFOAM pr̊uměrně lǐśı o přibližně 0,6 m. Řešeńı

v OpenFOAM začalo být pro Re vyšš́ı než 800 nestabilńı. To by mohlo být zp̊usobeno např.

nedostatečnou jemnost́ı śıtě, viz [40], kde pozoruj́ı pro vyšš́ı Re oscilace v numerickém řešeńı.

S jemněǰśı triangulaćı oscilace vymizely a bylo možné nalézt stacionárńı řešeńı. Obecně se potom

pro tento typ úlohy, tj. prouděńı v oblasti s protisměrných schodem vedou diskuze, jestli je možné

źıskat stacionárńı řešeńı pro Re větš́ı než 800, v́ıce viz [40].

Na obr. 29 jsou do grafu vyneseny hodnoty źıskané numerickým výpočtem a experi-

mentálńım měřeńım z [39]. Nutno poznamenat, že experimentálńı hodnoty jsou odečteny

z grafu v [39] pouze přibližně, takže je možné, že se reálné naměřené hodnoty mı́rně odlǐsuj́ı. Pro

ńızká Re vid́ıme, že se data dobře shoduj́ı s experimentálńımi. Pro vyšš́ı Re, zhruba od 500 se po-

tom numerická data od experimentu oddaluj́ı. Toto chováńı bude zřejmě d̊usledkem trojrozměrnosti

úlohy, která byla v experimentu pozorována pro Re kolem 400 a větš́ı, viz [39]. Numerické řešeńı

by také mohlo být ovlivněno délkou kontrolńı oblasti, resp. okrajovou podmı́nkou na výstupu,

v́ıce viz [40]. Z obr. 30, na kterém jsou vyznačeny proudnice, totiž pozorujeme, že se oblasti

odtržeńı pro vyšš́ı Re k výtoku z oblasti přibližuj́ı.
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Re x1 x1|OpenFOAM x2 x2|OpenFOAM x3 x3|OpenFOAM

100 2.57950 2.56186 —– —– —– —–

200 4.54361 4.39994 —– —– —– —–

300 6.21943 6.07821 —– —– —– —–

400 7.58169 7.57474 —– —– —– —–

500 8.77657 8.78760 8.03361 8.33953 11.3668 10.9262

600 9.71456 9.71341 8.33603 8.49452 14.0778 13.7761

700 10.4677 10.5869 8.77676 8.94570 16.3673 16.0586

800 11.2011 11.2056 9.25133 9.24242 18.5020 18.0190

900 11.8036 —– 9.69788 —– 20.5851 —–

1000 12.4292 —– 10.1452 —– 22.5637 —–

Tabulka 2: Vzdálenosti odtržeńı proudu při prouděńı v kanále s protisměrným schodem

Obrázek 29: Závislost vzdálenost́ı x1, x2, x3 na Re v oblasti s protisměrným schodem

Za d̊uležité považujeme také zmı́nit změnu profilu rychlosti v mı́stě protisměrného schodu

pro ńızká Re. Na obr. 31 je vynesen rychlostńı profil na vstupu a potom v mı́stě protisměrného

schodu pro Re = 100, 500 a 1000. Pro ńızká Re pozorujeme, že se rychlostńı profil mı́rně odchyluje

od parabolického profilu na vstupu. Pro vyšš́ı Re, u kterých převládá konvektivńı přenos nad

difúzńım, tento efekt vymiźı.
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Obrázek 30: Proudnice v oblasti s protisměrným schodem v závislosti na Re

Obrázek 31: Rychlostńı profil na vstupu do oblasti a v mı́stě s protisměrným schodem
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4.5.2 Obtékańı válce

V daľśı úloze řeš́ıme prouděńı v kanále s výškou H = 0, 41 m, uvnitř kterého je umı́stěn

válec s pr̊uměrem D = 0, 1 m, viz schéma na obr. 32, na kterém jsou uvedeny rozměry úlohy.

Válec se nacháźı v mı́stě (0,2; 0,2) m. Na vstupu do oblasti je opět předepsán parabolický profil

rychlosti s maximálńı rychlost́ı Umax. Na hranici kanálu a na válci uvažujeme no slip okrajo-

vou podmı́nku a na výstupu do nothing podmı́nku. Úlohu řeš́ıme nejprve pro Reynoldsovo č́ıslo

Re = 20 a očekáváme stacionárńı řešeńı, po té pro Re = 100 a sledujeme nestacionárńı pr̊uběh.

Stejně jako v předchoźı úloze splňuje Re pro bezrozměrné Navierovy–Stokesovy rovnice vztah

Re =
Ustř Lchar

ν
,

kde Ustř = 2/3Umax a Lchar = D. Zároveň na válci poč́ıtáme součinitele odporu cd a vztlaku cl

jako

cd =
2

U2
střD

Fd ,

cl =
2

U2
střD

Fl ,

(4.36)

kde Fd, Fl je odporová resp. vztlaková śıla, viz kap. 4.3.

Obrázek 32: Schéma kanálu s obtékaným válcem

I) Stacionárńı výpočet pro Re = 20

V prvńım př́ıpadě uvažujeme Re = 20 a Umax = 0, 3 ms−1. Mimo cd, cl poč́ıtáme také

změnu tlaku ∆p mezi předńı a zadńı stranou válce, tj. mezi mı́sty (0,15; 0,2) m a (0,25; 0,2) m.

Úlohu řeš́ıme na třech triangulaćıch τh1 − τh3 , které jsou zobrazeny na obr. 33. Triangulace jsou

lokálně zjemněné na vstupu, abychom byli schopni zachytit parabolický profil rychlosti a potom

kolem obtékaného válce. Řešeńı úlohy je na triangulaci τh2
zobrazeno na obr. 34. V tab. 3, 4 uvád́ıme

vypoč́ıtané hodnoty cd a cl prostřednictv́ım integrálu přes elementy K, viz (4.31), integrálu přes

hranici B, viz (4.29) a v OpenFOAM.
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Obrázek 33: Triangulace τh1
, τh2

, τh3
na kontrolńı oblasti - kanál s válcem

Obrázek 34: Stacionárńı řešeńı úlohy obtékáńı válce pro Re = 20 na τh2

V [41] byly pro tuto úlohu źıskány hledané hodnoty pomoćı spektrálńı metody vyšš́ıho řádu, a to

cd = 5.57953523384 , cl = 0.010618948146 , ∆p = 0.11752016697 .

Tyto hodnoty považujeme za referenčńı. Z výsledk̊u pozorujeme, že na jemněǰśıch triangulaćıch

dosahujeme přesněǰśıch výsledk̊u. Nejlepš́ı shody cd s referenčńı hodnotou potom bylo dosaženo

integraćı po hranici B. Zbylé dvě metody se potom od referenčńı hodnoty lǐśı na nejjemněǰśı

triangulaci přibližně o 0,003. Naopak cl je prostřednictv́ım integrace přes B vzdáleno od referenčńı

hodnoty nejdále. Nejlepš́ı shodu cl potom vid́ıme pro OpenFOAM výpočet. V daľśım postupu tak
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voĺıme výpočet cd, cl integraćı přes elementy K. V tab. 5 je porovnáńı ∆p. Nejpřesněǰśı výsledek

na nejjemněǰśı triangulaci se od referenčńı hodnoty ∆p lǐśı o přibližně 0,0001.

počet vrchol̊u počet trojúhelńık̊u cd|integrál přes K cd|integrál přes B cd|OpenFOAM

4334 8351 5.625095 5.599554 5.481330

17317 33997 5.590336 5.586899 5.554673

49126 96975 5.582684 5.579340 5.575898

Tabulka 3: Výsledky cd pro stacionárńı řešeńı úlohy obtékáńı válce s Re = 20

počet vrchol̊u počet trojúhelńık̊u cl|integrál přes K cl|integrál přes B cl|OpenFOAM

4334 8351 0.015627 0.05686 0.007182

17317 33997 0.013142 0.032040 0.009886

49126 96975 0.011695 0.021211 0.010155

Tabulka 4: Výsledky cl pro stacionárńı řešeńı úlohy obtékáńı válce s Re = 20

počet vrchol̊u počet trojúhelńık̊u ∆p ∆p|OpenFOAM

4334 8351 0.118878 0.1143391

17317 33997 0.117783 0.1172126

49126 96975 0.117624 0.1173897

Tabulka 5: Výsledky ∆p pro stacionárńı řešeńı úlohy obtékáńı válce s Re = 20

II) Nestacionárńı výpočet pro Re = 100, periodický pr̊uběh

Dále úlohu řeš́ıme pro Re = 100 a Umax = 1, 5 ms−1 a očekáváme nestacionárńı chováńı.

Tentokrát hledáme maximálńı a minimálńı koeficient odporu cd,max a cd,min, podobně i koeficient

vztlaku cl,max, cl,min. Pro periodu, která zač́ıná časem, kdy je cl nejmenš́ı a konč́ı časem, kdy je cl

znovu nejmenš́ı, dostaneme frekvenci f . Tu potom použijeme pro výpočet Strouhalova č́ısla St, viz

(2.27) jako

St =
f D

Ustř
.

Při časové diskretizaci použ́ıváme implicitńı Eulerovo schéma (IE) se třemi r̊uznými časovými

kroky, a to ∆t = 1/100 s, 1/200 s a 1/400 s. Výsledky porovnáváme s numerickými daty

Dortmundské univerzity [42]. Jejich řešič je založen na prostorové diskretizaci pomoćı konečných

prvk̊u (Q2, Pdisc
1 ), v́ıce viz [36]. Jejich výpočetńı triangulace měla 33696 uzlových bod̊u a 33280

element̊u. My řeš́ıme úlohu na triangulaci τh1 se 4334 uzlovými body a 8351 trojúhelńıky. K časové

diskretizaci použivaj́ı v [42] Crankovo–Nicolsonovo schéma. Na obr. 35 a obr. 36 je zobrazen vývoj

rychlostńıho, resp. tlakového pole v kontrolńı oblasti. Z časového pr̊uběhu vid́ıme, že za válcem

vzniká v́ırová stezka.
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Obrázek 35: Vývoj rychlostńıho pole při nestacionárńım řešeńı pro ∆t = 1/400 s na τh1
, Re =100
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Obrázek 36: Vývoj tlakového pole při nestacionárńım řešeńı pro ∆t = 1/400 s na τh1
, Re = 100

Na obr. 37 a 38 je vynesen pr̊uběh cd a cl pro r̊uzná ∆t. Z pr̊uběhu jsou potom do tab.

6 a tab. 7 odečteny maximálńı a minimálńı hodnoty pro cd, cl. Porovnáńım hodnot cd s exterńımi

daty z [42] pozorujeme, že nejméně se odlǐsuj́ı výsledky pro největš́ı časový krok, a to o 0,0073 pro

cd,min a o 0,0336 pro cd,max. Neočekávaně se nejv́ıce odlǐsuj́ı hodnoty pro nejmenš́ı časový krok. Pro

hodnoty cl,min a cl,max pozorujeme chováńı opačné. V př́ıpadě St v tab. 8 se hodnoty pro menš́ı ∆t

přibližuj́ı exterńım hodnotám z [42]. K jasněǰśımu výsledku by napověděly daľśı výpočty s menš́ım

časovým krokem, předevš́ım ale potom řešeńı na jemněǰśı triangulaci.
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Obrázek 37: Pr̊uběh cd při nestacionárńım řešeńı pro r̊uzné ∆t, Re = 100

Obrázek 38: Pr̊uběh cl při nestacionárńım řešeńı pro r̊uzné ∆t, Re = 100

∆t cd,min cd,min|Ext. data cd,max cd,max|Ext. data

1/100 3.157 3.1497 3.246 3.2124

1/200 3.184 3.1494 3.272 3.2122

1/400 3.198 3.1493 3.282 3.2122

Tabulka 6: Min/max cd pro nestacionárńı řešeńı pro r̊uzné ∆t, Re = 100

∆t cl,min cl,min|Ext. data cl,max cl,max|Ext. data

1/100 -1.142 -1.0169 1.134 0.9859

1/200 -1.149 -1.0211 1.141 0.9818

1/400 -1.136 -1.0206 1.127 0.9860

Tabulka 7: Min/max cl pro nestacionárńı řešeńı pro r̊uzné ∆t, Re = 100

∆t 1/f 1/f |Ext. data St St|Ext. data

1/100 0.38 0.33 0.263 0.303

1/200 0.36 0.33 0.278 0.303

1/400 0.35 0.33 0.286 0.303

Tabulka 8: Délka periody 1/f a St pro nestacionárńı řešeńı pro r̊uzné ∆t, Re = 100
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III) Nestacionárńı výpočet pro Re = 100, časově závislá okrajová podmı́nka

Kontrolńı oblast s obtékaným válcem na závěr využijeme k výpočtu, kde se rychlost na

vstupu měńı s časem, tj. Umax(t) =1,5 sin(πt/8). Úlohu řeš́ıme pro Re = 100 v časovém intervalu

do T = 8 s a hledáme cd,max, cl,max a časy t(cd,max), t(cl,max), kdy jich bylo dosaženo. Stejně jako

ve stacionárńım př́ıpadě nav́ıc hledáme ∆p v konečném čase. Výsledky opět porovnáváme s nume-

rickými daty od Dortmundské univerzity [43], kterých bylo dosaženo na triangulaci s konečnými

prvky (Q2, Pdisc
1 ) o 133952 uzlových bod̊u a 133120 elementech (oproti triangulaci τh1 se 4334 uz-

lovými body a 8351 trojúhelńıky). K časové diskretizaci bylo v [43] použito Crankovo–Nicolsonovo

schéma (CN) pro ∆t = 1/1600 s, v porovnáńı s implicitńım Eulerovým schématem (IE), které jsme

použili k výpočtu postupně pro ∆t = 1/100 s, 1/200 s a 1/400 s.

Z pr̊uběhu ∆p na obr. 39 a pr̊uběhu cd na obr. 40 pozorujeme, že vypočtené řešeńı se velmi

dobře shoduje s exterńımi daty. Největš́ı odlǐsnosti nastávaj́ı pro časový interval t = 4−7,5 s, což

je nejv́ıce vidět na pr̊uběhu cl na obr. 41. Se zmenšuj́ıćım ∆t se bĺıž́ıme k numerickým hodnotám

cl z [43]. To dokazuj́ı i hodnoty cl,max v tab. 9. Naopak se zmenšuj́ıćım ∆t se cd,max mı́rně od

referenčńıch hodnot vzdaluje. Toto chováńı považujeme jako d̊usledek hrubé triangulace. Hodnoty

∆p v t = 8 s jsou pro malé ∆t ve velmi dobré shodě s referenčńımi.

Obrázek 39: Pr̊uběh ∆p při nestacionárńım řešeńı pro r̊uzné ∆t do t = 8 s, Re = 100
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Obrázek 40: Pr̊uběh cd při nestacionárńım řešeńı pro r̊uzné ∆t do t = 8 s, Re = 100

Obrázek 41: Pr̊uběh cl při nestacionárńım řešeńı pro r̊uzné ∆t do t = 8 s, Re = 100
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∆t t(cd,max) cd,max t(cl,max) cl,max ∆p(t = 8)

1/200 3.935000 3.003909 6.075000 0.468311 -0.109763

1/400 3.935000 3.004006 5.940000 0.508502 -0.109617

1/800 3.933750 3.004064 5.875000 0.524998 -0.111318

1/1600|Ext. data 3.9365625 2.943764 5.6928125 0.477488 -0.111541

Tabulka 9: Max cd, cl a ∆p(t = 8) pro nestacionárńı řešeńı pro r̊uzné ∆t, Re = 100

4.5.3 Obtékáńı profilu kř́ıdla NACA 0012

V posledńı úloze studujeme obtékáńı kolem symetrického profilu kř́ıdla NACA 0012

s délkou tětivy c = 1 m, viz obr. 42. Sledujeme závislost výsledk̊u na stabilizaci pomoćı streamline

diffusion, viz kap. 4.4. Pokuśıme se zjistit vliv úhlu náběhu α na součiniteli vztlaku cl. Výpočetńı

oblast je zobrazena na obr. 43. Na p̊ulkruhové vstupńı části předeṕı̌seme konstantńı rychlost

U∞ = 10 ms−1, na výstupu potom do-nothing okrajovou podmı́nku. Na profilu kř́ıdla aplikujeme

no slip okrajovou podmı́nku. Na spodńı a horńı části oblasti uvažujeme tzv. free slip okrajovou

podmı́nku, tj. rychlost má na hranici nulovou pouze normálovou složku (na rozd́ıl od no slip, kdy

má nulovou i tečnou složku).

Obrázek 42: Profil kř́ıdla NACA 0012

Obrázek 43: Kontrolńı oblast pro obtékáńı profilu kř́ıdla NACA 0012
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Úlohu nejprve řeš́ıme na čtyřech r̊uzných triangulaćıch τh1 − τh4 , z nichž nejemněǰśı

triangulace τh4
je zobrazena na obr. 44 a jej́ı detail na obr. 45. Vlastnosti tekutiny odpov́ıdaj́ı

Re = 3000, tj.

Re =
U∞ Lchar

ν
,

kde Lchar = c. Úhel náběhu nejprve voĺıme α = 0 a na triangulaćıch τh1
− τh4

poč́ıtáme cl. Kv̊uli

symetrickému profilu kř́ıdla očekáváme hodnoty bĺızké nule.

Obrázek 44: Triangulace τh4
pro úlohu obtékáńı kř́ıdla NACA 0012

Obrázek 45: Zjemněńı triangulace τh4 v bĺızkosti profilu kř́ıdla NACA 0012

Z tab. 10 vid́ıme, že hodnoty cl se skutečně k nule na symetrickém profilu přibližuj́ı.

Výjimkou je nejhrubš́ı triangulace, kde pozorujeme vliv stabilizace. Výpočet cl bez stabilizace

je na τh1 zřejmě nepřesný. Rychlostńı pole bez stabilizace na obr. 46 totiž neńı symetrické a

v řešeńı se objevuj́ı numerické artefakty, viz pr̊uběh rezidúı pro řešeńı bez stabilizace na

obr. 47. Oproti tomu stabilizované řešeńı konverguje a na obr. 48 vykazuje výrazněǰśı shodu

s reálným chováńım. Je ale zřejmé, že i stabilizované řešeńı na hrubé śıti je málo přesné. Z tab. 10

potom vid́ıme, že s jemněǰśı triangulaćı se význam stabilizace vytrat́ı. Přesněǰśı řešeńı rychlostńıho

a tlakového pole, zejména v oblasti úplavu je zobrazeno na nejjemněǰśı triangulaci na obr. 49.
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počet vrchol̊u počet trojúhelńık̊u cl|bez stabilizace cl|stabilizace SD cl|OpenFOAM

7385 14000 0.115340 0.016701 -0.000808

14756 28669 0.000276 -0.000113 0.004260

29734 58580 -0.000308 0.000280 0.000962

59521 118154 -0.000029 0.000731 0.003337

Tabulka 10: Výsledky cl pro triangulace τh1 − τh4 v oblasti obtékáńı profilu kř́ıdla NACA 0012,

Re = 3000

Obrázek 46: Řešeńı obtékáńı profilu kř́ıdla NACA 0012 na triangulaci τh1 bez stabilizace,

Re = 3000

(i) bez stabilizace
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(ii) se stabilizaćı

Obrázek 47: Reziduum pro úlohu obtékáńı kř́ıdla NACA 0012 na τh1 , Re = 3000

Obrázek 48: Řešeńı obtékáńı profilu kř́ıdla NACA 0012 na triangulaci τh1 se stabilizaćı, Re = 3000

Obrázek 49: Rychlostńı a tlakové pole v oblasti obtékáńı profilu kř́ıdla NACA 0012 na τh4 , Re =

3000
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V daľśım postupu bylo studováno několik konfiguraćı změnou úhlu náběhu α. Pro výpočet

uvažujeme triangulaci τh4
, viz obr. 44. V tab. 11 jsou uvedeny hodnoty cl pro α < 4°. Z výsledk̊u

pozorujeme, že podle očekáváńı s rostoućım α roste cl. Nejmenš́ı rozd́ıl vid́ıme mezi výsledky cl bez

stabilizace a výsledky z OpenFOAM, pr̊uměrně 7%. Pro výpočet cl se stabilizaćı je potom rozd́ıl

pr̊uměrně 15%. Přidáńım stabilizačńıho členu tak vnáš́ıme do výpočtu určitou chybu. Stacionárńı

řešeńı přestala pro α > 3.5° konvergovat. To jsme ověřili výpočtem v OpenFOAM, kdy se řešeńı

začalo stávat nestacionárńım, viz obr. 50.

α cl|bez stabilizace cl|stabilizace SD cl|OpenFOAM

0.5° 0.022995 0.021142 0.026597

1° 0.045403 0.042206 0.049702

1.5° 0.067234 0.060641 0.072579

2° 0.087731 0.081978 0.092172

2.5° 0.107157 0.099344 0.117331

3° 0.124184 0.112302 0.133256

3.5° 0.139003 0.124498 0.147471

Tabulka 11: Závislost cl na α pro profil kř́ıdla NACA 0012, Re = 3000

Obrázek 50: Vznik nestabilńıho řešeńı v OpenFOAM pro α > 3.5° při obtékáńı profilu kř́ıdla

NACA 0012, Re = 3000
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Závěr

Postupně byly v práci pomoćı MKP odvozeny diskrétńı formulace vlnové rovnice pro akus-

tické poruchy, vlnové rovnice ve frekvenčńı oblasti, tj, Helmholtzovy rovnice, Stokesova problému

a Navierových–Stokesových rovnic. Ćılem práce bylo si tyto rovnice, které popisuj́ı akustické a

hydrodynamické jevy osvojit a vytvořit nástroj pro jejich kontrolu. K tomu byla použita vlastńı

implementace MKP v programovaćım jazyce C, která mimo jiné využ́ıvá volně dostupného softwaru

Gmsh pro tvorbu śıtě, knihovny UMFPACK pro řešeńı soustav algebraických rovnic a softwaru

Paraview pro vizualizaci výsledk̊u.

Prostory konečných prvk̊u jsou diskutovány pro skalárńı problém ve 3D a pro vektorový

problém ve 2D. V akustických úlohách jsme jako elementy použili pro numerické výpočty čtyřstěny

s lineárńımi bázovými funkcemi.V úlohách prouděńı nestlačitelné tekutiny jsme uvažovali mini

element, který pro sdružený problém splňuje tzv. inf–sup podmı́nku.

Na úloze pro vlnovou rovnici nejprve demonstrujeme vliv nulové Neumannovy okrajové

podmı́nky, která akustické vlny odráž́ı a radiačńı Sommerfeldovy okrajové podmı́nky, která vlny

na hranici částečně absorbuje. Této znalosti jsme potom využili při zkoumáńı lidského vokálńıho

traktu, kde jsme pomoćı DFT źıskali ze signálu frekvenčńı spektrum a nalezli rezonančńı frekvence.

Rezonančńı frekvence se ve spektru do 3 kHz vyskytly v našem modelu tři, a to pro f = 250, 1130

a 2380 Hz. Obdobnou úlohu jsme potom řešili ve frekvenčńı doméně pomoćı Helmholtzovy rovnice

a dosáhli jsme podobných výsledk̊u.

Implementaci MKP pro vektorový Stokes̊uv problém jsme otestovali na úloze s předem

známým řešeńım. Pro mini element pozorujeme rychlost v H1−normě prvńıho řádu přesnosti,

tlak potom v L2−normě druhé řádu přesnosti. V kontextu Navierových–Stokesových rovnic řeš́ıme

standardizované úlohy, jako je prouděńı v oblasti se zpětným schodem, kde hledáme délku odtržeńı

v závislosti na Reynoldsově č́ısle až do Re = 1000 a výsledky porovnáváme s experimentálńımi

daty. Daľśı taková úloha je obtékáńı válce v kanále, kde poč́ıtáme zejména odporový a vztlakový

součinitel cd, cl. Uvažujeme konfiguraci pro Re = 20, při které jsme pozorovali ustálený charak-

ter prouděńı a pro Re = 100, kdy se za válcem vytvořila v́ırová stezka se Strouhalovým č́ıslem

St = 0,286. Výpočty byly často současně provedeny i s pomoćı OpenFOAM. Na závěr jsme řešili

obtékáńı symetrického profilu kř́ıdla NACA 0012 pro Re = 3000, u kterého komentujeme vliv sta-

bilizace pomoćı streamline diffusion. Z výsledk̊u pozorujeme, že stabilizace hraje roli pro hrubé

śıtě, pro dostatečně jemné śıtě potom vnáš́ı do výpočtu určitou chybu. Měřili jsme také závislost

cl na úhlu náběhu α do α ≤ 3,5°, pro větš́ı úhly jsme pozorovali neustálené prouděńı.
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Př́ıloha A

Diskrétńı Fourierova transformace

Uvažujeme řešeńı vlnové rovnice (3.11) v jednom uzlovém bodě. Řešeńı na j−té časové

vrstvě označ́ıme (tj , Uj). Interpolovanou periodickou funkci U(t), která procháźı všemi body (tj , Uj)

pro j = 0, 1, 2, · · · , N a má periodu N∆t, potom vyjádř́ıme pomoćı Fourierovy řady (viz např. [44])

ve tvaru

U(t) =

∞∑
k=0

[
ak cos

(
2πkt

N∆t

)
+ bk sin

(
2πkt

N∆t

)]
, (4.37)

kde an, bn jsou Fourierovy koeficienty. Pomoćı Eulerova vzorce (viz např. [44]) lze (4.37) přepsat

jako

U(t) =

∞∑
k=−∞

ck exp

(
− i2πkt
N∆t

)
, (4.38)

kde i =
√
−1 je imaginárńı jednotka a ak = ck + c−k, bn = i(ck + c−k). V př́ıpadě diskrétńıch

hodnot se omeźıme na rozsah k = 0, 1, 2, · · · , n− 1 a obdrž́ıme

Uj =

N−1∑
k=0

ck exp

(
−i2πktj
N∆t

)
=

N−1∑
k=0

ck e
−i2πkj/N (4.39)

Abychom vyjádřili koeficienty ck, násob́ıme rovnici (4.39) výrazem e−i2πk′j/N a obě strany rovnice

sečteme přes j, tedy
N−1∑
j=0

Uje
−i2πk′j/N =

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

ck e
i2π(k−k′)j/N .

Pravá strana je nulová až na př́ıpad, kdy k = k′, viz [45]. Pro tento př́ıpad je potom pravá strana

rovna Nck a Fourierovy koeficienty źıskáme v podobě

ck =
1

N

N−1∑
j=0

Uje
−i2πkj/N , (4.40)

které ř́ıkáme diskrétńı Fourierova transformace (DFT).
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Př́ıloha B

Implementace MKP v programovaćım jazyce C

K práci je přiložen soubor ve formátu .rar, ve kterém jsou uloženy všechny zdrojové

soubory s př́ıponou .c a hlavičkové soubory s př́ıponou .h, které byly vytvořeny při implementaci

MKP. Pro skalárńı problém ve 3D a vektorový problém ve 2D byly použity dva separátńı algoritmy.
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