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Úvod

Vibroakustika je obor, který spojuje akustiku s mechanikou a dynamikou elastic-
kých těles. Akustika je velmi obsáhlý vědní obor, který se zabývá vznikem zvuku
přes jeho šíření až po jeho vnímání. Druhou zkoumanou oblastí je elastické těleso
schopné deformace vlivem působení vnějších sil. Na první pohled jde tedy o dvě
zdánlivě odlišné oblasti zájmu. Ale propojením těchto dvou oblastí získáme kom-
plexní problém, jehož zkoumání je v zájmu celé řady oborů a má mnoho důležitých
aplikací. Jmenujme například šíření hluku motoru skrz karoserii a kabinu auta (au-
tomobilový průmysl), strukturální životnost raketových motorů (letadlový průmysl)
nebo správně navrženou tloušťku okenního skla potlačujícího přenos zvuku na dané
frekvenci (stavební průmysl).

V mnoha aplikacích lze vibroakustický problém, který je ze své podstaty sdružený
problém, zjednodušit na řešení akustického problému s předepsaným chováním elas-
tického tělesa. To je dáno tím, že vliv akustického pole na strukturu je často mi-
nimální. Jednou z oblastí, kde je vhodné uvažovat vibroakustický problém v plné
komplexitě, je například biomechanika lidského hlasu, respektive hlavně zajímavý
případ fonace do brčka, které slouží pro regeneraci hlasového ústrojí. V této práci
se tímto problémem motivujeme a navážeme na výsledky aktuálního výzkumu na
tomto poli, viz článek [18].

V této práci budeme pracovat s vlnovou rovnicí pro tlakové fluktuace a s pohybo-
vými rovnicemi elastického tělesa. Dále budeme uvažovat časově harmonické pole,
tedy z časové domény přejdeme do domény frekvenční. Následnou analýzou lze zís-
kat základní charakteristické frekvence akustického pole a elastického tělesa, které
z pohledu technické praxe hrají důležitou roli, jelikož při těchto frekvencích dochází
k rezonanci kmitání. Tedy lze stanovit, jaké frekvence jsou žádoucí pro případy vy-
buzení systému, respektive nežádoucí při nezamýšleném buzení, což je nejčastější
případ. Dobrým standardem pro řešení těchto problémů je metoda konečných prvků
(MKP), kterou zde stručně představíme.

Tato práce je členěna do čtyř kapitol. V první kapitole je odvozena vlnová rovnice
ze základních rovnic dynamiky tekutin. V druhé kapitole jsou uvedeny poznatky
z matematické teorie elastických těles. Dále je pojednáno o vzájemné interakci akus-
tického pole a elastického tělesa. Ve třetí kapitole jsou popsány základní principy
metody konečných prvků. Metoda konečných prvků je aplikována při numerickém
řešení odvozených rovnic z předchozích kapitol. Ve čtvrté kapitole jsou uvedeny nu-
merické výsledky několika testovacích příkladů pomocí námi vyvinutého programu
včetně porovnání s komerčním softwarem. Následně je uvedeno numerické řešení
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modelu lidského hlasového ústrojí. Závěr obsahuje shrnutí a zhodnocení dosažených
výsledků.
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Kapitola 1

Matematicko-fyzikální model
akustického pole

V první části této kapitoly odvodíme vlnovou rovnici ze základních rovnic dynamiky
tekutin. Uvedeme také její formulaci pro akustický potenciál. Vlnovou rovnici popi-
sující akustické pole následně doplníme o okrajové a počáteční podmínky. Nakonec
odvozené vztahy převedeme do frekvenční domény.

1.1 Odvození vlnové rovnice

Základní rovnice dynamiky tekutin ve vektorovém tvaru tvoří tyto tři rovnice, u kte-
rých budeme uvažovat navíc zdrojové členy:

• zákon zachování hmoty

Dρ

Dt
= −ρ∇ · v + ṁ, (1.1)

kde D
Dt

má význam materiálové derivace, ρ je hustota, v je vektor rychlosti
a ṁ je zdrojový člen vyjadřující přibývání, respektive ubývání hmoty, viz [6],

• zákon zachování hybnosti

ρ
Dv

Dt
= −∇p+∇ · τ + f , (1.2)

kde p je tlak, τ (v, µ(T )) je tenzor viskózního napětí, přičemž µ je dynamická
viskozita a T je termodynamická teplota, a f je zdrojový člen vnějších obje-
mových sil, viz [6],

• zákon zachování energie

ρ
De

Dt
= −p∇ · v + τ : ∇v −∇ · q + ϑ̇, (1.3)

kde e je měrná vnitřní energie, q(T, k(T )) je vektor tepelného toku, přičemž
k je tepelná vodivost prostředí, a ϑ̇ je zdroj tepla, viz [6].
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Pro kompletní popis je obecně potřeba předchozí rovnice doplnit o závislosti hustoty
a vnitřní energie na stavových veličinách teploty a tlaku, tj. o tepelnou a kalorickou
stavovou rovnici

ρ = ρ(T, p) a e = e(T, p). (1.4)

V této práci se omezíme pouze na ideální plyn, kdy lze tepelnou stavovou rovnici
a kalorickou stavovou rovnici psát ve tvaru

ρ =
p

rT
a e = cvT, (1.5)

kde r je měrná plynová konstanta a cv je měrná tepelná kapacita za konstantního
objemu. Uveďme Mayerův vztah

cp = r + cv, (1.6)

kde cp je měrná tepelná kapacita za konstantního tlaku, viz [17]. Pomocí ní definujme
Poissonovu konstantu κ jako

κ =
cp
cv
. (1.7)

Uveďme dále Gibbsovu rovnici v diferenciálním tvaru

T
Ds

Dt
=

De

Dt
− p

ρ2
Dρ

Dt
, (1.8)

kde s je měrná entropie, viz [6]. Dosazením do rovnice (1.8) za Dρ
Dt

a De
Dt

z rovnic (1.1)
a (1.3) a následnou úpravou získáme

ρ
Ds

Dt
=

1

T

(
τ : ∇v −∇ · q + ϑ̇− ṁ

p

ρ

)
. (1.9)

Eliminací vnitřní energie e nahradíme kalorickou stavovou rovnici vztahem
ρ = ρ(p, s). Totální diferenciál vyjádříme jako

Dρ

Dt
=

(
∂ρ

∂p

)
s

Dp

Dt
+

(
∂ρ

∂s

)
p

Ds

Dt
, (1.10)

kde indexy s a p nám dávají informaci o stavových veličinách, které zůstávají při
derivaci konstantní, viz [6]. Zaveďme označení

a2 =

(
∂ρ

∂p

)−1

s

, (1.11)

kde a je rychlost zvuku. Šíření zvukové vlny je proces izoentropický, tedy Ds
Dt

= 0,
při kterém platí Poissonův zákon

pρ−κ = konst. (1.12)
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Dosazením Poissonova zákonu (1.12) do vztahu (1.11) získáme výsledný vztah pro
rychlost zvuku v případě ideálního plynu jako

a =
√
κrT =

√
κp

ρ
, (1.13)

viz [17]. Dosazením do rovnice (1.10) za Dρ
Dt

z rovnice (1.1), uvažováním Ds
Dt

= 0
a následnou úpravou získáváme

1

a2
Dp

Dt
+ ρ∇ · v = ṁ. (1.14)

Takto jsme nahradili časovou závislost hustoty pomocí tlaku. Dále již budeme pra-
covat pouze s rovnicemi (1.2) a (1.14).

Při šíření zvukové vlny dochází k malým fluktuacím tlaku, hustoty a teploty okolo
rovnovážných hodnot. Lze tedy psát

p = p0 + p′(x, t), ρ = ρ0 + ρ′(x, t), T = T0 + T ′(x, t), (1.15)

kde p0, ρ0 a T0 jsou rovnovážné hodnoty tlaku, hustoty a teploty a p′, ρ′ a T ′ jsou
jejich změny způsobené průchodem zvukové vlny. Předpokládáme, že

|p′(x, t)| ≪ p0, |ρ′(x, t)| ≪ ρ0, |T ′(x, t)| ≪ T0. (1.16)

Dále předpokládáme, že tekutina je v klidu a pohyb je způsoben pouze šířením
zvukové vlny, tedy

v = 0+ v′(x, t), (1.17)

kde v′ je akustická rychlost. Dosazením vztahů (1.15) a (1.17) do rovnic (1.2)
a (1.14), zanedbáním nelineárních členů a členu ∇ · τ ′ získáme

ρ0
∂v′

∂t
+∇p′ = f , (1.18)

1

a20

∂p′

∂t
+ ρ0∇ · v′ = ṁ, (1.19)

viz [6]. Tato soustava dvou parciálních diferenciálních rovnic prvního řádu (1.18)
a (1.19) pro akustickou rychlost v′ a fluktuace tlaku p′ popisuje šíření akustické vlny
pro případ ideálního plynu. Tuto soustavu prvního řádu pro obecně čtyři složky
nyní přeformulujeme na jednu parciální diferenciální rovnici druhého řádu pro jednu
neznámou skalární funkci – fluktuace tlaku p′. Aplikací operátoru divergence na
rovnici (1.18) získáme

ρ0
∂ (∇ · v′)

∂t
= −∆p′ +∇ · f . (1.20)

Časovou derivací rovnice (1.19) dostaneme

1

a20

∂2p′

∂t2
+ ρ0

∂ (∇ · v′)

∂t
=
∂ṁ

∂t
. (1.21)
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Za výraz ρ0
∂(∇·v′)

∂t
v rovnici (1.21) dosadíme výraz z rovnice (1.20) a upravením

získáme výsledný tvar vlnové rovnice ve tvaru pro tlakové fluktuace p′

1

a20

∂2p′

∂t2
−∆p′ = F , (1.22)

kde funkce F = ∂ṁ
∂t

−∇·f popisuje možné aeroakustické zdroje zvuku dané časovou
změnou dodané hmoty anebo divergencí vnějších objemových sil. Další zde neuve-
dený aeroakustický zdroj představuje dodání tepla, ale odvození tohoto modelu je
obtížnější kvůli porušení předpokladu izoentropického děje, viz [6].

1.1.1 Formulace vlnové rovnice pomocí potenciálu

Pomocí Helmholtzovy dekompozice lze vektorové pole rozložit na součet potenciál-
ního a solenoidálního vektorového pole, viz [1]. Aplikací Helmholtzovy dekompozice
na akustickou rychlost v′ a zdrojový člen vnějších objemových sil f získáme

v′ = ∇×Ψ+∇ψ, (1.23)
f = ∇×Ψf +∇ψf , (1.24)

kde Ψ a Ψf jsou vektorové potenciály, ψ a ψf jsou skalární potenciály vektorových
polí. Nazvěme potenciál ψ vektorového pole jako rychlostní potenciál. Dosazením
vztahů (1.23) a (1.24) do rovnice (1.18) lze odvodit vztah pro fluktuace tlaku p′,
viz [6], jako

p′ = −ρ0
∂ψ

∂t
+ ψf . (1.25)

Následně dosazením vztahů (1.23) a (1.25) do rovnice (1.19) a následnou úpravou
získáme vlnovou rovnici pro rychlostní potenciál ψ ve tvaru

1

a20

∂2ψ

∂t2
−∆ψ = − 1

ρ0
ṁ+

1

ρ0a20

∂ψf

∂t
. (1.26)

Ze vztahu (1.25) pro tlakové fluktuace p′ a z výsledné rovnice (1.26) je zřejmé, že
uvažovaní solenoidálního vektorového pole z hlediska akustiky je irelevantní a pro
popis akustiky postačí pracovat pouze s potenciály ψ a ψf , podrobněji viz [6]. Formu-
lace akustického problému pomocí rovnice (1.26) je ekvivalentní a velice se podobá
rovnici (1.22). Rozdíl spočívá v numericky příznivější formulaci akustických zdrojů
na pravé straně (odstranění derivace).

1.2 Okrajové a počáteční podmínky

Uvažujme oblast Ωa ⊂ R3 s hranicí ∂Ωa, jež je složena ze tří disjunktních částí Γa
D,

Γa
N a Γa

S, tedy ∂Ωa = Γ
a

D ∪ Γ
a

N ∪ Γ
a

S, viz obr. 1.1. Pro kompletní matematickou
formulaci je třeba rovnici (1.22) doplnit o počáteční a okrajové podmínky.
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Obrázek 1.1: Oblast Ωa s hranicemi Γa
D, Γa

N a Γa
S.

• Počáteční podmínky

Pro čas t = 0 předepíšeme počáteční podmínky pro hodnotu fluktuace tlaku
p′ a rychlost jeho změny, tedy

p′(x, 0) = p′0(x) pro x ∈ Ω
a
, (1.27)

∂p′

∂t
(x, 0) = p′1(x) pro x ∈ Ω

a
. (1.28)

• Okrajové podmínky

V této práci budeme uvažovat tyto okrajové podmínky:

• Dirichletova okrajová podmínka
Tato okrajová podmínka předepisuje určitou hodnotu neznámé funkce p′
na hranici Γa

D, tedy

p′(x, t) = p′D (x, t) pro x ∈ Γa
D, t ∈ (0,T). (1.29)

V úlohách akustiky ji lze využít pro předepsání akusticky otevřeného
konce vlnovodu, viz [2].

• Neumannova okrajová podmínka
Neumannova okrajová podmínka předepisuje hodnotu derivace hledaného
řešení p′ ve směru vnější normály na na hranici Γa

N , tedy

∂p′

∂na
(x, t) = p′N (x, t) pro x ∈ Γa

N , t ∈ (0,T). (1.30)

V akustice nachází využití při předepisování akusticky uzavřeného konce
vlnovodu jako modelu dokonale odrazivé zdi, viz [2].

• Sommerfeldova radiační podmínka
Poslední uvažovanou okrajovou podmínku je Sommerfeldova radiační
podmínka, která se využívá pro úlohy na neomezené oblasti Ωa, viz [13].
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Jelikož při numerickém řešení máme k dispozici pouze omezenou paměť
počítače, a tedy i výpočetní oblast Ωa s hranicí ∂Ωa musí být omezená,
tak na hranici Γa

S modelující (akusticky) otevřenou hranici předepíšeme
základní Sommerfeldovu radiační podmínku ve tvaru

∂p′

∂na
(x, t) = − 1

a0

∂p′

∂t
(x, t) pro x ∈ Γa

S, t ∈ (0,T). (1.31)

Při šíření vlny tato okrajová podmínka ve tvaru (1.31) předepsaná na hra-
nici Γa

S pohlcuje pouze část vlny, která je rovnoběžná s vnější jednotkovou
normálou na hranice Γa

S, složka tečná se odráží. Tedy tuto podmínku lze
aplikovat bez omezení na 1D úlohy. Při využití na vícedimenzionální úlohy
ji lze využít pouze za předpokladu kolmo dopadajících vln na část hranice
Γa
S. Pro pokročilejší realizaci Sommerfeldovy radiační podmínky viz [8].

1.3 Popis ve frekvenční doméně

Pro převod do frekvenční domény lze obecně využít Fourierovy transformace. My
pro popis ve frekvenční doméně využijeme předpokladu časově harmonického akus-
tického pole, které je charakterizováno pouze jednou kruhovou frekvencí ωa, viz [2].
Řešení rovnice (1.22) lze potom psát ve tvaru

p′(x, t) = p̂(x, ω)e−jωat, (1.32)

kde p̂(x, ωa) je obecně komplexní funkce závisející na prostorové proměnné x a kru-
hové frekvenci ωa a j má význam imaginární jednotky. Dosazením vztahu (1.32) do
rovnice (1.22) a následnou úpravou získáme Helmholtzovu rovnici

−∆p̂−
(
ωa

a0

)2

p̂ = F̂(x, ωa), (1.33)

kde F̂(x, ωa) je obecný akustický zdroj, viz [10]. Jelikož se nacházíme ve frekvenční
doméně, tak pro kompletní matematickou formulaci doplníme rovnici (1.33) pouze
o okrajové podmínky. Dirichletovu okrajovou podmínku a Neumannovu okrajovou
podmínku budeme uvažovat analogicky ke vztahům (1.29) a (1.30), tedy

p̂(x, ωa) = p̂D (x, ωa) pro x ∈ Γa
D, (1.34)

∂p̂

∂na
(x, ωa) = p̂N (x, ωa) pro x ∈ Γa

N . (1.35)

Sommerfeldovu radiační podmínku pro frekvenční doménu získáme dosazením vzta-
hu (1.32) do Sommerfeldovy okrajové podmínky pro časovou doménu (1.31). Po ná-
sledné úpravě získáme

∂p̂

∂na
(x, ωa) = j

ωa

a0
p̂ (x, ωa) pro x ∈ Γa

S. (1.36)
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Kapitola 2

Matematicko-fyzikální model
elastického tělesa

V této kapitole se budeme zabývat matematickou teorií elastických těles. Naším
prvním cílem je získat rovnice statického problému, ze kterého přejdeme k rovnicím
popisujícím problém dynamický. Tyto rovnice doplníme vhodnými okrajovými pod-
mínkami. Dále převedeme popis elastického tělesa do frekvenční domény. Nakonec
pojednáme o podmínkách na rozhraní při interakci s akustickým polem.

2.1 Statické rovnice elastického tělesa

Uvažujme elastické těleso, které modelujeme kontinuem, viz [3], reprezentované ob-
lastí Ωs ⊂ R3, které je vystaveno působení vnějších sil. Síly působící na kontinuum
můžeme rozdělit do dvou skupin:

• Síly objemové

Objemové síly působí na každý hmotný element kontinua o určitém objemu
přímo, nezávisle na silách působících na ostatní elementy tohoto kontinua.
Tyto síly, které jsou přímo úměrné velikosti objemu a hmotnosti každého ele-
mentu, vztáhneme na jednotku objemu a zavedeme tzv. objemovou hustotu
sil F se složkami Fi. Typickým příkladem je gravitační, odstředivé nebo elek-
tromagnetické pole.

• Síly plošné

Síly plošné na rozdíl od sil objemových působí na povrch kontinua v bezpro-
střední blízkosti s okolím. Řadí se mezi ně tahové a tlakové síly, kterým je
povrch kontinua vystaven. Tyto síly vztažené na jednotku plochy, jejichž úči-
nek se dále šíří kontinuem prostřednictvím vnitřních sil, označme T se složkami
Ti a nazvěme je vektorem napětí.
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Obrázek 2.1: Oblast Ωs s hranicemi Γs
D a Γs

N a zobrazení působení plošných sil na
povrch ohraničujícího objem V .

Rozveďme nyní myšlenku, kterou jsme zmínili výše, týkající se šíření účinků plošných
sil kontinuem. Vyjměme libovolnou část kontinua o objemu V , který je ohraničen
plochou S. Na tuto plochu působí také plošné síly T , které se šíří po jednotlivých
vrstvách molekul z povrchu kontinua. Zvolme si na ploše S bod P a elementární
plošku dS, která obsahuje námi zvolený bod P . Na tuto elementární plošku působí
síla TdS. Zaveďme jednotkovou vnější normálu k elementární plošce dS a označme ji
ns, viz obr. 2.1. Poznamenejme, že daným bodem P lze vést neomezený počet plošek
dS v závislosti na volbě tvaru objemu V . Tedy i vektor napětí T se obecně mění
v závislosti na volbě plošky dS. Vektor napětí není funkcí pouze polohy elementární

plošky dS, ale i její orientace. Zaveďme označení
i

T pro vektor napětí, který působí
na plošku kolmou k ose xi s normálou shodně orientovanou s touto osou. Dále pro

složky vektoru napětí
i

T zavedeme označení

i

T j = τij, (2.1)

kde τij nazveme složkami tenzoru napětí. Složka τij tenzoru napětí je průmět vektoru

napětí
i

T do osy xj. Diagonální složky tenzoru napětí představují normálová napětí
a mimodiagonální složky představují napětí smyková, viz [3]. Je to tenzor druhého
řádu. Vyšetřením podmínek silové rovnováhy infinitesimálního čtyřstěnu, viz [3], lze
ukázat, že složky Ti vektoru napětí působící na libovolně orientované elementární
plošce dS s vnější jednotkovou normálou ns lze zapsat pomocí vztahu

Ti = τjin
s
j , (2.2)

kde ns
j jsou složky vnější jednotkové normály elementární plošky dS. Tedy ze znalosti

jednotlivých složek τji tenzoru napětí v bodě P lze určit jednotlivé složky Ti vektoru
napětí pro libovolnou orientaci plošky dS s vnější normálou ns obsahující bod P .
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2.1.1 Podmínky silové statické rovnováhy

Pro dosažení silové rovnováhy kontinua musí být v silové rovnováze každá jeho část.
Zabývejme se tedy libovolnou částí kontinua o objemu V a povrchu S. Součet sil
objemových F a plošných T pro námi zvolenou část kontinua musí být roven nule,
tedy ∫

V

F dV +

∫
S

T dS = 0. (2.3)

Rovnici (2.3) lze zapsat ve složkovém tvaru jako∫
V

Fi dV +

∫
S

Ti dS = 0. (2.4)

Dosazením tenzoru napětí ze vztahu (2.2) do druhého integrálu rovnice (2.4) a ná-
slednou aplikací Gaussovy věty na tento člen, viz [3], dostáváme∫

S

Ti dS =

∫
S

τjin
s
j dS =

∫
V

∂τji
∂xj

dV. (2.5)

Pak lze rovnici (2.4) po dosazení vztahu (2.5) přepsat do tvaru∫
V

(
Fi +

∂τji
∂xj

)
dV = 0. (2.6)

Pokud má rovnice (2.6) platit pro libovolný objem V , pak musí být integrand iden-
ticky rovný nule pro všechny x ∈ Ωs. Tím dostáváme diferenciální rovnici

Fi +
∂τji
∂xj

= 0. (2.7)

Další podmínkou rovnováhy je rovnováha momentů objemových a plošných sil pů-
sobících na námi zvolenou část objemu, tedy∫

V

(r × F ) dV +

∫
S

(r × T ) dS = 0, (2.8)

kde r je polohový vektor se složkami xi. Rovnici (2.8) lze uvést také ve složkovém
tvaru jako ∫

V

εijkxjFk dV +

∫
S

εijkxjTk dS = 0, (2.9)

kde εijk je Levi-Civitův symbol. Následné úpravy by byly analogické úpravám pro
silovou rovnováhu, viz [3], a získali bychom pak výslednou rovnici

ϵijkτjk = 0. (2.10)

Rovnice (2.10) je splněna pokud

τij = τji. (2.11)

Tedy rovnováha momentů objemových a plošných sil je splněna, pokud tenzor napětí
je tenzorem symetrickým, viz [3].

19



2.1.2 Deformace tělesa

Uvažujme libovolný bod P elastického tělesa. Poloha tohoto bodu je určena poloho-
vým vektorem x se složkami xi. Působením vnějších sil dochází k posunu bodu P
o vektor u se složkami ui do bodu P ′, jehož poloha je určena polohovým vektorem
y se složkami yi, viz obr. 2.2. Pro složky polohového vektoru y platí

yi = xi + ui (xj) . (2.12)1
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Obrázek 2.2: Deformace bodů P a Q vůči bodu O.

Předpokládejme, že funkce yi jsou nejenom spojité, ale i spojitě diferencovatelné
do potřebných řádů. Pro určení lokální deformace v bodě P uvažujme nekonečně
blízký bod Q, jenž je charakterizován polohovým vektorem se složkami xi + dxi.
Vlivem vnějších sil se tento bod posune do bodu Q′, jenž je popsán polohovým
vektorem o složkách yi+dyi, kde dyi lze zapsat za pomoci vztahu (2.12) a Einsteinova
sumačního pravidla jako

dyi = dxi + dui (xj) = dxi +
∂ui
∂xj

dxj =

(
δij +

∂ui
∂xj

)
dxj, (2.13)

kde δij je Kroneckerovo delta. Zavedeme-li označení vzdálenosti bodů před deformací
jako ds0 = |PQ| = |dx| a po deformaci jako ds = |P ′Q′| = |dy|, lze zapsat kvadrát
těchto vzdáleností jako

ds20 = dx · dx = dxidxi = δjkdxjdxk (2.14)

a

ds2 = dy · dy = dyidyi =

(
δij +

∂ui
∂xj

)(
δik +

∂ui
∂xk

)
dxjdxk. (2.15)

Vztah (2.15) můžeme dále upravit jako

ds2 =

(
δijδik + δij

∂ui
∂xk

+ δik
∂ui
∂xj

+
∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

)
dxjdxk =

= δjkdxjdxk +

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

+
∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

)
dxjdxk.

(2.16)
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Rozdíl kvadrátů vzdáleností bodů před deformací a po ní lze zapsat jako

ds2 − ds20 =

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

+
∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

)
dxjdxk = 2ϵjkdxjdxk, (2.17)

kde jednotlivé složky veličiny ϵjk jsou dány předpisem

ϵjk =
1

2

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

+
∂ui
∂xj

∂ui
∂xk

)
. (2.18)

Tuto veličinu nazveme tenzorem konečné deformace ϵ, viz [3]. Tento tenzor je sy-
metrický tenzor druhého řádu. Při uvažování pouze malých deformací lze nelineární
člen zanedbat. Linearizací vztahu (2.18) získáme tenzor malých deformací e, jehož
jednotlivé složky jsou definované vztahem

ejk =
1

2

(
∂uj
∂xk

+
∂uk
∂xj

)
. (2.19)

Tenzor malých deformací je také symetrickým tenzorem druhého řádu. Oproti ten-
zoru konečné deformace má přímý geometrický význam. Diagonální složky tenzoru
malých deformací vyjadřují relativní změnu délek elementů, které byly před de-
formací rovnoběžné se souřadnicovými osami, a mimodiagonální složky představují
poloviny smykových úhlů, viz [3].

2.1.3 Zobecněný Hookeův zákon

Jak jsme uvedli výše, vlivem vnějších sil dochází k deformaci elastického tělesa.
Přestanou-li působit na elastické těleso vnější síly, dojde k obnovení původní kon-
figurace. V této práci se dále omezíme na lineární elastické těleso, kdy deformace
popsané tenzorem malých deformací a napětí jsou přímo úměrné. Tuto závislost
popisuje zobecněný Hookeův zákon

τij = Cijklekl, (2.20)

kde Cijkl jsou složky tenzoru čtvrtého řádu, které nazýváme elastickými koeficienty,
viz [3]. Celkový počet těchto koeficientů je 81. Tyto koeficienty mohou být obecně
funkcemi souřadnic. Dále budeme uvažovat homogenní těleso, jehož elastické vlast-
nosti jsou ve všech jeho bodech shodné, tedy elastické koeficienty budou konstantní.
Ze symetrie tenzoru malých deformací a napětí plyne

Cijkl = Cjikl a Cijkl = Cijlk. (2.21)

Tím se počet nezávislých elastických koeficientů zredukuje na 36, viz [3]. Dále z ener-
getických úvah plyne

Cijkl = Cklij, (2.22)

tedy nejobecnější anizotropní materiál je popsán 21 nezávislými elastickými koefi-
cienty, viz [3]. Za předpokladu izotropního materiálu, tedy materiálu, který vykazuje
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ve všech směrech stejné vlastnosti, počet nezávislých elastických koeficientů klesne
na dva. Vztah (2.20) lze přepsat do tvaru

τij = λδijdiv u+ 2µeij, (2.23)

kde λ a µ jsou Lamého konstanty. Tyto konstanty lze stanovit ze znalosti Youngova
modulu pružnosti E a Poissonova čísla ν jako

λ =
Eν

(1 + ν) (1− 2ν)
a µ =

E

2 (1 + ν)
, (2.24)

viz [3].

2.1.4 Okrajové podmínky

Uvažujme hranici ∂Ωs oblasti Ωs elastického tělesa složenou ze dvou disjunktních
částí Γs

D a Γs
N , kde ∂Ωs = Γ

s

D ∪Γ
s

N , viz obr. 2.1. Jelikož rovnice (2.7), kde jednotlivé
složky τij tenzoru napětí závisí na funkci posunutí u díky uvažování vztahu (2.23),
je nezávislá na čase, tak pro kompletní matematickou formulaci je třeba ji doplnit
pouze o okrajové podmínky na celé hranici ∂Ωs. V této práci budeme uvažovat
kombinaci těchto okrajových podmínek:

• Dirichletova okrajová podmínka

Tato okrajová podmínka předepisuje určitou hodnotu hledané funkce u na
hranici Γs

D, tedy

u (x) = uD (x) pro x ∈ Γs
D. (2.25)

Dirichletova okrajová podmínka se používá v úlohách pružnosti pro vynucení
určitého posuvu uD na hranici Γs

D.

• Neumannova okrajová podmínka

Neumannovu okrajovou podmínku předepisujeme na hranici Γs
N ve tvaru

τij (x)n
s
j (x) = Ti (x) pro x ∈ Γs

N . (2.26)

Má význam působení plošných sil pomocí vektoru napětí T ve směru jednot-
kové vnější normály ns k hranici Γs

N .

2.2 Dynamické rovnice elastického tělesa

Uvažujme nyní elastické těleso, které se pohybuje. Pak funkce ui, τij a Fi již nejsou
pouze funkcí souřadnic xi, ale i funkcí času t a je nutno uvažovat i účinek setrvačných
sil. Velikost setrvačné síly se rovná součinu hmoty a zrychlení, tedy na každý ob-
jemový element V působí setrvačná síla o velikosti

∫
V
ρs ∂

2ui

∂t2
dV , kde ρs je hustota
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tělesa. Tato síla se tedy řadí mezi síly objemové. Za pomocí d’Alembertova prin-
cipu lze přidáním setrvačné síly, která působí proti objemovým a plošným silám, do
rovnic statické rovnováhy (2.6) získat pohybové rovnice elastického tělesa, viz [3].
Pohybové rovnice elastického tělesa lze zapsat ve složkovém tvaru jako∫

V

(
Fi +

∂τij
∂xj

)
dV =

∫
V

ρs
∂2ui
∂t2

dV. (2.27)

Stejně jako u rovnic statické rovnováhy musí rovnice (2.27) platit pro libovolný
objem V , lze tedy psát

Fi +
∂τij
∂xj

= ρs
∂2ui
∂t2

, (2.28)

kde složky τij tenzoru napětí jsou funkcí posunutí u.

2.2.1 Okrajové a počáteční podmínky

Pro kompletní matematickou formulaci dynamického problému musíme rovni-
ce (2.28) doplnit nejenom o okrajové podmínky na celé hranici ∂Ωs, ale i o pod-
mínky počáteční.

• Počáteční podmínky

Pro čas t = 0 předepíšeme počáteční podmínky pro polohu a rychlost elastic-
kého tělesa

u (x, 0) = u0 (x) pro x ∈ Ω
s
, (2.29)

∂u

∂t
(x, 0) = u1 (x) pro x ∈ Ω

s
. (2.30)

• Okrajové podmínky

Stejně jako u stacionárního problému i nyní okrajové podmínky popisují po-
suny na části hranice Γs

D a rozložení plošných sil na části hranice Γs
N . Di-

richletova okrajová podmínka je tedy analogická vztahu (2.25), respektive
Neumannova okrajová podmínka vztahu (2.26), tedy

u (x, t) = uD (x, t) pro x ∈ Γs
D, t ∈ (0,T) , (2.31)

respektive

τij (x, t)n
s
j (x) = Ti (x, t) pro x ∈ Γs

N , t ∈ (0,T) . (2.32)

2.3 Popis ve frekvenční doméně

Při popisu elastického tělesa ve frekvenční doméně využijeme stejného přístupu jako
při popisu akustického pole. Za předpokladu časově harmonického vektorového pole
lze posunutí u psát ve tvaru

u (x, t) = û(x, ωs)e−jωst, (2.33)
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kde û(x, ωs) je obecně komplexní funkce závislá na prostorové proměnné x a kru-
hové frekvenci ωs. Dosazením vztahu (2.33) do rovnic dynamického problému (2.28)
a následnou úpravou získáme

−∂τ̂ij
∂xj

− (ωs)2ρsûi = F̂i (x, ω) , (2.34)

kde jednotlivé složky τ̂ij tenzoru napětí jsou závislé na funkci û. Jelikož se nacházíme
ve frekvenční doméně, tak pro kompletní matematickou formulaci doplníme rovnici
(2.34) pouze o okrajové podmínky analogicky ke vztahům (2.31) a (2.32), tedy

û (x, ωs) = ûD (x, ωs) pro x ∈ Γs
D, (2.35)

τ̂ij (x, ω
s)ns

j (x) = T̂i (x, ω
s) pro x ∈ Γs

N . (2.36)

2.4 Vibroakustický problém

Uvažované problémy akustického pole a elastického tělesa nebudeme řešit pouze od-
děleně, ale budeme uvažovat také jejich vzájemnou interakci, viz [14]. Poté mluvíme
o tzv. sdruženém problému. Nechť tedy existuje společná část hranice
ΓW = ∂Ωa ∩ ∂Ωs. Tuto společnou část ΓW nazveme rozhraním, přes které dochází
k vzájemné interakci, viz obr. 2.3.

Obrázek 2.3: Část rozhraní akustického pole a elastického tělesa, kde n je jednotková
normála a u je posunutí.

2.4.1 Podmínky na rozhraní v časové doméně

Na tomto rozhraní vyžadujeme, aby normálová složka akustické rychlosti byla rovna
normálové složce rychlosti povrchu elastického tělesa

n · (v′ − ∂u

∂t
) = 0, (2.37)
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kde n je jednotková normála1 k hranici ΓW . Pomocí rovnice (1.18) bez zdrojového
členu f lze vztah (2.37) přepsat do tvaru

∂p′

∂n
(x, t) = −ρ0n (x) · ∂

2u

∂t2
(x, t) pro x ∈ ΓW , t ∈ (0,T) . (2.38)

Tuto podmínku (2.38) předepisujeme jako okrajovou podmínku pro akustický pro-
blém.

Z pohledu elastického tělesa musíme vzít v potaz, že tlakové fluktuace p′ způsobují
na povrchu elastického tělesa mechanické napětí. To lze na základně požadavku
rovnosti normálových napětí na rozhraní popsat pomocí tenzoru napětí jako

τij (x, t)nj (x) = −p′ (x, t)ni (x) pro x ∈ ΓW , t ∈ (0,T) , (2.39)

kde ni jsou složky jednotkové normály k hranici ΓW , viz [14].

Podmínky na rozhraní (2.38) a (2.39) předepisujeme jako Neumannovy okrajové
podmínky pro rovnice (1.22) a (2.28).

2.4.2 Formulace vibroakustického problému v časové doméně

Nyní shrneme výsledné rovnice, které využijeme k popisu vibroakustického problé-
mu.

Jedná se o složitý problém, kde nyní funkce p′ závisí na neznámé funkci u a naopak
funkce u závisí na funkci p′. Takto je zároveň zřejmé, že akustické ani elastické
rovnice nelze řešit odděleně, ale oba problémy i jejich řešení na sobě vzájemně závisí.

• Akustické pole

Hledáme neznámou funkci fluktuace tlaku p′ : Ωa × [0,T] → R, kde oblast
Ωa ⊂ R3 je omezená s lipschitzovsky spojitou hranicí ∂Ωa, splňující parciální
diferenciální rovnici

1

a20

∂2p′

∂t2
−∆p′ = F v Ωa × (0,T) , (2.40)

spolu s počátečními podmínkami v čase t = 0

p′(x, 0) = p′0(x) pro x ∈ Ω
a
, (2.41)

∂p′

∂t
(x, 0) = p′1(x) pro x ∈ Ω

a (2.42)

1V tomto případě není podstatné, k jaké doméně uvažujeme vnější jednotkovou normálu.
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a okrajovými podmínkami

p′(x, t) = p′D (x, t) pro x ∈ Γa
D, t ∈ (0,T), (2.43)

∂p′

∂na
(x, t) = p′N (x, t) pro x ∈ Γa

N , t ∈ (0,T), (2.44)

∂p′

∂na
(x, t) = − 1

a0

∂p′

∂t
(x, t) pro x ∈ Γa

S, t ∈ (0,T), (2.45)

∂p′

∂na
(x, t) = −ρ0na (x) · ∂

2u

∂t2
(x, t) pro x ∈ ΓW , t ∈ (0,T) . (2.46)

Předpokládáme spojitost F , tj. přesněji F (x, t) ∈ C(Ω
a × [0,T]) a dále

p′D (x, t) ∈ C(Γa
D × [0,T]), p′N (x, t) ∈ C(Γa

N × [0,T]) a p′0(x), p′1(x) ∈ C(Ω
a
).

Pak klasickým řešením akustických rovnic (2.40) až (2.45) nazveme funkci
p′(x, t) ∈ C(2)(Ωa × (0,T)) ∩ C(1)(Ω

a × (0,T)) splňující rovnici (2.40) spolu
s počátečními a okrajovými podmínkami (2.41) až (2.45).

• Elastické těleso

Hledáme neznámou funkci posunutí u : Ωs×[0,T] → R3, kde oblast Ωs ⊂ R3 je
omezená s lipschitzovsky spojitou hranicí ∂Ωs, splňující parciální diferenciální
rovnice

ρs
∂2ui
∂t2

− ∂τij(u)

∂xj
= Fi v Ωs × (0,T) , (2.47)

kde závislost složek τij tenzoru napětí na funkci posunutí u je dána Hookeovým
zákonem (2.23). Dále požadujeme, aby funkce u splňovala počáteční podmínky

u (x, 0) = u0 (x) pro x ∈ Ω
s
, (2.48)

∂u

∂t
(x, 0) = u1 (x) pro x ∈ Ω

s (2.49)

a okrajové podmínky

u (x, t) = uD (x, t) pro x ∈ Γs
D, t ∈ (0,T) , (2.50)

τij (x, t)n
s
j (x) = Ti (x, t) pro x ∈ Γs

N , t ∈ (0,T) , (2.51)
τij (x, t)n

s
j (x) = −p′ (x, t)ns

i (x) pro x ∈ ΓW , t ∈ (0,T) . (2.52)

Dále předpokládejme, že platí Fi (x, t) ∈ C(Ω
s × [0,T]), uD (x, t) ∈

[C(Γs
D × [0,T])]2, Ti (x, t) ∈ C(Γs

N × [0,T]), u0(x), u1(x) ∈
[
C(Ω

s
)
]2

a ρs

je konstantní.

Pak klasickým řešením elastických rovnic (2.47) až (2.51) nazveme funkci

u (x, t) ∈
[
C(2)(Ωs × (0,T)) ∩ C(1)(Ω

s × (0,T))
]3

splňující rovnice (2.47) spolu
s počátečními a okrajovými podmínkami (2.48) až (2.51).
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Za klasické řešení vibroakustické úlohy dané rovnicemi (2.40) a (2.47) považujeme
dvojici funkcí p′(x, t) ∈ C(2)(Ωa × (0,T)) ∩ C(1)(Ω

a × (0,T)) a u (x, t) ∈[
C(2)(Ωs × (0,T)) ∩ C(1)(Ω

s × (0,T))
]3

splňující rovnice (2.40) a (2.47) spolu s po-
čátečními a okrajovými podmínkami (2.41) až (2.46) a (2.48) až (2.52).

2.4.3 Podmínky na rozhraní ve frekvenční doméně

Ve frekvenční doméně uvažujeme v akustickém poli fluktuace tlaku p′ ve tvaru (1.32),
respektive pole posuvů u elastického tělesa ve tvaru (2.33). Tyto vztahy dosadíme do
podmínek na rozhraní, které byly formulovány pro časovou doménu, tedy do vztahů
(2.38) a (2.39). Po úpravě lze podmínku (2.38), respektive podmínku (2.39), přepsat
do tvaru

∂p̂

∂n
(x, ω) = ρ0ω

2n (x) · û (x, ω) pro x ∈ ΓW , (2.53)

respektive

τ̂ij (x, t)nj (x) = −p̂ (x, ω)ni (x) pro x ∈ ΓW , (2.54)

kde ω je zvolená kruhová frekvence charakterizující vibroakustický systém.

2.4.4 Formulace vibroakustického problému ve frekvenční do-
méně

Při formulaci vibroakustického problému ve frekvenční doméně je postup analogický
jako v předchozích odstavcích.

• Akustické pole

Hledáme pro zadanou kruhovou frekvenci ω neznámou funkci p̂ : Ωa → R
splňující parciální diferenciální rovnici

−∆p̂−
(
ω

a0

)2

p̂ = F̂(x, ω) v Ωa, (2.55)

spolu s okrajovými podmínkami

p̂(x, ω) = p̂D (x, ω) pro x ∈ Γa
D, (2.56)

∂p̂

∂na
(x, ω) = p̂N (x, ω) pro x ∈ Γa

N , (2.57)

∂p̂

∂na
(x, ω) = j

ω

a0
p̂ (x, ω) pro x ∈ Γa

S, (2.58)

∂p̂

∂na
(x, ω) = ρ0ω

2na (x) · û (x, ω) pro x ∈ ΓW . (2.59)
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• Elastické těleso

Hledáme neznámou funkci û : Ωs → R3 splňující parciální diferenciální rovnice

−∂τ̂ij(û)
∂xj

− ω2ρsûi = F̂i (x, ω) v Ωs, (2.60)

spolu s okrajovými podmínkami

û (x, ω) = ûD (x, ω) pro x ∈ Γs
D, (2.61)

τ̂ij (x, ω)n
s
j (x) = T̂i (x, ω) pro x ∈ Γs

N , (2.62)
τ̂ij (x, t)n

s
j (x) = −p̂ (x, ω)ns

i (x) pro x ∈ ΓW . (2.63)
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Kapitola 3

Prostorová diskretizace pomocí
metody konečných prvků

V této kapitole převedeme Helmholtzovu rovnici do slabé formulace a popíšeme
zde základní principy metody konečných prvků. Do slabé formulace převedeme také
rovnice popisující elastický problém. Dále uvedeme slabou formulaci sdruženého
problému a jeho numerickou realizaci.

V této práci budeme realizovat 2D výpočet, a proto dále budeme uvažovat Ωa ⊂ R2,
respektive Ωs ⊂ R2. Popis uvedený v předchozích kapitolách zůstává v platnosti.

3.1 Slabá formulace Helmholtzovy rovnice

Pro potřeby metody konečných prvků převedeme Helmholtzovu rovnici (1.33) spolu
s okrajovými podmínkami do slabé formulace. Tuto rovnici pro jedno pevně zvolené
ω ∈ R vynásobíme testovací funkcí v ∈ V = {f ∈ H1(Ωa) | f = 0 na Γa

D}, kde
prostorH1 (Ωa) je Sobolevův prostor na množině Ωa, viz [20]. Tento prostor je tvořen
takovými funkcemi f z Lebesgueova prostoru L2 (Ωa), které mají navíc integrovatelné

s kvadrátem i první parciální derivace, tj.
∫
Ωa

(
∂f
∂xi

)2
dx < +∞. Rovnost f = 0 na

části hranici Γa
D, kde předepisujeme Dirichletovu okrajovou podmínku, je myšlena

ve smyslu stop, viz [20]. Násobením rovnice (1.33) funkcí v a následnou integrací
přes celou oblast Ωa dostáváme

−
∫
Ωa

∆p̂v dx−
∫
Ωa

(
ωa

a0

)2

p̂v dx =

∫
Ωa

F̂v dx, (3.1)

kde člen ∆p̂ lze zapsat pomocí Einsteinovy sumační konvence jako ∆p̂ = ∂
∂xi

(
∂p̂
∂xi

)
.

Na první člen rovnice (3.1) aplikujeme Greenovu větu, viz [20],

−
∫
Ωa

∂

∂xi

(
∂p̂

∂xi

)
v dx = −

∫
∂Ωa

∂p̂

∂na
v dS +

∫
Ωa

∇p̂ · ∇v dx, (3.2)
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kde integrál přes hranici ∂Ωa lze rozepsat jako

−
∫
∂Ωa

∂p̂

∂na
v dS = −

∫
Γa
D

∂p̂

∂na
v dS −

∫
Γa
N

∂p̂

∂na
v dS −

∫
Γa
S

∂p̂

∂na
v dS. (3.3)

Jelikož je testovací funkce v z prostoru V definovaného výše, tak na části hranice
Γa
D je tato testovací funkce rovna nule, tedy i

∫
Γa
D

∂p̂
∂nav dS = 0. Na části hranice Γa

N

uvažujeme Neumannovu okrajovou podmínku ve tvaru (1.35), tedy ∂p̂
∂na = p̂N , a ze

Sommerfeldovy okrajové podmínky (1.36) plyne, že výraz ∂p̂
∂na je na části hranice ΓS

roven j ω
a0
p̂. Získáváme tak výslednou rovnici ve tvaru∫

Ωa

∇p̂ · ∇v dx−
∫
Γa
S

j
ωa

a0
p̂v dS −

∫
Ωa

(
ωa

a0

)2

p̂v dx =

∫
Ωa

F̂v dx+

∫
Γa
N

p̂Nv dS.

(3.4)

Slabým řešením Helmholtzovy rovnice (1.33) pro pevně zvolené ωa nazveme takovou
funkci p̂ ∈ H1(Ωa), pro kterou je rovnice (3.4) splněna pro každou funkci v ∈ V
a zároveň funkce p̂ splňuje Dirichletovu okrajovou podmínku (1.34) na části hranice
Γa
D.

3.2 Prostorová diskretizace Helmholtzovy rovnice

Jelikož hledáme přibližné řešení problému (3.4) pomocí metody konečných prvků,
tak nekonečně dimenzionální prostor testovacích funkcí V nahradíme konečně di-
menzionálním prostorem Vh s dimenzí Na

h , kde navíc platí, že Vh ⊂ V . Hledáme
tedy numerické řešení p̂h ∈ Hh, kde Hh ⊂ H1(Ωa), takové, že pro všechny testovací
funkce vh ∈ Vh platí∫

Ωa

∇p̂h · ∇vh dx−
∫
Γa
S

j
ωa

a0
p̂hvh dS −

∫
Ωa

(
ωa

a0

)2

p̂hvh dx =

=

∫
Ωa

F̂vh dx+

∫
Γa
N

p̂Nvh dS.

(3.5)

Nechť konečně dimenzionální prostor Vh je generován bází s prvky φ1, · · · , φNa
h
, které

budeme nazývat bázovými funkcemi. Potom každou funkci z prostoru Vh lze zapsat
pomocí lineární kombinace těchto bázových funkcí, tedy i hledané řešení. To budeme
uvažovat ve tvaru

p̂h (x, ω
a) =

Na
h∑

j=1

αj (ω
a)φj (x) , (3.6)

kde αj ∈ C jsou neznámé koeficienty.1 Jelikož rovnice (3.5) platí pro všechny tes-
tovací funkce vh z prostoru Vh, tak za testovací funkci vh lze postupně volit bázové
funkce, tedy

vh = φi pro i = 1, 2, · · · , Na
h . (3.7)

1Neznámé koeficienty αj uvažujeme obecně komplexní, jelikož z předchozího textu plyne před-
poklad p̂h ∈ C.

30



Dosazením vztahů (3.6) a (3.7) do rovnice (3.5) a následným upravením získáváme

Na
h∑

j=1

αj

∫
Ωa

∇φj · ∇φi dx︸ ︷︷ ︸
kaij

−j ω
a

a0

Na
h∑

j=1

αj

∫
Γa
S

φj φi dS︸ ︷︷ ︸
caij

−

−
(
ωa

a0

)2 Na
h∑

j=1

αj

∫
Ωa

φj φi dx︸ ︷︷ ︸
ma

ij

=

∫
Ωa

F̂φi dx+

∫
Γa
N

p̂Nφi dS︸ ︷︷ ︸
bai

.

(3.8)

Soustavu rovnic (3.8) lze přepsat do maticové podoby jako(
Ka − j

ωa

a0
Ca −

(
ωa

a0

)2

Ma

)
α = ba, (3.9)

kde α = (αj)
Na

h
j=1 je neznámý vektor koeficientů a prvky matice tuhosti

Ka =
(
kaij
)Na

h

i,j=1
, matice tlumení Ca =

(
caij
)Na

h

i,j=1
, matice hmotnosti Ma =

(
ma

ij

)Na
h

i,j=1

a vektoru pravé strany ba = (bai )
Na

h
i=1 jsou dány následujícími vztahy

kaij =

∫
Ωa

∇φj · ∇φi dx, (3.10)

caij =

∫
Γa
S

φj φi dS, (3.11)

ma
ij =

∫
Ωa

φj φi dx, (3.12)

bai =

∫
Ωa

F̂φi dx+

∫
Γa
N

p̂Nφi dS. (3.13)

Matice tuhosti Ka, matice tlumení Ca a matice hmotnosti Ma jsou symetrické a navíc
matice tuhosti Ka a matice hmotnosti Ma jsou pozitivně definitní, viz [15].

3.3 Metoda konečných prvků

V této podkapitole popíšeme základní principy metody konečných prvků a navážeme
tak na předchozí práci [10], kde je uveden podrobnější popis a odvození.

• Triangulace

Předpokládejme, že oblast Ωa je omezená a polygonální. Tuto oblast Ωa pak
lze pokrýt triangulací τah , kde h je parametr charakterizující velikost trojú-
helníků. Dále budeme předpokládat, že vytvořená triangulace τah je přípustná
a regulární, viz [10], [20]. Zaveďme označení K pro trojúhelníky triangulace τah ,
pro které platí Ωa

=
⋃

K∈τah
K. Dále symbolem S označíme strany trojúhelní-

ků K. Symboly γaD, γaN a γaS označíme množinu všech stran S trojúhelníků K,
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které leží na části hranice Γa
D, Γa

N a Γa
S, tedy Γa

D =
⋃

S∈γa
D

S, Γa
N =

⋃
S∈γa

N

S

a Γa
S =

⋃
S∈γa

S

S.

• Volba báze

Pro snadnější řešitelnost maticového systému (3.9) i pro velký počet nezná-
mých požadujeme, aby jednotlivé matice byly matice řídké. Tohoto požadavku
dosáhneme volbou takových bázových funkcí, jejichž nosič bude co nejmenší.
V této práci zvolíme konečné prvky jako Lagrangeovské lineární, viz [20]. Tedy
uvažujme prostor Vh = {φ ∈ C(Ωa) : φ|K ∈ P1(K) ∀K ∈ τah}, kde C(Ωa) je
množina spojitých funkcí na Ωa, P1(K) je množina polynomů nejvýše prvního
stupně na K. Bázové funkce pak volíme ve tvaru

φi (Xj) = δij, (3.14)

kde Xj je j-tý vrchol dané triangulace. V trojúhelnících, které neobsahují vr-
chol Xj, je funkční hodnota bázové funkce φj rovna nule. Na trojúhelníku
s vrcholem Xj klesá bázová funkce lineárně z funkční hodnoty jedna až k hod-
notě nula, viz obr. 3.1.

Obrázek 3.1: Vlevo je vyznačen nosič bázové funkce φj příslušící vrcholu Xj, vpravo
je zobrazen její graf.

• Referenční zobrazení

Jelikož budeme používat při numerické realizaci metody konečných prvků ne-
strukturovanou triangulaci oblasti Ωa, využijeme bijektivní afinní zobrazení
referenčního trojúhelníku K̂ s vrcholy Â = [0, 0], B̂ = [1, 0] a Ĉ = [0, 1] na
libovolný trojúhelník K s vrcholy A = [a1, a2], B = [b1, b2] a C = [c1, c2]. Toto
zobrazení lze definovat předpisem

FK : K̂ 7→ K, FK(x̂) = BKx̂+ bK , (3.15)

kde BK je regulární matice a bK je konstantní vektor. Jednotlivé prvky matice
BK a vektoru bK jsou dány vztahy

BK =

(
b1 − a1 c1 − a1
b2 − a2 c2 − a2

)
, bK =

(
a1
a2

)
. (3.16)
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Zaveďme inverzní zobrazení

F−1
K : K 7→ K̂, F−1

K (x) = B−1
K x− B−1

K bK . (3.17)

Dále při výpočtu jednotlivých integrálů pomocí substituce je zapotřebí Jako-
bián J této lineární transformace, který vypočteme jako

J = | detBK | =
|K|
|K̂|

, (3.18)

kde |K| a |K̂| značí obsah trojúhelníkůK a K̂, viz [20]. Bázové funkce příslušící
referenčnímu trojúhelníku K̂ s předpisem

φ̂Â (x̂, ŷ) = 1− x̂− ŷ,

φ̂B̂ (x̂, ŷ) = x̂,

φ̂Ĉ (x̂, ŷ) = ŷ

(3.19)

transformujeme na bázové funkce příslušící libovolnému trojúhelníku K po-
mocí vztahu

φj (x, y) = φ̂j (x̂, ŷ) . (3.20)

Gradienty na libovolném trojúhelníku K pak lze vyjádřit jako

∇φj (x, y) = ∇̂φ̂j (x̂, ŷ)B−1
K , (3.21)

kde gradienty ∇̂φ̂j na referenčním trojúhelníku K̂ lze jednoduše určit ze zna-
losti bázových funkcí (3.19). Pro podrobnější popis, viz předchozí práce [10]
anebo [20].

3.4 Sestavení jednotlivých matic a vektoru pravé
strany

Pokračujme dále sestavením jednotlivých matic jako v práci [10].

• Sestavení matice tuhosti

Jednotlivé prvky kaij matice tuhosti Ka vypočteme jako

kaij =

∫
Ωa

∇φj · ∇φi dx =
∑
K∈τah

∫
K

∇φj · ∇φi dx︸ ︷︷ ︸
kaij

K

=
∑
K∈τah

kaij
K . (3.22)

Za použití referenčního zobrazení lze lokální příspěvky kaij
K z trojúhelníku K

do globálního prvku matice tuhosti kaij přepsat do tvaru

kaij
K =

∫
K̂

| detBK |
(
∇̂φ̂j B−1

K

)
·
(
∇̂φ̂i B−1

K

)
dx̂. (3.23)
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Jelikož detBK je konstanta a z důvodu volby lineárních bázových funkcí jsou
gradienty bázových funkcí také konstantní, lze předpis (3.23) zjednodušit na
tvar

kaij
K = | detBK |

(
∇̂φ̂j B−1

K

)
·
(
∇̂φ̂i B−1

K

)∫
K̂

1 dx̂ =

= |K|
(
∇̂φ̂j B−1

K

)
·
(
∇̂φ̂i B−1

K

)
.

(3.24)

• Sestavení matice hmotnosti

Při výpočtu jednotlivých prvků ma
ij matice hmotnosti Ma budeme postupovat

analogicky jako při výpočtu prvků matice tuhosti, tedy

ma
ij =

∫
Ωa

φj φi dx =
∑
K∈τah

∫
K

φj φi dx =
∑
K∈τah

ma
ij
K . (3.25)

Lokální příspěvek ma
ij
K do matice hmotnosti Ma za použití referenčního zob-

razení můžeme zapsat jako

ma
ij
K =

∫
K̂

| detBK | φ̂j φ̂i dx̂. (3.26)

Provedením součinu mezi dvěma lineárními bázovými funkcemi získáme po-
lynom druhého stupně. Pro integraci na trojúhelníku K̂ využijeme numerické
kvadratury přesné až pro polynomy druhého stupně. Tu lze obecně zapsat jako

ma
ij
K = |K|

3∑
m=1

ωmφ̂j(X̂m)φ̂i(X̂m), (3.27)

kde ωm jsou váhy a X̂m jsou uzly numerické kvadratury. Zde jsou zvoleny jako

ω1 =
1

3
, X̂1 =

[
1

2
, 0

]
,

ω2 =
1

3
, X̂2 =

[
1

2
,
1

2

]
,

ω3 =
1

3
, X̂3 =

[
0,

1

2

]
,

(3.28)

viz [20].

• Sestavení matice tlumení

Stejných kroků jako při výpočtu prvků matice hmotnosti využijeme i při vý-
počtu jednotlivých prvků caij matice tlumení Ca, tedy

caij =

∫
Γa
S

φj φi dS =
∑
S∈γa

S

∫
S

φj φi dS =
∑
S∈γa

S

caij
S. (3.29)
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Použitím referenčního zobrazení lze lokální příspěvek caij
S do matice tlumení

Ca zapsat jako

caij
S =

∫
Ŝ

|S| φ̂j φ̂i dŜ, (3.30)

kde |S| značí velikost úsečky S a Ŝ je referenční strana trojúhelníka K̂ mezi
vrcholy Â a B̂. Jelikož součinem bázových funkcí získáme opět polynom dru-
hého stupně, pro integraci na referenční straně Ŝ využijeme opět numerické
kvadratury, v tomto případě přesné pro polynomy až třetího stupně. Tedy

caij
S = |S|

2∑
n=1

ωnφ̂j(X̂n)φ̂i(X̂n), (3.31)

kde váhy ωn a uzly numerické kvadratury X̂n volíme jako

ω1 =
1

2
, X̂1 =

[
3−

√
3

6
, 0

]
,

ω2 =
1

2
, X̂2 =

[
3 +

√
3

6
, 0

]
,

(3.32)

viz [20].

• Sestavení vektoru pravé strany

K výpočtu jednotlivých prvků bai vektoru pravé strany ba budeme přistupovat
analogicky jako při výpočtu jednotlivých prvků matice hmotnosti Ma a matice
tlumení Ca, tedy

bai =

∫
Ωa

F̂φi dx+

∫
Γa
N

p̂Nφi dS =
∑
K∈τah

∫
K

F̂φi dx +
∑
S∈γa

N

∫
S

p̂Nφi dS.

(3.33)

Použitím referenčního zobrazení lze lokální příspěvky bai
K+S psát jako

bai
K+S =

∫
K̂

| detBK | ˆ̂F(x̂)φ̂i dx̂+

∫
Ŝ

|S| ˆ̂pN(x̂)φ̂i dŜ, (3.34)

kde ˆ̂F(x̂) = F̂(x), ˆ̂pN(x̂) = p̂N(x) a x = FK(x̂). Pro výpočet integrálu na re-
ferenčním trojúhelníku K̂, respektive na referenční straně Ŝ, využijeme stejné
numerické kvadratury, které jsme využili při výpočtu integrálu pro lokální pří-
spěvek ma

ij
K do matice hmotnosti Ma, respektive pro lokální příspěvek caij

K do
matice tlumení Ca. Můžeme tedy psát

bK+S
i = |K|

3∑
m=1

ωm
ˆ̂F(X̂m)φ̂i(X̂m) + |S|

2∑
n=1

ωn
ˆ̂pN(X̂n)φ̂i(X̂n). (3.35)
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3.5 Slabá formulace elastického problému

Stejně jako tomu bylo v případě Helmholtzovy rovnice, tak pro potřeby metody
konečných prvků převedeme rovnice (2.34) popisující elastické těleso ve frekvenční
doméně do slabé formulace. Tuto rovnici vynásobíme pro jedno pevně zvolené ωs ∈ R
testovací funkcí v ∈ V , kde V = V s × V s, kde prostor V s = {f ∈ H1(Ωs) | f = 0
na Γs

D}. Násobením rovnic (2.34) testovací funkcí v, následnou integrací přes oblast
Ωs a aplikací Greenovy věty získáváme∫

Ωs

τ̂ij
∂vi
∂xj

dx−
∫
∂Ωs

τ̂ijn
s
jvi dS −

∫
Ωs

(ωs)2 ρsûivi dx =

∫
Ωs

F̂ivi dx, (3.36)

kde

−
∫
∂Ωs

τ̂ijn
s
jvi dS = −

∫
Γs
D

τ̂ijn
s
jvi dS −

∫
Γs
N

τ̂ijn
s
jvi dS. (3.37)

Jelikož jsou obě složky testovací funkce vi na části hranice Γs
D rovny nule, tak i in-

tegrál
∫
Γs
D
τ̂ijn

s
jvi dS je roven nule. Neumannovu okrajovou podmínku uvažujeme ve

tvaru (2.36) na části hranice Γs
N , tedy τ̂ijns

j = T̂i. Navíc využitím symetrie tenzoru
napětí lze člen

∫
Ωs τ̂ij

∂vi
∂xj

dx psát jako∫
Ωs

τ̂ij
∂vi
∂xj

dx =

∫
Ωs

1

2

(
τ̂ij
∂vi
∂xj

+ τ̂ij
∂vj
∂xi

)
dx =

∫
Ωs

τ̂ijeij(v) dx. (3.38)

Dále do výsledného vztahu (3.38) dosadíme vztah (2.23), tedy∫
Ωs

τ̂ijeij(v) dx =

∫
Ωs

(λδijdiv û+ 2µeij(û))eij(v) dx. (3.39)

Těmito úpravami získáváme výslednou rovnici ve tvaru∫
Ωs

(λδijdiv û+ 2µeij(û))eij(v) dx−
∫
Ωs

(ωs)2 ρsûivi dx =

=

∫
Ωs

F̂ivi dx+

∫
Γs
N

T̂ivi dS.
(3.40)

Slabým řešením rovnic elastického tělesa (2.34) pro pevně zvolené ωs nazveme ta-
kovou funkci û ∈ H1(Ωs), kde H1(Ωs) = H1(Ωs) × H1(Ωs), pro kterou je rovnice
(3.40) splněna pro každou funkci v ∈ V a zároveň funkce û splňuje Dirichletovu
okrajovou podmínku (2.35) na hranici Γs

D.

3.6 Prostorová diskretizace elastického problému

Budeme pokračovat analogicky jako v případě diskretizace Helmholtzovy rovnice,
tedy nekonečně dimenzionální prostor V testovacích funkcí nahradíme konečně di-
menzionálním prostorem V h = V s

h × V s
h , kde V h ⊂ V . Prostor V s

h je konečně
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dimenzionální prostor s konečnou dimenzí N s
h. Hledané numerické řešení uh ∈ Hh,

kde Hh ⊂ H1(Ωs), musí splňovat pro všechny testovací funkce vh ⊂ V h rovnici∫
Ωs

(λδijdiv ûh + 2µeij(ûh))eij(vh) dx−
∫
Ωs

(ωs)2 ρsûhi
vhi

dx =

=

∫
Ωs

F̂ivhi
dx+

∫
Γs
N

T̂ivhi
dS.

(3.41)

Rozepsáním rovnice (3.41) pro sčítací indexy i, j a následnou úpravou získáváme∫
Ωs

(
λ

(
∂ûh1

∂x1
+
∂ûh2

∂x2

)
+ 2µ

∂ûh1

∂x1

)
∂vh1

∂x1
dx+

+

∫
Ωs

(
λ

(
∂ûh1

∂x1
+
∂ûh2

∂x2

)
+ 2µ

∂ûh2

∂x2

)
∂vh2

∂x2
dx+

+

∫
Ωs

µ

(
∂ûh1

∂x2
+
∂ûh2

∂x1

)(
∂vh1

∂x2
+
∂vh2

∂x1

)
dx−

−
∫
Ωs

(ωs)2 ρsûh1vh1 dx−
∫
Ωs

(ωs)2 ρsûh2vh2 dx =

=

∫
Ωs

F̂1vh1 dx+

∫
Γs
N

T̂1vh1 dS +

∫
Ωs

F̂2vh2 dx+

∫
Γs
N

T̂2vh2 dS.

(3.42)

Konečně dimenzionální prostor V s
h je generován bází s prvky ϕ1, · · · , ϕNs

h
, tedy při-

bližné řešení ûh budeme hledat ve tvaru

ûh(x, ω
s) =

Ns
h∑

j=1

βj(ω
s)

(
ϕj(x)
0

)
+

2Ns
h∑

j=Ns
h+1

βj(ω
s)

(
0

ϕj(x)

)
. (3.43)

Za testovací funkci vh budeme postupně volit bázové funkce ve tvaru

Φi =

(
ϕi

0

)
a Φi+Nh

=

(
0

ϕi+Ns
h

)
pro i = 1, 2, · · · , N s

h, (3.44)

kde ϕi = ϕi+Ns
h
. Dosazením vztahu (3.43) do rovnice (3.42), postupnou volbou bá-

zových funkcí (3.44) za testovací funkci vh a následným upravením dostáváme

Ns
h∑

j=1

βj

∫
Ωs

(
(λ+ 2µ)

(
∂ϕj

∂x1

∂ϕi

∂x1

)
+ µ

(
∂ϕj

∂x2

∂ϕi

x2

))
dx︸ ︷︷ ︸

ksij

+

+

2Ns
h∑

j=Ns
h+1

βj

∫
Ωs

(
λ

(
∂ϕj

∂x2

∂ϕi

∂x1

)
+ µ

(
∂ϕj

∂x1

∂ϕi

∂x2

))
dx︸ ︷︷ ︸

ksij

−

− (ωs)2 ρs
Ns

h∑
j=1

βj

∫
Ωs

ϕjϕi dx︸ ︷︷ ︸
ms

ij

=

∫
Ωs

F̂1ϕi dx+

∫
Γs
N

T̂1ϕi dS︸ ︷︷ ︸
bsi

(3.45)
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a

2Ns
h∑

j=Ns
h+1

βj

∫
Ωs

(
(λ+ 2µ)

(
∂ϕj

∂x2

∂ϕi

∂x2

)
+ µ

(
∂ϕj

∂x1

∂ϕi

∂x1

))
dx︸ ︷︷ ︸

ks
(i+Nh)j

+

+

Ns
h∑

j=1

βj

∫
Ωs

(
λ

(
∂ϕj

∂x1

∂ϕi

∂x2

)
+ µ

(
∂ϕj

∂x2

∂ϕi

∂x1

))
dx︸ ︷︷ ︸

ks
(i+Nh)j

−

− (ωs)2 ρs
2Ns

h∑
j=Ns

h+1

βj

∫
Ωs

ϕjϕi dx︸ ︷︷ ︸
ms

(i+Nh)j

=

∫
Ωs

F2ϕi dx+

∫
Γs
N

T̂2ϕi dS︸ ︷︷ ︸
bsi+Nh

.

(3.46)

Soustavy rovnic (3.45) a (3.46) lze přepsat do maticové podoby jako(
Ks − (ωs)2 ρsMs

)
β = bs, (3.47)

kde β = (βj)
2Ns

h
j=1 je neznámý vektor koeficientů, Ks je matice tuhosti dána prvky(

ksij
)2Ns

h

i,j=1
, Ms je matice hmotnosti s prvky

(
ms

ij

)2Ns
h

i,j=1
a bs je vektor pravé strany

s prvky (bsi )
2Ns

h
i=1 . I v tomto případě matice tuhosti Ks a matice hmotnosti Ms jsou

symetrické a pozitivně definitní, viz [15]. Při praktické realizaci volíme opět lineár-
ní bázové funkce a sestavení jednotlivých matic probíhá stejným způsobem jako
v předchozí kapitole.

3.7 Slabá formulace vibroakustického problému

Nyní převedeme vibroakustický problém daný rovnicemi (2.55) až (2.63) do slabé
formulace. V tomto případě postupujeme analogicky jako při převodu Helmholtzovy
rovnice a rovnic popisujících elastické těleso ve frekvenční doméně do slabých for-
mulací pouze s tím rozdílem, že budeme navíc uvažovat část společné hranice ΓW ,
přes kterou dochází k vzájemné interakci. Tedy integrál (3.3) přes hranici ∂Ωa lze
rozepsat jako

−
∫
∂Ωa

∂p̂

∂na
v dS = −

∫
Γa
D

∂p̂

∂na
v dS −

∫
Γa
N

∂p̂

∂na
v dS−

−
∫
Γa
S

∂p̂

∂na
v dS −

∫
ΓW

∂p̂

∂na
v dS

(3.48)

a integrál (3.37) přes hranici ∂Ωs

−
∫
∂Ωs

τ̂ijn
s
jvi dS = −

∫
Γs
D

τ̂ijn
s
jvi dS −

∫
Γs
N

τ̂ijn
s
jvi dS −

∫
ΓW

τ̂ijn
s
jvi dS. (3.49)
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Na společné hranici ΓW předepisujeme z pohledu akustiky podmínku (2.59), tedy
∂p̂
∂na = ρ0ω

2na · û, respektive z pohledu elastického tělesa podmínku (2.63), tedy
τ̂ijn

s
j = −p̂ns

i . Poté výsledné rovnice dostáváme ve tvarech∫
Ωa

∇p̂ · ∇v dx−
∫
Γa
S

j
ω

a0
p̂v dS −

∫
Ωa

(
ω

a0

)2

p̂v dx−

−
∫
ΓW

ρ0ω
2na · ûv dS =

∫
Ωa

F̂v dx+

∫
Γa
N

p̂Nv dS

(3.50)

a ∫
Ωs

(λδijdiv û+ 2µeij(û))eij(v) dx−
∫
Ωs

ω2ρsûivi dx+

∫
ΓW

p̂ns
ivi dS =

=

∫
Ωs

F̂ivi dx+

∫
Γs
N

T̂ivi dS.
(3.51)

3.8 Prostorová diskretizace vibroakustického pro-
blému

Opět hledáme přibližné řešení pomocí metody konečných prvků dvou podproblémů
(3.50) a (3.51), které řešíme současně. Postup diskretizace a následné úpravy jsou
stejné jako v předchozích případech výše, tedy přibližná řešení p̂ a û budeme hle-
dat v konečně dimenzionálních prostorech Hh a Hh. Zde řešení budeme uvažovat
analogicky tvarům (3.6) a (3.43). Za testovací funkce budeme postupně volit bázové
funkce ve tvarech (3.7) a (3.44). Tímto postupem a následným upravením získáme
pro akustické pole rovnici

Na
h∑

j=1

αj

∫
Ωa

∇φj · ∇φi dx︸ ︷︷ ︸
kaij

−j ω
a0

Na
h∑

j=1

αj

∫
Γa
S

φj φi dS︸ ︷︷ ︸
caij

−

−
(
ω

a0

)2 Na
h∑

j=1

αj

∫
Ωa

φj φi dx︸ ︷︷ ︸
ma

ij

−ρ0ω2

Ns
h∑

j=1

βj

∫
ΓW

ϕjφin
a
1 dS︸ ︷︷ ︸

cWa
ij

−

− ρ0ω
2

2Ns
h∑

j=Ns
h+1

βj

∫
ΓW

ϕjφin
a
2 dS︸ ︷︷ ︸

cWa
ij

=

∫
Ωa

F̂φi dx+

∫
Γa
N

p̂Nφi dS︸ ︷︷ ︸
bai

.

(3.52)
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Pro elastické těleso získáváme rovnice
Ns

h∑
j=1

βj

∫
Ωs

(
(λ+ 2µ)

(
∂ϕj

∂x1

∂ϕi

∂x1

)
+ µ

(
∂ϕj

∂x2

∂ϕi

x2

))
dx︸ ︷︷ ︸

ksij

+

+

2Ns
h∑

j=Ns
h+1

βj

∫
Ωs

(
λ

(
∂ϕj

∂x2

∂ϕi

∂x1

)
+ µ

(
∂ϕj

∂x1

∂ϕi

∂x2

))
dx︸ ︷︷ ︸

ksij

−

− ω2ρs
Ns

h∑
j=1

βj

∫
Ωs

ϕjϕi dx︸ ︷︷ ︸
ms

ij

+

Na
h∑

j=1

αj

∫
ΓW

φjϕin
s
1 dS︸ ︷︷ ︸

cWs
ij

=

=

∫
Ωs

F̂1ϕi dx+

∫
Γs
N

T̂1ϕi dS︸ ︷︷ ︸
bsi

(3.53)

a
2Ns

h∑
j=Ns

h+1

βj

∫
Ωs

(
(λ+ 2µ)

(
∂ϕj

∂x2

∂ϕi

∂x2

)
+ µ

(
∂ϕj

∂x1

∂ϕi

∂x1

))
dx︸ ︷︷ ︸

ks
(i+Nh)j

+

+

Ns
h∑

j=1

βj

∫
Ωs

(
λ

(
∂ϕj

∂x1

∂ϕi

∂x2

)
+ µ

(
∂ϕj

∂x2

∂ϕi

∂x1

))
dx︸ ︷︷ ︸

ks
(i+Nh)j

−

− ω2ρs
2Ns

h∑
j=Ns

h+1

βj

∫
Ωs

ϕjϕi dx︸ ︷︷ ︸
ms

(i+Nh)j

+

Na
h∑

j=1

αj

∫
ΓW

φjϕin
s
2 dS︸ ︷︷ ︸

cWs
(i+Nh)j

=

=

∫
Ωs

F2ϕi dx+

∫
Γs
N

T̂2ϕi dS︸ ︷︷ ︸
bsi+Nh

.

(3.54)

Výsledný systém lze zapsat v maticové podobě jako((
Ka 0
CWs Ks

)
− ω

(
j 1
a0
Ca 0

0 0

)
− ω2

( 1
a20
Ma ρ0CWa

0 ρsMs

))(
α
β

)
=

(
ba

bs

)
, (3.55)

kde matice CWa , respektive matice CWs , jsou matice sdružení dány prvky
(
cWa
ij

)Nh,2N
s
h

i=1,j=1
,

respektive prvky
(
cWs
ij

)2Ns
h,Nh

i=1,j=1
. Značení ostatních matic a vektorů již bylo zmíněno

výše. Při praktické realizaci opět volíme lineární bázové funkce a sestavení jednotli-
vých matic probíhá stejným způsobem. Rovnici (3.55) lze dále přepsat do tvaru(

K− ωC− ω2M
)
ζ = b, (3.56)
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kde K =

(
Ka 0
CWs Ks

)
je matice tuhosti, C =

(
j 1
a0
Ca 0

0 0

)
je matice tlumení,

M =

( 1
a20
Ma ρ0CWa

0 ρsMs

)
je matice hmotnosti, ζ =

(
α
β

)
je neznámý vektor

a b =

(
ba

bs

)
je vektor pravé strany vibroakustického problému.

Poznámka. Při praktické realizaci je možné definovat jeden směr normály na roz-
hraní, např. n = na, a následně při výpočtu prvků matice sdružení upravit zna-
ménko dle této definice, tj. využít rovnost ns = −na. Proto se konečné rovnice v [5]
nebo [14] liší o znaménko u matice sdružení oproti našim rovnicím (3.55).

3.9 Numerická realizace vibroakustického problému

Jak již bylo popsáno výše, při vibroakustickém problému nelze řešit rovnice akus-
tického pole a elastického tělesa odděleně. Oba podproblémy se navzájem ovlivňují
přes společnou část hranice ΓW . Na této hranici předepisujeme podmínky (2.59)
a (2.63), které realizujeme v metodě konečných prvků pomocí matic sdružení CWs

a CWa . Ty zajišťují vzájemné propojení jednotlivých podproblémů.

Při praktické realizaci vibroakustického problému máme k dispozici dvě výpočetní
sítě, jednu pro akustické pole a jednu pro elastické těleso. Tyto sítě jsou konformní,
tj. vrcholy na společném rozhraní jsou totožné. Dále je ke každému vrcholu jednotlivé
výpočetní sítě přiřazen index. Při realizaci sdruženého problému je obtížné zajistit,
aby bodům ze společné části hranice ΓW byl přiřazen správný index, protože mají
obecně odlišné indexy v triangulaci domén Ωa a Ωs. Kvůli tomu na začátku vý-
počtu identifikujeme v našem vytvořeném programu odpovídající si body z rozhraní
a uložíme si jejich indexy z obou triangulací.

Pak vypočítáme lokální příspěvky do matice sdružení CWa a zapíšeme je na i-tý
řádek, který přísluší i-tému vrcholu výpočetní sítě pro akustické pole, a do j-tého
sloupce, který přísluší j-tému vrcholu výpočetní sítě pro elastické těleso. Analogicky
postupujeme i při zapisování lokálních příspěvků do matice sdružení CWs . Tímto
postupem zajistíme propojení jednotlivých podproblémů.

Poznámka. Matice sdružení jsou submaticemi globálních matic vibroakustického
problému, tedy například prvek cWa

ij je zapsaný na pozici i(j +Na
h) globální matice

hmotnosti M.
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Kapitola 4

Numerické výsledky

V této kapitole představíme výsledky získané pomocí námi vytvořeného programu
v programovacím jazyku MATLAB, viz [16], včetně porovnání se softwarem
COMSOL Multiphysics, viz [4]. Funkčnost akustické části programu byla otesto-
vána v předchozí práci, viz [10]. Námi vytvořený program načte síť vytvořenou
v programu Gmsh, viz [7], a následně sestaví požadované matice, případně i vek-
tor pravé strany. Nakonec vytvořenou maticovou soustavu vyřeší. V této kapitole
ukážeme numerická řešení několika úloh.

4.1 Příklad 1 – deformace nosníku

Mějme oblast Ωs = (0, 1)× (−0,02, 0,02) reprezentující nosník spolu s Dirichletovou
okrajovou podmínkou na levé straně a Neumannovy okrajové podmínky na všech
zbývajících stranách, viz obr. 4.1.

Obrázek 4.1: Oblast Ωs s ukázkou triangulace τ sh. Hranice ∂Ωs je volena jako Γs
D

a Γs
N .

Definujme dále materiálové vlastnosti ocelového nosníku:

• Youngův modul pružnosti: E = 210× 109 N · m−2,

• Poissonovo číslo: ν = 0,3,

• hustota materiálu: ρs = 7850 kg · m−3.
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4.1.1 Statické zatížení

Řešme rovnice statického problému (2.7) pomocí metody konečných prvků na ob-
lasti Ωs s hranicí ∂Ωs popsané výše. V tomto případě na hranici ∂Ωs předepíšeme
Dirichletovu okrajovou podmínku a Neumannovy okrajové podmínky ve tvarech

uD = 0 m na Γs
D, (4.1)

T 1 = T 3 = 0 N · m−2 na Γs
N1

∪ Γs
N3
, (4.2)

T 2 = (0,−1500000) N · m−2 na Γs
N2
. (4.3)

Dále budeme uvažovat působení gravitačního pole

g = (0,−9,81) m · s−2. (4.4)

Jelikož se jedná o statický problém, program sestaví pouze matici tuhosti Ks a vektor
pravé strany bs následující soustavy rovnic

Ksβ = bs. (4.5)

Řešením této maticové rovnice (4.5) jsou posuny jednotlivých vrcholů triangulace τ sh
ve směru osy x a osy y, které získáme pomocí programovacího jazyka MATLAB za-
dáním příkazu β = Ks\bs, který pomocí LU rozkladu matice tuhosti K získá řešení,
viz [16]. Výsledná deformace nosníku vlivem působení plošných sil a gravitačního
pole spolu s posuvy ve směru osy y je zobrazena na obr. 4.2.

Obrázek 4.2: Deformace nosníku vlivem působení plošných sil a gravitačního pole
se zobrazením posuvů ve směru osy y.

Pro ověření dosažených výsledků pomocí našeho vyvinutého programu provedeme
výpočet se stejnými parametry pomocí softwaru COMSOL Multiphysics. Na obr. 4.3
je zobrazena deformace nosníku a pomocí barevné škály zobrazen průhyb nosníku
ve směru osy y.
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Obrázek 4.3: Deformace nosníku vlivem působení plošných sil a gravitačního pole
se zobrazením posuvů ve směru osy y dle softwaru COMSOL Multiphysics.

V tabulce 4.1 jsou uvedeny maximální průhyby uymax ve směru osy y vypočtené
pomocí našeho programu a softwaru COMSOL Multiphysics. Je vidět, že získané
maximální průhyby ve směru osy y si jsou velmi blízké a rozdíl maximálního prů-
hybu uymax vypočítaného pomocí námi vyvinutého programu a pomocí softwaru
COMSOL Multiphysics je 0,2 %.

dle našeho programu dle softwaru COMSOL Multiphysics
uymax [m] -0,016225 -0,016194

Tabulka 4.1: Maximální průhyb ve směru osy y vypočítaný pomocí našeho programu
a pomocí softwaru COMSOL Multiphysics.

Dále z pohledu inženýrské praxe jsou zajímavá napětí. V tomto případě nás bude
zajímat napětí τxx, které za pomoci vzorce (2.23) lze spočítat jako

τxx = λ

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
+ 2µ

(
∂ux
∂x

)
. (4.6)

Kdybychom k vyčíslení napětí τxx použili získané numerické řešení a dosadili ho do
vztahu (4.6), dostali bychom nespojitý průběh napětí. Proto budeme postupovat
analogicky jako v předchozích případech, tedy rovnici (4.6) převedeme do slabé
formulace. Přitom budeme hledat neznámou veličinu τxx ve tvaru

τxx =

Ns
h∑

j=1

γjϕj, (4.7)

kde γj jsou zatím neznámé koeficienty, které plně určují průběh normálového napě-
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tí τxx, a ϕj jsou lineární bázové funkce. Dále uvažováním vztahu (3.43) získáme
Ns

h∑
j=1

γj

∫
Ωs

ϕjϕi dx︸ ︷︷ ︸
mij

=

∫
Ωs

(λ+ 2µ)

Ns
h∑

j=1

βj
∂ϕj

∂x
+ λ

2Ns
h∑

j=Ns
h+1

βj
∂ϕj

∂y

ϕi dx︸ ︷︷ ︸
bτxxi

. (4.8)

Soustavu rovnic (4.8) lze přepsat do maticové podoby jako

Mγ = bτxx , (4.9)

kde γ = (γj)
Ns

h
j=1 je neznámý vektor koeficientů, M je matice hmotnosti dána prvky

(mij)
Ns

h
i,j=1 a bτxx je vektor pravé strany s prvky (bτxxi )

Ns
h

i=1 spočítaných na základě
známého pole posuvů β. Vyřešením maticové rovnice pomocí programovacího jazyka
MATLAB získáme spojitý průběh normálového napětí τxx v jednotlivých vrcholech,
které je zobrazeno na obr. 4.4.

Obrázek 4.4: Deformace nosníku vlivem působení plošných sil a gravitačního pole
se zobrazením normálového napětí τxx v jednotkách N · m−2.

Na obr. 4.5 je pak zobrazeno normálové napětí τxx získané pomocí softwaru COMSOL
Multiphysics a v tabulce 4.2 je srovnán interval hodnot normálových napětí τxx zís-
kaných oběma přístupy. Opět je vidět, že se hodnoty téměř shodují, největší rozdíl
normálových napětí τxx dosahuje 2 % v místě vetknutí nosníku.

Obrázek 4.5: Deformace nosníku vlivem působení plošných sil a gravitačního
pole se zobrazením normálového napětí τxx v jednotkách N · m−2 dle softwaru
COMSOL Multiphysics.
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dle našeho programu dle softwaru COMSOL Multiphysics
τxxmax [N · m−2] 2,3297 · 108 2,3280 · 108
τxxmin

[N · m−2] −2,3286 · 108 −2,3743 · 108

Tabulka 4.2: Extrémní hodnoty normálových napětí τxx vypočítaných pomocí našeho
programu a pomocí softwaru COMSOL Multiphysics.

4.1.2 Charakteristické frekvence

Řešme rovnice popisující elastické těleso ve frekvenční doméně (2.34) na oblasti Ωs

s hranicí ∂Ωs, která byla popsána výše. Nyní předepíšeme nulovou Dirichletovu
a Neumannovu okrajovou podmínku ve tvaru

uD = 0 m na Γs
D, (4.10)

T = 0 N · m−2 na Γs
N = Γs

N1
∪ Γs

N2
∪ Γs

N3
(4.11)

a budeme uvažovat F̂i = 0. Tímto se nám rovnice (3.47) zjednoduší na tvar(
Ks − (ωs)2 ρsMs

)
β = 0. (4.12)

Tato rovnice je základní rovnicí modální analýzy a představuje tzv. zobecněný pro-
blém vlastních čísel, viz [11]. Rovnice (4.12) má netriviální řešení právě tehdy, je-li
matice

(
Ks − (ωs)2 ρsMs

)
singulární, tedy když

det
(
Ks − (ωs)2 ρsMs

)
= 0. (4.13)

Kořeny rovnice (4.13) nazýváme zobecněná vlastní čísla λs = (ωs)2 ρs. Jelikož matice
tuhosti Ks a matice hmotnosti Ms jsou matice symetrické a pozitivně definitní, tak
lze dokázat, viz [9], že zobecněná vlastní čísla λs jsou reálná kladná čísla. Dále lze
psát

ωs =

√
λs

ρs
, (4.14)

kde ωs ∈ R+ představují vlastní kruhové frekvence soustavy. Každému zobecněnému
vlastnímu číslu λs přísluší zobecněný vlastní vektor β, který reprezentuje vlastní tvar
kmitání elastického tělesa na příslušné kruhové frekvenci. Pomocí programovacího
jazyka MATLAB příkazem eigs (Ks,Ms) získáme nejmenší vlastní čísla λs a k nim
příslušící vlastní vektory. Následně dle vztahu (4.14) spočítáme vlastní kruhovou
frekvenci ωs, kterou lze pomocí vztahu f s = ωs

2π
přepočítat na frekvenci f s.

V tabulce 4.3 jsou uvedeny nejnižší vlastní frekvence uvažovaného nosníku získané
pomocí našeho programu a pomocí softwaru COMSOL Multiphysics. Z této tabulky
je vidět, že získané frekvence jsou téměř totožné. Největší rozdíl těchto hodnot je
0,1 %. Vybrané vlastní tvary kmitání nosníku jsou zobrazeny na obr. 4.6.
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f s
k [Hz] dle našeho programu dle softwaru COMSOL Multiphysics
f s
1 35,4 35,4
f s
2 220,0 220,2
f s
3 608,6 609,0
f s
4 1172,3 1172,7
f s
5 1356,9 1357,0
f s
6 1896,8 1897,9

Tabulka 4.3: Prvních 6 nejnižších vlastních frekvencí f s spočítaných pomocí našeho
programu a softwaru COMSOL Multiphysics.

fs
1 = 35, 4 Hz

fs
2 = 220, 0 Hz

fs
3 = 608, 6 Hz

Obrázek 4.6: První tři vlastní tvary kmitání nosníku získané naším programem.
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4.2 Příklad 2 – akustický problém

V tomto příkladě se zaměříme na akustický problém ve frekvenční doméně, který je
motivovaný vibroakustickým problémem. Vyšetření chování čistě akustického pro-
blému nám pak pomůže s další analýzou sdruženého problému.

Řešme Helmholtzovu rovnici (1.33) na oblasti Ωa = (0, 0,162)×(−0,010585, 0,010585)
∪⟨0,162, 0,426) × (−0,003385, 0,003385) spolu s Dirichletovou okrajovou podmín-
kou na pravé hraně, která modeluje otevřený konec kavity, a Neumannovou okrajo-
vou podmínkou na všech zbylých hranách reprezentujících pevné stěny kavity, viz
obr. 4.7. Oblast Ωa je shodná s akustickou doménou jednoduchého vibroakustického
problému uvažovaného v článku [18].

Obrázek 4.7: Oblast Ωa s ukázkou triangulace τah . Hranice ∂Ωa je volena jako Γa
D (čer-

vená) a Γa
N .

Tyto okrajové podmínky předepíšeme ve tvarech

p̂D = 0 Pa na Γa
D, (4.15)

p̂N = 0 Pa · m−1 na Γa
N . (4.16)

Budeme pracovat s následujícími parametry vzduchu:

• rychlost zvuku: a0 = 353 m · s−1,

• hustota vzduchu: ρ0 = 1, 2 kg · m−3.

Dále budeme uvažovat F̂ = 0. Jako v předchozím případě dojde na zjednodušení
rovnice (3.9) na tvar (

Ka −
(
ωa

a0

)2

Ma

)
α = 0, (4.17)

která opět představuje tzv. zobecněný problém vlastních čísel. Nejmenší vlastní čísla
λa a k nim příslušící vlastní vektory α a následně frekvence fa získáme analogicky
jako při výpočtu v předchozím příkladě.

Získaná řešení pomocí námi vyvinutého programu pro zajímavost srovnáme se soft-
warem COMSOL Multiphysics, viz tabulka 4.4, kde jsou uvedeny nejnižší vlastní
frekvence fa. Tyto hodnoty se téměř shodují. Maximální rozdíl těchto hodnot je
zanedbatelných 0,02 %. Vybrané akustické vlastní tvary kmitání jsou zobrazeny na
obr. 4.8.
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fa
k [Hz] pomocí našeho programu pomocí softwaru COMSOL Multiphysics
fa
1 138,0 138,0
fa
2 644,9 645,0
fa
3 1059,3 1059,3
fa
4 1387,3 1387,5
fa
5 1924,2 1924,5
fa
6 2236,2 2236,3

Tabulka 4.4: Prvních 6 nejnižších vlastních frekvencí fa spočítaných pomocí našeho
programu a softwaru COMSOL Multiphysics.
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Obrázek 4.8: První čtyři vlastní tvary kmitání akustického tlaku získané naším pro-
gramem.

4.3 Příklad 3 – modelový vibroakustický problém

Nyní přejdeme k řešení modelového vibroakustického problému, který představuje
rozšíření 1D vibroakustického modelu publikovaného v článku [18]. Uvažujme stejné
parametry vzduchu a stejnou oblast Ωa jako výše, na které budeme opět řešit
Helmholtzovu rovnici. Nyní ale na levé hraně akustické kavity místo plně odrazivé
zdi budeme uvažovat poddajnou stěnu s označením ΓW , kterou budeme modelovat
za pomoci mechanického oscilátoru s jedním stupněm volnosti, viz [18], o určité
hmotnosti m, která je spojena s pružinou o dané tuhosti k, viz obr. 4.9.
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Obrázek 4.9: Oblast Ωa s ukázkou triangulace τah . Hranice ∂Ωa je volena jako Γa
D (čer-

vená), Γa
N a ΓW (silně modrá).

Popis modelu

Tento modelový vibroakustický problém je tedy tvořen akustickým polem, které je
popsáno rovnicemi (2.55) až (2.59), a mechanickým oscilátorem s jedním stupněm
volnosti. Tento mechanický oscilátor je charakterizován pohybovou rovnicí

mẅ + kw = g, (4.18)

kde w je výchylka1 a g je budicí síla, s vlastní kruhovou frekvencí

ω0 =

√
k

m
, (4.19)

viz [18]. Jelikož se zajímáme o řešení ve frekvenční doméně, lze využít předpokladu
časově harmonického pole a řešení psát ve tvaru

w(t) = ŵ(ω)e−jωt, (4.20)

kde ŵ(ω) je obecně komplexní funkce závisející na zvolené kruhové frekvenci ω cha-
rakterizující tento zjednodušený vibroakustický problém. Dosazením vztahu (4.20)
do rovnice (4.18) a následnou úpravou získáme

ŵk − ω2ŵm = ĝ. (4.21)

Podmínky na rozhraní a matice soustavy

Tlakové fluktuace p′ uvažované ve tvaru (1.32) na rozhraní ΓW způsobují buzení
mechanického oscilátoru, lze tedy psát

ĝ = −
∫
ΓW

p̂ dS. (4.22)

Sdružení výchylek mechanického oscilátoru s akustikou popisuje rovnice (2.59).

Rovnici (4.21) budeme řešit dohromady s rovnicí popisující akustické pole. Po převe-
dení rovnic do slabé formulace, použití okrajových podmínek a následné diskretizaci
lze výsledný systém zapsat analogicky maticové podobě (3.55) jako((

Ka 0
CWs k

)
− ω2

( 1
a20
Ma ρ0CWa

0 m

))(
α
ŵ

)
=

(
0
0

)
. (4.23)

1Výchylku uvažujeme v kladném směru osy x.
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Numerické výsledky

Pro tento příklad budeme uvažovat mechanický oscilátor se stálou vlastní kruhovou
frekvencí ω0 = 2π·15 rad·s−1 jako ve [18]. Dále budeme uvažovat rozsah hmotnostím
od 0,01 g do 1000 g. Z tohoto rozsahu vybereme konečný počet hmotností m, které
postupně budeme dosazovat spolu s tuhostí k = ω2

0m do rovnice (4.23).

I v tomto případě pro výpočet rezonančních frekvencí tohoto systému využijeme opět
modální analýzy, tj. budeme řešit zobecněný problém vlastních čísel rovnice (4.23).
Na obr. 4.10 je zobrazen vývoj třech nejnižších vlastních frekvencí tohoto mode-
lového sdruženého problému v závislosti na volbě hmotnosti m. Z tohoto obrázku
je vidět, že první vlastní frekvence našeho systému je dominantně dána chováním
mechanického oscilátoru a její hodnota se při zvyšování hmotnosti m blíží vlastní
frekvenci mechanického oscilátoru, respektive při snižování hmotnosti m postupně
klesá k nule. Druhá a třetí vlastní frekvence již odpovídá prvním dvěma vlastním
frekvencím akustického pole a se zvyšující se hmotností m mechanického oscilátoru
se tyto vlastní frekvence přibližují prvním dvěma vlastním frekvencím předchozího
problému uvedených v tabulce 4.4.

Dále na obr. 4.11 jsou zobrazeny první dva vlastní tvary kmitání akustického tlaku
pro různé hmotnosti m. Z tohoto obrázku je vidět, že při uvažování malé hmot-
nosti m mechanického oscilátoru se rozhraní chová jako akusticky otevřený konec
vlnovodu, tj. jako při předepsání nulové Dirichletovy okrajové podmínky (4.15).
Se zvyšující se hmotností m se první dva vlastní tvary kmitání sdruženého problému
s dominantní akustickou složkou tvarem přibližují prvnímu a druhému vlastnímu
tvaru kmitání čistě akustického problému zobrazeného na obr. 4.8. Tedy při uvažo-
vání vyšší hmotnosti m se rozhraní chová jako akusticky uzavřený konec vlnovodu,
tj. jako při předepsání nulové Neumannovy okrajové podmínky (4.16). Tímto jsme
dosáhli výsledků charakterem velmi dobře odpovídajících výsledkům v článku [18],
i když průběhy a finální hodnoty získaných frekvencí jsou mírně posunuté. To lze
připsat rozdílnosti 1D a 2D modelu akustické kavity.

Obrázek 4.10: Vývoj třech nejnižších vlastních frekvencí modelového sdruženého
problému v závislosti na volbě hmotnosti m.
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Obrázek 4.11: Vývoj prvního a druhého vlastního tvaru kmitání sdruženého pro-
blému s dominantní akustickou složkou. Výsledky jsou zobrazeny pro tři různé volby
hmotnosti m mechanického oscilátoru.

4.4 Příklad 4 – vibroakustika lidského vokálního
traktu

Po otestování námi vytvořeného programu přistoupíme k numerickému řešení vzá-
jemné interakce akustického pole a elastického tělesa ve frekvenční doméně. Tento
příklad je motivován zjednodušeným matematicko-fyzikálním modelem reálného lid-
ského vokálního traktu prodlouženého úzkou trubičkou vloženou do úst užívanou pro
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regeneraci hlasového ústrojí, viz [18]. Vokální trakt včetně trubičky je nyní repre-
zentován oblastí Ωa a oblast Ωs představuje lidské hlasivky, viz obr. 4.12. Geometrie
vokálního traktu byla vytvořena jako 2D analogie rozměrů získaných magnetickou
rezonancí při vyslovování samohlásky [u:], viz [19].

Budeme tedy řešit společně Helmholtzovu rovnici (2.55) na oblasti Ωa a rovnice po-
pisující elastické těleso ve frekvenční doméně (2.60) na oblasti Ωs. Tyto dvě oblasti
Ωa a Ωs mají společnou část hranice ΓW , na které předepisujeme podmínky (2.59)
a (2.63). Na dalších částech hranic ∂Ωa a ∂Ωs budeme předepisovat následující Di-
richletovy a Neumannovy okrajové podmínky (viz obr. 4.12):

p̂D = 0 Pa na Γa
D, (4.24)

p̂N = 0 Pa · m−1 na Γa
N , (4.25)

uD = 0 m na Γs
D. (4.26)

Obrázek 4.12: Oblast Ωa (zelená) modelující vokální trakt a Ωs (červená) reprezen-
tující lidské hlasivky. Hranice ∂Ωa je volena jako Γa

D (červená), Γa
N (modrá) a ΓW .

Hranice ∂Ωs je volena jako Γs
D (oranžová) a ΓW . Jejich společné rozhraní tvoří hra-

nice ΓW (neznačená).

Parametry vzduchu volíme stejné jako v předchozích úlohách, tedy:

• rychlost zvuku: a0 = 353 m · s−1,

• hustota vzduchu: ρ0 = 1, 2 kg · m−3.

Materiálové vlastnosti lidských hlasivek a jejich tvar zvolíme v souladu s [22] jako:

• Youngův modul pružnosti: E = 8000 N · m−2,

• Poissonovo číslo: ν = 0,4,

• hustota materiálu: ρs = 1000 kg · m−3.

Nejdříve vyšetříme chování čistě akustického problému a čistě elastického problému.
Tedy pro tyto případy na jinak společném rozhraní ΓW předepíšeme nulové
Neumannovy okrajové podmínky. Numerický výpočet vlastních čísel a k nim pří-
slušících vlastních vektorů a následný výpočet vlastních frekvencí je analogický jako
v příkladu 1, respektive v příkladu 2. V tabulce 4.5 jsou uvedeny nejnižší vlastní
frekvence čistě akustického problému a v tabulce 4.6 nejnižší vlastní frekvence čistě
elastického problému. Povšimněme si, že v tabulce 4.6 je vždy dvojice stejných nebo
velmi podobných vlastních frekvencí. Je to z důvodu symetrie úlohy, kdy uvažujeme
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dvě hlasivky stejných rozměrů. Malá odchylka vlastních frekvencí mezi uvažovanými
dvojicemi je způsobena mírně odlišnou triangulací. Získané akustické vlastní frek-
vence jsou podobné výsledkům z článku [21], kde byla jinak volena rychlost zvuku.
Obdobně vlastní frekvence hlasivek spočítané pomocí našeho programu se téměř
shodují s výsledky z článku [22].

Vybrané vlastní tvary akustického kmitání vokálního traktu jsou zobrazeny na
obr. 4.13. Vybrané vlastní tvary kmitání hlasivek jsou zobrazeny na obr. 4.14. Zde
je nejdříve vlevo nahoře zobrazen první vlastní tvar kmitání příslušící frekvenci f s

1 ,
kde kmitá pouze jedna ze dvojice hlasivek. Dále jsou zobrazeny vlastní tvary kmi-
tání příslušící dvojici stejných nebo velmi podobných vlastních frekvencí v jednom
obrázku. Vlastní tvary jsou velice podobné výsledkům z článku [22].

Frekvence [Hz] – čistě akustický problém
fa
1 144,1
fa
2 574,7
fa
3 911,6
fa
4 1374,5
fa
5 1750,5
fa
6 1978,7

Tabulka 4.5: Prvních 6 nejnižších vlastních frekvencí čistě akustického problému
spočítaných pomocí našeho programu.

Frekvence [Hz] – čistě elastický problém
f s
1 77,9 f s

11 349,7 f s
21 521,4

f s
2 77,9 f s

12 349,7 f s
22 521,7

f s
3 159,4 f s

13 402,5 f s
23 557,1

f s
4 159,4 f s

14 402,8 f s
24 557,6

f s
5 184,9 f s

15 427,0 f s
25 567,1

f s
6 184,9 f s

16 427,3 f s
26 567,3

f s
7 284,6 f s

17 450,6 f s
27 615,8

f s
8 284,7 f s

18 450,6 f s
28 617,2

f s
9 326,9 f s

19 480,1 f s
29 648,7

f s
10 327,1 f s

20 480,7 f s
30 649,3

Tabulka 4.6: Prvních 30 nejnižších vlastních frekvencí čistě elastického problému
spočítaných pomocí našeho programu.
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fa
1 = 144, 1 Hz

fa
2 = 574, 7 Hz

fa
3 = 911, 6 Hz

fa
4 = 1374, 5 Hz

Obrázek 4.13: První čtyři vlastní tvary kmitání akustického tlaku získané naším
programem.
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fs
2 = 77, 9 Hz f s

3 = 159, 4 Hz

fs
1 = 77, 9 Hz fs

1 = 77, 9 Hz fs
4 = 159, 4 Hz

fs
5 = 184, 9 Hz fs

8 = 284, 7 Hz f s
10 = 327, 0 Hz

fs
6 = 184, 9 Hz fs

7 = 284, 6 Hz f s
9 = 326, 9 Hz

Obrázek 4.14: Vybrané vlastní tvary kmitání hlasivek. První obrázek zobrazuje první
mód kmitání, další obrázky jsou pak kombinace dvou módů s podobnou frekvencí.

Řešení sdruženého problému pomocí modální analýzy

Nyní přejdeme k řešení sdruženého problému reprezentovaného oblastmi Ωa a Ωs.
Pro výpočet rezonančních frekvencí tohoto sdruženého problému využijeme nejprve
modální analýzy, tedy budeme řešit opět zobecněný problém vlastních čísel (3.56).
V tabulce 4.7 jsou uvedeny nejnižší vlastní frekvence tohoto sdruženého problému.
Z této tabulky je vidět, že drtivá většina vlastních frekvencí sdruženého problému
odpovídá vlastním frekvencím čistě elastického problému, tedy na těchto vlast-
ních frekvencích mají vlastní tvary dominantní složku kmitání v oblasti elastic-
kého tělesa. Vlastní tvary kmitání sdruženého problému příslušné frekvencím f3
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a f28 mají dominantní akustické části a jsou zobrazeny na obr. 4.15. Z tohoto ob-
rázku je vidět, že tyto vlastní tvary kmitání víceméně odpovídají prvním dvěma
vlastním tvarům čistě akustického problému a z důvodu interakce s hlasivkami
došlo k malému posunu těchto vlastních frekvencí.

Frekvence [Hz] – sdružený problém
f1 77,6 f11 327,0 f21 480,4
f2 77,8 f12 349,6 f22 515,5
f3 130,1 f13 350,2 f23 521,4
f4 159,4 f14 402,4 f24 555,4
f5 161,9 f15 402,6 f25 557,2
f6 184,8 f16 421,8 f26 564,2
f7 186,6 f17 426,8 f27 567,1
f8 284,5 f18 450,3 f28 581,0
f9 284,9 f19 450,5 f29 616,1
f10 326,9 f20 479,8 f30 618,5

Tabulka 4.7: Prvních 30 nejnižších vlastních frekvencí sdruženého problému získa-
ných modální analýzou.

f3 = 130, 1 Hz

f28 = 581, 0 Hz

Obrázek 4.15: První dva vlastní tvary sdruženého problému s dominantním kmitá-
ním akustického tlaku získané pomocí modální analýzy.

Řešení sdruženého problému pomocí numerického výpočtu
frekvenční přenosové funkce

Jako další metodu pro nalezení vlastních frekvencí uvažovaného sdruženého systému
lze využít numerického výpočtu frekvenční přenosové funkce F (ω). Pomocí ní lze
najít odezvu systému ζ na vstupní buzení b pro námi zvolený rozsah kruhových
frekvencí ⟨ωa, ωb⟩, viz předchozí práce [10] anebo [14].
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V tomto případě budeme hledat řešení rovnice (3.56) v rozsahu kruhových frekvencí
ωa = 2π ·50 rad · s−1 až ωb = 2π ·630 rad · s−1 s krokem dω = 0,5 s předepsaným jed-
notkovým bodovým zdrojem v akustické doméně v ϵ-okolí bodu o souřadnicích [0, 0]
a v elastickém tělesu v ϵ-okolí bodů o souřadnicích [0,006,−0,001] a [0,006, 0,001].
Výsledná frekvenční přenosová funkce, která je vypočítána jako

F (ω) =

√
ζHMζ

||b||
, (4.27)

je zobrazena na obr. 4.16.

Obrázek 4.16: Odezva sdruženého problému v závislosti na volbě kruhové frekvence,
která byla následně přepočítána na frekvenci. Dále jsou zobrazeny vlastní frekvence
sdruženého (červená), čistě akustického (fialová) a čistě elastického problému (žlutá)
spočítané modální analýzou.

Z obr. 4.16 je vidět, že rezonanční frekvence sdruženého problému vypočítané po-
mocí frekvenční přenosové funkce a pomocí modální analýzy (červeně) si odpovídají.
Dále na tomto obrázku jsou zaznačeny vlastní frekvence čistě akustického problému
(fialově) a elastického problému (žlutě). Tedy i s přístupem frekvenční přenosové
funkce je patrné, že první frekvence sdruženého problému s dominantní akustic-
kou složkou je nižší než první frekvence čistě akustického problému. Oproti tomu
druhá frekvence sdruženého problému s dominantní akustickou složkou je v porov-
nání s druhou frekvencí čistě akustického problému vyšší opět v souladu s výsledky
modální analýzy.
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Řešení sdruženého problému pomocí přístupu přes projekci do
modální báze

Poslední přístup, kterého využijeme v této práci, je přístup přes projekci do mo-
dální báze. Tedy místo plně diskretizovaného popisu obou složek vibroakustického
problému, viz postup výše, budeme předpokládat, že náš lineární systém je dosta-
tečně dobře popsán několika nejnižšími vlastními tvary kmitání akustického tlaku
a elastického tělesa. Tímto přístupem pak můžeme výrazně zredukovat počet stupňů
volnosti sdruženého systému, tj. získáme menší rozměry matic. Následně nejsou po-
třeba specializované řešiče pro řídké matice a řešení lze spočítat rychleji, viz [12].

Převod do modální báze budeme realizovat následovně:

1. Zvolíme prvních Na vlastních vektorů α čistě akustického problému a prvních
N s vlastních vektorů β čistě elastického problému. Tyto vektory normalizu-
jeme, tedy

α̂i =
αi√
αT

i αi

pro i = 1, · · · , Na, (4.28)

β̂j =
βj√
βT

j βj

pro j = 1, · · · , N s, (4.29)

a uspořádáme do modální matice V , tedy

V =

(
α̂1 · · · α̂Na 0

0 β̂1 · · · β̂Ns

)
. (4.30)

2. Matice tuhosti a hmotnosti sdruženého systému vynásobíme zleva a zprava
modální maticí (4.30), tedy

K̃ = V TKV a M̃ = V TMV . (4.31)

Takto jsme získali matici tuhosti K̃ a matici hmotnosti M̃ o podstatně menších
rozměrech.

Dále postupujeme analogicky jako v předchozích případech, tedy hledaná zobecněná
vlastní čísla a k nim příslušné vlastní vektory od matic K̃ a M̃ získáme opět pomocí
programovacího jazyka MATLAB, ale nyní příkazem eig

(
K̃, M̃

)
. Tímto způsobem

dostaneme Na +N s vlastních čísel a k nim příslušné vlastní vektory. Pro zobrazení
výsledných vlastních tvarů kmitání výchozího systému je třeba se vrátit na původní
rozměr. Toto provedeme vynásobením získaných zobecněných vlastních vektorů pří-
slušících maticím K̃ a M̃ zleva modální maticí (4.30).

Nejnižší vlastní frekvence uvažovaného systému získané pomocí projekce do modální
báze pro volbuNa = 20 aN s = 100 jsou uvedeny v tabulce 4.8. Z této tabulky je opět
vidět, že drtivá většina vlastních frekvencí sdruženého problému odpovídá vlastním
frekvencím čistě elastického problému. Získané vlastní frekvence pomocí přístupu
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přes projekci do modální báze jsou srovnatelné s řešením získaným pomocí modální
analýzy. Největší rozdíl (cca 0,9 %) je u frekvencí f3 a f28, jejichž vlastní tvary
kmitání sdruženého problému mají opět dominantní akustickou část, viz obr. 4.17.
I z tohoto obrázku je vidět, že tyto vlastní tvary kmitání poměrně dobře odpovídají
prvním dvěma vlastním tvarům čistě akustického problému.

Frekvence [Hz] – sdružený problém
f1 77,6 f11 327,1 f21 480,5
f2 77,9 f12 349,7 f22 516,0
f3 131,2 f13 350,4 f23 521,6
f4 159,4 f14 402,5 f24 555,8
f5 162,1 f15 402,7 f25 557,4
f6 184,9 f16 422,2 f26 564,6
f7 186,7 f17 427,2 f27 567,2
f8 284,6 f18 450,5 f28 583,3
f9 285,0 f19 450,6 f29 616,3
f10 326,9 f20 479,9 f30 618,7

Tabulka 4.8: Prvních 30 nejnižších vlastních frekvencí sdruženého problému spočí-
taných pomocí přístupu přes projekci do modální báze.

f3 = 131, 2 Hz

f28 = 583, 3 Hz

Obrázek 4.17: První dva vlastní tvary sdruženého problému s dominantním kmitá-
ním akustického tlaku získané pomocí přístupu přes projekci do modální báze.
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Závěr

V této práci jsme se zabývali úlohami akustiky, elastického tělesa a následně i je-
jich vzájemnou interakcí. Ze základních rovnic dynamiky tekutin, u kterých jsme
uvažovali zdrojové členy, jsme odvodili vlnovou rovnici popisující šíření akustických
vln, doplnili ji o vhodné počáteční a okrajové podmínky a uvedli jsme popis ve frek-
venční doméně. Dále jsme se zabývali matematickou teorií elastických těles. Získali
jsme rovnice statické rovnováhy, ze kterých jsme za pomocí d’Alembertova prin-
cipu přešli na pohybové rovnice elastického tělesa. Tyto rovnice jsme opět doplnili
o vhodné počáteční a okrajové podmínky a uvedli jsme jejich popis ve frekvenční
doméně. Následně jsme odvodili podmínky na společném rozhraní, které sdružují
oba problémy dohromady.

Pro potřeby metody konečných prvků jsme získané rovnice převedli do slabé formu-
lace a diskretizovali. Popsali jsme základní principy metody konečných prvků a se-
stavení jednotlivých matic, včetně matic sdružení zajišťujících vzájemné propojení
jednotlivých podproblémů, a výpočet vektorů pravých stran. Tyto postupy založené
na metodě konečných prvků jsme realizovali v programovacím jazyku MATLAB.
Námi vytvořený program načte jednotlivé sítě vytvořené v programu Gmsh, sestaví
příslušné matice, včetně matic sdružení při řešení sdruženého problému, a též vek-
tory pravých stran. Dále umožňuje aplikovat všechny okrajové podmínky zmíněné
v této práci.

Námi vytvořený program jsme použili k nalezení numerického řešení čtyř příkladů.
Výsledky prvních dvou příkladů věnujících se deformaci nosníku a určení akustických
rezonančních frekvencí jsme porovnali s výsledky získaných komerčním softwarem
COMSOL Multiphysics, ve všech případech jsme dosáhli dobré shody, včetně výpo-
čtu napětí v nosníku. Dále jsme řešili dva vibroakustické problémy. Charakter zís-
kaných výsledků (tj. závislost rezonančních frekvencí na hmotnosti oscilátoru) prv-
ního modelového problému se dobře shoduje s výsledky publikovaných v článku [18].
Nakonec jsme pomocí našeho vytvořeného programu řešili zjednodušený matematic-
ko-fyzikální model lidského hlasového ústrojí, které bylo složeno z hlasivek a vokál-
ního traktu prodlouženého brčkem. Pomocí tří různých přístupů – modální analýzy,
frekvenční přenosové funkce a projekce do modální báze, jsme získali vzájemně si
odpovídající výsledky. Pro zvolené parametry má uvažované vibroakustické sdružení
zanedbatelný vliv na akustické vlastnosti celého systému v porovnání s čistě akus-
tickým problémem. Potenciálně silnějšího sdružení, a tedy i výraznějšího posunu
akustických rezonančních frekvencí, je pravděpodobně možné dosáhnout snížením
hmotnosti kmitající elastické části, viz výsledky modelového vibroakustického pro-
blému.
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Příloha

Soubor ve formátu .zip obsahující triangulace oblastí ve formátech .msh.
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