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PRAZE

Fakulta strojńı
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BAKALÁŘSKÁ PRÁCE
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Title:
Determination of resonant frequency of acoustic cavity by finite element
method

Author: Josef Dobřemysl
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1.1 Odvozeńı vlnové rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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2.3.7 Výpočet matice tuhosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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2.3.9 Dirichletova okrajová podmı́nka . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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3.3 Sommerfeldova radiačńı podmı́nka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Úvod

V této práci se budeme zabývat numerickým řešeńım vlnové rovnice a určeńım
rezonančńıch frekvenćı akustické kavity pomoćı metody konečných prvk̊u. Vlnová
rovnice je základńı parciálńı diferenciálńı rovnice druhého řádu hyperbolického typu,
která popisuje š́ı̌reńı zvuku. Kromě akustiky je d̊uležitá také v optice, elektromag-
netismu či mechanice. Jej́ı studium nacháźı uplatněńı v architektuře, letectv́ı či v
medićıně. Simulace které pracuj́ı s vlnovuo rovnićı se použ́ıvaj́ı např́ıklad pro sńıžev́ı
vibraćı a hlučnosti stroj̊u, při řešeńı statiky budov nebo v seismologii.

Při řešeńı této rovnice budeme využ́ıvat metodu konečných prvk̊u, která spoč́ıvá
v diskretizaci spojitého kontinua do konečného počtu prvk̊u. Metoda je výhodná pro
své univerzálńı využit́ı v mnoha inženýrských oborech. Lze pomoćı ńı možno řešit
problémy i na složitých geometríıch, což je výhodou oproti algoritmicky jednodušš́ı
metodě konečných diferenćı.

V této práci využijeme pro źıskáńı rezonančńıch frekvenćı dané oblasti dva r̊uzné
př́ıstupy – modálńı analýzu a Fourierovu diskrétńı transformaci časového signálu.
Modálńı analýza je podstatně méně náročná na výpočetńı čas, ale můžeme ji použ́ıt
pouze pro oblasti na jejichž hranici uvažujeme Neumannovu nebo Dirichletovu okra-
jovou podmı́nku. Zat́ımco př́ıstup využ́ıvaj́ıćı Fourierovu diskrétńı transformaci nám
umožňuje uvažovat i jiné okrajové podmı́nky.

V prvńı kapitole je odvozena vlnová rovnice popisuj́ıćı š́ı̌reńı akustických vln
z Navierových-Stokesových rovnic a je následně doplněna o okrajové a počátečńı
podmı́nky. Ve druhé kapitole jsou popsány základńı principy metody konečných
prvk̊u, na modelové úloze. Ve třet́ı kapitole je popsáno řešeńı vlnové rovnice po-
moćı metody konečných prvk̊u a je zde odvozeno Newmarkovo schéma pro časovou
diskretizaci. Ve čtvrté kapitole je nejdř́ıve námi vyvinutý program otestovaný na
několika jednoduchých úlohách. Následně pomoćı něj urč́ıme rezonančńı frekvence
zjednodušeného modelu krytu ventilátoru. Nakonec v závěru jsou zhodnoceny dosažené
výsledky.
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Kapitola 1

Matematický model

V této kapitole odvod́ıme vlnovou rovnici ze základńıch bilančńıch rovnic pro
prouděńı stlačitelných tekutin. Následně ji doplńıme vhodnými okrajovými a počátečńımi
podmı́nkami, č́ımž źıskáme základńı matematický model akustického problému.

1.1 Odvozeńı vlnové rovnice

Při odvozeńı vlnové rovnice budeme vycházet z Navierových-Stokesových rov-
nic pro prouděńı stlačitelné tekutiny. Ty se skládaj́ı z rovnic popisuj́ıćıch zákon
zachováńı hmoty a zákon zachováńı hybnosti, př́ıpadně i zákon zachováńı energie.
Zákon zachováńı hmoty lze formulovat, viz [4]

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0, (1.1)

kde ρ(x, t) je hustota tekutiny a v je vektor rychlosti.

Dále ze zákona zachováńı hybnosti, bez uvažováńı p̊usobeńı vněǰśıch sil plyne [4]

∂(ρv)

∂t
+∇ · (ρv ⊗ v)−∇ · τ = 0, (1.2)

symbol ⊗ označuje tenzorový součin a τ (x, t) je Cauchyho tenzor napět́ı v tekutině.

Člen ∂(ρv)
∂t

+∇ · (ρv ⊗ v) lze rozepsat s použit́ım zákona zachováńı hmotnosti jako

∂(ρv)

∂t
+∇ · (ρv ⊗ v) = ρ

∂v

∂t
+ v

∂ρ

∂t
+ v∇ · (ρv)︸ ︷︷ ︸

= 0

+ρv · ∇v. (1.3)

Dále při platnosti Stokesových postulát̊u má tenzor napět́ı tvar

τ = −pI+ 2µD(v), (1.4)

kde p(x, t) znač́ı tlak a I = δij znač́ı Kroneckerovo delta. Dále µ označuje viskozitu
a D(v) je tenzor rychlosti deformace v tekutině. Viskozita vzduchu je však velmi
malá a proto jej́ı vliv zanedbáme. Zákon zachováńı hybnosti budeme v návaznosti
na rovnici (1.3) tedy uvažovat ve tvaru
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ρ
∂v

∂t
+ ρv · ∇v+∇p = 0. (1.5)

Dále můžeme předpokládat, že při pr̊uchodu zvukové vlny nedocháźı ke sd́ıleńı
tepla s okoĺım. Vztah mezi tlakem a hustotou tedy můžeme źıskat z rovnice adiaba-
tického děje

pρ−κ = konst, (1.6)

kde κ je Poissonova konstanta, ta pro suchý vzduch nabývá hodnotu 1,4.

Pro š́ı̌reńı akustické vlky jsou typické malé fluktuace tlaku, hustoty a rychlosti
oproti jejich středńı hustotě. Proto můžeme psát

p = p0 + p′(x, t),

ρ = ρ0 + ρ′(x, t), (1.7)

v = v0 + v′(x, t),

kde p0, ρ0 a v0 jsou rovnovážné hodnoty a p(x, t)′, ρ(x, t)′ a v′ jsou odchylky
zp̊usobené pr̊uchodem vlny. Předpokládáme, že

|p′(x, t)| ≪ p0, |ρ′(x, t)| ≪ ρ0, |v′(x, t)| ≪ 1. (1.8)

Dále budeme předpokládat, že je tekutina v klidu a k pohybu docháźı pouze vlivem
pr̊uchodu vlny. Rovnovážná rychlost je tedy nulová a celková rychlost tekutiny je
rovna hodnotě odchylky

v = 0+ v′(x, t). (1.9)

Za těchto předpoklad̊u lze odvodit vztah mezi fluktuacemi tlaku a hustoty, viz [5]

∂ρ′

∂t
=

1

c2
∂p′

∂t
, (1.10)

kde c =
√

κp0
ρ0

je rychlost zvuku pro model ideálńıho plynu. Při uvažováńı vzduchu

a teploty 20◦C se rovná přibližně 343m/s. Dosazeńım vztah̊u (1.7) do rovnice (1.1)
a jednoduchou úpravou dostaneme

∂

∂t
(ρ′) + v′ · ∇ρ′ + ρ0(∇ · v′) = 0. (1.11)

Protože fluktuace jsou malé, můžeme nelineárńı členy zanedbat, č́ımž dostaneme

∂ρ′

∂t
+ ρ0(∇ · v′) = 0, (1.12)

Použit́ım rovnice (1.10) v rovnici (1.12) dostaneme

1

c2
∂p′

∂t
+ ρ0(∇ · v′) = 0. (1.13)
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Podobně použit́ım vztah̊u (1.7) v rovnici (1.5) dostaneme

(ρ0 + ρ′)

(
∂v′

∂t
+ (v′ · ∇)v′

)
−∇(p0 + p′) = 0. (1.14)

Opět zanedbáńım fluktuaćı druhého řádu a použit́ım aproximace ρ0+ρ
′ ≈ ρ0 nakonec

źıskáme

ρ0
∂v′

∂t
+∇p′ = 0. (1.15)

Nyńı převedeme soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu (1.13) a
(1.15) pro neznámé funkce fluktuace tlaku a rychlosti na jednu skalárńı parciálńı di-
ferenciálńı rovnici druhého řádu. Nejprve rovnici (1.13) parciálně zderivujeme podle
času

1

c2
∂2p′

∂t2
+ ρ0(∇ · ∂v

′

∂t
) = 0. (1.16)

A použit́ım operátoru divergence na obě strany rovnice (1.15) źıskáme

ρ0∇ · ∂v
′

∂t
+∆p′ = 0. (1.17)

Když nyńı odečteme rovnici (1.17) od rovnice (1.16) dostaneme výsledný tvar vlnové
rovnice

1

c2
∂2p′

∂t2
−∆p′ = 0, (1.18)

kde ∆ je Laplace̊uv operátor. Dále budeme neznámou funkci tlaku v rovnici (1.18)
značit bez čárky, ale budeme t́ım mýt na mysli fluktuaci tlaku. Rovnici (1.18) ještě
doplńıme o zdrojový člen

1

c2
∂2p′

∂t2
−∆p′ = f, (1.19)

kde f je reálná skalárńı funkce, z fyzikálńıho pohledu to může být např́ıklad exterńı
zdroj akustické vlny.

1.2 Okrajové a počátečńı podmı́nky

Pro jednoduchost budeme řešit rovnici (1.19) na dvojrozměrné oblasti Ω ⊂ R2,
viz Obrázek 1.1. Zde budeme uvažovat, že hranice oblasti Ω je tvořena třemi dis-
junktńımi částmi ΓD,ΓN a ΓS, tedy plat́ı že ∂Ω = ΓD∪ΓN∪ΓS . Pro úplnou formulaci
úlohy na hranici oblasti Ω budeme uvažovat následuj́ıćı okrajové podmı́nky:

• Dirichletova okrajová podmı́nka předepisuje hodnotu neznámé funkce na části
hranice oblasti . Budeme ji uvažovat ve tvaru

p(x, t) = p0 pro x ∈ ΓD, t ∈ (0, T ). (1.20)

Tato okrajová podmı́nka modeluje plně odrazivou hranici a použ́ıvá se pro mo-
delováńı akusticky otevřeného konce vlnovodu. Odražená vlna zde má opačnou
fázi.
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Obrázek 1.1: Schéma oblasti Ω.

• Neumannova okrajová podmı́nka předepisuje hodnotu derivace neznámé funkce
podél vněǰśı normály. Uvažujeme ji ve tvaru

∂p(x, t)

∂n
= 0 pro x ∈ ΓD, t ∈ (0, T ). (1.21)

Tato okrajová podmı́nka se použ́ıvá pro plně odrazivé stěny nebo při mode-
lováńı symetrie úlohy.

• Sommerfeldova radiačńı podmı́nka se použ́ıvá jako nejjednodušš́ı model bezod-
razové okrajové podmı́nky, tj. části hranice, která modeluje volný prostor. Zde
bychom ideálně chtěli, aby dopadaj́ıćı akustická vlna opustila simulovanou ob-
last Ω bez odrazu nazpět dovnitř oblasti. Sommerfeldova okrajová podmı́nka
se předepisuje ve tvaru

∂p(x, t)

∂t
+ c

∂p(x, t)

∂n
= 0, (1.22)

použ́ıvá se pro simulaci otevřené hranice. Tento tvar okrajové podmı́nky po-
skytuje přesné výsledky pro jednorozměrný př́ıpad, ale i pro v́ıcerozměrný
př́ıpad dává relativně dobré výsledky, viz [5].

Kromě okrajových podmı́nek je nutno vlnovou rovnici (1.19) také doplnit o počátečńı
podmı́nky. Ty uvažujeme pro jednoduchost nulové

p(x, 0) = 0 pro x ∈ Ω, (1.23)

∂p(x, 0)

∂t
= 0 pro x ∈ Ω.
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Kapitola 2

Numerický model

V této kapitole budou vysvětleny základńı principy metody konečných prvk̊u na
modelové úloze, včetně popisu realizace r̊uzných okrajových podmı́nek.

2.1 Modelový problém

Metodu konečných prvk̊u ukážeme pro jednoduchost na řešeńı Poissonovy rovnice
na oblasti Ω, viz Obrázek 2.1. Hledáme tedy dvakrát spojitě diferencovatelnou funkci
u(x, y) ∈ C2(Ω), která splňuje následuj́ıćı rovnici

−∆u = f v Ω, (2.1)

pro zadané spojité funkce f na oblasti Ω ⊂ R2, spolu s okrajovými podmı́nkami

u = uD na ΓD, (2.2)

∂u

∂n
= uN na ΓN . (2.3)

O oblasti Ω předpokládáme, že je omezená a jej́ı hranice je tvořena množinami
ΓN a ΓD. Na hranici ∂Ω předepisujeme Neumannovu okrajovou podmı́nku a na ΓD

Dirichletovu okrajovou podmı́nku. Pro hranici oblasti plat́ı ∂Ω = ΓD∪ΓN a ΓD ̸= ∅,
viz Obrázek 2.1.

Oproti klasickému řešeńı, které vyžaduje u ∈ C2(Ω), je metoda konečných prvk̊u
založena na slabé formulaci uvažované úlohy, která tento požadavek zeslabuje.

2.2 Slabá formulace

Pro převedeńı modelové úlohy do slabé formulace nejprve vynásob́ıme rovnici
(2.1) testovaćı funkćı φ z prostoru, který označ́ıme jako V . Ten voĺıme jako Sobo-
lev̊uv prostor W 1,2(Ω) nad oblast́ı Ω s nulovými hodnotami funkćı na hranici ΓD ve
smyslu stop, tj. V = {f ∈ W 1,2(Ω)|f = 0 na ΓD}, viz např. [2]. Sobolev̊uv prostor
je tvořen funkcemi f z Lebesgueova prostoru L2(Ω), které maj́ı integrovatelné prvńı
parciálńı derivace umocněné na druhou.
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Obrázek 2.1: Schéma oblasti Ω s vyznačenými hranicemi ΓN a ΓD.

−
∫
Ω

∆u φ dx =

∫
Ω

f φ dx. (2.4)

Levou stranu rovnice uprav́ıme pomoćı Greenovy věty

−
∫
Ω

∆u φ dx =

∫
Ω

∇u · ∇φ dx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
φ dS, (2.5)

kde n je jednotkový vektor vněǰśı normály k ∂Ω. Integrál přes hranici můžem roze-
psat jako ∫

∂Ω

∂u

∂n
φ dS =

∫
ΓD

∂u

∂n
φ dS +

∫
ΓN

∂u

∂n
φ dS, (2.6)

a protože testovaćı funkce φ ∈ je z definice nulová na hranici ΓD, je i celý integrál∫
ΓD

∇u · nφ dS roven nule. Následně po použit́ı okrajové podmı́nky (2.3) v rovnici

(2.6) můžeme rovnici (2.5) zapsat v konečné podobě

∫
Ω

∇u · ∇φ dx =

∫
Ω

fφ dx+

∫
ΓN

uNφ dS. (2.7)

Slabým řešeńım rovnice (2.1) nazveme takovou funkci u ∈ V , která splňuje rovnost
(2.7) pro ∀φ ∈ V a také okrajovou podmı́nku (2.2). Z definice prostoru V je zřejmé,
že nyńı po hledané funkci u požadujeme pouze u ∈ C1(Ω).

2.3 Metoda konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u je numerická metoda, která popisuje převod slabé for-
mulace uvažovaného problému do jeho diskrétńı podoby pomoćı speciálńı volby po-
lynomiálńı báze prostoru V . Numerické řešeńı pak źıskáme jako řešeńı výsledné
soustavy lineárńıch rovnic.
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2.3.1 Diskretizace problému

Zvolme podprostor Vh ⊂ V s konečnou dimenźı dim Vh = Nh <∞. Pak budeme
hledat numerické řešeńı jako funkci uh ∈ Vh, která splňuje∫

Ω

∇uh · ∇φh dx =

∫
Ω

f φh dx+

∫
ΓN

uNφ dS (2.8)

pro všechny φh ∈ Vh. V konečně dimenzionálńım prostoru Vh můžeme zvolit bázové
funkce φ1, ..., φNh

. Potom lze funkci uh zapsat jako lineárńı kombinaci prvk̊u zvolené
báze

uh(x, y) =

Nh∑
j=1

αj φj(x, y). (2.9)

Dı́ky tomu, že libovolnou funkci vh ∈ Vh lze jednoznačně zapsat jako lineárńı kom-
binaci bázových funkćı, postač́ı když budeme požadovat platnost rovnice (2.8) pro
všechny bázové funkce. To znamená

∫
Ω

∇uh · ∇φi dx =

∫
Ω

f φi dx+

∫
ΓN

uNφi dS, pro i ∈ {1, ..., Nh}. (2.10)

Dosazeńım za uh ze vztahu (2.9) do rovnice (2.8) źıskáme∫
Ω

∇

(
Nh∑
j=1

αj φj

)
· ∇φi dx =

Nh∑
j=1

αj

∫
Ω

∇ φj · ∇φi dx =

∫
Ω

f φi dx+

∫
ΓN

uNφi dS.

(2.11)

Tyto rovnice lze zapsat v maticové podobě jako
a11 a21 . . . aNh1

a12 a22 . . . aNh2
...

...
...

a1Nh
a2Nh

. . . aNhNh



α1

α2
...

αNh

 =


b1
b2
...
bNh

 , (2.12)

neboli zkráceně

Aα = b, (2.13)

kde prvky matice A a vektoru b = bK + bN složeného z př́ıspěvk̊u od funkce f do
vektoru bK a funkce uN do vektoru bN jsou dány vztahy

aij =

∫
Ω

∇φj · ∇φi dx, (2.14)

bKi =

∫
Ω

f φi dx, bNi =

∫
ΓN

uNφi dS. (2.15)

Matice A je symetrická a pozitivně definitńı, tedy i regulárńı. Tato matice se často
nazývá matice tuhosti a v daľśım textu ji budeme značit jako matici K. Viz [2].
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2.3.2 Triangulace oblasti

Necht’ Ω ⊂ R2 je omezená polygonálńı oblast a necht’ τh je triangulace oblasti Ω.
Ř́ıkáme, že triangulace je př́ıpustná, pokud plat́ı následuj́ıćı tři podmı́nky:

1. Triangulace τh je tvořena konečným počtem uzavřených trojúhelńık̊u K.

2. Ωh =
⋃

K∈τh K

3. Necht’ Ki, Kj ∈ τh, Ki ̸= Kj. Pak pro Ki∩Kj existuj́ı tři př́ıpustné možnosti,
jsou bud’ disjunktńı, nebo maj́ı společný vrchol nebo maj́ı společnou hranu.

Dále ř́ıkáme, že je systém triangulaćı {τh}h∈(0,h0) regulárńı, pokud existuje konstanta
c > 0 taková, že

hK
ρK

≤ c pro všechna K ∈ τh, h ∈ (0, h0), (2.16)

kde ρK je poloměr největš́ı kružnice vepsané do trojúhelńıku K a hK je délka nejdeľśı
strany K. Dále parametr triangulace h definujeme jako h = maxK∈τh hK .

2.3.3 Volba bázových funkćı

Při volbě bázových funkćı muśıme brát zřetel na dva faktory, prvńım je jednodu-
chost výpočtu a t́ım druhým je řešitelnost výsledné soustavy rovnic. Bázové funkce
φi voĺıme tak, aby matice K byla ř́ıdká, tedy aby byla většina mimodiagonálńıch
prvk̊u rovna nule. Abychom toho dosáhli je vhodné volit bázové funkce, které maj́ı
pokud možno navzájem disjunktńı nosiče. Pro jednoduchost použijeme po částech
lineárńı bázové funkce, tj. Vh = {v ∈ C(Ω); v|K ∈ Pi(K)∀K ∈ τh}, kde C(Ω)
je množina spojitých funkćı na Ω a P1(K) je množina polynomů nejvýše prvńıho
stupně na trojúhelńıku K. Tyto bázové funkce voĺıme ve tvaru

φj(Xj) = 1, (2.17)

φj(Xi) = 0 pro j ̸= i, (2.18)

kde Xi jsou vrcholy dané triangulace. T́ım dosáhneme toho, že na trojúhelńıku s
vrcholem Xj dosahuje bázová funkce φj hodnoty jedna v bodě Xj a lineárně klesá
k hodnotě nula, které je dosaženo právě ve zbývaj́ıćıch dvou vrcholech Xi. Ve všech
ostatńıch trojúhelńıćıch je funkčńı hodnota φj nulová, viz Obrázek 2.2.

2.3.4 Referenčńı zobrazeńı

Nyńı když známe předpis pro jednotlivé bázové funkce, lze vypoč́ıtat prvky ma-
tice A dané integraly v rovnićıch (2.12). Pro usnadněńı jejich výpočt̊u, využijeme
transformaci na referenčńı trojúhelńık s pomoćı bijektivńıho afinńıho zobrazeńı.
Libovolný trojúhelńık K z triangulace τh můžeme źıskat jako obraz referenčńıho
trojúhelńıku K̂, viz Obrázek 2.3. Tuto transformaci definujeme předpisem:

FK : K̂ 7→ K, FK(x̂) = BKx̂+ bK , (2.19)
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Obrázek 2.2: Vlevo je vyznačen nosič lineárńı bázové funkce φj př́ısluš́ıćı vrcholu
Xj, vpravo je zobrazen jej́ı graf.

kde BK je regulárńı matice a bK je konstantńı vektor.
Uvažujme libovolný trojúhelńık K s vrcholy A = [a1, a2], B = [b1, b2], C = [c1, c2].
Nyńı odvod́ıme hodnotu prvk̊u matice BK a vektoru bK . Aby se vrchol Â = [0, 0]
zobrazil na vrchol A, muśı platit:(

a1
a2

)
= bK + BK

(
0
0

)
, tud́ıž bK =

(
a1
a2

)
. (2.20)

Vrchol B je obrazem vrcholu B̂ = [1, 0]:(
b1
b2

)
=

(
a1
a2

)
+ BK

(
1
0

)
. (2.21)

Stejně tak je vrchol C obrazem vrcholu Ĉ = [0, 1]:(
c1
c2

)
=

(
a1
a2

)
+ BK

(
0
1

)
. (2.22)

Odtud dostáváme všechny prvky matice BK

BK =

(
b1 − a1 c1 − a1
b2 − a2 c2 − a2

)
. (2.23)

Je zřejmé, že lež́ı-li všechny vrcholy trojúhelńıku na jedné př́ımce a tedy vektory A⃗B
a A⃗C jsou lineárně závislé, je matice BK singulárńı. V opačném př́ıpadě je matice BK

regulárńı. Jestliže je matice BK regulárńı, můžeme zavést inverzńı zobrazeńı F−1
K :

F−1
K : K 7→ K̂, F−1

K (x̂) = B−1
K x− B−1

K bK . (2.24)

Inverzńı matici k BK můžeme vypoč́ıtat pomoćı adjungované matice

B−1
K =

1

detBK

(
c2 − a2 a2 − b2
a1 − c1 b1 − a1

)
. (2.25)
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Dále vypoč́ıtáme Jakobián lineárńı transformace (2.19), který budeme potřebovat
při substituci v integrálech

J =

∣∣∣∣∣∂(bK11x̂+bK12ŷ+a1)
∂x̂

∂(bK11x̂+bK12ŷ+a1)
∂ŷ

∂(bK21x̂+bK22ŷ+a2)
∂x̂

∂(bK21x̂+bK22ŷ+a2)
∂ŷ

∣∣∣∣∣ = detBK . (2.26)

Ten využijeme při výpočtu obsahu trojúhelńıku K pomoćı substituce

SK =

∫∫
K

1 dxdy =

∫∫
K̂

detBK dx̂dŷ = detBK

∫∫
K̂

1 dx̂dŷ =
detBK

2
. (2.27)

Obrázek 2.3: Bijektvńı afinńı zobrazeńı FK referenčńıho trojúhelńıku K̂ na
trojúhelńık K ∈ τh a inverzńı zobrazeńı F−1

K .

2.3.5 Odvozeńı gradientu bázových funkćı

Jak je popsáno v předchoźı kapitole, zvolené bázové funkce jsou lineárńı na
každém trojúhelńıku. Bázová funkce př́ıslušej́ıćı danému vrcholu je nenulová pouze
na všech přilehlých trojúhelńıćıch. Jej́ı hodnota v tomto vrcholu je rovna jedné a
lineárně klesá, až ke dvěma zbývaj́ıćım vrchol̊um, ve kterých dosahuje nulové hod-
noty. Definujme nyńı funkce φ̂ na K̂ tak, aby tato vlastnost z̊ustala zachována.
Necht’ tedy

φ̂(x̂, ŷ) = φ(x, y), kde

(
x
y

)
= FK

(
x̂
ŷ

)
, (2.28)

Pro vrcholy referenčńıho trojúhelńıku Â, B̂ a Ĉ a jim př́ıslušej́ıćım bázovým funkćım
bude tedy v souladu s rovnicemi (2.17) a (2.18) platit φ̂Â(x̂, ŷ) = 1−x̂−ŷ, φ̂B̂(x̂, ŷ) =
x̂ a φ̂Ĉ(x̂, ŷ) = ŷ.

18



Nyńı můžeme určit ∂xφ, ∂yφ jako

∂φ̂

∂x̂
=
∂φ

∂x

∂x

∂x̂
+
∂φ

∂y

∂y

∂x̂
, (2.29)

∂φ̂

∂ŷ
=
∂φ

∂y

∂y

∂x̂
+
∂φ

∂y

∂y

∂x̂
.

Protože (
∂x
∂x̂

∂y
∂x̂

∂x
∂ŷ

∂y
∂ŷ

)
=

(
bK11 bK21

bK12 bK22

)
= BT

K , (2.30)

lze vztahy (2.29) zapsat jako

BT
K

(
∂xφ
∂yφ

)
=

(
∂x̂φ̂
∂ŷφ̂

)
. (2.31)

Pak pro regulárńı matici BK dostáváme výsledný vztah pro φx a φy(
∂xφ
∂yφ

)
= (BT

K)
−1

(
∂x̂φ̂
∂ŷφ̂

)
=

1

detBK

(
bK22 −bK21

−bK12 bK11

)(
∂x̂φ̂
∂ŷφ̂

)
. (2.32)

Nyńı použijme tento vztah při výpočtu prvk̊u matice tuhosti. Ty budeme poč́ıtat
na referenčńım trojúhelńıku K̂, s použit́ım referenčńıho zobrazeńı.

2.3.6 Numerická integrace

Při numerické integraci provád́ıme přibližné řešeńı určitého integrálu. V této práci
budeme použ́ıvat následuj́ıćı metody numerické integrace.

Numerická integrace na hraně Při výpočtu vektoru pravé strany budeme využ́ıvat
Gaussovu numerickou kvadraturu. Ta při použit́ı n kvadraturńıch uzl̊u dává přesné
výsledky pro libovolný polynom, nejvýše stupně 2n − 1. Pro spojitou funkci f na
intervalu [0,1] je dána obecným vzorcem∫ 1

0

f(x)dx ≈
n∑

i=1

wif(xi), (2.33)

kde n je počet kvadraturńıch uzl̊u, xi jsou kvadraturńı uzly a wi jsou váhy kvad-
ratury. V této práci budeme potřebovat aproximovat polynomy prvńıho a druhého
řádu. Použijeme tyto kvadratury:

n = 1, x1 =
1
2
, w1 = 1,

n = 2, x1 =
1−
√

1
3

2
, w1 =

1
2
, x2 =

1+
√

1
3

2
, w2 =

1
2
.

(2.34)
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Numerická integrace na trojúhelńıku Pro integraci spojité funkce na obecném
trojúhelńıku K opět využijeme kvadraturńı formuli∫

K

ψ(x)dx ≈
M∑
l=1

ωlψ(ξl). (2.35)

V této práci budeme použ́ıvat integraci ve středech stran, která je přesná pro kvad-
ratické funkce, tj. ∫

K

ψ(x)dx ≈ |K|
3

(ψ(Sa) + ψ(Sb) + ψ(Sc)), (2.36)

kde Sa, Sb, Sc jsou středy stran prvku K, viz Obrázek 2.4.

Obrázek 2.4: Kvadraturńı uzly na trojúhelńıku jsou zvoleny ve středech stran.

2.3.7 Výpočet matice tuhosti

Při sestaveńı matice tuhosti K budeme vycházet z výše odvozené diskretizace,
jej́ı prvky tedy vypoč́ıtáme jako

kij =

∫
Ω

∇φi · ∇φj dx =
∑
K∈τh

∫
K

∇φj · ∇φi dx, (2.37)

budeme je tedy poč́ıtat postupně po jednotlivých trojúhelńıćıch z triangulace τh.
Nav́ıc d́ıky použitým bázovým funkćım, bude součin gradient̊u na většině prvk̊u nu-
lový, nenulové budou na vybraném trojúhelńıku pouze ty př́ıspěvky, které př́ıslušej́ı
jeho vrchol̊um.

Pro snadněǰśı výpočet lokálńıho př́ıspěvku do globáńı matice K, použijeme zob-
razeńı na referenčńı trojúhelńık

kKij =

∫
K̂

detBK (∇̂φ̂j B−1
K ) · (∇̂φ̂i B−1

K ) dx̂, (2.38)
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kde detB je Jakobián transformace na referenčńı trojúhelńık. Gradient lineárńı
bázové funkce je konstantńı, proto ho můžeme vytknout

kij =
∑
K∈τh

detBK (∇̂φ̂j B−1
K ) · (∇̂φ̂i B−1

K )

∫
K̂

dx̂ = (2.39)

=
∑
K∈τh

1

2
detBK (∇̂φ̂j B−1

K ) · (∇̂φ̂i B−1
K ).

Pro uložeńı ř́ıdké matice je vhodné použit speciálńı datový typ, např́ıklad formát
triplet nebo CSC - Compressed Sparse Column Format, viz [10].

2.3.8 Sestaveńı pravé strany

Prvńı část př́ıspěvku k pravé straně dostaneme integraćı přes celou oblast Ω z
výrazu

bKi =

∫
Ω

f φi dx =
∑
K∈τh

∫
K

f φi dx, (2.40)

opět je budeme poč́ıtat postupně přes všechny trojúhelńıky z triangulace τh.Pro
výpočet integrál̊u využijeme numerickou kvadraturu s uzly ve středech stran trojúhelńıku.
Daľśı část tvoř́ı př́ıspěvek od Neumannovy okrajové podmı́nky na hranici ΓN . Ten
vypoč́ıtáme dle vztahu

bNi =

∫
ΓN

uN φi dx ≈ |S|
n∑

j=1

wj uN(Xi) φ(Xj), (2.41)

kde |S| znač́ı délku hrany. Numerickou kvadraturu vyb́ıráme podle toho, jakého
stupně je funkce uN φi, který potřebujeme aproximovat. Výsledný vektor pravé
strany b źıskáme jako součet výše vypočtených část́ı.

2.3.9 Dirichletova okrajová podmı́nka

Na hranici s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou předepisujeme př́ımo hodnoty
hledaného řešeńı. Existuje v́ıce možnost́ı, jak Dirichletovu okrajovou podmı́nku re-
alizovat. Prvńı možnost́ı realizace je př́ımá úprava matice soustavy a vektoru pravé
strany, aby byla Dirichletova okrajová podmı́nka splněna přesně. Přeṕı̌seme tedy
prvky vektoru pravé strany bi odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um lež́ıćım na ΓD hodnotami
zde vyč́ıslené funkce uD. Poté vynulujeme odpov́ıdaj́ıćı řádky matice tuhosti. Dále
od vektoru pravé strany postupně odečteme součiny známých hodnot s př́ıslušným
sloupcem matice tuhostiK a sloupec vynulujeme. T́ım zajist́ıme, že maticeK z̊ustane
symetrická. Nakonec diagonálńı prvky s indexy ii polož́ıme rovny jedné, viz [2].

Daľśı možnost je předepsat Dirichletovu okrajovou podmı́nku pomoćı penalizace,
kde je chyba v̊uči zadané Dirichletově okrajové podmı́nce penalizována penalizačńım
parametrem ϵ. Dirichletovu okrajovou podmı́nku nahrad́ıme podmı́nkou

1

ϵ
(u− uD)(x, y) = 0, pro[x, y] ∈ ΓD. (2.42)
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V tomto př́ıpadě vede jej́ı realizace pomoćı slabé formulace na dodatečnou rovnici

1

ϵ

∫
ΓD

φjφidS =
1

ϵ

∫
ΓD

uDφidS, (2.43)

kde členy z pravé strany rovnice (2.43) přičteme k vektoru pravé strany rovnice
(2.12) a členy levé strany rovnice (2.43) přičteme do matice tuhosti K. Dodatečný
vektor pravé strany bD odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um na hranici ΓD vypoč́ıtáme stejně jako
jsme poč́ıtali vektor bN , viz předešlá kapitola.
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Kapitola 3

Prostorová a časová diskretizace
vlnové rovnice

Nyńı použijeme numerické schémata z předchoźı kapitoly při řešeńı vlnové rov-
nice. Z tohoto d̊uvodu převedeme vlnovou rovnici nejprve do slabé formulace a
následně ukážeme, jak vypoč́ıtat všechny źıskané členy výsledného diskretizovaného
problému. Pak představ́ıme Newmarkovu metodu pro časovou diskretizaci. Na konci
kapitoly je uveden popis modálńı analýzy a diskrétńı Fourierovy transformace, tj.
dvou možných metod k určeńı frekvenčńıho spektra uvažovaného problému.

3.1 Slabá formulace vlnové rovnice

Budeme postupovat obdobně jako u Poissonovy rovnice. Budeme uvažovat vl-
novou rovnici (1.18) spolu s okrajovými podmı́nkami (1.19) až (1.21). Tu neǰŕıve
vynásob́ıme rovnici (1.19) testovaćı funkćı φ z prostoru V . Výslednou rovnost zin-
tegrujeme na celé oblasti Ω∫

Ω

1

c2
∂2p

∂t2
φ dx−

∫
Ω

∆p φ dx =

∫
Ω

f φ dx. (3.1)

Druhý člen rovnice uprav́ıme pomoćı Greenovy věty

−
∫
Ω

∆p φ dx =

∫
Ω

∇p · ∇φ dx−
∫
∂Ω

∂p

∂n
φ dS, (3.2)

kde n je jednotkový vektor vněǰśı normály k hranici ∂Ω. Integrál přes hranici ∂Ω
můžem rozepsat jako∫

∂Ω

∂p

∂n
φ dS =

∫
ΓD

∂p

∂n
φ dS +

∫
ΓN

∂p

∂n
φ dS +

∫
ΓS

∂p

∂n
φ dS, (3.3)

a protože testovaćı funkce φ ∈ V je z definice nulová na hranici ΓD, je i celý integrál∫
ΓD

∇p · n φ dS roven nule. Následně po použit́ı okrajových podmı́nek (1.20) až

(1.22) v rovnici (3.3) můžeme rovnici (3.1) zapsat v konečné podobě
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∫
Ω

1

c2
∂2p

∂t2
φ dx+

∫
Ω

∇p · ∇φ dx =

∫
Ω

fφ dx+

∫
ΓN

pNφ dS −
∫
ΓS

1

c

∂p

∂t
φ dS, (3.4)

kde požadujeme jej́ı platnost pro libovolnou testovaćı funkci φ ∈ V .

3.1.1 Prostorová diskretizace

Zvolme podprostor Vh ⊂ V s konečnou dimenźı dim Vh = Nh <∞. Pak budeme
hledat numerické řešeńı jako funkci uh ∈ Vh, která pro všechny φh ∈ Vh splňuje
rovnici∫
Ω

1

c2
∂2ph
∂t2

φh dx+

∫
ΓS

1

c

∂ph
∂t

φh dS +

∫
Ω

∇ph · ∇φh dx =

∫
Ω

fφh dx+

∫
ΓN

pNφh dS.

(3.5)

V prostoru Vh můžeme zvolit bázové funkce φ1, ..., φNh
. Potom lze funkci ph zapsat

jako lineárńı kombinaci prvk̊u této zvolené báze

ph(x, y, t) =

Nh∑
j=1

αj(t) φj(x, y), (3.6)

kde koeficienty lineárńı kombinace uvažujeme jako (dvakrát spojitě differencova-
telné) funkce času.

Dı́ky tomu, že libovolnou funkci vh ∈ Vh lze jednoznačně zapsat jako lineárńı
kombinaci bázových funkćı, postač́ı když budeme požadovat platnost rovnice (3.5)
pro všechny bázové funkce φi ∈ Vh. Tedy aby pro všechny i ∈ {1, ..., Nh} platilo

∫
Ω

1

c2
∂2ph
∂t2

φi dx+

∫
ΓS

1

c

∂ph
∂t

φi dS +

∫
Ω

∇ph · ∇φi dx =

∫
Ω

fφi dx+

+

∫
ΓN

pNφi dS. (3.7)

Dosazeńım za ph ze vztahu (3.6) do rovnice (3.7) źıskáme

Nh∑
j=1

∫
Ω

1

c2
∂2αj

∂t2
φjφi dx+

Nh∑
j=1

∫
ΓS

1

c

∂αj

∂t
φjφi dS +

Nh∑
j=1

∫
Ω

αj ∇φj · ∇φi dx =

=

∫
Ω

fφi dx+

∫
ΓN

pNφi dS. (3.8)

Tuto soustavu rovnic můžeme zapsat v maticovém tvaru

1

c2
Mα′′ +

1

c
Cα′ +K = b, (3.9)

kde M označujeme jako matici hmotnosti a C je matice tlumeńı, pomoćı které je
zde realizována Sommerfeldova okrajová podmı́nka. Matice M a C jsou symetrické,
matice M je nav́ıc ještě pozitivně definitńı. Touto diskretizaćı jsme převedli parciálńı
diferenciálńı rovnici (1.19) na obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu pro
neznámé koeficienty αj, kterou pro plnou řešitelnost doplńıme o počátečńı podmı́nky
(1.23).
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3.2 Matice hmotnosti

Matici hmotnosti M sestav́ıme obdobně jako matici tuhosti K. Součin bázových
funkćı integrujeme přes celou oblast Ω

mij =

∫
Ω

φi φj dx =
∑
K∈τh

∫
K

φi φj dx, (3.10)

kdemij jsou prvky matice hmotnostiM. Použit́ım referenčńıho zobrazeńı lze integrál
(3.10) přepsat jako

mij =
∑
K∈τh

∫
K̂

detBK φ̂i φ̂j dx̂. (3.11)

Při volbě lineárńıch bázových funkćı je nutno integrovat přesně polynom druhého
stupně. Proto k integraci opět využijeme numericku kvadraturu

mij =
∑
K∈τh

|K|
3∑

k=1

1

3
φ̂i(X̂k) φ̂j(X̂k). (3.12)

kde kvadraturńı uzly X̂k jsou středy stran referenčńıho trojúhelńıku a |K| = detB
2

.

3.3 Sommerfeldova radiačńı podmı́nka

Sommerfeldova radiačńı podmı́nka je realizována rozš́ı̌reńım soustavy o matici
tlumeńı C. Prvky této matice vypočteme jako

cij =

∫
ΓS

φi φj dS =
∑
S∈γS

∫
S

φi φj dS, (3.13)

kde cij jsou prvky matice tlumeńı C, γS je množina všech hran, které lež́ı na hranici
s předepsanou Sommerfeldovou okrajovou podmı́nkou ΓS. Při výpočtu prvk̊u matice
C, použijeme opět Gaussovu numerickou integraci na hraně.

3.4 Časová diskretizace

Časovou diskretizaci, kterou využijeme později při řešeńı vlnové rovnice, nyńı
představ́ıme na jednoduchém skalárńım modelovém problému druhého řádu. Ten
bychom mohli převést na soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu
a pro jeho řešeńı použ́ıt např́ıklad Collatzovu metodu nebo Rungeovy–Kuttovy me-
tody vyšš́ıho řádu. My zde však použijeme Newmarkovu metodu, která je pro řešeńı
rovnic nebo i soustav obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu výhodněǰśı.
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3.4.1 Newmarkova metoda

Zde odvod́ıme Newmarkovo schéma pro obecnou počátečńı úlohu druhého řádu
ve tvaru

y′′(t) = f(t, y(t), y′(t)), (3.14)

y(0) = y0, (3.15)

y′(0) = y′0, (3.16)

kde f : [0, T ] × R2 → R je spojitá funkce a y0, y
′
0 ∈ R. Voĺıme děleńı D =

{tn}Nn=1 intervalu [0,T] tak, že tN = T a tn+1 = tn + τn, n ∈ {0, · · · , N − 1}. Dále
předpokládejme, že y ∈ C4([0, T ]). Pomoćı Taylorova rozvoje třet́ıho řádu vyjádř́ıme
hodnotu y(tn+1) v čase tn

y(tn+1) = y(tn) + τny
′(tn) +

1

2
τ 2ny

′′(tn) +
1

6
τ 3ny

′′′(tn) +O(τ 4n). (3.17)

K pravé straně přičteme a odečteme výraz τ 2nβ(y
′′(tn+1) − y′′(tn)), kde β ∈ R je

parametr. Úpravou dostaneme výraz

y(tn+1) = y(tn) + τny
′(tn) + τ 2n

(
βy′′(tn+1) +

(
1

2
− β

)
y′′(tn)

)
−

−τ 2n (βy′′(tn+1)− βy′′(tn))−
1

6
y′′(tn))τ

3
ny

′′′(tn) +O(τ 4n). (3.18)

Z Taylorova rozvoje druhé derivace y podle t v čase tn plyne vztah

y′′(tn+1)− y′′(tn) = τny
′′′(tn) +O(τ 2n). (3.19)

Dosazeńım do rovnosti (3.18) dostaneme

y(tn+1) = y(tn) + τny
′(tn) + τ 2n

(
βy′′(tn+1) +

(
1

2
− β

)
y′′(tn)

)
+

+ τ 3n

(
1

6
− β

)
y′′′(tn) +O(τ 4n), (3.20)

kde člen τ 3n(
1
6
− β)y′′′(tn) +O(τ 4n) budeme považovat za chybu třet́ıho řádu. Jelikož

je y(t) řešeńım uvedené počátečńı úlohy (2.43) dosazeńım za y′′(tn+1) dostáváme
rovnost

y(tn+1) = y(tn) + τny
′(tn)+

+ τ 2n

(
βf(tn+1, y(tn+1), y

′(tn+1) +

(
1

2
− β

)
f(tn, y(tn), y

′(tn)

)
+O(τ 3n).

(3.21)

Obdobně můžeme odvodit i vztah pro hodnotu prvńı derivace v bodě tn+1:

y′(tn+1) = y′(tn) + τny
′′(tn) +

1

2
τ 2ny

′′′(tn) +O(τ 3n). (3.22)
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Přičteńım a odečteńım výrazu γτn(y
′′(tn+1) − y′′(tn)), kde γ ∈ R je parametr, do-

staneme výraz

y′(tn+1) = y′(tn) + τn ((γy
′′(tn+1) + (1− γ)y′′(tn)) + τ 2n

(
1

2
− γ

)
y′′′(tn) +O(τ 3n),

(3.23)

kde člen τ 2n
(
1
2
− γ
)
y′′′(tn) + O(τ 3n) budeme považovat za chybu druhého řádu. Za-

nedbáńım diskretizačńı chyby a po zavedeńı aproximaćı yn = yn(tn), y
′
n = y′n(tn),

fn = f(tn, yn, y
′
n), dostaneme konečnou podobu Newmarkova schématu

yn+1 = yn + τny
′
n + τ 2n

(
βfn+1 +

(
1

2
− β

)
fn

)
, (3.24)

y′n+1 = y′n + τn (γfn+1 + (1− γ) fn) . (3.25)

Parametry budeme volit následovně, γ = 1
2
, β = 1

4
. Pro tuto volbu dosahuje schéma

druhého řádu přesnosti, nepodmı́něně stabilńı, ale je stále implicitńı. Nevýhodou je,
že vztahy (3.24), (3.25) obecně představuj́ı soustavu dvou nelineárńıch rovnic, viz
[6].

3.4.2 Numerické řešeńı pomoćı Newmarkovy metody

Přibližné řešeńı počátečńıho problému druhého řádu daného rovnićı (3.9) nalez-
neme pomoćı Newmarkovy metody. Vyžadujeme platnost rovnice na každé časové
vrstvě, pro časovou vrstvu t = tn+1 plat́ı

My′′n+1 + Cy′n+1 +Kyn+1 = bn+1. (3.26)

Zde provedeme aproximaci pomoćı vztah̊u (3.24), (3.25) a dostaneme

My′′n+1 + C(y′n + τn
(
γy′′n+1 + (1− γ) y′′n

)
) +K

(
yn + τny

′
n+

+τ 2n

(
βy′′n+1 +

(
1

2
− β

)
y′′n

))
= bn+1. (3.27)

Převedeńım neznámých na nové časové vrstvě dostáváme

Ay′′n+1 = bn+1 − Cy′n − (1− γ)τhCy′′n −Kyn − τhKy′n −
(
1

2
− β

)
τ 2hKy′′n, (3.28)

kde A je matice A = (M+γτhC+βτ 2hK). V tomto př́ıpadě je źıskaná soustava rovnic
(3.28) lineárńı. Matice A je symetrická a pozitivně definitńı, což nám dovoluje při
řešeńı soustavy rovnic (3.28) použ́ıt např́ıklad metodu sdružených gradient̊u nebo
LU rozklad.

3.5 Modálńı analýza

Pro źıskáńı vlastńıch frekvenćı a tvar̊u kmitáńı akustické oblasti Ω vyjdeme z
rovnice (3.9), pro jednoduchost bez uvažováńı matice tlumeńı a p̊usobeńı vněǰśıch
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zdroj̊u ve tvaru

1

c2
My′′ +Ky = 0. (3.29)

Obecné řešeńı této rovnice budeme hledat ve tvaru

y(t) = xeλt, (3.30)

kde λ je obecně komplexńı č́ıslo a x ∈ RNh . Prvńı a druhá časová derivace pak maj́ı
tvar

y′(t) = λxeλt, (3.31)

y′′(t) = λ2xeλt. (3.32)

Jejich dosazeńım do (3.29) źıskáme(
1

c2
Mλ2 +K

)
xeλt = 0, (3.33)

odtud (
1

c2
Mλ2 +K

)
x = 0. (3.34)

Tato rovnice představuje kvadratický problém vlastńıch č́ısel. Tato soustava má
netriviálńı řešeńı právě, když je jej́ı determinant roven nule. Rovnice

det

(
1

c2
Mλ2 +K

)
= 0 (3.35)

se nazývá charakteristická rovnice soustavy (3.34). Kořeny charakteristické rovnice
označujeme jako vlastńı č́ısla soustavy λj. V našem př́ıpadě, kde matice M i K jsou
symetrické a pozitivně definitńı, plat́ı, že jsou vlastńı č́ısla λj ryze imaginárńı a tedy

ωj =
|iλj |
c
. Kořen̊u rovnice N-tého stupně (3.34) je obecně N, ale nemůžeme vyloučit

jejich násobnost. Daľśı problém by mohl nastat, pokud by algebraická násobnost vy-
braného vlastńıho č́ısla byla větš́ı než geometrická, ale toto nastává zř́ıdka a tomuto
problému se zde nebudeme věnovat.

Dosazeńım určených vlastńıch č́ısel do (3.34) źıskáme homogenńı soustavu lineárńıch
rovnic pro neznámý vektor xj. Každému netriviálńımu řešeńı xj této singulárńı sou-
stavy rovnic ř́ıkáme vlastńı vektor př́ısluš́ıćı k vlastńımu č́ıslu λj.

3.6 Fourierova transformace

Použijeme diskrétńı Fourierovu transformaci pro vyšetřeńı frekvenčńıho obsahu
vybraných signál̊u. V podstatě se jedná o rozvoj signálu do báze tvořené funkcemi
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sin k 2π
N+1

a cos k 2π
N+1

, k = 0, 1, . . . , N . Diskrétńı Fourierovu transformaci použitou

na posloupnost {bj}Nj=0 definujeme vztahem

ak =
N∑
j=0

bje
− 2πi

N+1
jk, (3.36)

kde členy posloupnosti {ak}Nk=0 nám dovoluj́ı aproximovat p̊uvodńı posloupnost jako

bj ≈
1

N

N∑
k=0

ake
2πi
N+1

jk. (3.37)

Obecně se jedná o zobrazeńı mezi dvěma obecně komplexńımi posloupnostmi {bj}Nj=0

a {ak}Nk=0, i je komplexńı jednotka. V našem př́ıpadě pro bj ∈ R mohou být koefici-
enty ak stále komplexńı.
Členy posloupnosti ak odpov́ıdaj́ı frekvenćım

fj = j
1

τ(N + 1)
, kde j = 0, 1, . . . , N, (3.38)

kde τ je časový krok a N +1 je počet časových krok̊u simulace, tj. T = Nτ . Velikost
absolutńıch hodnot ak udává významnost př́ıslušné frekvence, viz [8].
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Kapitola 4

Numerické výsledky

V této kapitole budou uvedeny výsledky numerické simulace, která byla reali-
zována pomoćı programu napsaném v programovaćım jazyce Python. Tento pro-
gram načte trojúhelńıkovou śıt’ ze souboru ve formátu MSH, vyplńı matici tuhosti
K i matici hmotnosti M a vektor pravé strany b . V př́ıpadě použit́ı Sommerfeldovy
okrajové podmı́nky vyplńı i matici tlumeńı C. Dále dokáže realizovat i Neumannovu
a Dirichletovu okrajovou podmı́nku. Poté vyřeš́ı výsledný systém obyčejných dife-
renciálńıch rovnic druhého řádu pomoćı Newmarkovy metody a výsledky ulož́ı do
textového souboru.

4.1 Testovaćı úlohy

Pro otestováńı numerického modelu jsme použili testovaćı úlohy, u kterých předem
známe analytické řešeńı. Takto můžeme snadno ověřit správnost výsledk̊u a rychlost
konvergence.

Experimentálńı řád konvergence

Experimentálńım řádem konvergence nazýváme koeficient α ze vztahu

En

Em

=

(
hn
hm

)α

, (4.1)

kde h je parametr triangulace a E je chyba simulace. Pro výpočet chyby využijeme
následuj́ıćı normy

maximová norma: ||u||max = max
(x,y)∈Ω

{|u|}

L2 norma: ||u||L2(Ω) =

√∫
Ω

u2dx

Pro všechny testovaćı úlohy jsme uvažovali Poissonovu rovnici (2.1) na oblasti Ω.
Za tu byl zvolen čtverec (0, 1)× (0, 1). Dále jsme předepsali Dirichletovu okrajovou
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podmı́nku (2.3) na pravé straně čtverce, tj. na straně s x = 1, a na zbylých hranićıch
čtverce jsou použity nulové Neumannovy okrajové podmı́nky. Dirichletova okrajová
podmı́nka byla realizována prvńım popsaným př́ıstupem, viz prvńı odstavec 2.3.9.

Pro testováńı jsme vzali předem známé řešeńı uanalyticke a dopoč́ıtali jsme př́ıslušnou
funkci f na pravé straně. Výsledky numerického modelu jsme následně porovnali s
analytickým řešeńım. Uvažovali jsme tyto dvě testovaćı úlohy:

1. uanalyticke(x, y) = sin(πx) sin(πy), odtud f = 2π2 sin(πx) sin(πy) a uD = 0 na
celém ΓD

2. uanalyticke(x, y) = x(1− x)y(1− y), odtud f = 2(x(1− x) + y(1− y)) a uD = 0
na celém ΓD

Źıskané výsledky pro úlohu 1 jsou zobrazeny na Obrázku 4.1. Také byla ověřena
rychlost konvergence na sérii postupně zjemňovaných śıt́ıch, výsledky jsou uvedeny
v Tabulce 4.1. Prvńı vypoč́ıtaná hodnota experimentálńıho řádu konvergence α je
zřejmě chybná. Nepřesnost je zp̊usobena t́ım, že numerická kvadratura použitá při
výpočtu chyby neńı vhodná pro aproximaci polynomů vyšš́ıho než druhého řádu.
Pro jemněǰśı śıtě neńı tato chyba tak významná. Hodnota experimentálńıho řádu
konvergence α pro h = 0, 01 už odpov́ıdá teoretickému předpokladu.

Obrázek 4.1: Numerické řešeńı a chyba oproti přesnému řešeńı pro úlohu 1.

Tabulka 4.1: Velikost chyby a řád konvergence α pro úlohu 1.

hmax Emax αmax EL2 αL2

0,1 0,08757 0,0376

0,07 0,02736 3,261 0,00436 6,037

0,05 0,01496 1,794 0,00244 1,729

0,01 0,0009473 1,715 0,0000883 2,061

Źıskané výsledky pro úlohu 2 jsou zobrazeny na Obrázku 4.2. Také byla ověřena
rychlost konvergence na sérii postupně zjemňovaných śıt́ıch, výsledky jsou uvedeny
v Tabulce 4.2. Prvńı vypoč́ıtaná hodnota experimentálńıho řádu konvergence α je
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zřejmě chybná. Nepřesnost je zp̊usobena t́ım, že numerická kvadratura použitá při
výpočtu chyby neńı vhodná pro aproximaci polynomů vyšš́ıho než druhého řádu.
Pro jemněǰśı śıtě neńı tato chyba tak významná. Hodnota experimentálńıho řádu
konvergence α pro h = 0, 01 už odpov́ıdá teoretickému předpokladu.

Obrázek 4.2: Numerické řešeńı a chyba oproti přesnému řešeńı pro úlohu 2.

Tabulka 4.2: Velikost chyby a řád konvergence α pro úlohu 2.

hmax Emax αmax EL2 αL2

0,1 0,009821 0,004600

0,07 0,001844 4,6889 0,00088 4,637

0,05 0,001014 1,777 0,0005148 1,594

0,01 0,0000755 1,614 0,0000198 2,024

Výše byly uvedeny výsledky pro śıt’ s maximálńı délkou hrany 0,1. Śıt’ má tedy
přibližně 240 trojúhelńık̊u.
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4.2 Řešeńı vlnové rovnice na odélńıkové oblasti

Budeme hledat řešeńı vlnové rovnice (1.19) na obdélńıkové oblasti Ω = (0, 5) ×
(0, 1). Řeš́ıme vlnovou rovnici se zdrojovým členem f(x, t)

1

c2
∂2p′

∂t2
−∆p′ = f(x, t) na Ω× (0, T ). (4.2)

Uvažujeme nulové počátečńı podmı́nky. Dále předeṕı̌seme Sommerfeldovu okrajovou
podmı́nku na pravé straně obdélńıka a na zbytku hranice Neumannovu okrajovou
podmı́nku. Rychlost zvuku voĺıme c = 343m/s, což odpov́ıdá rychlosti zvuku ve
vzduchu o teplotě 20oC. Zdrojový člen uvažujeme jako f(x, t) = h(x) · g(t). Prosto-
rový zdroj h(x) umı́st́ıme do okoĺı bodu [0,5;0,5], tj. bĺızko levé hranice obdélńıka.
Jako zdrojový člen vlněńı v čase je použit pulz s předpisem podle článku [9], viz
Obrázek 4.3. Tento předpis napodobuje Diracovu delta funkci a jej́ı ideálně ploché
frekvenčńı spektrum.

Obrázek 4.3: Vlevo graf časového pr̊uběhu pulzu, vpravo graf jeho Fourierovy trans-
formace.

Na Obrázku 4.3 je zobrazen časový pr̊uběh pulzu a též jeho Fourierovu transfor-
mace. Impulz má ploché frekvenčńı spektrum přibližně do 5kHz. Dı́ky volbě impulzu
s plochým frekvenčńım spektrem omeźıme vliv dominantńıch frekvenćı impulzu na
výsledky simulace a naopak zvýrazńıme reoznančńı frekvence samotné oblasti, které
nás zaj́ımaj́ı.

Časový krok Newmarkovy metody je zvolen jako τ = 10−4s a konečný čas si-
mulace je T = 0, 5s. Použili jsme śıt’ s parametrem h = 0, 05. Tento časový krok
umožňuje źıskat řešeńı s dobře rozlǐsenou frekvenćı

fmax ≈ 1

20τ
= 500Hz (4.3)

a prostorový krok dobře aproximuje vlněńı o frekvenci

λmin ≈ 20h = 1m =⇒ fmax =
c

λmin

= 343Hz. (4.4)

Źıskané řešeńı je znázorněno na Obrázku 4.4. Je zde vidět zdrojový člen a j́ım vy-
volané vlněńı. Mezi odrazy od stěn jsou patrné i vybuzené př́ıčné módy, viz maxima
akustického tlaku na stěnách.
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Obrázek 4.4: Časový pr̊uběh řešeńı vlnové rovnice na obdélńıkové oblasti o stranách
1 × 5, zdrojový člen vlněńı je umı́stěn v okoĺı bodu [0,5;0,5]. Obrázky jsou řazeny
zleva doprava pro časové okamžiky k · 0, 005s, kde k = 1, . . . , 6.
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4.2.1 Analýza výsledk̊u

Budeme uvažovat model čtvrtvlnového rezonátoru, který je po teoretické stránce
podobný našemu př́ıpadu, ale neńı stejný. To znamená, že uvažujeme stejný obdélńık,
ale nahrad́ıme zde Sommerfeldovu okrajovou podmı́nku Dirichletovou okrajovou.
Rozd́ılnost spoč́ıvá již v tom, že model s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou se
nedá využ́ıt k časové simulaci, protože je plně odrazivá.

Pro tento jednoduchý model existuje i analytycký vztah pro výpočet vlastńıch
frekvenćı, viz [7]

fk =
1

4

c

L
(2k − 1) pro k = 1, 2, 3... (4.5)

Prvńıch pět vlastńıch frekvenćı je zobrazeno v Tabulce 4.3.

Modálńı analýza. Pomoćı modálńı analýzy čtvrtvlnového rezonátoru jsme źıskali
vlastńı tvary kmitáńı a vlastńı frekvence. Prvńıch osm vlastńıch tvar̊u kmitáńı je
zobrazeno na Obrázku 4.5 a źıskané vlastńı frekvence jsou uvedeny v taktéž v Ta-
bulce 4.3. Námi źıskané frekvence si velmi dobře odpov́ıdaj́ı se vzorcem (4.5)

Fourierova analýza. Ve dvou bodech o souřadnićıch [3,0.5] a [4,0.5] jsme za-
znamenali časový vývoj akustického tlaku, źıskaného jako řešeńı vlnové rovnice s
uvažovanou Sommerfeldovou okrajovou podmı́nkou, viz Obrázky 4.6 a 4.7. Je zde
vidět, jak vlny postupně procháźı těmito body. Následně jsme provedli diskrétńı
Fourierovu transformaci časového vývoje akustického tlaku. Prvńı tři dominantńı
frekvence jsou 96, 157 a 210 Hz, viz též Tabulka 4.3. Pomoćı tohoto postupu se nám
nepodařilo detekovat prvńı dvě vlastńı frekvence. Tyto dvě frekvence jsou s vyso-
kou pravděpodobnost́ı v signálu př́ıtomny, ale Fourierova transformace je v intervalu
do cca 70 Hz nedokáže rozlǐsit. Hodnoty třet́ı a páté vlastńı frekvence si poměrně
dobře odpov́ıdaj́ı. Nepř́ıtomnost čtvrté vlastńı frekvence může být zp̊usobena t́ım,
že poloha buzeńı je v mı́stě kmitny čtvrtého módu kmitáńı, viz Obrázek 4.5.

Tabulka 4.3: Prvńıch pět vlastńıch frekvenćı modelu čtvrtvlnového rezonátoru
źıskaných třemi r̊uznými př́ıstupy.

fk pomoćı Fourierovy
transformace

dle vzorce (4.5) pomoćı modálńı
analýzy

f1 - 17,15 Hz 17,15 Hz

f2 - 51,45 Hz 51,46 Hz

f3 96 Hz 85,75 Hz 85,8 Hz

f4 - 120,05 Hz 120,21 Hz

f5 157 Hz 154,35 Hz 154,72 Hz
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Obrázek 4.5: Prvńıch osm vlastńıch tvar̊u kmitáńı na obdélńıkové oblasti (1 × 5).
Obrázky jsou řazeny zleva doprava.
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Obrázek 4.6: Vlevo graf časového pr̊uběhu akustického tlaku v bodě [3;0,5], vpravo
graf př́ıslušné Fourierovy transformace.

Obrázek 4.7: Vlevo graf časového pr̊uběhu akustického tlaku v bodě [4;0,5], vpravo
graf př́ıslušné Fourierovy transformace.

4.2.2 Analýza akustické energie

Pro ověřeńı časové diskretizace pomoćı Newmarkovy metody zanalyzujeme akus-
tickou energii. Tu definujeme jako

E = Ek + Ep =
1

2c2

∫
Ω

ṗ2dx+
1

2

∫
Ω

(∇p)2dx. (4.6)

Kinetickou a potenciálńı energii Ek a Ep můžeme numericky aproximovat vztahem

Ek ≈
1

2c2
ṗTMṗ, Ep ≈

1

2
pTKp. (4.7)

Pokud v rovnici (3.4) dosad́ıme za testovaćı funkci φ časovou derivaci řešeńı ṗ lze
přepsat jako

dE

dt
=

d

dt

(
1

2c2

∫
Ω

ṗ2dx+
1

2

∫
Ω

(∇p)2dx
)

=

∫
Ω

fṗdx− 1

c

∫
ΓS

(ṗ)2dS. (4.8)

tato rovnice popisuje změnu energie, tj. fyzikálně výkon, který ovlivnuje zdrojový
člen a použitá Sommerfeldova okrajová podmı́nka. V našem př́ıpadě zdrojový člen
dodavá výkon, označme ho jako P1 =

∫
Ω
fṗdx. Sommerfeldova okrajová podmı́nka

naopak výkon odvád́ı, tento člen označme jako P2 =
1
c

∫
ΓS
(ṗ)2dS.

Během časového výpočtu na obdélńıku jsme spoč́ıtali celkovou energii i včetně
výkonu z pravé strany předchoźı rovnice. Ty jsou zobrazeny na Obrázku 4.8. Z
obrázku je vidět, že vlivem zdrojového členu docháźı k nár̊ustu energie a naopak na
Sommerfeldově okrajové podmı́nce po dopadu vlny docházi k vyzářeńı akustického
výkonu mimo oblast obdélńıku.
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Obrázek 4.8: Časový pr̊uběh celkové akustické energie oblasti, energie přivedené
zdrojovým členem a energie vyzářené Sommerfeldovou okrajovou podmı́nkou.

4.3 Řešeńı vlnové rovnice na modelu krytu ven-

tilátoru

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě, budeme hledat řešeńı vlnové rovnice (1.19).
Tentokrát na oblasti, která je zjednodušeným modelem krytu ventilátoru, viz Obrázek
4.8. Řeš́ıme tedy vlnovou rovnici se zdrojovým členem

1

c2
∂2p′

∂t2
−∆p′ = f na Ω× (0, T ). (4.9)

Uvažujeme nulové počátečńı podmı́nky a c = 343m/s. U modelu krytu ventilátoru
části hranice 1,3,4,5,6,8 a 10 představuj́ı pevnou stěnu,viz Obrázek 4.9, proto na nich
předeṕı̌seme Neumannovu okrajovou podmı́nku (1.21). Zat́ımco na částech hranice
2, 7 a 9, které představuj́ı otevřenou část hranice, předepisujeme Sommerfeldovu
okrajovou podmı́nku (1.22). Jako zdrojový člen vlněńı je opět použit časový pulz
g(t) (viz Obrázek 4.3) z minulé úlohy, který je tentokrát umı́stěn do okoĺı bodu
[0,07;0,397], tj. bĺızko levé hranice oblasti.

Časový krok Newmarkovy metody je zvolen jako τ = 5 · 10−5s a konečný čas
simulace je T = 0, 2s. Použili jsme śıt’ s parametrem h = 0,02. Toto nastaveńı nám
umožňuje źıskat řešeńı s dobře rozlǐsenou frekvenćı

fmax ≈ 1

20τ
= 1000Hz, (4.10)
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Obrázek 4.9: Ukázka geometrie modelu krytu ventilátoru a triangulace vytvořená po-
moćı Gmsh včetně oč́ıslováńı hranice a znázorněńı zdroje vlněńı v bodě [0,07;0,397].

a

λmin ≈ 20 · h = 0, 4m =⇒ fmax =
c

λmin

= 857, 7Hz. (4.11)

Z hlediska Fourierovy analýzy vycháźı frekvenčńı rozlǐseńı

df ≈ 1

T
= 5Hz (4.12)

a maximálńı detekovatelná frekvence

fmax ≈ 1

2 dt
= 10000Hz. (4.13)

Źıskané řešeńı je znázorněno na Obr. 4.10. Je zde vidět, jak se úvodńı vrchol
časového pulzu š́ı̌ŕı skrz uvažovanou oblast a jak se odráž́ı od stěn. Následně je
patrno, že odraz od horńı stěny je plný, zat́ımco spodńı stěnou velká část vlny ut́ıká
mimo vyšetřovanou oblast. Na posledńım obrázku je vidět i odraz vlny v roźıch
daného modelu.
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Obrázek 4.10: Časový pr̊uběh řešeńı vlnové rovnice na modelu krytu ventilátoru,
zdrojový člen vlněńı je umı́stěn v okoĺı bodu [0,07;0,397]. Obrázky jsou řazeny zleva
doprava pro časové okamžiky k · 0, 0005s, kde k = 1, . . . , 6.
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4.3.1 Analýza výsledk̊u

Pro tento př́ıpad neexistuje žádný analytický model, se kterým bychom mohli
řešeńı porovnat. Proto porovnáme pouze výsledky modálńı analýzy a Fourierovy
transformace.

Modálńı analýza podobného modelu Provedeme modálńı analýzu stejné ob-
lasti, ale jako v předchoźım př́ıpadě tak i zde nahrad́ıme Sommerfeldovu okrajovou
podmı́nku na častech hranice 2, 7 a 9 Dirichletovou okrajovou podmı́nkou. Źıskané
vlastńı tvary jsou zobrazeny na Obr. 4.13. Je zde vidět, jak se postupně se vzr̊ustaj́ıćı
vlastńı frekvenćı zkracuje vlnová délka. Prvńı mód má je rozložen přes diagonálu
modelu, daľśı módy pak jsou dominantně situovány podél stran atd. V Tab. 4.4 jsou
pak shrnuty źıskané vlastńı frekvence.

Fourierova analýza. Ve dvou bodech A=[0,4;0,4] a B=[0,6;0,4] jsme zaznamenali
časový vývoj akustického tlaku, viz Obrázky 4.11 a 4.12. Je zde vidět, jak vlny po-
stupně procházej́ı těmito body, vlivem ztráty energie přes Sommerfeldovy okrajové
podmı́nky se amplituda vlněńı postupně zmenšuje. Následně jsme provedli Fourie-
rovu diskrétńı transformaci akustického tlaku celého časového pr̊uběhu. Porovnáńı
frekvenćı źıskaných oběma př́ıstupy je vidět v Tabulce 4.4. Druhá, třet́ı a pátá vlastńı
frekvence źıskané oběma př́ıstupy jsou velice podobné. To, že jejich hodnoty nejsou
úplně schodné, je pravděpodobně dané r̊uznými okrajovými podmı́nkami. Bohužel
prvńı vlastńı frekvence je v intervalu do 200 Hz, kde neńı možno rozlǐsit jednu spe-
cifickou frekvenci z Fourierovy transformace.

Obrázek 4.11: Vlevo graf časového pr̊uběhu akustického tlaku v bodě A, vpravo graf
př́ıslušné Fourierovy transformace.
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Obrázek 4.12: Vlevo graf časového pr̊uběhu akustického tlaku v bodě B, vpravo graf
př́ıslušné Fourierovy transformace.

Tabulka 4.4: Prvńıch šest vlastńıch frekvenćı modelu krytu ventilátoru.

fk pomoćı Fourierovy
transformace v bodě B

pomoćı modálńı analýzy

f1 - 137,05 Hz

f2 260 Hz 277,64 Hz

f3 320 Hz 329,77 Hz

f4 - 407,65 Hz

f5 456 Hz 479,81 Hz

f6 - 513,78 Hz
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Obrázek 4.13: Prvńıch šest vlastńıch tvar̊u kmitáńı. Obrázky jsou řazeny zleva do-
prava.
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Závěr

V této práci jsme se zabývali úlohami z akustiky, které jsme řešili pomoćı metody
konečných prvk̊u. Nejdř́ıve jsme odvodili vlnovou rovnici z Navierových-Stokesových
rovnic. Tu jsme následně doplnili o okrajové a počátečńı podmı́nky.

Ve druhé kapitole jsme vysvětili metody konečných prvk̊u na modelové úloze –
Poissonově rovnici. Tu jsme převedli do slabé formulace a jej́ı diskretizaćı ve vhodně
zvoleném podprostor polynomů źıskali soustavu lineárńıch rovnic. Vyřešeńım této
soustavy pak źıskáme numerické, tj. přibližné řešeńı zadané úlohy. Tuto Poissonovu
úlohu jsme později použili k ověřeńı funkčnosti naimplementovaného programu. Nu-
merické výsledky jsme porovnali se známým analytickým řešeńım a vypoč́ıtali jsme
experimentálńı řád konvergence. Výsledky uvedené v práci ukazuj́ı správnost imple-
mentace metody a při zjemňováńı śıtě lze pozorovat konvergenci metody.

Metodu konečných prvk̊u jsme dále použili na prostorovou diskretizaci vlnové
rovnice včetně uvažované Sommerfeldovy okrajové podmı́nky. Potom jsme odvodili
numerické schéma pro časovou diskretizaci vlnové rovnice pomoćı Newmarkovy me-
tody. Řešeńı v časové doméně jsme nejdř́ıve otestovali na jednoduché obdélńıkové ob-
lasti. Použit́ım Fourierovy analýzy časového pr̊uběhu akustického tlaku ve zvolených
bodech jsme źıskali dominantńı frekvence vlněńı. Ty jsme porovnali s vlastńımi frek-
vencemi čtvrtvlnového rezonátoru, který je po teoretické stránce podobný našemu
př́ıpadu. Vlastńı frekvence čtvrtvlnového rezonátoru jsme určili jednak ze známého
analytického předpisu a také pomoćı modálńı analýzy. Z jejich srovnáńı jsme zjistili,
že výsledky źıskané všemi třemi př́ıstupy jsou podobné. Frekvence, které jsme źıskali
pomoćı Fourierovy transformace singálu z řešeńı v časové doméně, se neshoduj́ı zcela,
což je dáno rozd́ılným zadáńım okrajových podmı́nek.

Na závěr jsme pomoćı Fourierovy analýzy časové simulace a pomoćı modálńı
analýzy určili rezonančńı frekvence modelu krytu ventilátoru. S uvažovaným nasta-
veńım numerického modelu jsme źıskali poměrně dobrou shodu u druhé, třet́ı a páté
vlastńı frekvence, ale prvńı vlastńı frekvence v grafu neńı dobře detekovatelná. V
budoucnu plánujeme tento postup ještě porovnat s řešeńım Helmholtzovy rovnice.
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lectures.org>.

45



Př́ılohy

Popis geometrie modelu krytu ventilátoru ve formátu .geo souboru programu
Gmsh.

c1=0.001;

//body

Point(1) = {0, 0, 0, c1};

Point(2) = {0.07, 0, 0, c1};

Point(3) = {0.46, 0, 0, c1};

Point(4) = {0.732, 0, 0, c1};

Point(5) = {0.732, 0.793, 0, c1};

Point(6) = {0, 0.793, 0, c1};

Point(7) = {0, 0.585, 0, c1};

Point(8) = {0, 0.485, 0, c1};

Point(9) = {-0.07, 0.3965, 0, c1};

Point(10) = {0, 0.308, 0, c1};

Point(11) = {0, 0.208, 0, c1};

//krivky

Line(1) = {1, 2};

Line(2) = {2, 3};

Line(3) = {3, 4};

Line(4) = {4, 5};

Line(5) = {5, 6};

Line(6) = {6, 7};

Line(7) = {7, 8};

Circle(8) = {8, 9, 10};

Line(9) = {10, 11};

Line(10) = {11, 1};

//uzavrena oblast

Line Loop(10) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};

Plane Surface(11) = {10};

//fyzikalni oblasti

c2 = 100;

c3 = 200;

c4 = 300;

c5 = 400;

c6 = 500;

c7 = 600;

c8 = 700;
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c9 = 800;

c10 = 900;

c11 = 1000;

Physical Line(c2) = {1};

Physical Line(c3) = {2};

Physical Line(c4) = {3};

Physical Line(c5) = {4};

Physical Line(c6) = {5};

Physical Line(c7) = {6};

Physical Line(c8) = {7};

Physical Line(c9) = {8};

Physical Line(c10) = {9};

Physical Line(c11) = {10};

Physical Surface(1000) = {11};

Soubor ve formátu .zip obsahuj́ıćı triangulace oblast́ı a program pro numerické
řešeńı vlnové rovnice pomoćı MKP. A animace časového pr̊uběhu řešeńı.
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