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Uvod

Tato prace se zabyva fesenim problému rovinného nevitivého proudéni metodou
kone¢nych prvki. ReSeni problémi proudéni je velmi slozité, protoze tyto problémy
jsou popsany parcialné diferencialnimi rovnicemi v kombinaci s vhodné zvolenymi
okrajovymi podminkami na riznych oblastech, pro které neni obecné mozné na-
jit analyticka reseni. Pro feseni takovych problémii se pouzivaji numerické metody,
které dokazi zadany problém priblizné vytesit, coz je napriklad metoda konecnych
prvki, kterou jsou feseny problémy v této praci. Metoda konecnych prvki je re-
alizovdna kédy napsanymi v programu Matlab a zkoumand geometrie (oblast) je
vytvorena v programu GMSH.

V prvni ¢asti prace je popsan princip a pouziti metody konecénych prvka v 1D
a ve 2D a to vcéetné odvozeni slabé formulace pro Poissonovu rovnici. Nésledné jsou
uvedeny numerické vysledky z koéda vyvinutych v programu Matlab, pro ovéreni
spravného fungovani metody konec¢nych prvkia v 1D a ve 2D. Tyto vysledky jsou
porovnany s analytickym fesenim a je pro né stanovena maximalni velikost chyby
numerické metody.

Ve druhé casti prace je popsana teorie proudéni tekutin véetné odvozeni rovnice
kontinuity a Eulerovy rovnice dynamiky tekutin. Je popsano i nevitivé nestlacitelné
a stlacitelné proudéni s formulacemi danych problému s okrajovymi podminkami.
Pro oba dva pripady je déle urcena i slaba formulace Laplaceovy rovnice proudové
funkce. Zaroven jsou v této ¢asti prace uvedeny zakladni poznatky z komplexni ana-
Iyzy a vyuziti funkci komplexni proménné pro matematicky popis proudéni. Vyhodou
popisu proudéni funkcemi komplexni proménné je ziskani analytického Teseni prou-
déni tekutiny pro ur¢ité druhy profili. Piikladem takového profilu je Zukovského
profil, na kterém lze ovérit spravné reSeni problému nevirivého rovinného proudéni.

V posledni ¢asti této prace jsou uvedeny vysledky pro problémy rovinného ne-
vifivého (nestlacitelného i stlacitelného subsonického) proudéni aerodynamického
profilu NACA 0012. Soucésti je i porovnani analytického a numerického feseni ob-
tékani Zukovského profilu.



Princip a uziti metody konecnych prvki

V této casti popiseme metodu konecnych prvki, kterda patii mezi numerické
metody pro feseni diferencialnich rovnic. Princip vypoctu touto metodou ukazeme
pro pripad v 1D a ve 2D. Nasledné byla metoda konecnych prvka implementovana
v programu MATLAB, kde byla metoda srovnana s analytickym feSenim vypocita-
nych rovnic.

1.1 Metoda konec¢nych prvka v 1D

Hled4ame TfeSeni rovnice

—u"(z) = f(x), z€(0,1) (1.1)

s okrajovymi podminkami
u(0) = u(l) = 0. (1.2)

Rovnici (1.1) vynasobime spojitou, po ¢astech hladkou testovaci funkei v splnujici
podminku (1.2). Oznacme prostor testovacich funkei

V={v:vel(0,1]), v(0) = v(1) = 0,v'(z) po ¢astech spojitd}. (1.3)

Nésledné rovnici (1.1) vyndsobenou funkei v(z) integrujeme na intervalu (0, 1):

/01 —u"(z)v(z)de = /01 f(x)v(z)dz, Yve. (1.4)

Rovnici (1.4) integrujeme podle pravidla per partes a podle podminky (1.8) déle
upravime:

1 1
[—u(a:)v(a:)]é—i—/ u'(2)v' (z) dz :/ f(x)v(z) dz. (1.5)
—— 0 0
=0
Slabé (Galerkinova) formulace problému (1.1-1.2) je pak dan jako hledéni
u €V, tak, ze

/01 o' (x)v' (z) doe = /01 f(x)v(z) dx (1.6)

plati pro vSechny v € V.

1.1.1 Bazova funkce a maticovy zapis diskrétniho problému

Diskretizace problému (1.6) dostaneme pokud v Galerkinové formulaci (1.6) na-
hradime prostor V jeho kone¢né rozmérnym podprostorem V},. V pripadé diskrétniho
problému hledame u; € V}, tak, ze

/01 uy, (z)vy, () d;p_/olf(x)’uh(x) dx (1.7)

plati pro vsechny vy, € Vj,. Prostor V};, ma konecnou dimenzi n = dim V},
a volime ho jako prostor:

Vi ={e € C([0,1]), #l@, 20y € Pr({xi Tig1) ) Vi = 0,..n, 0(0) = (1) = 0}, (1.8)



kde 0 = zg < 21 < ... < Zp_1 < Ty, < Tpy1 = 1 je dané déleni intervalu [0, 1]. Prvky
prostoru V}, jsou spojité po ¢astech linearni funkce. Oznac¢ime bazi prostoru V;, jako
©1..-n € Vp, které splnuji:

1 1=y,
vi(z;) J {0 i . (1.9)
Reseni problému (1.7) lze hledat ve tvaru linedrni kombinace bazovych funkei:
un(x) = Y_Ujpj(2). (1.10)
j=1

Vyraz (1.10) se dosadi do rovnice diskrétniho problému (1.7) a testovaci funkce vy,
se nahradi bazovou funkci ¢;, kde i = 1...n.

([ )= [ 60 "

Rovnici (1.11) 1ze zapsat také v maticovém tvaru:

AU =b. (1.12)

1.1.2 Vypocet prvkat maticové rovnice

Elementy matice A lze vypocitat podle nasledujicitho vzorce:

1
aij :/0 Py de. (1.13)

Pro vypocet elementii matice tuhosti A je potifeba znéat derivace bazové funkce .
Derivace bazovych funkei na jednotlivych intervalech déleni ziskdme snadno, nebot
funkce @; jsou na kazdém intervalu linedrni a ¢ je tedy konstantni. Jednotlivé prvky
matice tuhosti lze v pripadé ekvidistantniho déleni s krokem h vypocitat nasledovneé:

1 1\? 1\2 2
7\2
i = ;) dr=h{— h{——) =+ 1.14
¢ /0<%)x (h)+<h) h (1.14)
1 1\ /1 1
win = [ etadtdr=n(=3)(3) =3 (1.15)
1 1\ /1 1
v = [etdadr=n(=3) (3) =5 (1.16)
Elementy vektoru pravé strany b se vypocitaji nasledovné:
1
b= [ f@)pide, (1.17)
0

kde vypocet na jednotlivych intervalech déleni intervalu [0, 1] realizujeme numeric-
kou integraci.
Vysledna maticova rovnice ma tvar:

2 -1 0 --- 0 Uy by
—1 . e el : :
h o - - .0 = .
-1 :
0 0o -1 2 U, by



1.2 Metoda konecénych prvkia ve 2D

Ve dvourozmérném pripadé uvazujeme okrajovou tlohu pro Poissonovu rovnici,
tedy hleddme Teseni Poissonovy rovnice

—Au=f (1.19)

na omezené oblasti ) C R? s Dirichletovou okrajovou podminkou na oblasti I'p

a Neumannovou okrajovou podminkou na oblasti I'y na hranici oblasti 0f2,

pro kterou plati 02 = I'p UT'y a zaroven pro okrajové podminky plati I'p NIy = 0.
Dirichletova okrajova podminka na oblasti ['p méa tvar:

u=0. (1.20)

Neumannova okrajova podminka na oblasti 'y ma tvar:

ou
= (1.21)

Pro feseni rovnice (1.19) volime testovaci funkce v € V, kde
V={ved (ﬁ): v=0nalp}. (1.22)

Touto testovaci funkei nasledné vyndsobime obé strany rovnice (1.19)
a poté integrujeme:

/Q—Auvdx:/ﬂfvdx. (1.23)

Na levou stranu rovnice (1.23) déle aplikujeme Greenovu vétu (viz [1]) ¢imz dosta-
neme rovnici

n 3u n 8u av
_éﬂgainivd5+/52; S dQ_/vadx. (1.24)
—_——
Vu-n Vi Vo

Rovnici (1.24) upravime uzitim Neumannovy okrajové podminky na hranici I'y
(1.21) a uzitim definice V, tedy slaba formulace tlohy (1.19) zni: hleddme u takové,
ze spliuje
/ Vu-Vde:/fvdx+ VudS, YoeV. (1.25)
Q Q I'n
1.2.1 Diskretizace problému - Galerkinova metoda

Pro feSeni rovnice (1.25) uvazujeme prostor V, C V a kde n = dimV}, < oc.
Podle diskrétni Galerkinovy formulace u;, € V), je fesenim Galerkinova problému

/ﬂm-whda:/fvhdx+/ Vo dS, Yo € V. (1.26)
'n

V Galerkinové metodé lze namisto splnéni podminky pro vsechna v, pozadovat
splnéni podminky pro vsechna ;:

/QVuh-VgoidQ:/fgoidij/F U, dS, Vi € Vi (1.27)

Reseni Galerkinova problému piedpokladdme ve tvaru:

J=1

4



Pokud se predpokladané feseni (1.28) dosadi do rovnice (1.27), tak ma vysledna
rovnice tvar:

;Uj[)vwv%dﬁz/gmdﬁ+/m Ui, dS . (1.29)

aij b;

V rovnici (1.29) jsou ¢leny a;; prvky matice tuhosti, cleny b; prvky matice pravé
stany a U; neznamé hodnoty, které chceme vypocitat. Rovnici (1.29) lze tedy zapsat
v maticovém tvaru:

AU =b. (1.30)

1.2.2 Volba konecné prvkového podprostoru V; a jeho baze

Déle predpokladejme, ze dvojrozmérnd oblast {2 C R? je polygonalni omezenou
oblasti a 7, je triangulaci oblasti €, kterd ma nasledujici predpoklady, viz [2],

1. Triangulace 75, je tvorena koneéné mnoha uzavienymi trojuhelniky

2.0= U K
Kery,
3. Pro K;, K € 7, kde K; # Kj, je prunik K; N K; = () nebo je prunik K; N K;
tvoren spole¢nym vrcholem nebo spolecnou stranou K; a K;

Pokud jsou tyto podminky (1., 2., 3.) splnény, tak je triangulace 73, oznacovana jako
pripustnd, viz [2].

Podprostor triangulace Vj, se voli jako prostor spojitych po c¢astech linearnich
funkci, tedy

Vh:{QOEC(Q) igO’Kepl(K), VKET}L, @:Ona FD} (131)
Podprostor V, je tvofen bazovymi funkcemi ¢; € V},, které jsou ur¢eny podminkou:
@j(l'j) :51']'7 ’l,j = 1,...,dith, (132)

kde x; jsou vrcholy triangulace.

1.2.3 Referencni element a transformace na referenénim
elementu

Pro vypocet prvki matice tuhosti a;; v (1.29) je integral pfes 2 nahrazena
souctem integralt pres vsechny elementy K € 7, a integral pres K realizovan pomoci
tzv. referenéniho prvku. Pro vypocet bazovych funkei je vhodné zobrazit element
K s obecnymi vrcholy A(z4,94), B(xp,ys), C(xc, yc) na referenénim elementu K.
Referenéni element K (trojihelnik) ma vrcholy se soufadnicemi A(0,0), B(1,0),

PN

C'(0,1). Bazové funkce na referencnim trojithelniku maji nasledujici tvar:

il 9)=1-2—7 (1.33)
bp(2,9) =2 (1.34)
Ge(2,9) =1 (1.35)

ot



Pro transformaci Fy plati nasledujici vztah:

) X T A
Fx: K> K, - B (L),
“ <y> <y,4> " <y>

Matice By je transformacni matici a ma tvar

Ip— XA XTo—TA
By = .
<ZJB—ZJA yC_yA>

>

Pro inverzni transformaci Fj' plati nasledujici vztah:

Fe': K — K, ) — By ('”) — By (“) .
K <y> K \y K \ya

Matice By Ize explicitné vyjadiit ve tvaru:

1 1 (?JC’_yA

B+ =
k detBk —Yat+Ya B —TA

—Tc + £EA>
Pro transformaci bazovych funkci ¢ na K a ¢ na K plati vztah
oz, y) = o(F (2,9),

ktery lze také zapsat ve tvaru:

@(x,y) = @(:ﬁ’@)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

Parcialni derivace bazovych funkei maji podle pravidla pro derivovani slozené funkce

nasledujici tvar:

o0 _0p0i 0507
or  0&dx 0y ox’
op _ 008 0207
dy 0xdy 0yoy

(1.42)

(1.43)

Podle pravidla pro derivaci slozené funkce (1.42) resp. (1.43) a inverzni transformace

(1.38) dostaneme rovnici pro transformaci derivaci bazovych funkei:

ot 0t
_ s oz o
or Oy

(1.44)

Vztahy (1.42), (1.43) a (1.44) obsahuji nezndmé derivace podle = a podle y. Tyto
parcidlni derivace lze spoc¢itat zderivovanim rovnice (1.36) podle x a y. Zderivované

rovnice (1.36) zapsana v maticové forme:
02 0@
01 o a—z

0 0z
or 0 _ m—1
(8@ 6531)—18%'
or Oy

a z rovnice (1.45) plyne:

Rovnici (1.46) jsme vypocitali neznamé derivace ze vztahu (1.42) a (1.43).
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1.2.4 Matice tuhosti a vektor zatizeni

Matice tuhosti A obsahuje prvky a;; a a;;. Prvky a;; se vypocitaji nasledovné:

aij :/Q Vi - Vojde =Y /KV%- - Vojde =Y |K| Veilk - Vejilk, (1.47)

Ker, Kety,

kde Vi, - Vp; je skaldrnim souc¢inem gradientt bazovych funkci na elementu K € 7.
Prvky b; pravé strany zle vypocitat nasledovné:

b= [ fed2=Y [ feido= 30 0. (1.48)

Kery, Ker,

Pro vypocet integralu na elementu K pouzijeme numerickou kvadraturu.

1.3 Numerické vysledky

Presnost metody konecénych prvki zjistime z porovnani numerickych vysledki
s analytickym fesenim. Toto porovnani vysledki provedeme samostatné pro pripady
1D a 2D Poissonovy rovnice. Pro oba pripady ur¢ime velikost maximalni chyby
a odhadneme tad konvergence. Pro metodu koneénych prvkia ve 2D uréime tyto
parametry pro rtzné oblasti 2 s riznymi kombinacemi okrajovych podminek na
hranici oblasti 0f).

1.3.1 Metoda konecnych prvkia v 1D

V metodé koneénych prvki v 1D jsme porovnavali presnost metody s riiznym
mnozstvim kroku s analytickym feSenim Poissonovy rovnice v 1D

—i(z) = f(x). (1.49)

s pravou stranou f(z) = x+2 a okrajovymi podminkami «(0) = u(1) = 0. Pro feSeni
na intervalu x € (0, 1) jsme volili velikost kroku h = %, %, %, ﬁ, %. Z grafu je vidét,
ze pro velikost kroku %, % jiz neni poznat rozdil mezi analytickym a numerickym
fesenim Poissonovy rovnice, proto jsme pro vsechny uvazované kroky h vynesli do
samostatnych grafu velikosti chyby metody koneénych prvku na intervalu z € (0, 1).

Vypocet se v Matlabu [3] spusti ze skriptu MKP_1D_test.m.



T T T
Analyticke feseni pro f = x +2
MKP s krokem h = 1/5
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Obrazek 1.1: Analytické a nume-
rické feseni (h = 1)
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Obrazek 1.3: Analytické a nume-

rické Fesenf (h = 15)

T
Analytick

xX+2
MKP s kr¢ kmh 1/20
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Obrazek 1.5: Analytické a nume-
rické fegeni (h = 55)
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Obrazek 1.2: Chyba MKP s kro-
kem h = %

Obrazek 1.4: Chyba MKP s kro-
kem h = 1—10
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Obrazek 1.6: Chyba MKP s kro-
kem h = %
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Obrazek 1.7: Analytické a nume- Obrazek 1.8: Chyba MKP s kro-
rické Fesenf (h = 5) kem h = L
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Obrazek 1.9: Analytické a nume- Obrézek 1.10: Chyba MKP s kro-
rické Teseni (h = 8—10) kem h = %

Pro metodu koneénych prvka v 1D jsme také urcili zavislost maximalni velikosti
chyby metody na velikosti kroku A. Pro velikosti kroku A = 27", kde n = 1...9, jsme
vypocitali maximalni velikost chyby na intervalu (0,1). Maximéalni chyba E byla
urc¢ena pomoci maximalni chyby vyhodnocené v diskrétnich bodech jemnéjsi sité
M), (viz Obrazek 1.10), tedy

E = — u(Z 1.50

max |u”(z) — u(Z)], (1.50)
kde 9}, oznacuje uzly jemnéjsi sité, u* je numerické feseni a u je analytické TeSeni.
Rychlost konvergence odpovidajici v podstaté linearni zavislosti na obrazku 1.11 lze
odhadnout z velikosti chyby E a kroku h napt. podle vztahu

E,
— =~ 0,252 1.51
B 0, 252657, (1.51)
a pokud
E =~ C(h)?, (1.52)

pak tad konvergence odpovida p = 2.

1
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Obrazek 1.11: Chyba MKP v zavislosti na velikosti kroku h = 27", n =1...9

Tabulka 1: Maximalni chyba E v zavislosti na velikosti kroku A

Krok h Maximalni chyba E Odhad radu

: 0,08595722

: 0,02246212 1,936125
% 0,00573738 1,969031
% 0,00144959 1,984747
= 0,00036430 1,992431
= 0,00009131 1,996230
% 0,00002286 1,998119
ﬁ 0,00000571 1,999896
Iz 0,00000143 1,999526

1.3.2 Metoda konecnych prvka ve 2D

Pro ovéfeni spravného fungovani koédu na oblasti Q2 = (0, 1)? zvolime formulaci
okrajové tlohy pro Poissonovu rovnici tak, aby funkce u(z,y) byla analytické feseni

u(z,y) = sin(mzx) sin(my). (1.53)
Dosazenim funkce u(z,y) do (1.19), ziskdme pravou stanu f(z,y) ve tvaru:
f(z,y) = 27? sin(nz) sin(7y). (1.54)

Zaroven muzeme v numerickém testu aplikovat Dirichletovu okrajovou podminku,
ktera je na celé hranici oblasti 02 nulova. Okrajova podminka, kterou pouzijeme

ma tvar:
up(x,y) = sin(mz) sin(7wy). (1.55)
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Obrazek 1.12: Reseni na siti s 25 Obrazek 1.13: Resen{ na siti s 81
body body

.'i_';’igé
02 % .

Obrazek 1.14: Reseni na siti s 289 Obrazek 1.15: Reseni na siti s 1089
body body

Velikost chyby E s krokem h; 1ze aproximovat ve tvaru

kde C' je konstanta a p je fad chyby. Tento tad chyby se vypocita z poméru velikosti
chyb % Pro pripad, kdy je velikost kroku hy poloviéni oproti kroku hy, 1ze
rad p vypocitat nasledovneé:

By  /1\P By
2 (2) p loy?(ﬁh) (1.57)

Ve 2D pripadé chybu E pocitdme jako maximum chyby ve vrcholech sité, tedy
E = max |up(z;) — u(z;)|, (1.58)

kde uj, je numerické feseni a u je analytické TeSeni problému.
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Tabulka 2: Maximalni odchylka s hranici 92 = T'p

Krok h Pocet uzli na Maximalni Odhad radu
siti chyba E
: 25 0,053029
2 81 0,012951 2,033754
1—16 289 0,003219 2,008367
3% 1089 0,000804 2,002087

Pro numericky test mizeme také aplikovat Neumannovu okrajovou podminku
na ¢asti hranice 02 ve tvaru:

ou ou ou
=M= + U~
dy

n o (1.59)

tedy
un(z,y) = nym cos(mz) sin(my) + nem sin(mz) cos(my). (1.60)
V nésledujicich TeSenich je na sitich predepsand Neumannova okrajova podminka na

jedné hranici oblasti 0€) a na zbylych 3 ¢astech je predepsana Dirichletova okrajova
podminka (1.55).

Obrézek 1.16: Redenf na siti s 25 Obrazek 1.17: Reseni na siti s 81
body body
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Obrazek 1.18: Reseni na siti s 289

body

Obrazek 1.19: Reseni na siti s 1089
body

Tabulka 3: Maximélni odchylka s hranici 9Q =T'p UT'y

Krok h Pocet uzli na Maximalni Odhad tadu
siti chyba E
1 25 0,049529
é 81 0,012676 1,966164
1—16 289 0,003192 1,98937
= 1089 0,000799 1,99719

Robinova podminka, kterd je linearni kombinaci Dirichletovy a Neumannovy
okrajové podminky na ¢ast hranice oblasti 0€2 je ve tvaru:

up(z,y) = a(nm cos(mz) sin(my) + nemsin(mwzx) cos(my)) + sin(wzx) sin(my). (1.61)

V nésledujicich ptikladech je na hranici oblasti z € (0,1), y = 0 predepsana Robi-
nova okrajova podminka a na zbylych castech je predepsana Dirichletova okrajova

podminka ve tvaru (1.55).
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Obrazek 1.20: Reseni na siti s 25 Obrazek 1.21: Reseni na siti s 81

body

body
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FEERSS

08

Obrazek 1.22: Reseni na siti s 289 Obréazek 1.23: ReSen{ na siti s 1089
body body
Tabulka 4: Maximalni odchylka s hranici 092 =T'p UT'g
Krok h Pocet uzli na Maximalni Odhad tadu
siti chyba E

: 25 0,044921

% 81 0,010992 2,030949

1—16 289 0,002767 1,990285

3% 1089 0,000691 2,001423
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V naésledujicich ptripadech je na siti kombinace Dirichletovy, Neumannovy a
Robinovy okrajové podminky ve vyse uvedenych tvarech na hranici oblasti 0.

Obrazek 1.24: Resen{ na siti s 25

body

Obrazek 1.26: Reseni na siti s 289

body

Obrazek 1.25: Resen{ na siti s 81

body

v
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Obrazek 1.27: ReSeni na siti s 1089

body

Tabulka 5: Maximéalni odchylka s hranici 0Q =Tp Uy UT'R

Krok h Pocet uzli na Maximalni Odhad radu
siti chyba E
i 25 0,080925
% 81 0,021273 1,927586
1—16 289 0,005375 1,984744
3i2 1089 0,001348 1,995099
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Numerické feseni s okrajovymi podminkami je mozné také ovérit proti analytic-
kému Teseni na slozitéjsi oblasti. Oblast, na které se bude ovérovat numerické reseni
s okrajovymi podminkami, je obdélnik s vytiznutym ptlkruhem o jednotkovém po-
loméru. Na hrané obdélniku s ptilkruhem budeme predepisovat vSsechny vyse pouzité
okrajové podminky. Na zbylych tfech rovnych stranidch bude vzdy predepsana Di-
richletova okrajova podminka (1.55).

Obrazek 1.28: Geometrie oblasti pro vypocet

Obrazek 1.29: Numerické feseni s Obrazek 1.30: Analytické feSeni s
oblasti I'p oblasti I'p
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Obrazek 1.31: Numerické feseni s

oblasti 'y a I'p

Obrazek 1.33: Numerické Feseni s

oblastiI'r a I'p

Obrazek 1.32: Analytické feSeni s
oblasti 'y a I'p

Obrazek 1.34: Analytické feSeni s
oblasti I'r a I'p

Tabulka 6: Maximalni odchylka s hranici 0f2

Okrajové podminky

Pocet uzlu na siti

Maximalni chyba E

Up
Up a UnN

Up a UR

2017
2017
2017

0,010526
0,017052
0,018264

Vsechny vyse uvedené vypocty pro metodu konec¢nych prvka ve 2D se spusti ze
skriptu Numericke testy.m, kde jsou vSechny uvedené okrajové podminky a rizné
geometrie oblasti 2, které byly vytvoreny v programu GMSH [4] a importovany do

Matlabu pomoci funkce load_gmsh.m.
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Matematické modelovani proudéni tekutin

Pti odvozeni zékladnich rovnic je vyuzivana fundamentalni hypotéza mechaniky
kontinua, tedy ze v kazdém bodé x se v libovolném case t vyskytuje pravé jedna
castice.

2.1 Lagrangetv a Eulertv popis proudéni

Lagrangetiv popis se soustiedi na popis pohybu kazdé jednotlivé ¢astice konti-
nua, viz [5]. Trajektorie pohybu ¢astice lze popsat rovnici

r=p(X,1), (2.62)

kde X € R? je reference, kterd jednozna¢né uréuje zkoumanou ¢astici v ase t.
Parametry X, X5, X3 urcuji souradnicovy systém, ktery se spolecné s ¢asem t nazyva
Lagrangeovymi soufadnicemi, viz[5]. Rovnici trajektorie (2.62) lze zptesnit, kdyz
budeme uvazovat, ze pozice ¢astice s referenci X prochazi v case ty bodem X, to je

X = (X, ). (2.63)

Za predpokladu dostateéné hladkosti zobrazeni ¢ = ¢(X,t) definované pro X €
at € (t1,ty) lze z Lagrangeova popisu proudéni vyjadiit rychlost a zrychleni ¢astice
o dané referenci X:

a(X,t) = %?(X, t), (2.64)
a(X,t) = a;tf(X, t). (2.65)

Oproti Lagrangeovu popisu Euleriv popis popisuje stav kontinua (tj. naptiklad
rychlost u = u(z,t)) ve viech bodech zkoumané oblasti 2 C R3. Na zdkladé predpo-
kladu, ze u obou popisti proudéni se uvazuje, ze skrze kazdy bod x v ¢ase t prochazi
pravé jedna cCastice tekutiny volime X tak, aby v daném case ¢ platilo x = p(X, ).
Vzhledem k tomu, ze reference X neni z hlediska popisu podstatnd, lze ji vynechat

a uzivat v dalsim znacenim @(t) = ¢(X,t). Eulerova rychlost proudéni castice
u(z,t), pak lze vyjadrit z Lagrangeovského popisu nésledovné:
Oy dp
t)=a(X,t) = —(X,t) = —(t 2.66
ule,t) = a(X.1) = 22,1 = ) (2.66)

kde X je takovd reference, ze v ¢ase t plati x = p(X,t). Uzitim vztahu (2.65) je
v Eulerové popisu vyjadieno zrychleni a(x,t) ¢astice prochézejici bodem x v ¢ase ¢

_ &P
Cde?
Uzitim vztahu (2.66) pak dostavame

a(x,t) (t), kde x=@(X,1). (2.67)

alr,t) = S u(@(1), )] (2.68)
Zderivovanim dostavame
alr.t) = ZEE0.0+ 3 T @00 T (2.69)
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a tedy

ou
a=—+(u-V)u. (2.70)
ot
Na pravé strané rovnice (2.70) operétor % + u - V nazyvame materialovou resp.
totalni derivaci oznacenou %, tedy
d 0
—=—+u-V. 2.71
a o 2.71)

Rovnice (2.70) je tedy zrychlenim ¢éstice v Eulerovych soutadnicich vyjadrené po-
moci materialové derivace rychlosti u, tj.

du
= —. 2.72
a=— (2.72)
Vztah mezi rychlostmi v Lagrangeové a Eulerové popisu lze zapsat:
u(a,t) = a(d(a, ), 1), (2.73)

kde ¢len ¢(z,t) popisuje inverzni zobrazeni k zobrazeni op(z,t). V piipadé opacné
transformace z Eulerova na Lagrangetiv popis proudéni je, jako hledat trajektorii
Castice tekutiny na zdkladé rychlosti w(z,t). Trajektorii Castice prochézejici bodem
X €y v Case ty € (t1,t2) lze zjistit vyTesenim Cauchyho tlohy ve tvaru:

dx
i u(z,t), x(ty) =X. (2.74)

2.2 Véta o transportu a rovnice kontinuity

Véta o transportu zkoumé pohyb ¢astic kontinua obsazenych v ¢ase t € (ty,t5)

v oblasti ;. Necht funkce F' = F(x,t) reprezentuje néjakou fyzikalni veli¢inu, na-

priklad hustotu p(z,t), kterd je transportovana ¢dsticemi podle Eulerova popisu

proudéni. Pro vyjadieni casové zmény uvazujme ohranic¢enou oblast o(t) C €y, tzv.

kontrolni objem tvoreny v kazdém case t stejnymi ¢asticemi vyskytujici se v ¢ase tg
v o(to), tj.

o(t)={x=9¢(X,t): X € a(ty,),t € (t1,t2) }. (2.75)

Celkové mnozstvi fyzikalni veliciny F'(x,t) transportované ¢asticemi, které se nacha-
zeji v objemu o(t) v ¢ase t lze vyjadrit jako integral F(t):

F(t) = /g , Pty (2.76)

Casova zména fyzikalni veli¢iny F(z,t) se dle véty o transportu (viz [5]) vyjadii ve
tvaru

d}-dlgt) - C;it/a(t) F(a,t)de (2.77)
/am (c‘?thc,t) + V- (Fu)(z, t)> dr, (2.78)

kde u je rychlost dand dle (2.66), viz [5]. Uzitim véty o transportu lze odvodit
zakladni rovnice dynamiky tekutin, napriklad rovnici kontinuity nebo Eulerovu po-
hybovou rovnici hydrodynamiky:.
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Rovnice kontinuity je vyjadrenim zakona zachovani hmotnosti:

dm(o(t))

p—y 2;
7 0, (2.79)
kde hmotnost m(o(t)) je integralem hustoty p(x,t) pres kontrolni objem o(t), tedy
m(o(t)) = / o P (2.80)
ot

Uzitim véty o transportu pro (2.80) dostaneme rovnici kontinuity, tedy z rovnice
(2.79) dostaneme

0= jt </U(t) p(z,1) dx) - /U(t) (gf +V- (pu)) d. (2.81)

Rovnice (2.81) musi platit pro libovolny objem o(t), coz znamend, ze integrand je
roven nule. Tim dostavame diferencialni vyjadieni rovnice kontinuity ve tvaru:

ap B

Eulerova pohybova rovnice hydrodynamiky vyjadiuje zakon zachovani hyb-
nosti. Tuto rovnici opét odvodime z véty o transportu. Zakon zachovani hybnosti
lze vyjadrit:
dH(o(t))
dt
kde F(o(t)) oznacuje sily pusobici na na kontrolni objem o(t) a H(o(t)) oznacuje
celkovou hybnost ¢astic v kontrolnim objemu o(t), tedy:

H(o(t)) = / o Pty dr (2.84)

— F(o(t)), (2.83)

Sila F'(o(t)), ktera pisobi na kontrolni objem o(t) se skladd z objemové sily, ktera
pusobi v celém objemu a plosné sily, ktera ptisobi z vnéjsku na plochu kontrolniho
objemu o (t), coz jsou vnitini sily v tekutiné. Objemovou silu F,(o(t)) budeme uva-
Zovat ve tvaru:

F(o(t) = | o P t) Fa ) da (2.85)

kde f je hustota objemové sily. Jako plosnou silu Fs(o(t)) budeme uvazovat pouze
tlakovou silu danou tlakem p, tedy

Fy(o(t)) = — /8 o Pl ) () dS (2.86)

kde m je vnéjsi norméla ke kontrolnimu objemu o(t). Dosadime-li vztahy (2.86),
(2.85) a (2.84) do vztahu (2.83) ziskdme vztah:

d
L= [ ) fde = [ plefn()ds. (287

Uzitim véty o transportu na levou stranu rovnice (2.87) a Greenovu vétu (viz [1])
na plosnou silu, ziskame ve slozkovém tvaru vztah:

/a(t) (gt (p(z,t) ui(x,t)) + V - (pusu) do

_ Op
= [y P00 file 1) do — /a o @) dr, (288)
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kde index i oznacuje slozku ptislusného vektoru. Rovnice (2.88) musi jako v prede-
slém piipadé s rovnici kontinuity (2.82) platit pro libovolny objem o(t), tudiz ji lze
vyjadrit ve tvaru:

[?t (p(x, t) ui(x,t)) + V- (puz'lL) = p(x,t) fi(‘r’t) o 8851

Budeme-li predpokladat nestlacitelnou tekutinu, tedy konstantni hustoty, mizeme
rovnici (2.89) vydélit hustotou p:

(,8).  (2.89)

gtui(x,t) + V- () = fi(z,t) — ;gxpl(x, t). (2.90)
Uzitim vztahu
V- (uu) =uwV-u+u-Vy (2.91)
a rovnice kontinuity (2.82) spliujici predpoklad nestlacitelného proudéni, tedy
Vou=0 (2.92)
ziskame Eulerovu rovnici hydrodynamiky, kterou vyjadiime ve vektorovém tvaru:
881: +(u-Vu=f- ;Vp. (2.93)

2.2.1 Popis rovinného nestlacitelného nevirivého proudéni
pomoci proudové funkce

Za dodatecného predpokladu nestlacitelného proudéni, tedy za predpokladu, ze
hustota p je konstantni, lze rovnici kontinuity (2.82) zapsat ve tvaru:

V-u=0. (2.94)

V nevirivém neboli potencialnim proudéni ¢astice konaji pouze posuvny pohyb. Tu-
diz tuto podminku, zZe se ¢astice neotaceji kolem své osy, lze vyjadrit rovnici:

rotu = 0. (2.95)

Pro ptipad rovinného proudéni rovnice (2.95) lze zapsat ve tvaru

ou ou
0=|—-—2--—). 2.96
( ox dy ) (2.96)
Nestlacitelné nevirivé proudéni popiSseme pomoci proudové funkce ¥ = W(x,y).
Splnéni rovnice (2.94) je zaruceno, pokud existuje hladka funkce spliujici:
ov ov
==, =——, 2.97
nebo-li 5 5
v v
==, —]. 2.98
“ (ay’ 8x> (2.98)

Pokud do rovnice (2.96) dosadime slozky rychlosti (2.97), ziskame Laplaceovou
rovnici pro proudovou funkei ve tvaru, viz [6],

0 9%V
nebo
—AV = 0. (2.100)
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2.2.2 Popis rovinného stlacitelného nevirivého proudéni

Pro popis a formulaci stla¢itelného proudéni vychazime z prace [7]. Jak jiz bylo
odvozeno z véty o transportu (2.2), rovnici kontinuity pro stlacitelné proudéni lze
vyjadrit nasledovné:

0
9P LT (pu) = 0. (2.101)
ot
Eulerovu pohybovou rovnici hydrodynamiky jsme odvodili ve tvaru:
ou 1
. = f— -Vp. 2.102
oy Vpu=F -V (2:102)

Uvazujeme-li, ze proudéni je barotropni, tedy, ze tlak je pouze funkci hustoty
p = f(p). Dalsi ivahou je, ze proudéni je adiabatické (d@Q@ = 0) a homoentropické
(S = konst.), poté lze tlak vyjadrit vztahem

P =Po (;})7 (2.103)

a rychlost zvuku lze tedy vyjadrit

v—1 v—1
a? = 7 (79()) <p> — a2 <p> S (2.104)
Po Po Po P

kde tlak pg, hustota py a rychlost zvuku ag jsou hodnoty danych veli¢in pii rychlosti
u = 0 a 7 je Poissonova konstanta:

c
y="T (2.105)
Cy
V Poissonové konstanté v je ¢, mérna tepelna kapacita pfi konstantnim tlaku p
a ¢, je mérna tepelnd kapacita pti konstantnim objemu. Z rovnice (2.104) je mozné
vyjadiit rychlost zvuku a2 = Lo,

Pomoci vztahu

1
(u-V)u = V(iu ‘u) —u X rotu, (2.106)
viz [7], upravime rovnici (2.102) na tvar
0 1 1
az;—l—V(zu‘u)%—pr:f—i-u X ot u. (2.107)

Pro stacionarni a nevitivé proudéni bez piisobeni vnéjsich sil plati da—’t‘ =0,rotu =0

a f =0, tedy rovnice (2.107) nabyde tvaru
1 1
V(iu ‘u) + ;Vp = 0. (2.108)

Nyni zavedeme tlakovou funkci P, tak ze:

vr =t (2.109)
P
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Tato funkce je pak dana vztahem

r1dp a?

P(s) :/po S )= [(p’;)w - 1] . (2.110)

Uzitim této funkce v rovnici (2.108) dostdvame upravenou Eulerovu rovnici ve tvaru:

1
\% <2u-u+P(s)> = 0. (2.111)
Rovnice (2.111) implikuje:
1
QU U + P(s) = konst. (2.112)

Po dosazeni (2.110) do (2.112) a vyjadreni hustoty p dostdvime Bernoulliho rovnici

stlacitelného proudéni:
1
1 71
o= (1 1 |u|2) | (2113)

viz také [7].

Rovnice pro rovinné nevirivé stlacitelné proudéni

Uvazujeme-li staciondrni proudéni (% = O), tak se rovnice kontinuity (2.114)
zjednodusi na tvar:

V- (pu) =0, (2.114)
ktery lze také prepsat do tvaru:

I(pu1) + I(pu2)

=0. 2.115
&cl (933'2 ( )
Podminku nevirivého proudéni:
rotu = 0, (2.116)
lze také vyjadrit ve tvaru:
8u2 8u1
— — — =0 2.117
6;1:1 8:62 ( )

viz (2.96).

Proudova funkce Uzijeme proudové funkce pro stlacitelné proudéni obdobné,
jako pro pripad nestlacitelného proudéni, tedy

ov ov
— - — _ . 2.11
0 " o pus (2.118)

Rovnice kontinuity (2.114) je splnéna, nebot:

8(pu1) _ 8(—pu2) . 82\1/ _ 82\11 .
81’1 81’2 B 8x18x2 61:28951 n

0. (2.119)

Dosazenim vztaht (2.118) do podminky nevifivosti (2.117) dostavame rovnici

0 (10v o [(10v
_ - _ — = 2.12
0xy (p 8:61> 0xy (p 8352) 0 (2.120)
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kterou lze také zapsat ve vektorovém tvaru:

v (ive) =0 2.121
(™) e12)

V rovnici (2.121) je hustota p definovdna Bernoulliho vztahem (2.113), do kterého je
treba dosadit dle (2.118) za |u|? = p% |V |2 Vysledny vztah pro hustotu je definovan

implicitné:
1
vy—11 9\t
p=npo|l-— — |V ) . (2.122)
( 2a5 p?

Rovnici (2.121) popisujici proudéni budeme Tesit na omezené oblasti 2

\\_

Obrazek 2.35: Omezend oblast € pro feseni problému obtékani a detail v blizkosti
profilu I'p

a pro matematickou formulaci je tfeba doplnit rovnici o okrajové podminky.
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Formulace problému na omezené oblasti, okrajové podminky Okrajové
podminky, které budeme pouzivat v této praci vychézeji z prace [8]. Okrajova pod-
minka na obtékaném profilu lze zapsat ve tvaru:

u-n=0, (2.123)

kde w je vektor rychlosti a n je normalovy vektor.
Z levé strany rovnice (2.123) po dosazeni proudové funkce (2.118) dostédvame vztah:

1ov 10U

=—F7—"N1 — —F— Na,
pdry — pdry

u-n (2.124)

kde slozky normalového vektoru n 1ze prepsat pomoci teéného vektoru t = (—ng, ny),
¢imz dostaneme:

1
u-n=-VV.t. (2.125)
P

Dosazenim rovnice (2.123) do rovnice (2.124) ziskdme vztah

1
VUt =0, (2.126)
p

z které plyne, ze funkce ¥ je na profilu konstantni, tedy:
U = (Cy na I'p. (2.127)
V nekoneénu definujeme okrajovou podminku, které vychazi ze vztahu:

lim V¥ = (—po u5°, pooui’). (2.128)

|| =00
Proudova funkce ¥ v nekoneénu ma splnovat:
U = — oo u5° T + Poo " Y. (2.129)

Tuto okrajovou podminku pouzijeme na hranici oblasti 0€2, kterou proudici tekutina
vstupuje do oblasti 2. Posledni okrajovou podminku predepiSseme na hranici oblasti
0%, kterou proudici tekutina opousti oblast €2, zde predepiseme pouze te¢nou slozku:

u-t= uloo t1 + UQOO ts. (2130)

Nahrazenim te¢ny ¢ = (t1,t3) normélou nm = (ny, —ny) upravime okrajovou pod-
minku (2.130) do tvaru
u-n=u;" ng —u ny (2.131)

a pomoci vztahi (2.118) dostavame:

10w 10T
M=ty — ———ny. 2.132
u-n paxz N9 p&(l}l ny ( 3 )

Uzitim (2.131) a (2.132) ziskdme okrajovou podminku

100
—— = w1 Ny — u™®n; nalp. (2.133)
pon
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Laplaceovu rovnici proudové funkce (2.121) a okrajovou podminku (2.133) upra-
vime vztahem b(|VV|) = %. Vysledny problém stlacitelného proudéni je tedy:

=V - (b(|VY])VY¥) =0 v

\I/:_poou2oox+pooulooy na I’
U = C} na I'p (2.134)

ov
—b(|VY) In = ung — uy’ny na ['p,
kde )
Y1 e seyz)
Poo =po |1 — 2 ’(ul ) U )’ : (2'135)
2a4

Pro tpravu problému ze stlacitelného proudéni na nestlacitelné je hustota p kon-
stantni a problém nestlacitelného proudéni je formulovan:

—AV =0 v Q
U=—ux+u>y na I';
e na Tp (2.136)
ov - ~
I = W M2 T Uy m na ['p.

2.3 Slaba formulace Laplaceovy rovnice proudové
funkce

Pro obtékani leteckého profilu bude tloha zadédna na oblasti €2 s hranici oblasti
00 = '’ UTE UTY. Hranice obtékaného profilu je oznacena I'Z. Hranice 'Y
oznacuje vstupni hranu, kterou pritéka tekutina do oblasti {2 a I'gy hranici, kterou
tekutina odtéka.

2.3.1 Nestlacitelné proudéni

Uloha, kterou pro stacionarni nevirivé nestlacitelné proudéni budeme ftesit je
zadand nasledovné:

—A¥ =0 na {2
U= —uz+ui"y na I'{°
v =C, na Fz (2.137)
ov ~ o -
T W2 T Uy m na I'7.

Rovnici (2.137) vynasobime testovaci funkci v a integrujeme:
/ —A\If-vd:v:/ 0-vdr. (2.138)
Q 0
Nésledné podle Greenovy véty [1] upravime rovnici (2.138) na tvar:

/V\If-Vde:/ VU - nw dS. (2.139)
Q o0
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Hranice 92 se rozdéli na oblasti I'°, 2. TS| kde testovaci funkce vy, je opét nulova
na oblastech ', T'2:

/V\D-VUCZQ: O ar. (2.140)
Q re on

Po dosazeni Neumannovy okrajové podminky je vysledna slaba formulace

/ VU . VoudQ) = / (u®ng — usny)vdr. (2.141)
Q e

2.3.2 Stlacitelné proudéni

Budeme-li opét uvazovat stacionarni nevirivé proudéni, které nyni bude stlaci-
telné, tak bude tloha formulovana ve tvaru

-V (b(|VY))VT) =0 na )
U= P U™+ poc 1™y na I'Y®
U= C, na I'2 (2.142)
ov
—b(VU) I uP ng — us’ ny na 'Yy,

kde je hustota dana vztahem:

=0 (1= ) @143
0

Slabou formulaci odvodime stejnym zptisobem jako v predeslych pripadech, tedy
vynasobime rovnici (2.142) testovaci funkci v a zintegrujeme:

/Q—v- (B(VE]) - V) vdz = /Q 0-vd. (2.144)
Aplikujeme Greenovu vétu, viz [1]:
/m (V)Y - nvdS +/Qb(|v\11|)v\1/ Vods =0, (2.145)
Upravime rovnici (2.145):
/Qb(|v\11|)v\1/ Vudr = /mb(|v\1/|)w - nwds, (2.146)

kde lze pravou stranu upravit do tvaru:

ov
/Qb(]V\IJD-V\D-Vvd:c—/mb(\vw)%vd& (2.147)

Dosadime okrajovou podminku a slaba formulace problému stlacitelného stacionar-
niho a nevitivého proudénti je:

/Qb(|V\If|) VU Vodd = | (uFns — uFn)vdS, (2.148)

'y
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Jak je vidét ze slabych formulaci problému stlacitelného a nestlacitelného proudeéni,
tak problém nestlacitelného proudéni (2.139) je linedrnim problémem a problém
stlacitelné proudéni (2.148) je problémem nelinearnim. V nelinedrnim problému stla-
¢itelného proudéni pouzivame implicitni vztah pro hustotu (2.122), a proto FeSeni
tohoto nelinearniho problému urc¢ime z itera¢niho vypoctu proudové funkce.

Pro urceni fyzikalné smysluplného feseni musime zvolit konstantu C}, tak, aby
odpovidala Kutta-Zukovského odtokové podmince.

Kutta-Zukovského podminka pro profil s ostrou odtokovou hranou ¥k4, Ze
proudnice opousti profil ' ve sméru osy thlu profilu, viz [8].

Abychom ziskali rychlostni pole kolem zkoumaného profilu T'2, potiebujeme
ziskat slozky rychlosti. Vzhledem k tomu, Ze rychlost je tecnou proudové funkce,
tak hledané slozky rychlosti u ziskame z gradientu proudové funkce VW, viz vztahy
(2.97) a (2.98). Rychlostni pole ur¢ime z vyslednice slozek rychlosti w ve zkoumanych
uzlech.
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2.4 Funkce komplexni proménné a jejich uziti pro
matematicky popis proudéni

V této ¢asti vyuzijeme funkce komplexni proménné pro popis proudéni. Vyho-
dou tohoto popisu proudéni je, ze jsme schopni ziskat analytické reseni pro obtékani
nékterych profili, napiiklad kruhu nebo Zukovského profilu a tato analyticka Te-
Seni porovnat s numerickymi vysledky [8]. Funkce komplexni proménné je funkce
f : C — C, kde C oznacuje obor komplexnich ¢isel a zapisujeme f = f(z), kde
z € C je komplexni ¢islo z = a + tb. Funkce f je holomorfni pokud pro kazdé
komplexni ¢islo z v mnoziné G C C existuje derivace f'(z), [9].

Nutnou podminkou pro existenci derivace f’(z) funkce f(z) = fi(z,y)+ifs(z,y)
v bodé z = x + iy je existence obou prvnich parcidlnich derivaci kazdé z funkei f;
a fo v bodé z a splnéni Cauchy-Riemannovych podminek [9]:

ofv  0fy
_— = 2.149
ox oy ( )
of Of2
_ = —— 2.150
dy ox ( )
2.4.1 Popis stacionarniho nevazkého nestlacitelného
nevirivého proudéni pomoci holomorfni funkce
Uvazujeme nestlacitelné nevirivé proudéni popsané rovnici kontinuity
8U1 871,2
—+ —=0 2.151
ox * dy ( )
a podminkou nevitivosti
8u1 @UJQ
— - —=0. 2.152
dy ox ( )
Vidime, ze pokud komplexni funkce

definovana pro z = x + iy, je holomorfni pak Cauchy-Riemannovy podminky zaru-
¢uji splnéni obou rovnic (2.151) a (2.152) a FeSeni problému pak odpovida hledani
komplexni funkce

w(2) = wi(w,y) — iug(v,y) (2.154)
namisto hleddni u = (uy,us) pro z = x + iy. Misto hledani rychlostniho pole w,
budeme hledat jeho potencial. Komplexni potencial se vypocita tak, ze hledame
funkci komplexni proménné F'(z) tak, aby F'(z)=w(z). Hledana funkce F'(z) je ve
tvaru:

F(z) = ®(z,y) +iV(x,y). (2.155)
Podle Cauchy-Riemannovych podminek plati:
od oV
R 2.156
afB ay Uy, ( )
o ov

Dl 2.1
8y ax Uz, ( 57)

kde ® je potencial a ¥ je proudova funkce. Komplexni potencial je v nékterych
pripadech znam.
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2.4.2 Rovinné obtékani valce

Klasickym pripadem, kdy je komplexni potencidl znam, je pripad rovinného
obtékani valce.

Budeme-li chtit vyresit obtékani valce, budeme predpokladat, Ze rychlost
v nekonecnu je ve tvaru

Uso = Uioo + 1 Ugso = |Uso| (cos(bp) + 4 sin(6y)), (2.158)
kde |Us| je velikost rychlosti v nekone¢nu a 6y je tthel ndbéhu v nekonec¢nu.
Dle [8] je komplexni potencidl pro obtékéani valce dan:
R2
F(z)=u ———1 2.1
(2) = Too 2 + Uoo pons v n(z), (2.159)

kde R je polomér obtékaného kruhu a ~ je cirkulace rychlosti. Komplexni funkei
rychlosti w muzeme ziskat derivaci potencidlu F'(z):

R 1
~ 72 (2.160)

w(z) =Moo —Uoe 3 — 557

Ma-li F(z) odpovidat obtékani valce, pak musi byt proudova funkce ¥ na profilu
(obvodu kruhu) konstantni a podle (2.155) je ¥ = Im(F'(z)).

V pripadé obtékani valce je profilem kruh Kpg, ktery bude mit stted v pocatku
soufadnicového systému. Takovy kruh je popsan rovnici 22 + 3> = R? a lze ho
pokladat za krivku, kterou lze parametrizovat nasledovné:

Kgr = Re"™ = R (cos(T) + i sin(7)). (2.161)

Komplexni potencidl parametrizovaného kruhu lze vypocitat dosazenim parametri-
zace (2.161) do rovnice (2.159). Nésledné se vyjadii rychlosti te = U100 + @ Useo
A Upo = Uleo — © Uzse a Upravi logaritmus:

In(R(cos(7) + i sin(7))) = In(R) + i7. (2.162)

Vysledné funkce komplexniho potencidlu pro kruh Ky je po uprave:

F(R ™) = 2R(u1oe c08(7) + uzaosin(r) + .- R = L7 (2.163)

Proudova funkce obtékaného kruhu Ky je imaginarni slozkou potencialu, tedy
Im F(R (cos(r) + i sin(r))) = 21 In R (2.164)
T

a vidime, ze proudova funkce je skutecné konstantni. Konstanta je dana cirkulaci ~.
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2.4.3 Rovinné nestlacitelné nevirivé proudéni okolo
Zukovského profilu

Zukovského funkee se vyuziva k vytvoreni Zukovského profilu, viz [7],[8]. Zu-
kovského funkce Z(0) je definovana pro 6 € C\{0} dle:

Z(0) = ; (9 + “;) , (2.165)

kde a je parametr, a € C\{0}.

Zukovského funkce Z zobrazuje S na S a toto zobrazeni je prosté na jakékoliv
mnoziné M C S, viz [7], [8], [9].

Zukovského profil vznikne z kruhu M a K (h,a). Kruh K (h,a) mé stied v bodé
ih a dotyka se bodu +a. Kruh M mé spolecny bod a s kruhem K (h,a) a zdroven
je K(h,a) C M. Zukovského profil je tedy mnozinou Z(M), kde Z je Zukovského
funkce (2.165). Zobrazeni K(z) je inverznim zobrazenim k Zukovskému zobrazeni
Z. Zobrazeni K(z) je konformnim zobrazenim, coZ znamend, ze zachovava thly a je
definované:

K(z) =z+ V2% —a (2.166)

Komplexni potencial pro Zukovského profil je vyjadien:

— U R?

Flz) =~ [UOO(/C(Z) ~9)+ ~ D log(K(z) — 5)1 (2.167)

K(z)—S mi

a komplexni rychlost je:

! Uso I ) 1 ] (2.168)

w(z) = F'(z) = K'(z) lz (Uoo T K(z)=8)2)  2miK(z) -S|

Kutta-Zukovského odtokova podminka Pro Zukovského profil je nutné pie-
depsat odtokovou podminku, ktera omezi na odtokové hrané cirkulaci rychlosti na
reseni, ktera davaji fyzikdlni smysl. Tato odtokovda podminka se nazyva Kutta-
Zukovského odtokova podminka. Zukovského profil je definovan kruznicemi K (h, a)
a M (2.4.3) a cirkulace ~ je urc¢ena vztahem:

v =27 R|Us| (000 + arctan h) . (2.169)
a
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2.5 Aproximace nevirivého proudéni tekutiny

Jako obtékany profil jsme si zvolili letecky profil NACA 0012. Profily NACA se
mohou oznacovat ¢tyfmistnym c¢islem, kterym je specifikovana geometrie leteckého
profilu. Prvni ¢&islice oznacuje maximalni prohnuti v procentech hloubky. Druhé
¢islice definuje v polohu maximalniho prohnuti kiidla na tétivé. Posledni dvé cislice
definuji maximalni tloustku v procentech hloubky. Na leteckém profilu je tétiva
spojnice ndbézného a odtokového bodu profilu a hloubka je délka tétivy, viz [10].
Tloustkova funkce pro ¢tytciferné NACA profily je popsana rovnici:

Y = ttmas (1, 4845v/x — 0,63z — 1, 75802 + 1, 42152° — 0.5075904) . (2.170)

kde 44, je maximalni tloustka profilu urcéena poslednimi dvéma c¢islicemi daného
NACA profilu. Pro profil NACA 0012, ktery na zdkladé znalosti ¢islic profilu neni
prohnuty a méi maximélni tloustku 12% hloubky profilu je tloustkova funkce ve
tvaru:

y = £0,12 (1,4845y/x — 0,63z — 1,75802% + 1,42152° — 0.50752) . (2.171)

Profil vytvorime v programu GMSH a pomoci funkce load_gmsh.m importujeme do
Matlabu.

Obrazek 2.36: Profil NACA 0012 v programu GMSH

Vypocet na profilu NACA 0012 realizujeme metodou kone¢nych prvki v programu
Matlab ve skriptu solve_potential flow.m, kde zvolime parametry pro obtékani
profilu, tj. rychlost U a tihel ndbéhu 6. Jak je vidét napt. v ¢asti (2.3.1), tak Dirichle-
tova okrajova podminka na kridle je nezndméa konstanta C}. Pro zjisténi hodnoty
této konstanty vyuzijeme Kutta-Zukovského odtokovou podminku pro ostrou odto-
kovou hranu. Tato podminka tiké, Ze proudnice opousti profil ve sméru osy thlu.

Pro ziskani konstanty, ktera uspokojuje Kutta-Zukovského odtokovou podminku
vyuzijeme predpoklad, Zze hodnota proudové funkce na odtokové hrané by méla od-
povidat hodnoté proudové funkce za odtokovou hranou, ktera je na ose tihlu profilu.
Tento proces realizujeme pomoci funkce Plot_constant.m, kterd pro zvolené kon-
stanty spoc¢ita hodnoty proudové funkce za odtokovou hranou profilu. Nasledné se
najde hodnota konstanty, pro kterou je proudova funkce na odtokové hrané stejna,
jako proudova funkce za odtokovou hranou na ose tithlu profilu.
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Po dosazeni zjisténé konstanty do Dirichletovy okrajové podminky bvp.Dirl

a opétovném vypoctu ziskdme spravné feseni problému proudéni splnujici
Kutta-Zukovského odtokovou podminku. Vypoéitanou proudovou funkei poté s ge-
ometrii importujeme do programu ParaView [11], ve kterém zobrazime proudnice.
Pro model kridla NACA 0012 muzeme urcit rozlozeni tlaku na jeho horni a dolni
casti a také rozdil tlaku, které ziskdme z Bernoulliho rovnice

1
P4 Zul? + U = konst. (2.172)
p 2
Uvazujeme-li, ze tlak okoli p,, = 0 a zanedbame tloustku kridla, tedy ze rozdil

potencialni energie AU = 0, tak je Bernoulliho rovnice po tpravé ve tvaru:

p= ;p (u2, —u?). (2.173)

Bezrozmérny tlakovy soucinitel je pro obtékany profil ve tvaru

c, =L, (2.174)

1 2
§puoo

Bezrozmérny tlakovy soucinitel poc¢ita s relativnim tlakem tedy rozdilem mezi tlakem
p v daném misté a atmosférickym tlakem p.,. Pro tcely tohoto vypoctu uvazujeme,
ze atmostéricky tlak okoli po, = 0 stejné jako v ptripadé vypoctu tlaku p z Bernoulliho
rovnice (2.173). Bezrozmérny tlakovy soucinitel bude tedy ve tvaru:

P
2 oo
Vztlakovy koeficient se vyjadii:
F
Cp = lpuiLA' (2.176)
2 o0

Pro vztlakovy koeficient existuje aproximace, kterou si lze ovérit spravny vypocet
vztlakového koeficientu [12]:

CiP™" ~ 27 sin (), (2.177)

kde « je tthel nabéhu. Odporovy koeficient je ve tvaru:

Fp
Cp = %puooA‘ (2.178)

Pro vypocet vztlakového a odporového koeficientu uvazujeme jednotkovou plochu
kridla. Vztlakovou a odporovou silu ziskdme z rozlozeni tlaku na kiidle a slozek
normaly k povrchu profilu.

Obtékani profilu NACA 0012 rozdélime na proudéni stlacitelné a nestlacitelné
a pro oba pripady budeme uvazovat stejné podminky, tedy pocatecni hustotu
p =1,225 [kgm™3], vstupni rychlost U = 50 [ms~!] a stejné thly ndbéhu 6.
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2.5.1 Nestlacitelné proudéni
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Obrazek 2.37: Izoc¢ary proudové funkce profilu NACA 0012, U = 50 [ms™!], § = 0°
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Obrazek 2.38: Rozlozeni tlaku v
[Pa] pro U = 50 [ms™1], § = 0°
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Obrazek 2.40: Tlakovy soucinitel
C, pro U =50 [ms™1], 6 = 0°
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Obrazek 2.39: Rozlozeni rychlosti
v [ms™1] pro U = 50 [ms~1], § = 0°
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Obrazek 2.43: Rozlozeni tlaku v
[Pa] pro U = 50 [ms™1], = 4°
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Obrazek 2.45: Tlakovy soucinitel
Cp pro U =50 [ms™1], § = 4°
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Obrazek 2.44: Rozlozeni rychlosti
v [ms™!] pro U = 50 [ms~!], § = 4°
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Obrazek 2.46: Rozdil C
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Obrazek 2.48: Rozlozeni tlaku v
[Pa] pro U = 50 [ms™1], 0 = 8°
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Obrazek 2.50: Tlakovy soucinitel
Cp pro U =50 [ms™1], § = 8°
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Obrazek 2.49: Rozlozeni rychlosti
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7 obrazki je vidét, ze v nestlacitelném proudéni pro thel ndbéhu 6 = 0° je rozlozeni
a prubéh jednotlivych vypocitanych veli¢in v podstaté symetricky. Postupné se se
zvysujicim thlem nabéhu 6 zvysuje rychlost v horni poloviné kiidla, zejména u na-
bézné hrany. Zaroven se v mistech na profilu, kde se zvysuje rychlost, snizuje tlak.
Tento jev odpovida predpokladanému chovani, které odpovida Bernoulliho rovnici
(2.172). V pripadé graft s rozdily tlakovych souciniteltt C, jsou vidét velké rozdily
v mistech, kde jsou velké zmény v priubéhu jednotlivych tlakovych souciniteli, coz
je ve vsech pripadech u konce leteckého profilu.

Pro nestlacitelné proudéni byly stanoveny i odporové a vztlakové sily, resp.
soucinitele v zavislosti na thlu nabéhu.

Tabulka 7: Nestlacitelné proudéni

0] Fp [N] Fr N o o CPToT
0 4,576 4,379 0,003 0,003 0
4 -45,745 732,205 -0,03 0,478 0,438
8 -196,598 1 453,402 -0,129 0,949 0,875

7 tabulky je vidét, ze se zvysSujicim se tthlem nabéhu zvysuje jak odporova sila Fp
v absolutni hodnoté, tak vztlakova sila Fp, ¢emuz odpovidad hodnota prislusnych
soucinitelti. Pro tithel nabéhu # = 0° profil nevytvaii vztlak, protoze podle vztlakové
¢ary je tento thel v oblasti nulového vztlaku, viz [10]. V tabulce je také vidét, ze
priblizny vztah pro vypocet vztlakového soucinitele C7*"* (2.177) dokaZe s pomérné

malou chybou urcit hodnotu vztlakového soucinitele C7.

2.5.2 Stlacitelné proudéni

Obtékani profilu NACA 0012 rozsifime o stlacitelné proudéni. Vypocitame za-
vislost hustoty na rychlosti, resp. VW. Tento vypocet realizujeme pomoci funkce
density_gradintPSI.m, kterd z Bernoulliho rovnice pro hustotu (2.122) uréi vysled-
nou zavislost hustoty na rychlosti pro stlacitelné proudéni. Nasledné se pro danou
zavislost hustoty iteraci urci vysledna proudova funkce W.

1.25

1.245 -

Hustota

1.235 -

1.23

1.225 — I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Rychlost

Obrazek 2.52: Zavislost hustoty p [kgm 3] na rychlosti w [ms™!]
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Obrazek 2.53: Izoc¢ary proudové funkce profilu NACA 0012, U = 50 [ms™!], § = 0°
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Obrazek 2.54: Rozlozeni tlaku v
[Pa] pro U = 50 [ms~1], § = 0°
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Obrazek 2.56: Tlakovy soucinitel
Cp pro U =50 [ms™1], 0 = 0°
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Obrazek 2.55: Rozlozeni rychlosti
v [ms™1] pro U = 50 [ms~1], § = 0°
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Obrazek 2.58: Rozlozeni hustoty p [kgm ™3]
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Obrazek 2.60: Rozlozeni tlaku v Obrazek 2.61: Rozlozeni rychlosti
[Pa] pro U = 50 [ms™1], § = 4° v [ms™!] pro U = 50 [ms~!], § = 4°
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Obrazek 2.64: Rozlozeni hustoty p [kgm ™3
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Obrazek 2.65: Izoc¢ary proudové funkce profilu NACA 0012, U = 50 [ms™!], § = 8°
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Obrazek 2.66: Rozlozeni tlaku v
[Pa) pro U = 50 [ms~1], 6 = 8°
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Obrazek 2.68: Tlakovy soucinitel
C, pro U =50 [ms™1], 0 = &°
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Obrazek 2.67: Rozlozeni rychlosti
v [ms™!] pro U = 50 [ms~!], 0 = 8°
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Cp

Rozdfl C,

horni

dolni

1.233
1.232
121
1.23
1.229

1.228

1.226

o8 1

12

Obrazek 2.70: Rozlozeni hustoty p [kgm ™3]

Pro stlacitelné proudéni je pribéh a rozlozeni veli¢in pri nabéhu 6 = 0° velmi po-
dobné se stejnym piipadem u nestlacitelného proudéni. Rozdil je zejména v pri-
béhu tlakovych soucinitell, které se pro stlacitelné proudéni vice lisi mezi hornim
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a spodnim povrchem profilu. Pti tpravé thlu ndbéhu 6 je vidét, Ze rozlozeni tlaku
a rychlosti se pro stejnou rychlost a nabéhovy thel nepatrné odlisuje. Tato zména
hodnot tlaku a rychlosti kolem profilu se se zvysujici se rychlosti U bude zvétsovat,
protoze s rychlosti U roste i hustota p, viz Obrazek 2.52. Oproti nestlacitelnému
proudéni byl navic zobrazen pribéh hustoty p kolem leteckého profilu. Z rozlozeni
hustoty je vidét uvedena zavislost na rychlosti, protoze v mistech, kde je na profilu
rychlost nejvyssi, je i nejvyssi hodnota hustoty a naopak. Poc¢atec¢ni hodnota hustoty
vzduchu byla pro stlacitelné i nestlacitelné proudéni p = 1,225 [kgm 3] a maximéln{
hodnota hustoty doséhla zhruba p = 1,233 [kgm ™3] na ndbéhové hrané kiidla pro
thel 6 = 8°.

Tabulka 8: Stlacitelné proudéni

0] Fp [N| Fr N Co o CPToT
0 4,529 37,408 0,003 0,024 0
4 -58,396 856,369 -0,038 0,559 0,438
8 -224.512 1 550,889 -0,147 1,013 0,875

Pro stlacitelné proudéni byly urcéeny odporové a vztlakové sily s prislusnymi sou-
Ciniteli, stejné jako pro pripad nestlacitelného proudéni. Pro stlacitelné proudéni
vychazi hodnoty odporovych a vztlakovych soucinitelu i sil v absolutni hodnoté
vétsi nez pro stejné pripady u nestlacitelného proudéni. Zaroven je vidét, ze vztah
pro priblizné uréeni vztlakového soudinitele (2.177) lze rozumné pouzit pouze pro
nestlacitelné proudéni. Vzhledem k tomu, ze se vztlakova sila i soucinitel pro stla-
Citelné i nestlacitelné proudéni zvysovaly s rostoucim thlem nabéhu, znamena to,
ze nebyl neprekrocen kriticky thel nabéhu 6y, pro zkoumané nevifivé proudéni a
nedoslo tudiz k poklesu vztlakové sily a tedy ani vztlakového soudinitele, viz [10].

2.5.3 Analytické a numerické proudéni Zukovského profilu

Na zakladé véty o konformnim zobrazenim je mozné jakoukoliv neprazdnou
jednoduse souvislou oblast zobrazit konformné na kruh, viz [9], [13]. Tudiz obtékéani
Zukovského profilu je obtékdnim kruh M s piislusnou transformaci. Zukovského
profil vznika z kruznic popsanymi v ¢asti (2.4.3) a z této geometrie lze urcit polomér
kruhu K (h,a) se stifedem v bodé ih:

Ry = Va2 + 12, (2.179)
Déle mtizeme urcit polomér kruznice M:
R=R, +A. (2.180)
Stred kruhu M ziskdme z poméri stran trojihelniku, tedy:
Aa
Sp = da= "7, (2.181)
Sy =h+dh=nh (1 + é) (2.182)

42



Vysledné komplexni ¢islo v polarnim tvaru pro kruh M je tedy
z=(S;+ Rcos(0)) +i(S,+ Rsin(0)). (2.183)

Vysledny Zukovského profil ziskdme dosazenim (2.183) do funkce (2.165).

5[

Obrézek 2.71: Zukovského profil s parametry a =6, h = 0,5, A =0, 6.

Abychom ziskali obtékani Zukovského profilu, vyuzijeme funkei komplexniho
potencialu (2.167). Hledanou proudovou funkci najdeme podle (2.155) jako Im(F(2)).
Tento postup realizujeme skriptem Zukovskeho profil.m v Matlabu, kde dosadime
parametry profilu a, h, A. Déle zvolime rychlost U [ms~!] a thel ndbéhu degUhel
ve stupnich.

Zvolili jsme rychlost U = 50 [ms~!] a budeme upravovat tihel ndbéhu. Odtokova
podminka je realizovanad Kutta-Zukovského odtokovou podminkou (2.169). Ziskané
analytické vysledky obtékani Zukovského profilu pro riizné varianty whli nabéhu
srovname s numerickym fesenim obtékani Zukovského profilu se stejnymi parametry
a pro stejné uhly nabéhu.

Obrazek 2.72: Analytické fesenf obté- Obrézek 2.73: Numerické feseni obté-

kén{ Zukovského profilu pro § = 0° kani Zukovského profilu pro 6 = 0°
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Obrazek 2.74: Analytické feseni obté- Obrézek 2.75: Numerické feseni obté-

kani Zukovského profilu pro 6 = 4° kani Zukovského profilu pro 6 = 4°

-8

Obrélvzek 2.76: Analytické reseni obté- Obrazek 2.77: Numerické feseni obté-
kani Zukovského profilu pro 6 = 8° kani Zukovského profilu pro § = 8°

7 obrazki obtékani Zukovského profilu je vidét, ze pro viechny zkoumané thly
nabéhu @ je splnéna Kutta-Zukovského odtokova podminka na odtokové hrané, tedy
proudnice opoustéji povrch profilu ve sméru osy thlu profilu.
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Z.aver

V této praci jsme popsali metodu koneénych prvka v 1D i 2D. Pro obé vari-
anty jsme urcili prislusné slabé formulace véetné diskretizace problému Galerkinovou
metodou.

Kody, které jsme napsali v programu Matlab pro feSeni Poissonovy rovnice
metodou konecnych prvkia v 1D a ve 2D, jsme otestovali srovnanim s analytickym
resenim, ¢imz jsme zkontrolovali i funkénost napsanych koédia. Metodu konecénych
prvka v 1D jsme srovnali s analytickym fesenim pro ruzné velikosti kroku A a zjistili
jsme velikost chyby numerické metody. Zaroven jsme také urcili zavislost maximalni
velikosti chyby numerické metody na velikosti kroku h pouzité diskretizace a urcili
i odhad tadu numerické metody. Metodu konec¢nych prvka ve 2D jsme vyzkouseli
na testovacim problému, pro ktery zname analytické feseni a tim jsme otestovali
i funkénost kodu, ktery byl nasledné pouzit pro aproximaci rovinného nevirivého
proudéni. Kéd jsme testovali na dvou rtznych oblastech s riznymi kombinacemi
Dirichletovych, Neumannovych a Robinovych okrajovych podminek, pro které jsme
zjistili maximalni velikost chyby v zavislosti na jemnosti sité a odhad radu konver-
gence metody obdobné jako pro 1D pripad.

V druhé ¢asti jsme se seznamili s matematickym modelovanim proudéni tekutin.
Byly popsany rtizné popisy proudéni, odvozena rovnice kontinuity a Eulerova rovnice
dynamiky tekutin. Uréili jsme i ptislusné Laplaceovy rovnice proudové funkce pro
nestlacitelné i stlacitelné proudéni, véetné odvozeni Bernoulliho vztahu pro vypocet
hustoty pro problém stlacitelného proudéni. Nasledné jsme formulovali problém pro
aproximaci nevirivého rovinného stlacitelného i nestlacitelného proudéni. Pro tyto
formulace problému proudéni jsme néasledné odvodili prislusné slabé formulace.

V ramci matematického modelovani proudéni jsme popsali i zdklady z kom-
plexni analyzy, které jsme nasledné pouzili pro popis proudéni pomoci funkei kom-
plexni proménné. Urcili jsme vztahy pro komplexni potencial a komplexni rychlost
pro rovinné obtékani valce a Zukovského profil.

Pro aproximaci nevitivého rovinného proudéni tekutin jsme vytvotili v pro-
gramu GMSH profil kiidla NACA 0012, pro ktery jsme tesili formulovany problém
rovinného nevitrivého proudéni tekutiny. Z numerického reseni jsme urcili pro nestla-
¢itelné i stlacitelné proudéni s ruznymi thly nabéhu obtékani profilu NACA 0012.
Zaroven jsme ziskali rozlozeni tlaku a rychlosti okolo profilu véetné pribéhu tlako-
vého soucinitele. Ur¢ili jsme i odporové a vztlakové sily a jejich prislusné soucinitele.
Pro stlacitelné proudéni jsme navic urcili i rozlozeni hustoty v okoli zkoumaného
profilu NACA 0012.

Pro ovéfeni vysledki obtékan{ jsme vyuzili Zukovského profil, pro ktery jsme
ziskali analytické feseni obtékani profilu a porovnali ho s numerickym feSenim stej-
ného profilu vytvoreného opét v programu GMSH pomoci metody konecnych prvki.
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Prilohy

Soucasti této bakalarské prace je soubor, ve kterém jsou ulozeny vSechny kody,
které byly pro vypocty uvedené v této praci pouzity.
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