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5.9 Rozděleńı hodnot di a dij . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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informačńı zdroje v souladu s Metodickým pokynem o dodržováńı etických princip̊u při př́ıpravě
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Abstrakt

Časové rozestupy mezi pr̊uchody úzkým hrdlem jsou d̊uležitou charakteristikou pohybu chodc̊u.
Tato práce reprodukuje výsledky předchoźıho výzkumu v oblasti modelováńı časových roze-
stup̊u, ve kterém byly představeny statistické modely pro predikci rozděleńı časových rozestup̊u
při pr̊uchodu úzkým hrdlem v závislosti na okolńıch parametrech. Parametry těchto model̊u od-
haduji na datech z evakuačńıch experiment̊u pořádaných ČVUT a diskutuji rozd́ıly s výsledky
předchoźıho výzkumu.

Kĺıčová slova časové rozestupy chodc̊u, metoda maximálńı věrohodnosti, gamma rozděleńı,
matematická optimalizace

Abstract

Time headway in bottlenecks is an important characteristic of pedestrian behaviour. This thesis
reproduces the result of previous research in this field, where several statistical models for pre-
diction of time headway distribution in bottleneck based on walker’s surroundings were proposed.
I estimate parameters of these models on data from evacuation experiments organized by CTU
and discuss the differences with results from previous research.

Keywords pedestrian time headway, maximum likelihood estimate, gamma distribution, mathe-
matical optimization

viii



Seznam zkratek
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Kapitola 1

Úvod

Časové rozestupy mezi pr̊uchody úzkým hrdlem jsou d̊uležitou charakteristikou pohybu chodc̊u,
která ovlivňuje celkovou dynamiku davu a může být kĺıčovým faktorem pro plánováńı a návrh
veřejných prostor. V článku Statistical Models for Pedestrian Behaviour in Front of Bottlenecks
navrhli autoři Nikolai W. F. Bode a Edward A. Codling statistický model založený na ga-
mma rozděleńı, který se zaměřuje na vliv okoĺı chodce na časový rozestup od ostatńıch chodc̊u
při př̊uchodu úzkým hrdlem. Tato práce si klade za ćıl reprodukovat výsledky tohoto článku
pomoćı datové sady źıskané během experimentu E4, který proběhl v rámci ČVUT. Kromě toho
bude provedena analýza naučených model̊u a porovnáńı s výsledky zmı́něného článku. Výsledky
této práce mohou přispět k lepš́ımu pochopeńı pohybu chodc̊u.

Časovým rozestupem při pr̊uchodu se rozumı́ rozd́ıl v časech pr̊uchodu dvou po sobě jdoućıch
chodc̊u. Ćılem modelováńı těchto rozestup̊u je porozumět, jak chodci interaguj́ı s prostřed́ım
a jaké faktory ovlivňuj́ı jejich chováńı. Těmito faktory mohou být např́ıklad vzdálenost chodc̊u
k úzkému hrdlu nebo rychlost pohybu. V této práci studuji vliv vzdálenosti nejbližš́ıho chodce,
hustoty chodc̊u a úhlu mezi dvěmi nejbližš́ımi chodci.
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Kapitola 2

Teoretický základ

Tato kapitola poskytuje úvod do statistických pojm̊u, matematické optimalizace a porovnáváńı
statistických model̊u.

2.1 Základńı pojmy

▶ Definice 2.1 (Pravděpodobnostńı prostor[1]). Pravděpodobnostńı prostor, nebo také experi-
ment ε je trojice

ε = (Ω, F, P )

Ω označuje množinu všech možných výsledk̊u experimentu, F množinu všech jev̊u, pro které
lze spoč́ıtat pravděpodobnost P .

▶ Definice 2.2 (Náhodná veličina[1]). Bud’ ε = (Ω, F, P ) pravděpodobnostńı prostor. Náhodná
veličina X na ε je funkce, která každému výsledku experimentu ω ∈ Ω přiřad́ı hodnotu X(ω) ∈ R
a pro kterou plat́ı podmı́nka měřitelnosti:

{X ≤ x} ∈ F,∀x ∈ R

▶ Definice 2.3 (Distribučńı funkce[1]). Distribučńı funkci F náhodné veličiny X definujeme
vztahem:

FX(x) = P (X ≤ x)

Pokud náhodná veličina X nabývá hodnot z konečné, nebo spočetně nekonečné množiny,
nazýváme X diskrétńı náhodnou veličinou a distribučńı funkci můžeme vyjádřit jako:

FX =
∑

k:xk≤x

P (X = xk)

V př́ıpadě, že existuje nezáporná funkce fX , pomoćı ńıž lze distribučńı funkci FX vyjádřit
jako:

FX(x) =
∫ x

−∞
fX(t) dt,∀x ∈ R

nazýváme X spojitou náhodnou veličinou a funkci fX nazýváme hustotou pravděpodobnosti
náhodné veličiny X.

3



4 Teoretický základ

▶ Definice 2.4 (Středńı hodnota[1]). Středńı hodnotu µ, EX náhodné veličiny X definujeme
pro diskrétńı NV jako:

EX = µ =
∑

k

xkP (X = xk)

a pro spojitou NV jako:

EX = µ =
∫ ∞

−∞
xfX(x) dx

▶ Definice 2.5 (Rozptyl[1]). Rozptyl σ2, varX náhodné veličiny X definujeme jako:

varX = σ2 = E[(X − EX)2]

V části 2.4 budou d̊uležité pojmy parciálńı derivace, gradient funkce a Hessova matice.

▶ Definice 2.6 (Parciálńı derivace[2]). Bud’ f : Rn → R funkce. Derivaci funkce f dle proměnné
xi, i ∈ {1, 2, , , , n} při ostatńıch proměnných konstantńıch označujeme jako parciálńı derivaci
a znač́ıme ∂f

∂xi
.

▶ Definice 2.7 (Gradient funkce[2]). Bud’ f : Rn → R funkce. Vektor parciálńıch derivaćı
funkce f v bodě p ∈ Rn nazveme gradient funkce f v bodě p:

∇f(p) =



∂f

∂x1
(p)

∂f

∂x2
(p)

...
∂f

∂xn
(p)


▶ Definice 2.8 (Hessova matice[2]). Bud’ f : Rn → R funkce. Necht’ existuj́ı všechny druhé
parciálńı derivace funkce f . Hessovu matici funkce f poté definujeme jako:

Hf =



∂2f

∂x2
1

∂2f

∂x1∂x2
. . .

∂2f

∂x1∂xn

∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x2
2

. . .
∂2f

∂x2∂xn
...

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂xn∂x2
. . .

∂2f

∂x2
n





Gamma rozděleńı 5

2.2 Gamma rozděleńı
Model z článku [3], který v této práci reprodukuji, je založen na gamma rozděleńı, pomoćı něhož
modeluje středńı hodnotu časových rozestup̊u při pr̊uchodu chodc̊u úzkým hrdlem.

Gamma rozděleńı[4] je skupina spojitých rozděleńı pravděpodobnosti, které můžeme vyjádřit
pomoćı dvou parametr̊u. Existuje několik zp̊usob̊u parametrizace gamma rozděleńı, nejčastěǰśımi
zp̊usoby jsou:

Tvarem k a měř́ıtkem θ

Tvarem α a inverzńım měř́ıtkem β

Tvarem k a středńı hodnotou µ

Středńı hodnotou µ a rozptylem σ2

Pro každou z těchto parametrizaćı muśı být oba parametry kladná reálná č́ısla. Tyto parame-
trizace jsou mezi sebou ekvivalentńı. V této práci budu využ́ıvat parametrizaci pomoćı tvaru k
a měř́ıtka θ z baĺıčku SciPy[5].

Pro středńı hodnotu µ gamma rozděleńı plat́ı:

µ = kθ = α

β

a pro rozptyl σ2:
σ2 = kθ2 = α

β2

▶ Definice 2.9 (Gamma funkce[6]). Gamma funkce Γ je zobecněńım integrálu pro komplexńı
č́ısla. Je definována pro všechna komplexńı č́ısla s výjimkou nekladných celých č́ısel. Pro kladná
celá č́ısla je definována jako

Γ(n) = (n− 1)!

a pro komplexńı č́ısla s kladnou reálnou část́ı jako

Γ(z) =
∫ ∞

0
xz−1e−x dx

Dále definujeme horńı gamma funkci Γ:

Γ(s, x) =
∫ ∞

x

ts−1e−t dt

a dolńı gamma funkci γ:

γ(s, x) =
∫ x

0
ts−1e−t dt

Hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny X o gamma rozděleńı Γ(α, β) má tvar:

f(x; α, β) = xα−1e−βxβα

Γ(x)
pro x, α, β > 0

Distribučńı funkce náhodné veličiny X o gamma rozděleńı Γ(α, β) má tvar:

F (x; α, β) =
∫ x

0
f(u; α, β) du = γ(α, βx)

Γ(α)



6 Teoretický základ
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Obrázek 2.1 Př́ıklady gamma rozděleńı

V praktické části budu kromě modelováńı časových rozestup̊u pomoćı gamma rozděĺı využ́ıvat
i predikci těchto rozestup̊u pomoćı polynomiálńı regrese stupně dva(kvadratická regrese) pro dvě
vysvětluj́ıćı proměnné, pro jej́ıž implementaci využiji lineárńı regresi.

▶ Definice 2.10 (Lineárńı regrese[2]). Bud’ y vysvětlovaná proměnná, bud’ (x1, x2, ..., xn) vektor
vysvětluj́ıćıch proměnných (př́ıznak̊u), bud’ w = (w0, w1, ..., wn) vektor koeficient̊u. Model lineárńı
regrese zaṕı̌seme jako:

y = w0 +
n∑

i=1
wixi + ϵ,

kde ϵ je náhodná veličina se středńı hodnotou 0.

Hodnota w0 se označuje jako intercept a odpov́ıdá hodnotě vysvětlované proměnné y při nulových
hodnotách př́ıznak̊u. Predikci ŷ skutečné hodnoty y źıskáme jako:

ŷ = ŵ0 +
n∑

i=1
ŵ1xi,

kde (ŵ0, ŵ1, ..., ŵn) je odhad vektoru parametr̊u w.

▶ Definice 2.11 (Kvadratická regrese[7]). Bud’ y vysvětlovaná proměnná, bud’te x1, x2 vysvětluj́ıćı
proměnné, bud’ (w1, w2, ..., w5) vektor koeficient̊u. Model kvadratické regrese zaṕı̌seme jako:

y = w0 + w1x1 + w2x2 + w3x2
1 + w4x1x2 + w5x2

2 + ϵ

Predikci ŷ skutečné hodnoty y źıskáme jako:

ŷ = ŵ0 + ŵ1x1 + ŵ2x2 + ŵ3x2
1 + ŵ4x1x2 + ŵ5x2

2

kde (ŵ0, ŵ1, ..., ŵn) je odhad vektoru parametr̊u w.
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2.3 Odhad parametr̊u statistického modelu
▶ Definice 2.12 (Náhodný výběr[1]). n-tici X1, X2, ..., Xn stejně rozdělených nezávislých veličin
s distribučńı funkćı F nazveme náhodný výběr z rozděleńı F .

▶ Definice 2.13 (Bodový odhad[1]). Funkci θ̂n(X1, X2, ..., Xn) náhodného výběru, která nezáviśı
na hodnotách θ, nazveme bodovým odhadem parametru θ.

Pro źıskáńı bodových odhad̊u existuje několik metod, např. momentová metoda a metoda
maximálńı věrohodnosti, která je využ́ıvána v této práci. [1]

2.3.1 Metoda maximálńı věrohodnosti
▶ Definice 2.14 (Věrohodnostńı funkce[1]). Bud’ X1, X2, ..., Xn náhodný výběr se sdruženou

hustotou

fθ(x) =
n∏

i=1
fθ(xi)

pro spojité rozděleńı, nebo sdruženou pravděpodobnost́ı

pθ(x) =
n∏

i=1
Pθ(Xi = xi)

pro diskrétńı rozděleńı. Při pevných hodnotách dat x = (x1, x2, ..., xn) se fθ(x), nebo pθ(x) jako
funkce θ nazývá věrohodnostńı funkćı a znač́ı se L(θ; x), nebo zkráceně L(θ).

V praxi se často použ́ıvá logaritmická věrohodnostńı funkce:

ℓ(θ; x) = lnL(θ; x)

č́ımž se součin změńı na součet:

ℓ(θ; x) =
n∑

i=1
fθ(xi), pro spojité rozděleńı

ℓ(θ; x) =
n∑

i=1
Pθ(Xi = xi), pro diskrétńı rozděleńı

▶ Definice 2.15 (Maximálně věrohodný odhad[1]). Necht’ Θ označuje podmnožinu Euklidovského
prostoru konečné dimenze zvanou parametrický prostor. Hodnotu θ̂n parametru θ, pro kterou
nabývá věrohodnostńı funkce L(θ; x) pro pevné hodnoty dat x maxima, nazýváme maximálně
věrohodný odhad parametru θ. To znamená, že pro všechna θ ∈ Θ:

L(θ̂n; x) ≥ L(θ; x)

Protože je logaritmus monotónńı funkce, nabývá logaritmická věrohodnostńı funkce maxima
ve stejném bodě jako věrohodnostńı funkce. Pokud je věrohodnostńı funkce ℓ(θ; x) diferencova-
telná, nutné podmı́nky pro existenci maxima jsou:

∂ℓ

∂θ1
= 0,

∂ℓ

∂θ2
= 0, ...,

∂ℓ

∂θk
= 0

Tyto podmı́nky nazýváme věrohodnostńı rovnice. Hodnotu θ̂n lze źıskat vyřešeńım daných
rovnic, neexistuje ale obecný zp̊usob, jak toto řešeńı naj́ıt, a tak je pro nalezeńı θ̂n nutno využ́ıt
matematické optimalizace.
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2.4 Matematická optimalizace
Matematická optimalizace, také označováná jako nelineárńı programováńı, matematické progra-
mováńı nebo numerická optimalizace, je oblast matematiky zabývaj́ıćı se hledáńım minimálńıch
nebo maximálńıch hodnot funkćı. Analyzovanou funkci nazýváme objektivńı funkce.

▶ Definice 2.16 (Optimalizačńı problém). Bud’ f : Rn −→ R objektivńı funkce. Řešeńım mini-
malizačńıho optimalizačńıho problému je x∗ ∈ Rn takové, že:

∀x ∈ Rn : f(x∗) ≤ f(x)

Řešeńım maximalizačńıho optimalizačńıho problému je x∗ ∈ Rn takové, že:

∀x ∈ Rn : f(x∗) ≥ f(x)

Optimalizačńı problém může být doplněn omezuj́ıćımi podmı́nkami:

gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, ..., m

hj(x) = 0, j = 1, 2, ..., r

V takovém př́ıpadě hovoř́ıme o omezeném optimalizačńım problému, v opačném př́ıpadě o ne-
omezeném optimalizačńım problému.

Pro některé optimalizačńı problémy lze źıskat řešeńı analyticky, č́ımž źıskáme přesný popis
řešeńı ve formě matematického vzorce. Pro složitěǰśı problémy analytické řešeńı neexistuje a je
nutné jej źıskat numericky pomoćı optimalizačńıch algoritm̊u. [8]

L-BFGS algoritmus
V této práci využiji pro optimalizaci implementaci L-BFGS[9] algoritmu z baĺıčku SciPy[5]
pro programovaćı jazyk Python. Jedná se o optimalizačńı algoritmus pro hledáńı minima n-
dimenzionálńı funkce f : Rn → R se známým gradientem g a bodu x∗, ve kterém funkce minima
nabývá. Algoritmus může být doplněn o vektory l a u představuj́ıćı dolńı, resp. horńı meze
pro jednotlivé složky x:

x∗ = arg min(f(x))
x∈Rn

l ≤ x ≤ u

Na začátku každé iterace algoritmu je znám bod xk, hodnota funkce fk, gradient gk a odhad
Hessovy matice Bk. V k-té iteraci je vypoč́ıtán odhad objektivńı funkce v bodě xk jako:

mk(x) = f(xk) + gT
k (x− xk) + 1

2(x− xk)T + Bk(x− xk)

Algoritmus iterativně minimalizuje hodnotu mk(x) vzhledem k daným meźım l a u. Nejprve
jsou pomoćı gradientńı projekce nalezeny aktivńı meze, které jsou poté v procesu minimalizace
mk(x) považovány za podmı́nky rovnosti. Definujme po částech lineárńı funkci x:

x(t) = P (xk − tgk, l, u)

kde funkce P představuje projekci do meźı l a u:

P (x, l, u) =


li xi < li

xi xi ∈ [li, ui]
ui xi > ui
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Následně spočteme zobecněný Cauchyho bod xc definovaný jako prvńı bod lokálńıho minima
po částech kvadratické funkce

qk(t) = mk(x(t))

Označme A(xc) množinu index̊u proměnných, jejichž hodnota je v bodě xc rovna horńı nebo
dolńı mezi. Na podprostoru volných proměnných poté uvažme následuj́ıćı kvadratický problém:

min{mk(x) : xi = xc
i ,∀i ∈ A(xc)}

s omezuj́ıćımi podmı́nkami

li ≤ xi ≤ ui,∀i /∈ A(xc)

Daný problém lze vyřešit dvěma zp̊usoby, Metodou Lagrangeových multiplikátor̊u, nebo ite-
rativně se začátkem v bodu xc a postupným zkracováńım cesty k řešeńı, dokud nejsou splněny
dané omezuj́ıćı podmı́nky. Řešeńı tohoho problému označ́ıme x̄k+1.

Následně spočteme bod xk+1 metodou line search přes dk = x̄k+1 − xk splňuj́ıćı podmı́nku
dostatečného sńıžeńı:

f(xk+1) ≤ f(xk) + αλkgT
k dk

a podmı́nku zakřiveńı:

|gT
k+1dk| ≤ β|gT

k dk|

kde λk znač́ı délku kroku a α = 10−4, β = 0.9 jsou parametry.
Následně spočteme gradient v bodě xk+1 a nový odhad Hessovy matice Bk+1 a pokračujeme

daľśı iteraćı.

Aktualizace odhadu Hessovy matice
Pro aktualizaci odhadu Hessovy matice Bk je využito m opravných pár̊u {si, yi}, i = k − 1, k −
2, ..., k −m:

sk = xk+1 − xk

yk = gk+1 − gk

Tyto opravné páry vyjadřuj́ı změnu aktuálńıho bodu a gradientu objektivńı funkce mezi
dvěma iteracemi a můžeme je využ́ıt pro sestrojeńı opravných matic Yk a Sk:

Yk =
[

yk−m, yk−m+1, . . . , yk−1
]

Sk =
[

sk−m, sk−m+1, . . . , sk−1
]

Pokud páry {si, yi} splňuj́ı sT
i yi > 0 a θ je kladný parametr, můžeme matici Bk vyjádřit jako

Bk = θE −WkMkW T
k

kde

Wk =
[

Yk θSk

]
Mk =

[
−Dk LT

k

Lk θST
k Sk

]−1
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a matice Dk a Lk jsou definovány jako

(Lk)i,j =
{

(sk−m−1+i)T (yk−m−1+j) i > j

0 jinak

Dk =


sT

k−myk−m 0 . . . 0
0 sT

k−m+1yk−m+1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . sT

k−1yk+1


Kv̊uli daným meźım l a u nemuśı metoda line search vždy splňovat podmı́nku zakřiveńı,

což může mı́t za následek, že neńı vždy splněna podmı́nka sT
k yk > 0. Pro zachováńı pozitivńı

definitnosti Hessovy matice jsou zahozeny opravné páry {sk, yk}, pokud podmı́nka zakřiveńı
sT

k yk > ϵ∥x∥2 pro malou kladnou konstantu ϵ neńı splněna. Z tohoto d̊uvodu mohou být sloupce
matic Sk a Yk tvořeny vektory s indexy menš́ımi než k −m.

Výpočet Cauchyho bodu
V této části nebudeme pro lepš́ı čitelnost psát dolńı index označuj́ıćı aktuálńı iteraci, g, x a B
tedy budou označovat gk, xk a Bk a dolńı index i bude označovat i− tou složku daného vektoru
a horńı index j bude značit j − tou iteraci hledáńı Cauchyho bodu.

Na začátku nastav́ıme x0 = xk a spočteme

ti =


(x0

i −ui)
gi

gi < 0
x0

i −li

gi
gi > 0

∞ jinak

a soubor (ti|i = 1, 2, ...n) vzestupně seřad́ıme. Hledáńı přes po částech lineárńı funkci P (x0−
tg, l, u) poté můžeme výjádřit jako

xi(t) =
{

x0
i − tgi t ≤ ti

x0
i − tigi jinak

Předpokládejme, že zkoumáme interval [tj−1, tj ]. Definujme bod zlomu j − 1 jako

xj−1 = x(tj−1)

tak, aby na intervalu [tj−1, tj ] platilo

x(t) = xj−1 + ∆tdj−1

kde

∆t = t− tj−1

dj−1
i =

{
−gi tj−1 < ti

0 jinak

Pomoćı tohoto značeńı můžeme odhad objektivńı funkce f pro iteraci k na části př́ımky
[x(tj−1), x(tj)] vyjádřit jako

m(x) = f + gT (x− x0) + 1
2 (x− x0)T B(x− x0)

= f + gT (zj−1 + ∆tdj−1) + 1
2 (zj−1 + ∆tdj−1)T B(zj−1 + ∆tdj−1)
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kde

zj−1 = xj−1 − x0

V bodě ∆t můžeme m(x) pro část př́ımky [x(tj−1), x(tj)] vyjádřit jako

m̂(∆t) = (f + gT zj−1 + 1
2 zj−1T

Bzj−1) + (gT dj−1 + dj−1T
Bzj−1)∆t + 1

2 (dj−1T
Bdj−1)∆t2

= fj−1 + f ′
j−1∆t + 1

2 f ′′
j−1∆t2

což je kvadratická rovnice s neznámou ∆t a parametry

fj−1 = f + gT zj−1 + 1
2zj−1T

Bzj−1

f ′
j−1 = gT dj−1 + dj−1T

Bzj−1

f ′′
j−1 = dj−1T

Bdj−1

Zderivováńım m̂(x) a vyřešeńım m̂′(∆t) = 0 źıskáme

∆t∗ =
−f ′

j−1

f ′′
j−1

Pokud tj−1 +∆t∗ lež́ı na [tj−1, tj), definuje ∆t∗ bod lokálńıho minima. Pokud tomu tak neńı,
Cauchyho bod se nazáźı v bodě x(tj−1), pokud f ′

j−1 ≥ 0 a v bodě x(tj), pokud f ′
j−1 < 0.

2.5 Porovnáváńı statistických model̊u
Po odhadu parametr̊u statistického modelu je nutné z množiny kandidátńıch model̊u vybrat ten
nejlepš́ı. Komplexńı modely s mnoha parametry mohou dosahovat vyšš́ıch hodnot věrohodnostńı
funkce, ale maj́ı riziko přeučeńı. Naopak jednodušš́ı modely s menš́ım počtem parametr̊u ne-
muśı dostatečně vystihovat vztahy v datech. Pro ohodnoceńı model̊u se proto zavád́ı informačńı
kritéria, která měř́ı kvalitu modelu vzhledem k počtu parametr̊u, př́ıpadně i k velikosti trénovaćı
datové sady.
▶ Definice 2.17 (Informačńı kritérium). Bud’ k počet parametr̊u modelu a ℓ logaritmická
věrohodnostńı funkce modelu. Informačńı kritérium IC spočteme jako:

IC = 2k − pℓ

kde p ∈ R znač́ı penalizačńı faktor.

V této práci jsou využity Akaikeho(AIC) a Bayesovské informačńı kritérium(BIC).
▶ Definice 2.18 (Akaikeho informačńı kritérium).

AIC = 2k − 2ℓ

AIC bylo formulováno Hirotugu Akaikem v [10]. Modely s nižš́ı hodnotou AIC jsou považovány
za lepš́ı. Tato hodnota ale nereflektuje absolutńı kvalitu modelu, ale pouze relativńı kvalitu vzhle-
dem k ostatńım model̊um.
▶ Definice 2.19 (Bayesovské informačńı kritérium).

BIC = 2k − log(n)ℓ

kde n ∈ N označuje počet bod̊u trénovaćı množiny.

BIC bylo představeno Gideonem Schwartzem v [11]. Pokud je počet bod̊u trénovaćı množiny
větš́ı než 7, BIC přináš́ı větš́ı penalizačńı faktor než AIC, č́ım preferuje jednodušš́ı modely.
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Kapitola 3

Statistické modelováńı chováńı
chodc̊u

Statistické modelováńı chováńı chodc̊u je proces, při kterém se využ́ıvaj́ı statistické metody
k analýze a předpov́ıdáńı chováńı chodc̊u v r̊uzných situaćıch, jako je např́ıklad pr̊uchod úzkým
hrdlem, čemuž se věnuji v této práci. Data pro modelováńı mohou být źıskána např́ıklad z kame-
rových záznamů experiment̊u nebo umělým generováńım např́ıklad pomoćı celulárńıch model̊u
nebo neuronových śıt́ı. Tato část představuje studie a statistické modely z oblasti modelováńı
časových rozestup̊u.

3.1 Studie časových rozestup̊u

V [12] autoři zkoumaj́ı vliv počtu chodc̊u na jejich pr̊uměrnou rychlost a vliv š́ı̌rky chodby
na časové rozestupy mezi chodci při vstupu a výstupu z této chodby. Š́ı̌rka chodby(úzkého hrdla)
se pro jednotlivé experimenty pohybovala od 0.5 m do 1.4 m, což umožňovalo řazeńı chodc̊u
do jedné až tř́ı řad, jak lze vidět na obrázku 3.1. Počet řad, do kterých se chodci mohli řadit,
měl velký vliv na časové rozestupy při vstupu a výstupu z chodby. Dle očekáváńı měli chodci
nejmenš́ı časové rozestupy v situaci se třemi řadami a největš́ı časové rozestupy v situaci pouze
s jednou řadou, jak lze vidět na obrázku 3.2.

13
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Obrázek 3.1 Sńımek z experimentu [12]
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Obrázek 3.2 Rozděleńı časových rozestup̊u pro š́ı̌rky chodby a) 0,5 m, b) 0,8 m, c) 1,3 m [12]
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V grafu a na obrázku 3.2 můžeme, že většina hodnot rozestup̊u je mezi 1 s a 1,2 s, což autoři
připisuj́ı tomu, že chodci vstupuj́ı do chodby po jednom a časové rozestupy se tedy koncentruj́ı
kolem jedné hodnoty. Graf b můžeme rozdělit na dvě části, prvńı část od 0 s do 0,5 s dle autor̊u
odpov́ıdá situaci, kdy chodci při vstupu do chodby využ́ıvaj́ı techniku zipováńı. Druhá část grafu
b od 0,5 s do 1,2 s odpov́ıdá stejné strategii řazeńı jako v situaci pouze s jednou řadou. Třet́ı
graf c lze podle autor̊u rozdělit na tři části. Prvńı dvě odpov́ıdaj́ı strategíım řazeńı jako v situaci
s jednou a dvěmi řadami a třet́ı část grafu je situace, kdy chodbou procháźı několik osob vedle
sebe. Autoři ve studii dále zjistili, že při š́ı̌rce chodby větš́ı než 1,2 metr̊u preferovali chodci krajńı
řady, pravděpodobně z d̊uvodu sńıžeńı šance kolize s ostatńımi chodci. Autoři předpokládaj́ı, že
při ještě větš́ıch š́ı̌rkách chodby mohou existovat i daľśı strategie řazeńı vedoućı k menš́ım časovým
rozestup̊um.

Obrázek 3.3 Vztah rychlosti a pořad́ı chodce při pr̊uchodu pro r̊uzné š́ı̌rky chodby [12]

Na obrázku 3.3 můžeme vidět, že chodci, kteř́ı chodbou procházeli mezi prvńımi, měli vyšš́ı
rychlost než chodci, kteř́ı procházeli později. To autoři vysvětluj́ı t́ım, že se chodci, kteř́ı se dostali
ke vchodu do chodby dř́ıve, nezasekli v davu a mohli tedy do chodby vstoupit bez znatelného
zpomaleńı. Dále je také zjevné, že při vstupu do neǰsirš́ı chodby měli prvńı chodci nejvyšš́ı rych-
lost. Autoři také zkoumali pr̊uměrnou rychlost skupiny chodc̊u, kteř́ı zrovna procházej́ı chodbou.
Na obrázku 3.4 můžeme vidět, že d́ıky tomu, že prvńı z chodc̊u nemuśı zpomalovat, je tato
rychlost na začátku experimentu nejvyšš́ı a po přibližně šesti sekundách se ustáĺı.
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Obrázek 3.4 Pr̊uměrná rychlost skupiny při pr̊uchodu pro š́ı̌rku chodby 1.2m [12]

3.2 Model Shafiri, Christensen, Chen
V [13] je představen model založený na gamma rozděleńı, který rozlǐsuje dva typy chodc̊u,
v̊udce a následńıky. Představený model pro odhad hustoty pravděpodobnosti časových roze-
stup̊u vycháźı z modelu GQM(Generalized Queing Model) představeného v [14], který časové
rozestupy modeluje jako součet dvou nezávislých veličin, omezený a volný rozestup. Omezené
rozestupy jsou vždy menš́ı než volné rozestupy a existuje pravděpodobnostńı práh pro rozděleńı
rozestup̊u na volné a omezené. GQM má tedy formu:

fπ(t) = θπgπ(t) + (1− θπ)hπ(t),
kde fπ(t) označuje hustotu pravděpodobnosti v̊udce typu π, θπ označuje pod́ıl omezených

rozestup̊u v̊udce typu π, gπ(t) je hustota pravděpodobnosti omezených rozestup̊u v̊udce typu π
a hπ(t) je hustota pravděpodobnosti volných rozestup̊u v̊udce typu π.

Dle [14] lze omezené časové rozestupy modelovat gamma rozděleńım a volné časové roze-
stupy smı́̌seným gamma-exponenciálńım rozděleńım. Takovýto model se nazývá Gamma-GQM
a pro konkrétńı typ v̊udce jej lze napsat jako:

f(t) = θ
βαtα−1

Γ(α) e−βt + (1− θ) βα

Γ(α)λe−λt

∫ t

0
xα−1e−x(β−λ) dx,

kde α označuje tvar gamma rozděleńı, β měř́ıtko gamma rozděleńı, λ pr̊uměrnou intenzitu
př́ıchodu při volných podmı́nkách a Γ označuje gamma funkci. Parametry modelu lze źıskat
pomoćı metody maximálńı věrohodnosti z věrohodnostńı funkce:

LL(t) = −n ln Γ(α) +
n∑

j=1
ln

[
θ(βtj)α−1βeβtj + (1− θ)

(
β

β − λ

)α
γ[α, t(β − λ)]

Γ(α) λe−λt

]
,

kde n označuje celkový počet bod̊u datové sady a γ je dolńı gamma funkce.
Jako v̊udci jsou považováńı chodci, kteř́ı jsou následováni ostatńımi, za následńıky autoři

považuj́ı osoby bez pohybového nebo zrakového postižeńı. Autoři v této studii rozlǐsuj́ı 5 typ̊u
v̊udc̊u:
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osoby bez zrakového nebo pohybového postižeńı

osoby se zrakovým postižeńım

osoby chod́ıćı o holi

osoby využ́ıvaj́ıćı pohybové pomůcky bez motoru, např. invalidńı voźık, chod́ıtko

osoby využ́ıvaj́ıćı pohybové pomůcky s motorem

Pro každý z těchto typ̊u v̊udc̊u zkoumali autoři rozděleńı časových rozestup̊u od následńık̊u.
Z výsledk̊u výzkumu vyplývá, že r̊uzné typy zdravotńıch postižeńı mohou mı́t významný vliv
na časový rozestup a že je nutné brát tyto faktory v úvahu při návrhu a plánováńı veřejných
prostor̊u.

(a) osoby bez postižeńı

(b) osoby se zrakovým postižeńım
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(c) osoby chod́ıćı o holi

(d) osoby využ́ıvaj́ıćı pohybové pomůcky bez motoru

(e) osoby využ́ıvaj́ıćı pohybové pomůcky s motorem

Obrázek 3.5 Rozděleńı časových rozestup̊u pro jednotlivé typy v̊udc̊u. Křivka znázorňuje odhad
modelu. [13]
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3.3 Model Bode a Codling

V této práci reprodukuji výsledky z [3], kde autoři Bode a Codling představili statistický model
založený na gamma rozděleńı pro predikci středńı hodnoty časových rozestup̊u při pr̊uchodu
chodc̊u úzkým hrdlem.

Necht’ tp a tp−1 označuje časy pr̊uchodu úzkým hrdlem dvou po sobě jdoućıch chodc̊u. Dále
předpokládejme, že t́ımto úzkým hrdlem může v jednu chv́ıli procházet pouze jeden chodec.
Označme ∆tp časový rozestup těchto chodc̊u. Necht’ T je náhodná veličina o hodnotách ∆tp.
Představený model má tvar T ∼ Γ(µp−1, σ2), kde Γ znač́ı gamma rozděleńı se středńı hodnotou
µp−1 a rozptylem σ2. Rozptyl je v rámci modelu považován za konstantńı. Model popisuje vliv
pozic chodc̊u v čase p− 1 na časový rozestup ∆tp. Pro odhad středńı hodnoty náhodné veličiny
T model využ́ıvá pět vysvětluj́ıćıch faktor̊u.

Prvńım faktorem je konstanta:

m0 = α1

α1 je parametrem modelu. Tento faktor představuje očekávaný časový rozestup bez ohledu na po-
zice chodc̊u.

Druhý faktor m1 zachycuje hustotu chodc̊u před vstupem do úzkého hrdla. Necht’ < d >k

označuje pr̊uměrnou vzdálenost k = 2, 3, 4, 5 chodc̊u od středu pr̊uchodu úzkým hrdlem. Faktor
m1 poté definujeme jako:

m1 = (α2 < d >k −α3)2

k, α2, α3 jsou parametry modelu.

Faktory m2 a m3 popisuj́ı vliv dvou nejbližš́ıch chodc̊u ke vstupu do úzkého hrdla. Označme
tyto chodce i a j, označme dij rozd́ıl ve vzdálenosti těchto chodc̊u od středu vstupu do úzkého
hrdla a θij úhel vektor̊u −→x a −→y , kde −→x je vektor směřuj́ıćı od chodce i ke středu vstupu do úzkého
hrdla a −→y je vektor směřuj́ıćı od chodce j ke středu vstupu do úzkého hrdla. Vysvětluj́ıćı faktory
jsou poté definovány jako:

m2 = (α4dij − α5)2

m3 = (α6θij − α7)2

α4, ..., α7 jsou parametry modelu.
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Obrázek 3.6 Vektory −→x , −→y a úhel θij

θij

Pátý vysvětluj́ıćı faktor m4 je definován jako:

m4 = (α8di − α9)2

di je vzdálenost nejbližš́ıho chodce ke středu vstupu do úzkého hrdla a α8, α9 jsou parametry
modelu.

Využit́ım všech možných kombinaćı faktor̊u m1, m2, m3 a m4 je sestaveno 16 r̊uzných statis-
tických model̊u a faktor m0 je zahrnut do každého z těchto model̊u. Predikci středńı hodnoty µp−1
źıskáme jako součet hodnot faktor̊u daného modelu. Pokud např́ıklad model obsahuje faktory
m0, m1 a m4, predikovaná středńı hodnota bude µp−1 = m0 + m1 + m4. Porovnáńım výsledných
model̊u lze poté zjistit, které z vysvětluj́ıćıch faktor̊u nejlépe popisuj́ı časové rozestupy ∆tp.

Pro odhad parametr̊u model̊u je využita metoda maximálńı věrohodnosti. Označme hustotu
pravděpodobnosti gamma rozděleńı se středńı hodnotou µp−1 a rozptylem σ2 v bodě ∆tp jako
fΓ(∆tp; µp−1, σ2). Věrohodnostńı funkci poté źıskáme jako:

L =
∏
p∈T

fΓ(∆tp; µp−1, σ2)

kde T označuje trénovaćı množinu. Jednotlivé body trénovaćı množiny jsou považovány
za nezávislé. Pro každý z model̊u jsou nalezeny parametry maximalizuj́ıćı věrohodnostńı funkci
L a poté jsou porovnány pomoćı AIC. Parametry model̊u autoři odhadovali na třech datových
sadách. Prvńı dvě pocházely z experiment̊u se š́ı̌rkou úzkého hrdla 0,6 metru, třet́ı byla źıskána
simulaćı pr̊uchodu davu úzkým hrdlem o š́ı̌rce 0,5 metru.
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Obrázek 3.7 Sńımky z experiment̊u a provedená simulace[3]

Obrázek 3.8 Vypočtené hodnoty AIC pro experimenty a simulaci[3]

Autoři své výsledky považuj́ı za výchoźı bod pro daľśı výzkumy, které by mohly zkoumat
daľśı faktory ovlivňuj́ıćı časové rozestupy. Jedńım z faktor̊u, který autoři navrhuj́ı, jsou interakce
mezi r̊uznými sociálńımi skupinami chodc̊u, např. přátelé. Dále autoři navrhuj́ı rozš́ı̌rit model
o analýzu širš́ıch úzkých hrdel, které jsou chodci preferovány a bývaj́ı frekventovaněǰśı. Jako
nedostatek modelu autoři považuj́ı absenci analýzy situace za úzkým hrdlem, která může být
také jedńım z faktor̊u ovlivňuj́ıćı časové rozestupy, např́ıklad pokud dojde k zácpě za t́ımto
úzkým hrdlem.
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4.1 Experiment

Data analyzovaná v této práci pocházej́ı z experimentu E4[15], který proběhl v rámci ČVUT.
Experimentu se zúčastnilo kolem 80 student̊u, jejichž úkolem bylo na signál vstoupit do mı́stnosti
a co nejrychleji ji opustit úzkým hrdlem o š́ı̌rce 0,6 metru. Běháńı a fyzický kontakt s jinými
účastńıky byl zakázán. Každý z účastńık̊u byl vybaven čepičkou s unikátńım obrazovým identi-
fikátorem.

Obrázek 4.1 Sńımek z experimentu E4

Z videozáznamů, které byly z experimentu poř́ızeny, extrahoval Vı́t Posṕı̌sil v rámci své ba-
kalářské práce [16] trajektorie jednotlivých účastńık̊u, ze kterých budu v této práci vycházet.
Pro extrakci těchto trajektoríı využil čepičkové identifikátory, které měli účastńıci na sobě. Cel-
kem mám k dispozici trajektorie z 11 běh̊u tohoto experimentu a dále budu použ́ıvat i datovou
sadu obsahuj́ıćı data ze všech jedenácti běh̊u dohromady. Trajektoríı chodce se rozumı́ seznam
pozic x a y chodce seřazený vzestupně dle č́ısla sńımku.

23
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4.2 Předzpracováńı dat

Poskytnutá data jsou v csv formátu, kde se na každém řádku nacháźı č́ıslo trajektorie následované
seznamem sńımk̊u a pozic, kde byla tato traktorie detekována. Sńımky jsou č́ıslovány dle jejich
pořad́ı ve videu, pozice x a y jsou dány v pixelech.

Tabulka 4.1 Formát poskytnutých dat, soubor data/E4 R pruchod 2.txt

trajektorie snı́mek x y snı́mek x y . . .
1 1776 969 1053 1777 970 1050 . . .
2 1842 899 1054 1843 899 1052 . . .
...

...
... . . .

Tato data jsem si načetl do dvou slovńık̊u. Prvńı slovńık time to points má jako kĺıče č́ısla
sńımk̊u a hodnoty jsou tvořeny seznamem pozic, které byly v daném čase detekovány. Druhý
slovńık trajectories má jako kĺıče č́ısla trajektoríı a jako hodnoty seznam pozic pro tuto trajektorii
včetně č́ısla sńımku, ve kterém byla daná pozice detekována.

Abych mohl extrahovat data pro modely, bylo nutné zjistit, ve kterých časech došlo k pr̊uchodu
chodce úzkým hrdlem. Identifikoval jsem tedy oblast před vstupem do úzkého hrdla. Tato oblast
je vpravo ohraničena zd́ı a nahoře samotným úzkým hrdlem.

Obrázek 4.2 Červeně označený střed úzkého hrdla, modře zed’
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Obrázek 4.3 Označená oblast před vstupem do úzkého hrdla

Pro každou trajektorii jsem nalezl dvojici pozic pt−1, pt, kde t označuje čas pozice a pro které
plat́ı, že v čase t − 1 se chodec nacházel v identifikované oblasti, ale v čase t již ne. Jako čas
pr̊uchodu tohoto chodce jsem označil čas t. Pseudokód je v algoritmu 1.

Algoritmus 1: Detekce čas̊u pr̊uchodu

1 Function in front of bottleneck(point)
2 return point.y < BOTTLENECK.y and point.x < WALL START.x

3 Function get passage times(trajectories{})
4 times ← []
5 for key in trajectories do
6 points ← trajectories[key]
7 N ← length(points)
8 for i← 1 to N do
9 if in front of bottleneck(points[i - 1]) and not in front of bottleneck(points[i])

then
10 times.append(points[i].time frame)

11 return times

Po identifikaci čas̊u pr̊uchodu jsem z trajektoríı odstranil pozice, které se nenacháźı v ob-
lasti před úzkým hrdlem a které neodpov́ıdaj́ı žádnému z čas̊u pr̊uchodu, jelikož tyto pozice
nejsou potřeba k extrakci parametr̊u. Statistické modely, jejichž parametry budu odhadovat,
totiž předpokládaj́ı, že časový rozestup chodce je ovlivněn situaćı před úzkým hrdlem v čase
pr̊uchodu předchoźıho chodce. Pseudokód je v algoritmu 2.

Algoritmus 2: Filtrace trajektoríı
1 Function get passage times(time to points{}, passage times[])
2 result ← {}
3 for time in passage times do
4 result[time] ← {}
5 for point in time to points[time] do
6 if in front of bottleneck(point) then
7 result[time].append(point)

8 return result
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Pro každého chodce jsem spoč́ıtal jeho vzdálenost ke středu úzkého hrdla a pokud se v ob-
lasti vyskytovali alespoň dva chodci, spoč́ıtal jsem úhel, který sv́ıraj́ı vektory vedoućı od dvou
nejbližš́ıch chodc̊u ke středu úzkého hrdla. Pokud se v oblasti nacházel pouze jeden chodec,
považoval jsem tento úhel za 0 a pokud se v oblasti nacházelo méně než 5 chodc̊u, doplnil jsem
vzdálenosti do počtu 5 maximálńı vzdálenost́ı, které lze ve sledované oblasti ke středu úzkého
hrdla dosáhnout. Maximálńı vzdálenost jsem definoval jako vzdálenost od levého dolńıho rohu
analyzované oblasti ke středu úzkého hrdla. Toto doplněńı dat je nutné, jelikož statistické mo-
dely, jejichž parametry budu odhadovat, vyžaduj́ı úhel a pr̊uměrnou vzdálenost až pěti chodc̊u.
Společně s těmito daty jsem spočetl i rozd́ıly v časech pr̊uchod̊u. Tyto hodnoty jsem uložil do cvs
soubor̊u ve složce regressors. Hodnota x časového rozestupu je dána v počtu sńımk̊u, vzdálesti d
jsou pixelech, úhel θij je dán v radiánech. Pseudokód je v algoritmu 3

Algoritmus 3: Extrakce dat pro modely
1 Function extract regressors(time to points{}, passage times[])
2 N ← length(passage times)
3 for i← 1 to N do
4 current time frame ← passage times[i]
5 previous time frame ← passage times[i− 1]
6 time difference ← current time frame− previous time frame
7 points ← times to points[previous time frame]
8 point to distance ← {}
9 for point in points do

10 point to distanec[point] ← distance(point, BOTTLENECK)
11 sort point to distance dictionary by values
12 if length(point to distance) > 1 then
13 point 1 ← first key in distances
14 point 2 ← second key in distances
15 vector 1 ← point 1−BOTTLENECK
16 vector 2 ← point 2−BOTTLENECK
17 angle ← angle between vector 1 and vector 2
18 distances difference ←

point to distance[point 2]− point to distance[point 1]
19 else
20 angle ← 0
21 distances ← values of point to distance dictionary
22 MAX DISTANCE ← distance from furthest point to bottleneck
23 if length(point to distance) < 5 then
24 append MAX DISTANCE to distances up to lenght of 5
25 average distances ← []
26 for i← 2 to 5 do
27 append average distance of first i distances to average distances

28 write time difference, angle, average distances, distances difference to file

Tabulka 4.2 Extrahovaná data, soubor regressors/E4 R pruchod 3.txt

x d2 d3 d4 d5 θij di dij

32 254.79 375.59 435.99 472.231 0.20 204.56 100.47
29 219.05 245.13 338.14 393.95 0.12 151.85 134.40
...

...
...

...
...

...
...

...



Odhad parametr̊u 27

4.3 Odhad parametr̊u
Pro odhad parametr̊u model̊u jsem využil funkci minimize z baličku SciPy[5]. Funkce minimize
má jako parametry objektivńı funkci, která se má minimalizovat, vektor počátečńıch hodnot
parametr̊u x0 a př́ıpadně omezeńı pro tyto parametry. Objektivńı funkćı je v mém př́ıpadě
logaritmická věrohodnostńı funkce ℓ, kterou jsem poč́ıtal jako součet logaritmů:

ℓ = ln
∏
p∈T

fΓ(∆tp; µp−1, σ2) =
∑
p∈T

ln fΓ(∆tp; µp−1, σ2)

a parametry jsou αi, αj , ... př́ıslušej́ıćı vysvětluj́ıćım faktor̊um obsaženým v daném modelu
a celé č́ıslo k ∈ {2, 3, 4, 5}, pokud model obsahuje faktor m1. Posledńım faktorem je rozptyl
σ2. Např́ıklad pro model obsahuj́ıćı faktory m0 a m4 budou parametry α1, α8, α9, σ2. Protože
potřebuji naj́ıt hodnoty parametr̊u, při kterých objektivńı funkce ℓ nabývá maxima, budu hledat
hodnoty, při kterých nabývá minima funkce −ℓ.

Funkce minimize se všemi parametry pracuje jako s reálným č́ıslem, z toho d̊uvodu nemůže
být parametry k součást́ı vektoru x0. Mı́sto toho spoušt́ım pro každou hodnotu parametru k
funkci minimize zvlášt’ a vyb́ırám k, pro které je výsledná hodnota objektivńı funkce nejnižš́ı. 4

Algoritmus 4: Odhad parametru k

1 best k ← null
2 minimum ← ∞
3 for k ← 2 to 5 do
4 value ← minimize(−ℓ)
5 if value < minimum then
6 best k ← k
7 minimum ← value

Počátečńı hodnoty vektoru x0 jsem nalezl pomoćı metody śıt́ı. Pro každý parametr jsem
náhodně zvolil spodńı mez l, horńı mez u a délku kroku s a v tomto intervalu jsem nalezl hod-
noty parametr̊u, pro které funkce −ℓ nabývá minima. Pokud byla nalezená hodnota parametru
rovna spodńı nebo horńı mezi, sńıžil, resp. zvýšil jsem hodnotu př́ıslušné meze. Pokud byla nale-
zená hodnota v daných meźıch, zmenšil jsem délku kroku s. Tento proces jsem opakoval, dokud
docházelo ke značnému sńıžeńı hodnoty objektivńı funkce −ℓ a nalezené hodnoty jsem použil
jako počátečńı hodnoty vektoru x0 pro funkci minimize.

Hodnoty parametr̊u nalezené funkćı minimize jsem uložil do cvs soubor̊u ve složce models
ve formátu obsažené faktory,−ℓ, α1, ..., σ2, k, kde ... označuje ostatńı parametry α ve vzestupném
pořad́ı a hodnota k je vynechána, pokud model neobsahuje faktor m1. Obsahem složky models
je tedy celkem 12 soubor̊u, 11 pro modely trénované na jednotlivých běźıch a jeden soubor pro
modely trénované na agregovaných datech ze všech běh̊u. Každý soubor obsahuje 16 řádk̊u,
na každém řádku jsou hodnoty parametr̊u pro jeden konkrétńı model.



28 Praktická část

Tabulka 4.3 Nalezené hodnoty parametr̊u, soubor models/all.txt, hodnoty jsou zaokrouhleny na 4
desetinná mı́sta
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Kapitola 5

Zhodnoceńı výsledk̊u

V této části prezentuji výsledky model̊u, jejichž parametry byly odhadnuty na datovém souboru
agreguj́ıćı data ze všech běh̊u experimentu. Výsledky model̊u na datech z jednotlivých běh̊u lze
nalézt v př́ıloze. Po nalezeńı parametr̊u jednotlivých model̊u jsem spoč́ıtal jejich AIC a BIC, viz
obrázek 5.1. Jednotlivé modely jsou seřazeny dle hodnot AIC vzestupně, můžeme ovšem vidět,
že pro obě informačńı kritéria je toto pořad́ı stejné. U obou informačńıch kritéríı je také patrný
nár̊ust hodnoty daného kritéria mezi modely m0 + m2 + m3 + m4 a m0 + m1 + m3 + m4. Modely
bychom tedy mohli rozdělit do dvou skupin(prvńıch 6 model̊u a zbylých 10 model̊u), ve kterých
docháźı k mı́rnému nár̊ustu hodnot informačńıho kritéria a tyto skupiny jsou odděleny zmı́něným
skokem mezi hodnotami informačńıho kritéria.
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Obrázek 5.1 Informačńı kritéria výsledných model̊u
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Z vypočtených hodnot AIC lze vidět, že nejlepš́ım modelem pro agregovaný soubor je model
obsahuj́ıćı faktory m0, m2 a m4, které byly definovány jako

m0 = α1

m2 = (α4dij − α5)2

m4 = (α8di − α9)2,

kde α1, α4, α5, α8 a α9 byly parametry modely, di vzdálenost nejbližš́ıho chodce ke středu
úzkého hrdla a dij rozd́ıl ve vzdálenosti dvou nejbližš́ıch chodc̊u ke středu úzkého hrdla. T́ım
se odlǐsuji od výsledk̊u v [3], kde byl nejlepš́ı model s faktory m0 a m4 a model m0 + m2 + m4
byl až čtvrtý nejlepš́ı. Nižš́ıch hodnot AIC než model m0 + m2 + m4 dosáhly v reprodukovaném
článku kromě nejlepš́ıho m0 + m4 ještě modely m0 + m3 + m4 a m0 + m2 + m3 + m4.

Model m0 + m4, který byl v reprodukovaném článku nejlepš́ı, je v mé práci třet́ım nejlepš́ım,
lépe dopadl kromě již zmı́něného nejlepš́ıho m0 + m2 + m4 ještě model m0 + m1 + m2 + m4.
Parametr m1 z tohoto modelu je definován jako

m1 = (α2 < dk > −α3)2,

kde α2, α3 a k = 2, 3, 4, 5 jsou pararemtry modelu a < dk > je pr̊uměrná vzdálenost k
nejbližš́ıch chodc̊u ke středu úzkého hrdla. Lze tedy ř́ıci, že hustota chodc̊u před úzkým hrdlem
je v modelech v mé práci d̊uležitým faktorem pro predikci středńı hodnoty rozestupu.
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(a) AIC výsledných model̊u, seřazeno dle pořad́ı z repro-
dukovaného článku (b) AIC model̊u z reprodukovaného článku[3]

Obrázek 5.2 Porovnáńı výsledných model̊u s modely z reprodukovaného článku
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Pro model s nejnižš́ım AIC jsem spoč́ıtal residua r predikovaných hodnot µp−1 a skutečných
hodnot ∆t.

r(∆t, µp−1) = ∆t− µp−1
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Obrázek 5.3 Residua gamma modelu

Z grafu lze vidět, že pro některé chodce model predikuje hodnotu ≈ 1.71 sekund, která se
výrazně lǐśı od ostatńıch predikovaných hodnot. Jedná se o situace, kdy se po pr̊uchodu chodce
žádný daľśı chodec nenacházel ve sledované oblasti a tedy byly hodnoty d2, d3, d4 a d5, θij

nahrazeny umělou hodnotou.

Kromě gamma modelu jsem implementoval i predikci pomoćı kvadratické regrese. K tomu
jsem využil tř́ıdy PolynomialFeatures pro transformaci dat a LinearRegression pro samotnou
predikci z baĺıčku scikit-learn[17]. Vysvětluj́ıćımi proměnnými jsou vzdálenost nejbližš́ıho chodce
di a rozd́ıl ve vzdálenosti dvou nejbližš́ıch chodc̊u dij , což jsou hodnoty obsažené ve vysvětluj́ıćıch
faktorech výsledného gamma modelu s nejnižš́ım AIC. Rozd́ılem oproti predikci gamma modelem
je, že u gamma modelu předpokládáme, že šum v datech má gamma rozděleńı, u regresńıho
modelu předpokládáme, že tento šum má normálńı rozděleńı. Natrénovaný model kvadratické
regrese má tvar:

µp−1 = 0.0035di − 0.0015dij − 2.5031 ∗ 10−6d2
i − 2.4588 ∗ 10−6didij + 3.0915 ∗ 10−6d2

ij
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Obrázek 5.4 Predikce µp−1 pomoćı kvadratické regrese
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Obrázek 5.5 Residua kvadratické regrese

Pro gamma model i kvadratickou regresi jsem spoč́ıtal R2 statistiku, která vyjadřuje, jakou
část rozptylu závislé proměnné dokáže model vysvětlit. Pro gamma model je tato hodnota ≈ 0.35,
pro regresńı model ≈ 0.38. Regresńı model tedy vysvětluje větš́ı část rozptylu závislé proměnné
µp−1.
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Modely jsem dále analyzoval pomoćı řez̊u skrz hodnoty di a dij . Pro řez skrz hodnoty di jsem
hodnotu dij nastavil na pr̊uměrnou hodnotu dij v rámci všech dat, pro řez skrz hodnoty dij jsem
nastavil hodnoty di na pr̊uměrnou hodnotu di v rámci všech dat. Na obrázćıch 5.6 a 5.7 můžeme
vidět srovnáńı skutečných hodnot rozestup̊u a křivky odhadnuté jednotlivými modely.
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Obrázek 5.6 Řez skrz hodnoty di
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Gamma rozděleńı odhanuté modelem m0 můžeme př́ımo porovnat s histogramem skutečných
rozestup̊u. Parametry tohoto rozděleńı jsou µ ≈ 0.75 a σ2 ≈ 0.07. Pro toto rozděleńı jsem pomoćı
funkce goodness of fit z baĺıčku SciPy[5] provedl test dobré shody, jehož p-hodnota vyšla 0.0001.
Statistický test, že hodnoty rozestup̊u odpov́ıdaj́ı tomuto gamma rozděleńı, bychom pro hladinu
významnosti α > 0.0001 zamı́tli.
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Obrázek 5.8 Porovnáńı skutečných rozestup̊u a odhadnutého rozděleńı

Na obrázku 5.9 můžeme vidět, jak jsou hodnoty di a dij , které model m0 + m2 + m4 využ́ıvá,
rozprostřeny. V horńı části grafu můžeme vidět skupinu bod̊u, které jsou daleko od ostatńıch.
Jedná se o body, u kterých byla známa skutečná hodnota vzdálenosti nejbližš́ıho chodce, ale
vzdálenost druhého chodce již byla doplněna. Červeně označený bod P označuje pr̊uměrné hod-
noty daných hodnot di a dij .



36 Zhodnoceńı výsledk̊u
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Obrázek 5.9 Rozděleńı hodnot di a dij

Dále jsem skutečné rozestupy bod̊u, které se nacházej́ı v intervalu ±30% pr̊uměrných hod-
not di a dij , porovnal s gamma rozděleńımi odhanutými modelem m0, modelem m0 + m2 + m4
pro bod P označený v obrázku 5.9 a gamma rozděleńım odhadnutým pouze pro tyto body me-
todou maximálńı věrohodnosti. Můžeme vidět, že data nejlépe vystihuje červena křivka gamma
rozděleńı odhadnutého pro tato data a data nejméně koṕıruje křivka modelu m0.
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Obrázek 5.10 Porovnáńı skutečných rozestup̊u z okoĺı bodu P
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Závěr

Ćılem mé bakalářské práce bylo reprodukovat statistické modely z článku [3] pro modelováńı
středńı hodnoty časových rozestup̊u chodc̊u při pr̊uchodu úzkým hrdlem a odhadnout jejich
parametry. Toho jsem doćılil zpracováńım dat z evakuačńıch experiment̊u pořadaných ČVUT.
Tyto data jsem předzpracoval, abych źıskal potřebná data pro odhad parametr̊u daných model̊u.
Po odhadnut́ı parametr̊u metodou maximálńı věrohodnosti jsem poté výsledky srovnal s výsledky
z článku [3] a provedl diskuzi rozd́ıl̊u v těchto výsledćıch. Některé rozd́ıly byly pravděpodobně
zp̊usobeny doplňováńım chyběj́ıćıch hodnot, jelikož reprodukovaný článek nezmiňuje, jak byly
chyběj́ıćı hodnoty řešeny.

Př́ınosem mé bakalářské práce jsou informace o tom, jaké faktory ovlivňuj́ı časové roze-
stupy při pr̊uchodu úzkým hrdlem. Na jej́ı výsledky lze navázat např́ıklad podrobněǰśı analýzou
výsledných model̊u.
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Př́ıloha A

Výsledký jednotlivých běh̊u
experimentu
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Joshua; MILLMAN, K. Jarrod; MAYOROV, Nikolay; NELSON, Andrew R. J.; JONES,
Eric; KERN, Robert; LARSON, Eric; CAREY, C J; POLAT, İlhan; FENG, Yu; MOORE,
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Obsah přiloženého média

src
readme.txt............................................stručný popis zdrojových kód̊u
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