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Abstrakt

Tato prace se zabyva hledanim optimalniho feseni problému multi-agentniho hledani cest s vice
cili (MG-MAPF), ktery je zobecnénim multi-agentniho hledani cest (MAPF). Ukolem v pro-
blému MG-MAPF je nalezeni nekonfliktni cesty pro kazdého agenta z jeho pocatec¢niho vrcholu,
ktera pokryva jemu prirazenou mnozinu cilovych vrcholiu. Pribyva tedy problém volby poradi, ve
kterém agenti své cile navstivi tak, aby nalezend mnozina cest byla celkové optimalni. Soucasné
algoritmy hledaji optimélni feSeni MG-MAPF pomoci prohledavani stavového prostoru nebo re-
dukci problému na vyrokovou splnitelnost. V této préci jsem implementoval existujici algoritmus
SMT-Hamiltonian-CBS (SMT-HCBS), ktery oba pfistupy kombinuje. P¥i redukci MG-MAPF
ale vznika dlouhd booleovska formule a naro¢né hledani jejiho platného ohodnoceni snizuje efek-
tivitu tohoto algoritmu. Uvedl jsem tedy dvé nové varianty kédovani MG-MAPF do booleovské
formule, které vyuzivaji méné klauzuli a tim snizuji jeji délku. Redukovand varianta kdédovani
uspésné zvysila efektivitu SMT-HCBS, coz se prokézalo pii testovani na grafech ve tvaru miizek
ruzné velikosti. SMT-HCBS pouzivajici redukované kédovani byl na vsech testovanych grafech
vykonnéjsi nez jeho puvodni varianta.

Klicova slova multi-agentni hledani cest, MAPF, MAPF s vice cili, MG-MAPF, multi-agentni
systémy, vyrokova splnitelnost, SAT

Abstract

This thesis deals with the search for the optimal solution to the multi-goal multi-agent pathfinding
problem (MG-MAPF), which is a generalization of multi-agent pathfinding (MAPF). The task
in the MG-MAPF problem is to find a non-conflicting path for each agent starting in its initial
position and covering its assigned set of goal vertices. Therefore, the problem of selecting the order
in which agents visit their goals so that the set of found paths is overall optimal is introduced.
Current algorithms search for optimal MG-MAPF solutions using state space search or reduction
of the problem to propositional satisfiability. In this thesis, I implemented an existing algorithm
SMT-Hamiltonian-CBS (SMT-HCBS), which combines both approaches. However, the reduction
of MG-MAPF produces a long Boolean formula and the difficult search for its valid evaluation
decreases the efficiency of this algorithm. I have therefore introduced two new variants of encoding
MG-MAPF into the Boolean formula that use fewer clauses and thus decrease the formula’s
length. The reduced encoding successfully increased the efficiency of SMT-HCBS, which was
demonstrated when tested on grid-shaped graphs of different sizes. SMT-HCBS performed better
than its original variant on all tested graphs when using the reduced encoding.

Keywords multi-agent pathfinding, MAPF, multi-goal MAPF, MG-MAPF, multi-agent sys-
tems, propositional satisfiability, SAT
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Uvod

Multi-agentni hleddni cest (MAPF) je fundamentalni problém oblasti umélé inteligence. Spociva
v pldnovani cest pro vice agentii v jednom grafu tak, aby se agenti po cestdch mohli soucasné
pohybovat a mezi sebou se nesrazeli. MAPF slouzi jako abstrakce mnoha praktickych problému
a mé tedy vyuziti naptiklad v automatizovanych skladech [1], na letistich [2], v robotice [3] nebo
ve videohrach [4]. Na zakladé potieb redlného vyuziti se hledd bud optimalni nebo suboptiméalni
mnozina nekonfliktnich cest. Kvalita nalezeného planu mize byt vyhodnocena podle vice riznych
kritérii, z nichz kazdé slouzi jinym potfebam. Suboptimalni feseni jde nalézt rychleji, ale neni
tak kvalitni, zatimco hledani optimalniho feseni je ¢asové mnohem néarocnéjsi, ale vysledek je
nejlepsi mozny. J& se budu predevsim zabyvat hledanim optiméalnich feseni, coz je vypocetné
velmi néroéné, protoze optimalizace MAPF pati{ mezi NP-tézké problémy [5].

Algoritmy hledajici optimélni Feseni jsou nejcastéji zalozené na prohleddavani stavového pro-
storu nebo na redukci MAPF na néjaky jiny problém. Stavovy prostor MAPF je ale exponenci-
alné veliky vuci poc¢tu agenti, takze jeho prohledévani je ¢asové narocné. Algoritmy zalozené na
redukci vyuzivaji velmi vykonnych fesict rozsdhle prozkoumanych problémii, jako je naptiklad
problém splnitelnosti booleovské formule (SAT). SAT fesice potiebuji zadani MAPF zakédované
v booleovské formuli. Resi¢ splnitelnost formule potom vyhodnoti a z jejtho ohodnoceni je mozné
extrahovat Teseni zakodovaného problému. Tento pristup je méné efektivni na velkych grafech,
které generuji ptilis dlouhou formuli, protoze slozitost problému SAT roste exponencialné s po-
¢tem proménnych ve formuli.

Klasické MAPF ale neni vzdy uplné dostacujici, takze se nabizi jeho zobecnéni, kde kazdy
agent muze mit vice nez jeden cil (MG-MAPF). Tim pribyva problém urceni poradi navstév cila,
ktery je vypocetné naroc¢ny i pouze pro jednoho agenta. V této préaci se budu sousttredit pravé na
tuto variantu MAPF. Budu navazovat na diivéjsi vyzkum v [6], kde byly navrzeny dva algoritmy
fesici tento problém. Jeden je zalozeny na prohledavani stavového prostoru a druhy tento pristup
kombinuje s redukci problému na vyrokovou splnitelnost a linou konstrukei formuli.

Cilem mé prace je konkrétné navrhnout a nasledné implementovat néjakou modifikaci algo-
ritmu SMT-Hamiltonian-CBS (SMT-HCBS) [6], kterd zvysi jeho efektivitu. SMT-HCBS hledd
optimalni{ feseni problému MG-MAPF, je zaloZzeny na vyrokové splnitelnosti a k hledani tedy
vyuziva fesice SAT. V teoretické Casti nejdiive definuji problém MAPF a jeho variantu s vice
cili a potom analyzuji a porovnam existujici optimalizacni algoritmy, které tyto problémy fesi.
V praktické ¢asti implementuji algoritmus SMT-HCBS a déle ho modifikuji. Zvyseni jeho efek-
Miuj modifikovany algoritmus potom otestuji na vhodnych benchmarcich a porovnam ho s jeho
puvodni verzi.



Uvod



Kapitola 1

Multi-agentni hledani cest
(MAPF)

Multi-agentni hledani cest je problém teorie grafii, ktery je zobecnénim hleddni nejkratsi cesty
v grafu pro vice agentt. Zaddnim MAPF je tedy neorientovany graf, ve kterém jsou umisténi
agenti, a ikolem je najit cestu pro kazdého agenta do jemu pritazeného cilového vrcholu tak, aby
se nesrazel s ostatnimi.

» Definice 1.1. Instance MAPF je ctverice ¥ = (G, A, so,g), kde G = (V, E) je neorientovany
graf s mnozinou vrcholi V. a mnoZinou hran E, A = aq,...,ax je mnozZina k € N agenti, kde
1<k<=1V], so: A=V je funkce oznacujici pocdtecni konfiguraci agenti v grafu a g: A—V
je funkce prirazujici kaZdému agentovi vrchol grafu jako jeho cil. [7)

Predpoklada se, ze cas je diskrétni, takze je rozdéleny na jednotlivé ¢asové kroky. V kazdém
kroku se kazdy agent nachézi v néjakém vrcholu grafu. Jeho umisténi dohromady s ostatnimi
agenty tvori v kroku ¢ konfiguraci reprezentovanou funkci s;: A — V. Mezi ¢asovymi kroky muze
kazdy agent provést néjakou akci, a to bud pockat ve svém aktualnim vrcholu, nebo se po hrané
grafu posunout do sousedntho vrcholu. Takto vznikne nova konfigurace agentti v ptistim kroku.

» Definice 1.2. Reseni instance MAPF ¥ = (G, A, so,9) je posloupnost konfiguraci agenti
S = (80,81, -.,8t, ) takovd, Ze vsechny konfigurace na sebe navazuji pomoci platngch akci. Pro
kazdého agenta a; € A musi navic existovat t € 1,2, ...ty takové, Ze plati s¢(a;) = g(a;).

Reseni je tedy rozmisténi agentti v kazdém ¢asovém kroku zaéinajici pocateéni konfiguraci
agentu v grafu takové, ze agent alespon jednou navstivi svij cilovy vrchol. Pro agenta a; 1ze ziskat
jeho individudlni plan jako posloupnost vrchollt so(a;), s1(a;), . . ., St,, (a;). Takto vytvoFend cesta
v MAPF se skldda z posloupnosti akci zaéinajici v agentové pocateénim vrcholu. Reseni je ale
platné, pouze pokud v ném neexistuji zadné kolize mezi jednotlivymi agenty. [8]

1.1 Typy konfliktia

Cilem MAPF je tedy najit takové feseni, aby mezi agenty nevznikaly zadné kolize. Proto je de-
finovany termin konflikt, ktery odpovida srazce dvou nebo vice agentii. ReSeni MAPF je platné
pouze pokud neobsahuje zadné konflikty. Existuje nékolik druht konfliktti, které odpovidaji ruz-
nym omezenim pri praktickém vyuziti.

Vrcholovy konflikt Konflikt nastava, pokud se dva agenti nachdzi ve stejném vrcholu najed-
nou, neboli nastavd mezi agenty a; a a; pokud v éasovém kroku ¢ plati s;(a;) = s¢(a;).
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B Obrazek 1.1 Ilustrace typt konfliktt v MAPF: (a) hranovy konflikt, (b) vrcholovy konflikt, (c) konflikt
nésledovani, (d) cyklus nésledovéni, (e) konflikt vymeény [8]

Hranovy konflikt Konflikt nastava, pokud dva agenti pouziji jednu hranu ve stejnou chvili
a stejném smeéru, neboli nastédva mezi agenty a; a a; pokud v asovych krocich ¢ a ¢ 4+ 1 plati
si(a;) = s¢(a;) a zéroven s;i1(a;) = sir1(aj).

Konflikt nasledovani Konflikt nastava, pokud se jeden agent pldnuje posunout do vrcholu,
ktery se pravé uvolnil. Tento vrchol nebyl dostatecné dlouho volny a v nékterych situacich
by mohlo dojit ke srazce. Formélné tedy nastavd mezi agenty a; a a; v €asovych krocich ¢
a t+ 1, pokud plati s;41(a;) = si(ay).

Cyklus nasledovani Konflikt nastavéd, pokud se skupina agent v jednom ¢asovém kroku pla-
nuje pohnout tak, Zze se navzdjem nésleduji. Tim vznikne nékolik konflikti nasledovani, které
dohromady tvori cyklus. Formalné konflikt nastdva mezi agenty a;,ait1,...,a; v ¢asovych
krocich t a t + 1, pokud plati s;r1(a;) = si(air1), str1(air1) = si(ajr2), . a zdroven
sty1(a;) = se(ai).

vess

Konflikt vymény Konflikt nastavd, pokud dva agenti pouziji jednu hranu ve stejnou chvili, ale
kazdy v opa¢ném sméru. Formalné tedy nastdvd mezi agenty a; a a; v Casovych krocich ¢
a t+1, pokud plati s;(a;) = si+1(a;) a zaroven s;41(a;) = s¢(a;). Témto konfliktim se nékdy
také rika hranové konflikty a ja je budu v dalsich kapitolach této prace také tak nazyvat.

Na obréazku 1.1 jsou zobrazeny vSechny popsané typy konfliktt. Pri vybéru, které konflikty by
mély byt povoleny a které zakazéany, zcela zalezi na praktickém vyuziti instance MAPF. Pokud
nejsou zakazany zadné konflikty, tak se problém rozpadd na soubor problému hledani nejkratsi
cesty mezi dvéma vrcholy, ktery je trividlni a TeSitelny linedrnimi algoritmy. Proto v MAPF
jsou vétsinou alespon néjaké konflikty zakazany, a to prinejmensim hranové konflikty, které jsou
nejméné omezujici. Z definic konflikti také vyplyva, ze nékteré z nich jsou podmnoziny jinych.
Napriklad zakaz vrcholovych konfliktt zakaze implicitné i hranové konflikty a zakaz konflikti
nasledovani zakaze i cykly nasledovani a konflikty vymeény.

Vyse definované konflikty se vyskytuji nejcastéji, ale podle potreby je mozné dodefinovat
jakykoliv jiny druh konfliktu. V definicich MAPF jsou nejcastéji zakdzané vrcholové konflikty
(a implicitné i hranové). Konflikty vymeény byvaji nékdy povoleny, ale ¢astéji jsou také zakizany
a konflikty nésledovani byvaji vétsinou povoleny stejné jako cykly ndsledovéni. [§]

1.2 Ucelové funkce

Jakékoliv feseni MAPF je vyhovujici, ale pfi praktickych vyuzitich jsou néjaka Feseni lepsi nez
jina. Na kvalitu feSeni lze naptiklad nahlizet z hlediska jeho ¢asové naroc¢nosti nebo poctu akei
potiebnych k jeho provedeni. K popisu kvality feseni se zavadi ucelova funkce, kterd ho ohodnoti,
a tato funkce je vétsinou minimalizovana pro optimalizaci feSeni. Protoze kvalita stejného reseni
se muze lisit pri ruznych aplikacich, tak se zavadi nékolik rtuznych ucelovych funkei:



Obtiznost

B Obrazek 1.2 Graf, ve kterém neexistuje feseni MAPF optimalizujici makespan i sum of costs zaroven

[5]

Makespan Uéelové funkce znadi pocet ¢asovych kroki, nez kazdy agent doséhne svého cile. Pro
feseni S = (so, 81, .., St,,) se tedy makespan rovnd tp;. Funkce lze také interpretovat jako
délka cesty agenta s nejdelsi individudlni cestou z pocatku do cile.

Sum of costs Ucelova funkce oznacuje soucet akei vech agentit potfebnych k tomu, aby se
kazdy agent dostal do svého cile. V tomto pripadé zalezi na chovani agenta potom, co svého
cile dosdhne. Agent se muze chovat dvéma zpusoby, a to bud zmizi a uvolni svij cilovy vrchol,
nebo ve vrcholu zustane. Pokud agent zmizi, tak se do sum of costs pricte pouze pocet akci
potiebnych k dosazeni cilového vrcholu, protoze dédle uz v feseni nijak nefiguruje. Pokud ale
agent zustava v grafu, tak nelze vyloucit moznost, ze jiny agent se bude potfebovat presunout
do obsazeného cilového vrcholu. V tomto pripadé musi prvni agent uhnout a vykonat dalsi
akci, kterd se musi pridat do sum of costs. Pokud se ale agent ze svého cilového vrcholu
neplanuje pohnout pry¢, tak jeho ¢ekani uz celkovy soucet akci nezvysuje. Sum of costs je
tedy soucet vsech akci, do kterého se nepricitaji ¢ekaci akce agentt, kteri se nachazi ve svém
cilovém vrcholu a uz se déale neplanuji pohnout jinam.

Fuel Uéelova funkee znadi celkovou vzdélenost urazenou jednotlivymi agenty, a tak symbolizuje
mnozstvi spotiebovaného paliva, pouzivaného k pohybu. Funkce odpovida sum of costs, do
kterého se nepocitaji akce ¢ekani. Diky tomu také odpada problém urceni, ktery agent jesté
plénuje opustit svuj cilovy vrchol a ktery uz ne. [8, 9]

Uéelové funkce se mohou také kombinovat dohromady tak, ze kazdy agent ma pFifazenou
svou vlastni odliSnou funkei [10]. V takovém piipadé se feSeni snaz{ minimalizovat vektor cen cest
vSech agenti. Také je mozné, ze maji vSichni agenti stejnou ticelovou funkci, ale maji prirazené
vahy podle své priority [11].

1.3 Obtiznost

Hledani nejkratsi cesty v grafu je problém feSitelny v polynomialnim case napiiklad pomoci
algoritmu BFS nebo A*. MAPF se skldda z vice takovych problémt v jednom grafu, ale kvtli
moznosti vzniku kolizi mezi jednotlivymi agenty jeho obtiZznost vyrazné roste. Problém je stale
fesitelny v polynomidlnim ¢ase [12], ale hledan{ optimélniho FeSeni je ndroc¢néjsi, protoze pii jeho
hledani se musi prochazet stavovy prostor, ktery obsahuje vSechny mozné konfigurace agenti
v grafu. Takovych konfiguraci je exponencidlné mnoho a neexistuje zadny algoritmus, ktery by
tento stavovy prostor dokdzal prochdzet efektivné. V [5] bylo dokézano, Ze hleddni optimélniho
rfeseni MAPF je NP-tézky problém. To plati pfi vSech ruznych definicich mnoziny konflikti,
i kdyz nejsou zakazané konflikty cyklického nésledovani, a plati to pfi minimalizaci jakékoliv
ucelové funkce z trojice makespanu, sum of costs a fuel.

Také bylo dokazano, ze neni vzdy mozné minimalizovat jakoukoliv z dvojic makespanu, sum
of costs a fuel zaroven [5, 13]. Obrazek 1.2 dokazuje toto tvrzeni pro dvojici makespanu a sum
of costs. Obsahuje instanci MAPF, kde se oranzové oznaceni agenti snazi dostat do svych sedé

(9}
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ozna¢enych cilt. ReSeni optimalizujici makespan je takové, ve kterém se agenti pohybuji po
sméru hodinovych rucicek, protoze v opa¢ném pripadé by agent 1 musel obejit skoro cely oval
a makespan zvysil. V feseni optimalizujicim sum of costs se ale agenti musi pohybovat proti
sméru hodinovych rucicek, protoze tak agenti 2 a 3 diive dorazi do svych cili a jejich ¢ekani déle
sum of costs nezvysuje.

1.4 Varianty MAPF

Klasicka definice MAPF je zc¢asti flexibilni pro riznd praktickd vyuziti diky vice odlisnym typum
konfliktti a acelovych funkei. To ale casto neni dostacujici, protoze tato definice stéle predpoklada,
ze cas je pouze diskrétni, vSechny akce jsou si z pohledu ceny rovny a mnohd dalsi omezeni, ktera
nejsou vzdy realistickd. Proto existuji dalsi varianty MAPF, kterd nékterd z téchto omezeni
uvolnuji. [8]

1.4.1 MAPF na vazenych grafech

Jedno z moznych zobecnéni MAPF je ohodnoceni akci vahami. Pokud akce ohodnocené nejsou,
tak se predpoklada, ze vSsechny zaberou stejny pocet ¢asovych krokt, coz v redlnych aplikacich
casto neplati. Definice této varianty se oproti klasickému MAPF lisi v grafu, ve kterém jsou
agenti umisténi. Hrany tohoto grafu jsou vdZené podle doby potfebné k presunu pres né [14, 15].
Timto stylem Ize MAPF zobecnit do eukleidovského prostoru tak, Ze vrcholy grafu reprezentuji
body v prostoru a hrany jejich vzddlenost. [§]

1.4.2 MAPF s pravidly proveditelnosti

V klasickém MAPF je platnost feseni omezena jedinym pravidlem, a to neexistenci zaddnych
zakazanych konfliktti. To nékdy ale nestaci, takze je mozné zavést dalsi pravidla, ktera musi byt
splnéna, aby feseni bylo platné a proveditelné ve zvoleném prostredi.

Pravidlo robustnosti Casto je mozné, ze se agent zpozdi pfi vykonavani svych akei a nebude
se stihat pohybovat podle napldnovaného feseni. K-robustni feSeni je naplanované tak, ze
konflikt nenastane ani kdyz se néjaky agent zpozd{ o k ¢asovych kroki [16]. Pokud je na-
vic zndma pravdépodobnost zpozdéni agenta, tak je mozné vytvaret takova reseni, kde je
pravdépodobnost srazky agentti shora omezend néjakou hranici [17].

Formacni pravidla Tato pravidla omezuji pohyby agenta v zavislosti na pozicich ostatnich
agenti. Takova omezeni nepfedchazeji pouze kolizim jako klasické MAPF, ale snazi se agenty
napiiklad udrzet v uré¢ité formaci [18]. [8]

1.4.3 Planovani pohybu

V klasickém MAPF se predpoklddd, zZe se agenti nachézi presné v jednom vrcholu, nemaji objem
ani tvar a pohybuji se konstantni rychlosti. Pfi planovani pohybu je ale dilezité tyto vlastnosti
zohlednovat. Kazdy agent ma tedy v této varianté kromé svého umisténi ve vrcholu jesté navic
svou konfiguraci popisujici jeho vlastnosti relevantni k danému prostiedi a zadani.

MAPF s velkymi agenty Pokud maji agenti urcity tvar a objem, tak je mozné, ze v grafu
budou kromé vrcholu, ve kterém se nachézi, blokovat i dalsi blizké vrcholy nebo hrany [19].
Také je mozné, ze pri pohybu pres hranu budou blokovat jiné hrany, které se s ni protinaji
nebo se nachazi ptilis blizko. Je tedy mozné zavést novy typ konflikti, které budou predchazet
situacim, kde se dva agenti mohou srazit, prestoze se nenachézi ve stejném vrcholu nebo hrané,
a neporusuji tedy zakladni typy konfliktt [20].
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MAPF s kinematickymi omezenimi Akce MAPF vétsinou reprezentuji pohyb agenta v né-
jakém smeéru, a proto je nékdy vhodné zavést na néjaké z nich urcitd kinematickd omezeni
[21]. Agenti mohou provést tedy jen nékteré akce v zavislosti na své rychlosti a orientaci,
na rozdil od klasického MAPF, kde agent mize provést vsechny akce dostupné z vrcholu, ve
kterém se nachdzi. [§]

1.4.4 Jiné definice cile

V praktickych aplikacich nemusi mit kazdy agent prifazeny svij vlastni cil, ale mize jich mit
vice nez jeden nebo své cile sdilet s dalsimi agenty.

Anonymni MAPF Neni vzdy dtlezité, aby byly cile pfirazené konkrétnim agentim. Proto
v anonymnim MAPF nemd kazdy agent svuj vlastni cil, ale vSichni dohromady sdili jednu
mnozinu cilt. Kazdy agent se potom musi dostat do libovolného cile nebo se musi kazdy agent
dostat do pravé jednoho z cilli, které si mezi sebou mohou jakkoliv rozdélit [22].

Barvené MAPF Tato varianta je zobecnéni anonymniho MAPF, ve které jsou agenti rozdéleni
do skupin, které maji svoje mnoziny cili. Ukolem agenti je dostat se do libovolného cile
pritazeného jeho skupiné. [23, 24]

Online MAPF V této varianté se fesi posloupnost problémi MAPF, které stale pribyvaji.
Existuji dva zpusoby, jak mohou dalsi problémy pribyvat. Bud agenti dostévaji po splnéni
svého soucasného tkolu prirazeny novy cil, do kterého se musi dostat ze své soucasné pozice,
nebo se objevuji novi agenti s vlastnimi cili a po jejich dosazeni zase mizi [25].

Prvni varianta je vhodna naptiklad pro automatizované sklady, které jdou ale jesté lépe re-
prezentovat variantou MAPF nazvanou multi-agent pickup and delivery (MAPD) [26], kde
agentovi najednou pribydou dva cile. Jeden z nich reprezentuje misto doruceni a druhy re-
prezentuje misto vyzvednuti dodavky, které musi cestou do cile navstivit. Druhé varianta
reprezentuje napriklad kiizovatku, kde pribyvaji agenti v podobé autonomnich vozidel a snazi
se ji bezpe¢né projet. [8]

1.5 MAPF s vice cili (MG-MAPF)

V praktické ¢asti této prace se budu predevsim zabyvat dalsi variantou MAPF, kde kazdy agent
muze mit vice cili. Zadani MG-MAPF je stejné jako zadani klasického MAPF, az na funkci pri-
razujici agentim jejich cil. V tomto piipadé funkce kazdému agentovi pfitazuje mnozinu vrchola
misto jediného cile.

» Definice 1.3. Instance MG-MAPF je ctverice © = (G, A, so,9), kde G = (V, E) je neoriento-
vany graf s mnozinou vrcholi V- a mnozinou hran E, A = a, ..., a je mnozina k € N agenti, kde
1<k<=|V|, so: AV je funkce oznacugici pocdtecni konfiguraci agentii v grafu a g: A+ 2V
je funkce pritazujici kazdému agentovi mnozZinu cilovych vrcholi z grafu.

Ukol kazdého agenta je vykonat okruzni cestu pres vsechny své cilové vrcholy. Cile muze
navstivit v libovolném potadi, piibyva tim ale problém uréeni tohoto poradi. Reseni ma jako pii
klasickém MAPF podobu posloupnosti konfiguraci agenti, ale navic musi byt splnéna podminka
navstévy kazdého cile.

» Definice 1.4. Reseni instance MG-MAPF © = (G, A, so, g) je posloupnost konfiguraci agenti
S = (80,81, ..,5t,,) takovd, Ze vsechny konfigurace na sebe navazuji pomoct platnijch akci. Pro
kaZdého agenta a; € A a kazZdy jeho cil vy € g(a;) musi navic existovat t € 1,2,...,ty takové,
Ze plati sy(a;) = vy.
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Stale plati, ze feseni je validni, jen pokud neobsahuje zadné konflikty mezi jednotlivymi agenty.
Také muze byt vybrana jakakoliv podmnozina konflikti, které budou zakazany nebo povoleny.
Udelové funkce makespan a fuel jsou také definované porad stejné. Definice sum of costs ale
musi byt trochu upravena, protoze uz neexistuje jen jeden cil, ve kterém muze agent c¢ekat, nez
ostatni agenti dokonci své tkoly. V této praci tedy definuji sum of costs pro MG-MAPF jako
soucet vsSech akci vSech agenti provedenych predtim, nez navstivi vsechny své cile. Agentovy
akce se tedy prestavaji pocitat potom, co navstivi sviij posledni cilovy vrchol, a nezédlezi na tom,
jestli ¢ekd nebo se déle pohybuje. Formélné plati SoC(S) = Zle Cena(a;), kde pro cenu cesty
jednotlivého agenta plati Cena(a;) = 1m%r;1{tc | Vug € g(a;))(Ft € 1,... tc: se(a;) =vg)}

Definici by slo také upravit tak, ze by se agent nejprve musel vratit do svého pocatecniho
vrcholu nebo do néjakého ze svych cilovych vrcholl, kde by zistal ¢ekat predtim, nez by jeho
akce dale nezvysovaly sum of costs. Takovéto zmény by ale vyzadovaly jen minimalni Gpravy
fesiciho algoritmu.

Najit optimélni feseni pro MG-MAPF je stejné jako pro MAPF NP-tézky problém. Na rozdil
od MAPF je ale najit optimélni feSeni tikolu jednotlivého agenta také NP-tézké. V klasickém
MAPF odpovidé tikol jednoho agenta hledéni nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy v grafu, coZ je
fesitelné v polynomidlnim c¢ase. V MG-MAPF ale odpovida tikol jednoho agenta problému ob-
chodniho cestujiciho nebo hledani hamiltonovské cesty s nejmensi vahou pfes danou podmnozinu
vrcholt. [6]



Kapitola 2

Problém splnitelnosti booleovské
formule (SAT)

SAT je zakladni problém oblasti informatiky a matematiky. Jeho cilem je rozhodnout, zda je
booleovska formule splnitelna. Je to Siroce prostudovany problém, existuje velky pocet riznych
algoritmt, které ho fesi, a navzdory své obtiznosti ma dulezité aplikace v mnoha rtznych ob-
lastech. Je vyuzivan napiiklad pro planovani a umeélou inteligenci, pro verifikaci navrhu obvodi
[27] a v kryptografii [28]. Mnoho problémt z téchto oblast{ jde polynomidlné redukovat na SAT
a pokrocilé SAT resice dokazou najit jejich Feseni. Timto zpusobem jde také hledat optimalni
feseni grafovych problému jako MAPF a MG-MAPF.

Booleovska formule, jejiz splnitelnost SAT rozhoduje, se skldd4 z mnoziny proménnych, logic-
kych operdtori a zavorek. Po ohodnoceni proménnych hodnotami TRUE a FALSE, je vysledna
formule bud pravdiva nebo nepravdiva. Cilem SAT je rozhodnout, zda existuje ohodnoceni lo-
gickych proménnych takové, ze je celd formule pravdiva. Pokud takové ohodnoceni existuje, tak
je formule splnitelnd, jinak je nesplnitelna. Nejpouzivanéjsi reprezentace booleovské formule je
konjunktivni normdlni forma (CNF).

» Definice 2.1. Formule je v CNF, prdve kdyz je strukturovand jako konjunkce klauzuli. Formule
se nazyvd klauzule, pokud je ve forme disjunkce literdli. Pro kazZdou klauzuli C' tedy musi platit
C=U1LVIeV---Vliy,, kde vsechny l; jsou literdly. Literdl l oznacuje jeden viyskyt logické proménné
x nebo jeji negace ve formuli, takZe plati budl = x nebo Il = —x. Pro formuli F v CNF tedy plati
F=CiNCyN---NCp,, kde vsechny C; jsou klauzule.

Vétsina algoritmil pracuje pravé s CNF, takze je nutné booleovské formule nejprve do CNF
prevést. Kazda formule muze byt prevedena do CNF pomoci pravidel booleovské algebry, ale
takto zkonstruovany vysledek muze byt exponencialné delsi nez puvodni formule. To mizZe nega-
tivné ovlivnit efektivitu SAT fesict, takze je lepsi prevadét formule jinym zptisobem. Napriklad
pomoci Tseitinovy transformace [29], kterd vygeneruje maximalné linedrné vice klauzuli, ale navic
vytvori linedrni pocet novych proménnych. [30]

Problém SAT je vypocetné slozity a velmi obtizny. Je to prvni problém, pro ktery bylo doka-
zéno, ze je NP-tiplny [31]. Neexistuje tedy zadny algoritmus, ktery by ho dokdzal vzdy efektivné
resit. Jeho slozitost je exponencialni vi¢i poctu proménnych obsazenych v booleovské formuli.
Konkrétné plati, ze ¢asovd slozitost je v nejhor$im piipadé O(2"), kde n je pocet proménnych
ve formuli, protoze kazdd proménna mutze byt ohodnocena dvéma zpusoby a nejhiire musi kazdy
algoritmus vyzkouset vSechny mozné kombinace ohodnoceni. To znamena, ze pro velké instance
muze byt nalezeni feseni vypocetné neproveditelné, a i stfedné velké instance problému mohou
byt obtizné resitelné. Varianta 3-SAT, pro kterou plati, ze kazda klauzule muze obsahovat maxi-
malné tii literaly, je také NP-uplna. 3-SAT patri stejné jako SAT mezi Karpovych 21 NP-uplnych
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problémi [32] a Casto se vyuziva pro diikazy NP-tézkosti jinych problémii. Plati totiz, Ze pokud
je mozné polynomidlné redukovat 3-SAT na jiny problém, tak je dany problém minimalné stejné
tézky (NP-tézky).

2.1 Resice SAT

Navzdory exponencialni slozitosti problému SAT existuji velmi vykonné a efektivni fesice, které
dokazou resit instance s velkym mnozstvim logickych proménnych a klauzuli. Byla vyvinuta rada
technik a algoritmu pro feseni SAT, které vyuzivaji mnoho heuristik a optimalizaci. To umoziuje
vyuzivat vykonné fesi¢e SAT pro redlné aplikace v jinych oblastech. SAT fesice typicky vyzaduji
booleovskou formuli v CNF a rozhodnou, jestli je splnitelna. Takto je 1ze vyuzit pro rozhodovani
o splnitelnosti formuli, které byly vytvoieny zakédovanim jinych problémii. Resi¢e navic vétsinou
vraci nalezené ohodnoceni spliujici booleovskou formuli, ze kterého lze extrahovat zpét reseni
kédovaného problému. Existuje mnoho riznych resicti SAT, které maji kazdy své vyhody a obecné
plati, ze neexistuje zadny resic, ktery by byl objektivné lepsi na vSech moznych problémech.

2.1.1 Davis—Putnam—-Logemann—Loveland (DPLL)

Algoritmus DPLL [33] je jeden z prvnich pokrocilych SAT feSi¢u. Je zaloZeny na systematic-
kém prohledavani prostoru ohodnoceni logickych proménnych. Pouziva algoritmus backtracking,
ktery rekurzivné ohodnocuje jednotlivé proménné, dokud nenalezne ohodnoceni splnujici celou
formuli. Pti kazdém ohodnoceni jedné proménné se algoritmus rozvétvi, protoze proménna muze
byt ohodnocena bud TRUE nebo FALSE. Timto vznika prohledavaci strom, kterym algoritmus
prochazi. Pokud tvorené ohodnoceni skoné¢i kontradikci, tak se algoritmus rekurzivné vrati do
urovné, ve které byla ohodnocena proménné, kterd kontradikci tvori. Na zpatecni cesté se rusi
vSechna ohodnoceni, ktera na ni byla vytvorena, a na trovni, kde byl zapri¢inén vznik kontra-
dikce, algoritmus zvoli opa¢né ohodnoceni dané proménné. Resice zalozené na DPLL vyuzivaji
ruzné heuristické funkce napiiklad pro volbu potfadi ohodnocovani proménnych.

DPLL také pouziva jednotkovou propagaci, kterd vyuziva struktury booleovské formule pro jeji
zjednoduseni. Pokud v pribéhu ohodnocovani vznikne klauzule s pouze jednim literdlem, ktery
muze byt ohodnocen kladné, tak je mozné jeho proménnou prislusné ohodnotit a predtim, nez
algoritmus postoupi dale, se jeji ohodnoceni propaguje do zbytku prohleddvaciho stromu. Tim
mohou vzniknout dalsi jednotkové klauzule, jejichz ohodnoceni se také propaguje. Jednotkova
propagace muze vyrazné redukovat prohledavany prostor a dokaze odstranit mnoho redundant-
nich klauzuli. [30]

2.1.2 Conflict-driven clause learning (CDCL)

Mnoho modernich fesi¢i je odvozeno z algoritmu DPLL a dale ho vylepsuji. Jednim z nich je
algoritmus CDCL, ktery analyzuje konflikty mezi ohodnocenimi a na jejich zakladé pridava nové
klauzule. Tento pristup se nazyva clause learning, protoze se tak CDCL uéi nové klauzule, které
usnadnuji hledani ohodnoceni spliujiciho celou formuli. Kdyz algoritmus detekuje konflikt mezi
ohodnocenymi proménnych, tak se rekurzivné vrati stejné jako DPLL, ale navic pfidd novou
klauzuli, kterda nalezeny konflikt zakazuje. CDCL obsahuje jednotkovou propagaci stejné jako
DPLL, a navic obsahuje mnoho dalsich technik pro feseni problému SAT. Diky tomu je velmi
efektivni v praktickych aplikacich, takze je hodné vyuzivany v mnoha riznych oblastech. Jedna
z prvnich implementaci CDCL byl feSi¢ MiniSat [34], ktery zavedl dalsi optimalizace pro hledani
feSeni. Mezi modernégjs feSice vyuzivajici algoritmus CDCL patii feSi¢ Glucose [35], ktery je na

Slozitost SAT v nejhorsim mozném pripadé se odviji od poctu logickych proménnych, a ne od
poctu nebo délky klauzuli obsazenych ve formuli. Moderni fesice ale dokdzou casto rozhodnout
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o splnitelnosti rychleji nez v exponencidlnim Case, protoze vyuzivaji mnoho technik, z nichz jsem
nékteré popsal vyse. Tyto fesice jsou vykonnéjsi na urcitych typech formuli na zakladé zvolenych
optimalizaci, které vyuzivaji. Naptiklad booleovské formule s kratkymi klauzulemi obvykle pod-
poruji jednotkovou propagaci, protoze castéji béhem feseni vznikaji jednotkové klauzule. Kratké
klauzule mohou navic ¢astéji tvorit konflikty mezi ohodnocenimi, které se SAT fesice mohou
naucit. Kdyz je booleovska formule celkové kratsi, tak resi¢ dokaze najit ohodnoceni spliujici
formuli rychleji, protoze ohodnoceni proménnych neni omezovano tolika klauzulemi. Navic mo-
hou fesice na kratkych formulich rychleji identifikovat konflikty a naucit se nové klauzule. Tyto
vlastnosti mohou vyrazné ovlivnit vykon SAT fesici, prestoze vysledna formule obsahuje stejny
pocet logickych proménnych. Zvyseni vykonu ale nemusi nastat vzdy, protoze vykon fesic¢u zdvisi
na velkém poctu dalsich faktort a celkové strukture booleovské formule, kterd nejde jednoduse
zachytit.
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Kapitola 3
Algoritmy resici MAPF

Pristupovat k feSeni MAPF jde dvéma zpusoby: distribuované nebo centralizované. Pfi centrali-
zovaném pristupu jsou vsichni agenti ovlddani jednim algoritmem, ktery hleda optimalni reseni
na zakladé ucelovych funkci definovanych v prvni kapitole této prace. Naopak v distribuovaném
systému mé kazdy agent vlastni vypocetni silu a jeho komunikace s ostatnimi agenty mize byt
omezena. Kvili omezené komunikaci tedy nemusi byt vzdy mozné timto zptsobem najit celkové
optimalni feseni. Hledani ale zase byva rychlejsi diky tomu, ze algoritmy nemusi zohlednovat po-
hyb vsech agentii najednou. Resici algoritmy jdou déle rozdélit podle kvality feseni, které hledaji,
a to bud optimélni nebo suboptiméalni. [11]

3.1 Suboptimalni resice MAPF

Kvili narocnosti optimalizace MAPF existuji feSice, které nezarucuji, ze najdou nejlepsi nebo
vibec néjaké reseni, ale hledaji ho mnohem rychleji. Tyto Fesice jsou efektivnéjsi, protoze ne-
prochazeji vsechna mozné feseni, ale heuristicky vybiraji jen néktera z nich. Vyplati se je pouzit
v instancich MAPF s velkym poctem agentu, protoze pravé v takovych pripadech efektivita op-
timélnich Fesict vyrazné klesd. Suboptimélni fesice jdou rozdélit na dvé skupiny podle zptisobu
hledéni feSeni. Principy z obou skupin jdou samoziejmé i kombinovat. [11]

Resice zalozené na prohledavani stavového prostoru Resice z této kategorie vétsinou hle-
daji kvalitni feseni, ale v mnoha ptipadech nejsou iplné, takze reseni nemusi vzdy najit. Patri
mezi né napiiklad algoritmus Hierarchical cooperative A* (HCA*) [36], ktery nejprve seradi
agenty a na zékladé jejich poradi potom postupné planuje samostatné cesty. Nalezend indi-
vidudlni cesta je zapsdna do rezervacni tabulky, kterd zaznamenava, v jakych vrcholech se
agenti budou v urc¢itych casovych krocich nachazet. Nové cesty pro dalsi agenty jsou potom
pldnovény tak, aby nevedly skrz rezervované vrcholy zapsané v tabulce. HCA* m4 ale nékolik
problémt. Je velmi zévisly na poradi agentd pro hledani cest, které musi byt pfedem urceno.
Agenti navic vzdy zistavaji ve svém cilovém vrcholu po jeho dosazeni a kvili rezervaci vrcholu
mohou nékteri agenti uvaznout na misté.

Windowed-HCA* (WHCA*) [36] je upravend varianta tohoto algoritmu, ktera jeho problémy
castecné resi. Cesta je planovana pouze na urcity pocet krokti napred a po napldnovani tohoto
useku se zacne hledat cesta pro dalsitho agenta v poradi. Takovym zptisobem méa kazdy agent
v urcitou chvili tu nejvyssi prioritu pti planovani své cesty, coz Tesi problém s jejich fazenim.
Navic je mozné pokracovat v planovani cest i po dosaZeni cile, takze cilové vrcholy nezustavaji
zablokované.

13
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Resi¢e zalozené na pravidlech pohybu Tyto feSi¢e neprohledavaji stavovy prostor, ale pla-
nuji cesty na zakladé specifickych pravidel pro pohyb. Davaji prednost iplnosti feseni za urci-
tych podminek pred kvalitou feseni. Pti hledani cesty se agenti ridi pouze zavedenymi pravidly
a viibec prubézné nekontroluji, jestli jejich naplanované cesta netvori konflikt s néjakou jinou.
Napiiklad algoritmus Push and Swap [37] zavadi pravidlo push, které posune agenta k cili,
pokud je to mozné, a pravidlo swap, které prohodi dva sousedni agenty. Tento algoritmus je
uplny na grafech, kde jsou vzdy alespon dva vrcholy volné. Dalsi priklad z této kategorie je
algoritmus Tree-based agent swapping strategy (TASS) [38], ktery je uplny na stromech.

3.2 Optimalni resice MAPF

Déle se uz v mé praci budu vénovat pouze algoritmum hledajicim optiméalni feseni MAPF.
Neexistuje zadny efektivni algoritmus, ktery by dokéazal najit takové feseni, protoze optimalizace
MAPF patii mezi NP-tézké tlohy. Optimélni fesice tedy museji prochazet stavovy prostor vsech
raznych umisténi agentt v grafu, jejichZz pocet roste exponenciidlné s poctem agentii. Dobry
algoritmus k prohledavani stavového prostoru je A* ktery vraci optimdlni FeSeni pfi pouziti
pripustné heuristické funkce.

Heuristicka funkce v prohledavacich algoritmech odhaduje cenu zbyvajici cesty do cilového
stavu a je pripustnd, pokud nikdy neodhadne vyssi cenu, nez je cena opravdova. Nejjednodussi
takovd funkce pro instanci MAPF je soucet individudlnich heuristik vsech agenti. Lepsim pii-
kladem je heuristickd funkce sum of individual costs (SIC), kterd séitd opravdovou zbyvajici
vzdalenost agentt do cile tak, ze ignoruje jakékoliv konflikty. Vzdalenost je predem vypocitana
mezi kazdym cilem a kazdym vrcholem napiiklad pomoci BFS spusténého z kazdého cilového
vrcholu. P pouziti SIC minimalizuje A* sum of costs. Pro minimalizaci makespanu lze funkci
jednoduse upravit tak, ze nepocita soucet ale maximalni individualni vzdélenost.

Kvuli velikosti stavového prostoru je ale A* velmi neefektivni. Kazdy stav miize mit az expo-
nencialni pocet sousedu vzhledem k poctu agentu, takze pri expandovani uz pocatecniho stavu
muze pri velkém poctu agent vzniknout obrovské mnozstvi stavii. A* si navic potfebuje drzet
vSechny stavy v paméti, coz neni vzdy mozné. Pokud je v grafu jen mélo neobsazenych vrchol,
tak sice pocet platnych stavi (stavy bez konfliktti mezi agenty) muze byt mnohem mensi a ne-
platné stavy neni potieba drzet v paméti, ale stale je nejprve potieba zjistit, které stavy jsou
platné. [11]

3.2.1 Redukce poctu agentii

Hledéani optimélniho feseni jde zrychlit snizenim poc¢tu agentt v problému, coz zpusobi vyraznou
redukci stavového prostoru. V [39] byl navrzen framework Independence detection (ID), ktery
se toho snazi dosdhnout. ID rozdéluje agenty do skupin, které reprezentuji samostatné instance
MAPEF. Dvé skupiny jsou navzajem nezavislé, pravé kdyz mezi jejich optimalnimi feSenimi ne-
vznikaji zadné konflikty. Algoritmus pouzivajici ID nejprve umisti kazdého agenta do jednoclenné
skupiny. Potom pomoci A* najde pro kazdou skupinu individudlni feSeni a slou¢i vSechny sku-
piny, mezi jejichz fesenimi se nachézely néjaké konflikty. Pro nové vzniklé skupiny se dale hleda
optimalni feseni, dokud mezi nimi vznikaji konflikty.

S pouzitim ID klesne slozitost optimalizace problému na slozitost optimalizace feSeni nejvétsi
skupiny agenti. Algoritmus se tim vyrazné zrychli, protoze slozitost MAPF je exponencidlni
vudi poctu agentu. Jelikoz je ID framework, tak jde pouzit i s jinymi a vykonnéjsimi fesicimi
algoritmy, nez je A*, a pomdhd zvysit jejich efektivitu.

ID jde dale vylepsit prednostnim hledanim takovych reseni, ktera nebudou zpisobovat nové
konflikty mezi skupinami. Toho jde dosdhnout, pokud po vytvoreni nové skupiny, preferuje A* pri
hledani nového feseni takovy plan, ktery tvoii co nejméné konfliktu s ostatnimi skupinami. Pokud
stejné nastane néjaky konflikt, tak je mozné prepldnovat obé nalezend skupinova individudlni
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B Obrazek 3.1 Strom vytvofeny algoritmem ICTS [11]

feseni tak, aby se skupiny konfliktu vyhnuly. Slu¢ovani skupin se ale vzdy vyhnout nejde, protoze
A* stéle hleda jen optiméln{ individualni feSeni, aby se zachovala celkovd optimalita.

Dalsi zptsob, jak omezit poet agentil v problému, je algoritmus M* [40], ktery je na A*
zalozeny. M* nejprve generuje pouze stavy, ve kterych vsSichni agenti provadi optimdlni akci
smérem ke svému cili. Algoritmus takto postupuje, dokud mezi agenty nevznikne konflikt. Potom
znovu otevie vSechny stavy na cesté zpét k pocateénimu stavu. Pokud bude néktery z nich pozdéji
znovu expandovan, tak vygeneruje stavy, ve kterych agenti, ktefi zptusobili konflikt, provedou uz
vSechny mozné akce. Ostatni agenti pfi generovani téchto stavi provedou opét jen optimalni akci.
(11]

3.2.2 Redukce poctu stavi

Neexistuje algoritmus, ktery by pii prohledavani stavového prostoru expandoval méné stavi
nez A* se stejnymi znalostmi o problému. Toto ale neplati o po¢tu vygenerovanych stavi. A*
vygeneruje mnoho stavii s hodnotou ucelové funkce vyssi nez hodnota cilového stavu, které se
nikdy neexpanduji. Takovych stavi muze byt ve stavovém prostoru MAPF opét exponencialné
mnoho.

Snizeni poétu vygenerovanych stavii lze dosdhnout pomoci techniky Operator decomposition
(OD) [39], ktera se staviim, které se nikdy neexpanduji, snazi vyhybat. OD k opravdovym staviim
navic vytvari prechodné stavy tak, ze nejdiive uvazuje vSechny akce pouze jednoho agenta.
7Z téchto stavu se tvori dalsi prechodné stavy aplikaci stejného postupu na ostatni agenty, dokud
nevznikne dalsi opravdovy stav. V prechodnych stavech jsou povoleny konflikty mezi agenty,
protoze to nejsou plnohodnotné stavy a agenti se v takové pozici doopravdy nenachazi. Pri
prochézeni tohoto prostoru ale A* vnimé vSechny stavy stejné a objevi cilovy stav difve, nez
jsou vsechny prechodné stavy expandovany. Diky tomu se nevytvori nadbytecné stavy, které by
A* vygeneroval, ale neexpandoval.

Jiny pristup byl zvolen v algoritmu Enhanced partial expansion A* (EPEA*) [41]. Tento
algoritmus pii expanzi stavu vygeneruje pouze potomky s nejlepsi hodnotou tcelové funkce.
Potom zméni hodnotu tcelové funkce pravé expandovaného stavu na hodnotu jeho druhého
nejlepsiho potomka, znovu ho otevie a zaradi do fronty. K vygenerovani nejlepsich potomku jsou
vyuzity heuristické znalosti o doméné, které zajisti, ze se vygeneruji opravdu jen pozadované
stavy. Timto zpusobem se stavy generuji podle rostouci hodnoty tcelové funkce A* a nevytvori
se zadny stav, ktery by ji mél vySsi nez stav cilovy. [11]

3.2.3 Increasing cost tree search (ICTS)

ICTS [42] je dvoutroviiovy algoritmus, ktery hled4 optiméln{ feSeni MAPF. ICTS na rozdil od
predchozich algoritmu neprohledava stavovy prostor vsech moznych umisténi agenta v grafu,
ale strom, jehoz vrcholy obsahuji mnozinu feseni urcité délky. Vrchol stromu obsahuje vektor
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(C1,...,C%), kde k je poCet agentl instance MAPF. Vrchol reprezentuje mnozinu vSech FeSeni,
ve kterych pro kazdého agenta a; plati, Ze jeho individualni cesta ma cenu presné C;. Vrcholy
stromu obsahuji i neplatnda feseni obsahujici konflikty.

Vys$si troven algoritmu prohleddva tento strom od kofene, ktery obsahuje vektor s nej-
kratsimi individudlnimi délkami cest jednotlivych agentt. Potomci kazdého vrcholu stromu jsou
vytvareni tak, ze se jedna z délek cest zvysi o jedna. Tvorba stromu je zndzornéna na obrazku 3.1
se stromem, kde maji vSichni agenti nejkratsi individudlni cestu délky deset. Vytvofeny strom je
postupné prochdzen pomoci BFS, dokud neni nalezen vrchol, ktery neobsahuje zddné konflikty,
reprezentujici optimélni reseni.

Nizsi Groven je pouzivana k vyhledani odpovidajiciho reseni, které neobsahuje zadné kon-
flikty. Je volana v kazdém vrcholu a hleda pro kazdého agenta a; nekonfliktni cesty dlouhé presné
C;. Pokud zadna takova mnozina cest neexistuje, vyssi troven postoupi do dalsiho vrcholu. Vyge-
nerované vrcholy ICTS stromu jdou profezavat. Pokud neexistuje feseni pro podmnozinu agent,
tak vrchol ur¢ité neobsahuje platné feeni, které se v ném tedy nemusi hledat. [11]

3.3 Conflict based search (CBS)

Stavovy prostor MAPF je exponencidlné veliky vzhledem k poctu agenti. Stavovy prostor hle-
dani nejkratsi cesty v grafu pro jednoho agenta je oproti tomu mnohem mensi. Algoritmus CBS,
ktery pafi mezi optimdlni fesice MAPF, rozkladd MAPF na velké mnozstvi takovych podpro-
blémt, které jdou resit v Case linedrnim vaci velikosti grafu. CBS zacind hledanim nejkratsich
individualnich cest a postupné buduje mnozinu omezeni na zékladé nalezenych konfliktu. Pri
planovani vytvari strom omezeni, jehoz vrcholy obsahuji mozna feseni. CBS je dvoutroviovy
algoritmus, jehoz vyssi Groven prohledava vytvoreny strom a nizsi droven hleda jednotlivé cesty.
Vrchol stromu znaceny N se sklada z nékolika hodnot:

Mnozina omezeni (N.omezeni) Mnozina obsahuje omezeni ve tvaru (a,v,t). Takové omezeni
znamend, ze se agent a nesmi v ¢asovém kroku ¢ nachéazet ve vrcholu v. Kofen stromu ma
tuto mnozinu prazdnou a kazdy potomek do mnoziny pridd pravé jedno omezeni.

Reseni (N.reseni) Mnozina cest vSech agentu, kterd musi splitovat vSechna omezeni vrcholu.
Miuze ale mezi jednotlivymi cestami obsahovat konflikty, které jesté nebyly zakazany mnozi-
nou omezeni.

Cena teSeni (N.cena) Cena obsahuje hodnotu zvolené ti¢elové funkce nalezeného feSeni. [11]

3.3.1 Pribéh algoritmu

Algoritmus 3.1 obsahuje pseudokdéd vyssi trovné CBS, kterd méa na vstupu instanci MAPF
definovanou v prvni kapitole této prace a vraci optimalni feseni ve tvaru mnoziny cest, které se
skladaji z akei pohybu a éekani. Vyssi iroven prohledéva strom omezeni od jeho kofene metodou
usporadaného prohleddvani (best-first search). Kofenovy vrchol neobsahuje z4dné omezeni a jeho
reseni se sklada z nejkratsich individualnich cest. CBS si udrzuje prioritni frontu razenou podle
ceny vrcholu stromu omezeni a v kazdém kroku expanduje prvni vrchol ve fronté (uréeny podle
ceny jeho feseni).

Po vyjmuti vrcholu z fronty OPEN, algoritmus nejprve zkontroluje jeho feseni (fddek 8).
Pokud neobsahuje zadné konflikty, tak je to optimélni feseni a algoritmus kondi (fadek 9). Jinak
CBS jeden konflikt vybere (fadek 11) a vytvofi dva syny (fadky 12-17). Konflikt (a;,a;,v,t)
nastdva mezi agenty a; a a; ve vrcholu v béhem casového korku ¢. Vznik konfliktu znamend, Ze
se alespon jeden z agenti v tento krok musi vrcholu v vyhnout. Pro optimalitu nalezeného Teseni
musi CBS vyzkouset obé mozné varianty, takze vytvori jednoho potomka s pfidanym omezenim
(ai,v,t) a jednoho s pfidanym omezenim (a;, v, t). To zpusobi, Ze v jednom potomkovi souc¢asného
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Algoritmus 3.1: CBS algoritmus fesici MAPF

Input: ¥ = (G, A, s0,9)
R.omezeni <
R.7eseni < {nejkratsi individudlni cesta z so(a;) do g(a;) | a; € A}
R.cena < Cena(N.7eSent)
vlozit R do OPEN
while OPEN # ) do
N + min(OPEN)
odstranit_ min(OPEN)
kon flikt < validovat(N.resent)
if konflikt = () then
L return N.7Feseni

© 00 N O A W N -

=
o

11 (@i, a;,v,t) < konflikt

12 foreach a € {a;,a;} do

13 N'.omezeni < N.omezeni U{(a,v,t)}

14 N'.7e3eni < N.7eseni

15 N'.fe3eni(a) < nejkratsi cesta z so(a) do g(a) respektujici N'.omezeni
16 N'.cena + Cena(N'.Fesent)

17 vlozit N’ do OPEN

vrcholu musi zménit svou cestu agent a; a ve druhém potomkovi ji musi zménit agent a;. Potom
nového teseni a potomky zatadi do fronty. Algoritmus nemusi prepocitavat celé feSeni, protoze
nové omezeni ovlivni pouze jednoho agenta. Staci tedy prepocitat pouze jedna cesta. Potom CBS
pokracuje s dalsim nejlepsim vrcholem ve fronté.

Nizsi iroven hledd pro agenta a; nejkratsi cestu z so(a;) do g(a;) spliujici mnoZinu omezeni
aktudlniho vrcholu stromu omezeni (fddek 15). Pfi hleddni nemusi brat ohled na ostatni agenty,
pouze se musi vyhnout urc¢itym vrcholim v uréitych ¢asovych korcich. To dokaze jakykoliv algo-
ritmus pro hleddni nejkratsi cesty v grafu (naptiklad BFS) v linedrnim case. Algoritmus pouze
ignoruje stavy zakdzané vlivem omezeni. Je vhodné, aby nizsi troven preferovala stavy, které
zpusobi méné konfliktii s uz napldnovanymi cestami ostatnich agentl, a detekovala duplicitni
stavy. Timto se celkova efektivita CBS vyrazné zvysi. [11]

3.3.2 Vlastnosti

Algoritmus CBS vzdy najde optimalni feSeni a je uplny, takze Feseni najde, pokud néjaké existuje.
Nerozpozna ale neexistenci feseni a muze se zacyklit. Proto je vhodné fesitelnost instance zkon-
trolovat pred jeho spusténim naptiklad pomoci néjakého tiplného suboptiméalniho fesice. CBS je
v urditych pfipadech efektivnéjsi nez A*, ktery prohleddva prostor vSech moznych konfiguraci,
protoze CBS prohledd méné stavi. To je mozné diky tomu, ze CBS prohledava trochu jiny sta-
vovy prostor. CBS je efektivnéjsi na instancich MAPF, kde existuje zuzeni, ve kterém se agenti
srazeji, ale pri ostatnich pohybech maji velkou volnost. Priklad takové instance je levy graf na
obrazku 3.2. Pravy graf zase zachycuje instanci MAPF, kde je A* mnohem efektivnéjsi nez CBS,
protoze mezi agenty muze ve volném prostoru vznikat mnoho konflikti a CBS tvori zbytecné
mnoho vrcholl ve svém stromé omezeni. Naopak A* bude ignorovat stavy obsahujici konflikty,
takZe relativné rychle dosdhne optimélniho feseni. [11]
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B Obrazek 3.2 Porovnéni efektivity CBS a A* na dvou instancich MAPF [11]

3.3.3 Dalsi moZnosti

Pokud CBS detekuje konflikt mezi vice nez dvéma agenty, tak existuji dvé moznosti postupu.
Algoritmus bud vytvori vice potomku a kazdy z nich pfidd omezeni pro vSechny agenty kromé
jednoho, nebo se konflikt vnimé pouze jako konflikt mezi prvnimi dvéma agenty a zbytek se
bude ftesit az pii zpracovani potomki. V druhém piipadé, ktery je popsin mym pseudokddem,
potom budou vznikat duplicitni stavy, které je vhodné detekovat. Casova sloZitost obou piistupii
je podobna.

Vyse jsem popsal pouze detekeci vrcholovych konflikti, ale stejnym zptisobem jdou detekovat
i dalsi typy. Napiiklad hranovy konflikt mezi agenty a; a a; v hrané {v,ve} mezi Casovymi
kroky ¢t a t + 1 je vyfeSen omezenim (a;, v1, v2,t), které zakazuje agentovi a; pohyb z vrcholu vy
do vrcholu vy mezi danymi casovymi kroky. Podobnym zpisobem je mozné vyfesit i konflikty
nasledovani.

CBS lze také pouzit pro minimalizaci rtiznych tcelovych funkei. Stac¢i vybranou funkei pouzit
ke spocitani ceny nalezeného reseni ve vrcholech stromu omezeni. Neni nijak potfeba ménit nizsi
droven, protoze ta vzdy hledé nejkratsi povolenou cestu. CBS najde optimalni feSeni pro vsechny
piipustné tcelové funkee. Ucelové funkee je pFipustnd, pokud nikdy neohodnoti cenu vreholu vyse,
nez je cena optiméalniho platného a ve vrcholu povoleného reseni. Funkce makespan, sum of costs
i fuel jsou vsechny v tomto smyslu pripustné. Pti pouziti icelové funkce fuel uz ale neni CBS
uplny.

CBS je na urcitych instancich MAPF velmi neefektivni, jak jsem popsal vyse. To plati pro
instance, kde mezi ur¢itou skupinou agentii dochazi ¢asto ke konflikttim. Tento problém je vyresen
pouzitim algoritmu Meta-agent CBS (MA-CBS), ktery v uréitych pripadech vytvori z nékolika

v

agentil jednoho meta agenta. Ten je potom z pohledu vyssi trovné CBS vniman jako jeden,
MAPF misto jednoduchého hledani nejkratsi cesty. MA-CBS proto musi vyuzivat jiny optimalni
resic MAPF, takze ho lze spise vnimat jako framework nad jinymi fesi¢i. Vyhodné je pouziti
algoritmu A* ktery je efektivni préavé na instancich MAPF, kde CBS efektivni neni, a meta
agenti presné takové instance obsahuji. MA-CBS funguje tedy podobné jako framework 1D,
ale neslucuje agenty hned po nalezeni prvniho konfliktu. Musi detekovat alespon urcity pocet
konfliktti mezi dvéma agenty predtim, nez je slouc¢i. Tento pocet je udavan parametrem, ktery

muze byt nastaven v zavislosti na podobé fesené instance problému a tim tedy zvysuje flexibilitu
MA-CBS. [11]
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G=(V,E)
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B Obrazek 3.3 Priklad casové expanze grafu G [7]

3.4 Algoritmy zalozené na redukci

Resice tohoto druhu redukuji MAPF na jiny problém, jako naptiklad SAT [7, 43, 44, 45], Integer
linear programming (ILP) [46] nebo Answer set programming (ASP) [47]. Tyto problémy jsou
rozsdhle prozkoumané a jsou pro né vyvinuté velmi vykonné a pokrocilé fesice. Tyto fesice jsou
vyuzity pro nalezeni feSeni redukovaného problému, ze kterého lze ziskat zpét Feseni instance
MAPF. Sila existujicich fesi¢t je velkd vyhoda oproti vyse zminénym algoritmtum fesicim MAPF,
které nejsou zdaleka tolik prozkoumané a propracované, protoze jsou vyuzitelné jen pro jeden
konkrétni problém. Na druhou stranu ale fesi¢e redukovanych problémi nemohou vyuzit zadné
heuristické znalosti o konkrétni instanci MAPF, které mohou byt vyuzité ve specifickém Tesicim
algoritmu. Déle se v této praci budu zabyvat pouze redukei na problém SAT. [43]

3.4.1 Kobdovani do booleovskych formuli

Pro pouziti SAT fesice je nutné zakddovat instanci MAPF do booleovské formule. Tato formule
musi zachytit umisténi agentt v grafu, vsechna omezeni na jejich pohyb, mezi které patiii definice
konfliktti, a zaroven konkrétni zadani MAPF. Pozadavek pro vytvorenou formuli je, aby byla
splnitelna pravé tehdy, kdyz existuje reseni kédované instance MAPF. Takovych moznosti, jak
zakédovat MAPF| je ale velké mnozstvi a je dulezité zvolit tu nejvhodnéjsi jak pro rychlost SAT
fesice, tak pro rychlost redukce problému.

K zakdédovani lze pristupovat pomoci logaritmické nebo primé reprezentace. Pti logaritmické
reprezentaci je n-stavova proménnd reprezentovana vektorem log, n logickych proménnych, které
puvodni proménné reprezentuji stejnym zpusobem jako jsou ¢isla reprezentovana bindrnim za-
pisem. Pri pfimé reprezentaci je n-stavova proménnd reprezentovana vektorem n logickych pro-
ménnych, ze kterych musi byt kladné ohodnocend pravé jedna. Pri této reprezentaci musi byt
navic vytvoreny dalsi formule, které zajisti platnost tohoto omezeni. Logaritmicky pristup je pro-
storové efektivnéjsi, protoze vytvori méné proménnych i formuli. Pfimy pristup ale podporuje
jednotkovou propagaci v SAT feSici, coz urychluje hledani reSeni. Neni tedy mozné jednoduse
rozhodnout, ktery piistup je efektivnéjsi. [43]

Casova expanze grafu G Cesty agentt se sklddaji z akei ¢ekéni a pohybu, a navic mohou
vést nékolikrat stejnym vrcholem. K zachyceni takové cesty neni mozné pouzit klasicky graf.
Proto se zavadi ¢asova expanze grafu (TEG), ve kterém se agenti nachdzeji. TEG je acyklicky
orientovany graf vytvoreny pro fixni makespan. Mnozina jeho vrcholti obsahuje duplikované
vrcholy grafu G v kazdém mozném ¢asovém kroku a mnozina jeho hran reprezentuje mozné
akce agentu (i akce ¢ekdni), které jsou orientoviny pouze ve sméru ¢asovych kroki. Jeho
priklad je vidét na obrazku 3.3, kde je graf G expandovan pro makespan roven dvéma.
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» Definice 3.1. TEG(G,ty) = (V, E) je casovd expanze grafu G do tyr + 1 casovych kroki,
pro jehoz mnozinu vrcholid plati:

V={veV(G)Atc0,1,... ty}
a pro jeho mnoZinu hran plati:

E={(uv"™ | {u,v} € B(G)Vu=v)At€0,1,...,tp — 1}.

Hledani feSeni instance MAPF s makespanem ¢,; tedy odpovida hledani nekonfliktnich grafo-
vych cest v grafu TEG(G, tyr), jehoZ vrstvy odpovidaji ¢asovym krokim v feSeni MAPF. Agenti
zacCinaji ve své pocatecni konfiguraci v nulté vrstvé grafu a po orientovanych hranédch se pohybuji
do posledni vrstvy. Po cesté musi navstivit svilj cilovy vrchol v jakékoliv vrstve a jelikoz je graf
acyklicky a orientovany, tak se agenti nachézi v pravé jednom vrcholu v kazdém ¢asovém kroku.

Graf Casové expanze je pouzit k zakédovani instance MAPF. Vznika tedy formule F(X,tp/),
kterd je splnitelnd, pravé kdyz instance MAPF ¥ mé feSeni s makespanem t,,. V dfivéjsim
pruzkumu bylo otestovano nékolik rtznych zptsobu kédovani MAPF do booleovskych formuli
dovani nejjednodussi a vytvori nejvice logickych proménnych a formuli, tak jeho struktura, ve
které se vyskytuje mnoho kratkych klauzuli, podporuje jednotkovou propagaci v SAT feSicich,
coz vyrazné zvySuje jejich vykon. [43, 44]

3.4.1.1 Primé kédovani

Zakdédovani v [43, 44] je predstaveno pro trochu jiné zaddni MAPF, neZ jsem definoval v této préci,
a to ze se agenti mohou nachézet ve svém cilovém vrcholu v posledni ¢asovy krok feseni, takze
ho nemohou pouze navstivit dfive a posunout se jinam. Konkrétni zadani zakazuje vrcholové
konflikty a konflikty nasledovéni (tedy implicitné i hranové konflikty). V této kapitole popisi
jakoukoliv jinou variantu definice MAPF, naptiklad s jinou mnozinou zakazanych konflikti.
Pfedpoklddejme instanci MAPF ¥ = (G, A4, sg, g) a makespan tj; a necht V' zna¢i mnozinu
vrcholu grafu TEG(X,tpy) a F znac¢i mnozinu jeho hran. Piimé zakdédovani vytvori logickou
proménnou X! (a;) pro kazdého agenta a; € A a kazdy vrchol v* € V. Tato proménna je kladné
ohodnocend, pravé kdyz se agent a; v casovém kroku ¢ nachdzi ve vrcholu v. Déale je vytvorena
logickd proménnd E! (a;) pro kazdého agenta a; € A a kazdou hranu (u’,v'*') € E. Tato
proménnd je kladné ohodnocené, pravé kdyz se agent a; presouva z vrcholu u do vrcholu v mezi
casovymi kroky t a t+ 1. Déale jsou uvedeny formule udéavajici pravidla pro pohyb agentti v grafu:

= Pokud se agent nachazi v néjakém vrcholu, tak ho musi opustit pomoci pravé jedné hrany. Pro
kazdou zavedenou proménnou X! (a;), kde t # tp, jsou vytvorena nasledujici dvé pravidla:

i) =\ Elu(a) 3.1)

(ut,wtth)eE

A €L (i) V €L, (as) (32)

(uf ot h), (ut, with)eE

m Pokud agent pouzije hranu, tak do ni musi vstoupit a zase z ni vystoupit v incidentnich
vrcholech. Pro kazdou zavedenou proménnou Sfm) (a;) je vytvoreno ndsledujici pravidlo:

Euplai) = Xy(ai) A X (ai) (3.3)
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= Vrchol musi byt prézdny predtim, nez do néj agent vstoupi (zakazuje konflikty nésledovani).
Toto nemusi platit, pokud agent ve vrcholu ¢ekd. Pro kazdou zavedenou proménnou Eq’iw(ai)
je vytvoreno nasledujici pravidlo:

Eiola) = N\ X)) (3.4)

ajEANIF#]

= Z4adna dvojice agentll se nesmi zdrovell nachdzet ve stejném vrcholu (zakazuje vrcholové
konflikty). Pro kazdou zavedenou proménnou X! je vytvoreno nasledujici pravidlo:

N ~xi(a) v -X(a)) (3.5)
a;,a; EA,i#j

Predchozi pravidla fidi jen pohyb agentu v grafu. Nésledujici pravidla tvori zadani instance
MAPF:

= Pocatecni konfigurace agentti. Pro kazdou zavedenou proménnou X0 (a;) je vytvoreno nésle-
dujici pravidlo:

X2(a;) pokud so(a;) = v (3.6)
-&2(a;) pokud so(a;) # v

= Cilové vrcholy agentit. Pro kazdou zavedenou proménnou X! (a;) je vytvoreno ndsledujici
pravidlo:

X,M(a;)  pokud g(a;) = v (3.8)
~X,M (a;) pokud g(a;) # v

Nésledné je pomoci konjunkce uvedenych pravidel vytvofena formule F(X,¢,/), kterd obsa-
huje pouze konjunkce, disjunkce a implikace, takze jde lehce prevést do CNF vyuzivané SAT
v jednom casovém kroku. To ale nevadi, protoze to nenarusi ekvivalenci mezi splnitelnosti for-
mule a existenci FeSeni a takova duplikace jenom ztiz{ hleddni cest ostatnich agentt [44]. Nalezené
feseni bude stale platné, protoze formule nedovoluje agentiim z grafu zmizet a v poslednim caso-
vém kroku se kazdy agent musi nachézet pouze ve svém cili. Agentova cesta tedy urcité povede
z jeho pocatecéniho vrcholu do cilového vrcholu a urcité nebude prerusena. Toto zakédovani by
ale nebylo mozné pouzit, pokud by se agenti nemuseli nachazet ve svém cili v posledni ¢asovy
krok teseni.

3.4.2 Prubéh hledani reseni

Pf#i hledéni Feseni minimalizujictho makespan je vyuzit Fesi¢ SAT. Regi¢ rozhodne, jestli je vy-
tvofend formule F(X,t5s) splnitelnd, a pokud ano, tak spravné ohodnoti proménné. Vytvorena
formule je zakédovand s urc¢itym fixnim makespanem, takze reSi¢ vlastné rozhodne, jestli exis-
tuje feseni pro dany makespan. Nabizi se tedy zacit od nejmensi mozné hodnoty makespanu,
postupné ji zvySovat a prvni nalezené feseni bude Teseni s minimalnim moZnym makespanem.
Takovéto opakované spousténi dobu béhu algoritmu tolik nezvysi, protoze se naro¢nost problému
SAT zvySuje exponencidlné s poctem logickych proménnych, ktery roste spolu se zvySovanim ma-
kespanu. Celkové dobé béhu bude tedy dominovat doba hledani feSeni s nejvyssim zkouSenym
makespanem, ktery je ale optimaln{ a vyzkousen byt mus{ [43].

Algoritmus 3.2 obsahuje pseudokéd popisujici optimalizaci MAPF pomoci SAT fesice. Po-
stupné zvysuje hodnotu makespanu, dokud resi¢ SAT nenajde néjaké feseni splnujici vytvorenou
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formuli (Fadek 4). Z vraceného ohodnoceni proménnych je potom ziskdno platné a optimélni
feseni MAPF (fddek 6). Reseni lze ziskat pomoci hodnot logickych proménnych od pocatecni
konfigurace agentii po jejich cile. SAT fesi¢ sice muze umistit jednoho agenta do vice vrcholti nebo
hran najednou, ale pouze jedna pozice bude navazovat na cestu vedouci od agentova pocatecniho
vrcholu. Hodnoty makespanu se zacinaji zkouset az od ceny nejdelsi z nejkratsich individualnich
cest vSech agentu (fadek 1), protoZe to je nejmensi hodnota, pro kterou muze néjaké feSeni exis-
tovat. Tento algoritmus nerozpoznd, jestli je instance MAPF feSitelnd, takze je vhodné pted jeho
spusténim pouzit néjaky suboptimélni (ale tplny) algoritmus k ovéteni FeSitelnosti. [43, 44]

Algoritmus 3.2: Algoritmus zalozeny na SAT minimalizujici makespan MAPF
Input: X = (G, A, 50, 9)

1ty ¢ maxg,ea{nejkratsi individudln{ cesta z so(a;) do g(a;) | a; € A}

2 while TRUE do

3 F(X,tar) ¢ zakédovat(Z, tar)

4 ohodnoecni < vytesit_ SAT(F(X,tar))

5 if ohodnoceni # UNSAT then

6 fesent + extrahovat_ FeSeni(ohodnocent)
7 L return 7esent

8 tm —ta+1

3.5 Algoritmus MDD-SAT

Resic¢e zaloZené na redukei na vyrokovou splnitelnost jsou méné efektivni na velkych grafech, pro-
toze s velikosti grafu roste pocet logickych proménnych a tim i exponencialné slozitost problému.
Dalsi nevyhoda téchto tesict je komplikované pouziti jinych tucelovych funkci nez makespan.
Ucelové funkee v algoritmech zalozenych na prohledévéani stavového prostoru jdou mezi sebou
jednoduse ménit, ale redukéni algoritmus predstaveny v minulé podkapitole funguje pouze pro
makespan. Algoritmus MDD-SAT toto fesi a umoznuje hledat feseni s minimélni hodnotou sum
of costs pomoci zavedeni cardinality constraint. MDD-SAT zaroven zvysuje efektivitu hledani
feseni tim, ze zmensuje Casovou expanzi grafu a nasledné vytvari méné logickych proménnych
i formuli, jejichZ splnitelnost je potieba testovat. [7]

3.5.1 Minimalizace sum of costs

Pfi minimalizaci sum of costs neni mozné jednoduse pouzit stejny pristup jako pri minimalizaci
makespanu. Je potfeba zavést néjaky novy zpusob, jak shora omezit sum of costs, stejné jako
je makespan shora omezen poctem kroki casové expanze grafu. Algoritmus MDD-SAT k tomu
vyuziva cardinality constraint [48], jehoZ pomoci dokéze shora omezit pocet kladné ohodnocenych
proménnych v ramci vybrané mnoziny.

Pro zakédovani instance MAPF je ale stale potieba ¢asova expanze grafu, kterd je omezena
ur¢itym makespanem. Tento makespan ¢y, by mél byt takovy, aby se v grafu TEG(G, t)s) naché-
zelo kazdé TeSeni se sum of costs SoC'. Necht se SoCy rovna souctu cen nejkratsich individualnich
cest vSech agenti a omezuje tedy sum of costs zespodu. Necht ¢y je cena nejdelsi z nejkratsich
individualnich cest vsech agenti a slouzi jako spodni hranice odhadu makespanu. Nakonec necht
plati A = SoC — SoCy a necht A tedy zna¢i nadbyteénou cenu feSeni nad minimélni moznou
hodnotou sum of costs.

» Tvrzeni 3.2. Vsechna reseni s hodnotou sum of costs rovnou SoC maji nejvyse makespan tps
pro néjaky makespan tyr < to+ A [7].
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Algoritmus 3.3: Algoritmus zalozeny na SAT minimalizujici sum of costs MAPF

Input: ¥ = (G, A, s0,9)
to < maxg,c 4 {nejkratsi individudlni cesta z so(a;) do g(a;) | a; € A}
A0
while TRUFE do
tmy —to+ A
F (2, tar, A) < zakédovat (X, tar, A)
ohodnoecni + vytesit_ SAT(F (X, tar, A))
if ohodnocent # UNSAT then
7eseni < extrahovat_ Feseni(ohodnocent)
L return resent

© 00 N O A W N =

10 ¥AeA—|—1

Plati tedy, Ze Casovd expanze s makespanem tjp; = to + A urcité obsahuje vsechna reseni
s hodnotou sum of costs rovnou SoC'. Algoritmus 3.3 obsahuje pseudokdéd zménény pro minima-
lizaci sum of costs a postupuje zhruba stejné jako algoritmus minimalizujici makespan. Zacina
stejné od minimdlni mozné hodnoty makespanu (fadek 1), ale navic si udrzuje hodnotu A znaéici
rozdil ceny feseni od minimdlni hodnoty sum of costs (fadek 2). V kazdé iteraci se déle p¥i zvyseni
hodnoty A (fddek 10) musi zvysit i makespan (Fadek 4), protoZze v nejhorsim pripadé nastane
konflikt na nejdelsi cesté, kterd se bude muset prodlouzit (prodlouzit se mize maximéalné o jednu
akci). Posledni rozdil je zakédovani do booleovskych formuli na ¥adku 5, které navic obsahuje
cardinality constraint popsané déle. [7]

3.5.1.1 Cardinality constraint

K nastaveni horni hranice sum of costs je nutné namapovat akce agenti na néjaké logické pro-
ménné a na né aplikovat cardinality constraint, které omezi pocet kladné ohodnocenych pro-
meénnych, a tedy i celkovy pocet vykonanych akci. Akce jsou ale reprezentovany hranami v grafu
¢asové expanze, takze pro tento tcel je mozné vyuzit proménné £, , (a;). Neni ale nutné omezovat
celkovy pocet akel, protoze kazdy agent musi provést alespori Cena(a;) akel, aby dosdhl svého
cile, kde Cena(a;) zna¢i cenu nejkratsi individudlni cesty agenta a;. Omezovani celkového poctu
akcf je tudiz zbytecné a nebylo by to moc efektivni.

MDD-SAT tedy zavadi nové proménné pro kazdého agenta, které oznacuji dodatecné akce nad
minimélni pocet potfebny k dosazeni cile. Agenti maji ale jiné délky nejkratsich individualnich

MAPF Z=(G, {al}, Ao, 0L+) TEGl

ao a+ 0 1 2

uz ||] uz (V1,Eq,Fy) @ ) 1@
: : Cuo:j IS

0 @ ERE=E
O

E standard edges time step

Fi "') extra O 1 2 3

B Obrazek 3.4 Casovs expanze grafu G pro minimalizaci sum of costs [7)
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cest, takze je nutné pro kazdého agenta a; zavést vlastni graf Casové expanze znaceny TEG;.
Tento graf obsahuje dvé mnoziny hran. Mnozina E; obsahuje standardni hrany, které zacinaji ve
vrcholech vt € TEG;, kde t < Cena(a;), a vSechny hrany oznacujici ¢ekdni v cilovém vrcholu
g(a;). Mnozina F; obsahuje dodatedné hrany, které zacinaji ve vrcholech v! € TEG;, kde plati
t > Cena(a;). Na obrizku 3.4 je ¢asovd expanze grafu pro jediného agenta a; s oddélenymi
mnozinami hran, kde dodatecné hrany jsou oznaceny teckovaneé.

Pro instanci MAPF ¥ = (G, A4, sop,g) a makespan tj; je tedy vytvofena mnozina grafu
TEG;(%,tar). Zakédovani vytvori stejné mnozstvi logickych proménnych X} (a;) a &, ,(a;) jako
pfi minimalizaci makespanu v minulé podkapitole. Navic je ale vytvofena proménni C!(a;)
pro kazdého agenta a; € A a kazdy casovy krok t € 0,1,...,ty — 1, pokud existuje hrana
(ul,v**1) € F;. Tato proménnd je kladné ohodnocend, pravé kdyz agent vykonal n&jakou doda-
tecnou akci zacinajici v ¢asovém kroku t. Pro vSechny puvodni proménné jsou vytvoreny stejné
formule jako v minulé podkapitole. Navic jsou zavedena dalsi dvé nova pravidla omezujici sum
of costs Feseni:

= Pro kazdého agenta a; € A a kazdou hranu (uf,v'*!) € F; je vytvoreno nasledujici pravidlo:

&t (a,-) — Ct(ai) (310)

u,v

m Cardinality constraint, které omezuje hodnotu sum of costs. Toto omezeni zajisti, Ze nalezené
feseni pouzije maximélné A (nadbytecnd cena feSeni) hran ze vSech mnozin F;:

<a{Ca) |a; e ANte0,1,... ty — 1 A{(u, o) € B} # 0} (3.11)

Cardinality constraint urcuje maximalni mozny pocet kladné ohodnocenych formuli z uvedené
mnoziny. Pro hranici A € N a mnozinu logickych proménnych X = z1,29,...,2, je cardinality
constraint <, {x1,zs,...,2,} splnéno, pravé kdyz je podet kladné ohodnocenych proménnych
z mnoziny X mensi nebo roven A. Konjunkci vSech uvedenych formuli je vytvorena formule
F(2,ta,A). Tato formule je splnitelnd, pravé kdyz existuje feseni instance MAPF se sum of
costs SoC = SoCy(X) + A, kde SoCy(X) oznacuje soudet cen individudlnich cest vSech agentii.
(7]

3.5.2 Multi-value decision diagram (MDD)

Velikost booleovské formule kédujici MAPF mé velky efekt na rychlost hledani feSeni. Jeji ve-
likost se odviji od poc¢tu logickych proménnych, které jsou vytvoreny pro kazdy vrchol a hranu
v Casové expanzi TEG. Zmensenim grafu TEG je tedy mozné dosdhnout vyssi efektivity resi-
ciho algoritmu. MDD-SAT k tomu vyuziva graf M DD, ktery na rozdil od TEG obsahuje pouze
vrcholy dosazitelné z pocatecni i cilové pozice agenta. Kazdy agent je ale v grafu umistén jinde,
takze MDD-SAT pro kazdého agenta a; € A zavadi vlastni M DD;, ktery reprezentuje vSechny
mozné cesty z vrcholu sg(a;) do cile g(a;). Vrchol je v. M DD; tedy obsaZen, pouze pokud pfes
néj néjaka takova cesta vede, takze kazdy M D D; obsahuje pravé jeden vrchol v prvnim ¢asovém
kroku, a praveé jeden vrchol v poslednim ¢asovém kroku.

» Definice 3.3. MDD,;(G,ty) = (V;, E;) je acyklicky orientovany graf vytvoreny pro agenta a;
z grafu G expanzi do tpr + 1 céasovych kroki. Pro mnoZinu vrcholi grafu MDD, (G, tyr) plati:

Vi={v' v e V(G)At€0,1,... .ty A Dist(so(a;),v) <t A Dist(v,g(a;)) < tar — t},
kde Dist(u,v) znaci vzddlenost mezi vrcholy u a v v grafu G a pro mnoZinu jeho hran plati:

E; = {(u',v") | {u,v} € B(G) Vu=v) Aut, 0 € Vi)
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B Obrazek 3.5 Priklad grafi MDD, jejichZ pouziti vyrazné zmensi pocet klauzuli nutnych k zdkazu
konfliktd mezi agenty (mozné konflikty jsou oznaceny ¢arkovanymi hranami) [7]

M DD; nahrazuje TEG; pri tvorbé logickych proménnych. Stéle plati, Ze je vytvorena pro-
ménnd X (a;) pro kazdého agenta a; € A akazdy vrchol v* € Vj a proménnd &/, , (a;) pro kazdého
agenta a; € A a kazdou hranu (uf,v**!) € E;. V; a E; jsou ale mnoziny vrcholii a hran grafii
M D D;, jejichz velikost je redukovana oproti stejnym mnozindm grafit T'EG;. Formule reprezen-
tujici pravidla a instanci MAPF je také stale generovana stejnym zpusobem, ale je kratsi, protoze
zachycuje pohyby agenti v mensim grafu. Mize dokonce obsahovat i vyrazné méné klauzuli, které
zakazuji konflikty mezi agenty. Toto je vidét na obrazku 3.5, kde ¢arkované hrany reprezentuji
mozné konflikty, kterych je mnohem méné, nez by jich bylo pti pouziti grafu casové expanze. [7]

3.6 Algoritmus SMT-CBS

Algoritmy zalozené na prohledavani stavového prostoru i algoritmy zalozené na redukci na SAT
maji své vyhody a nevyhody. Prohledavaci algoritmy, specificky CBS, jsou efektivnéjsi na gra-
fech, kde nedochéazi k mnoha konflikttim nebo kde se konflikty vyskytuji ve specifickych ztuzenich
grafu. Nejsou ale efektivni na husté obsazenych grafech, kde ke kolizim dochdzi mnohem cCastéji.
Redukeéni algoritmy, specificky redukujici MAPF na SAT, jsou na takovych grafech efektivnéjsi,
protoze nemusi iterovat pres velky pocet neplatnych stavi. Tyto algoritmy ale zase nejsou efek-
tivni na velkych grafech, k jejichz zakédovani potrebuji velky pocet formuli.

Algoritmus SMT-CBS [49] tyto pfistupy kombinuje a ziskdvd nékteré vyhody obou typu
resicu. K hledéani feseni vyuzivd SAT tesi¢, od MDD-SAT se ale lisi tim, Ze nevytvaii vSechny
formule najednou, ale liné je konstruuje v pribéhu hledani feseni. Tento postup je zalozen na
liném pristupu pouZivaném pfi FeSeni problému satisfiability modulo theories (SMT). SMT-CBS
takto konstruuje mensi formule, jejichz vyhodou je to, ze SAT TeSi¢ najde jejich TeSeni rychleji.
Pokud to je ale potieba, tak SMT-CBS dokaze rychle dotvorit iplnou formuli, ktera garantuje
nalezeni platného feseni, pokud takové feseni existuje.
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SMT-CBS zavadi netplnou formuli H (X, tps) vytvorenou stejnym postupem jako v algoritmu
MDD-SAT. Algoritmus vytvafi stejny pocet logickych proménnych a vyuziva grafy MDD pro re-
dukci velikosti findlni formule. Vynechava ale urc¢itd omezeni, kterd pro instanci MAPF plati.
Konkrétné vynechava pravidla zakazujici konflikty mezi agenty, takze zajistuje pouze, Ze ohod-
noceni vytvorené formule bude odpovidat cestam propojujicim poc¢atecni vrcholy agentu s jejich
cili. Algoritmus je zalozeny na predpokladu, ze takto nalezené feSeni miuize byt stéle platné a ne-
musi obsahovat zadné konflikty.

Splnitelnost uplné formule pouzivané v predchozich algoritmech je ekvivalentni s existenci
feSeni MAPF se zadanym makespanem. Mezi splnitelnosti netiplné formule a existenci Teseni
MAPF ale plati pouze implikace. To znamen4, Ze pokud existuje feseni MAPF, tak je formule
H(X, tprr) urcité splnitelnd, ale tato implikace neplati naopak. V nalezeném ohodnoceni neiplné
formule se mohou nachézet konflikty, SMT-CBS postupné kéduje nalezené konflikty do formule
a liné tedy konstruuje tplnou formuli. Algoritmus takto postupuje, dokud nenalezne platné feSeni
nebo postupné nevytvori tplnou formuli obsahujici vSechna omezeni dané instance MAPF. [49]

Algoritmus 3.4: SMT-CBS algoritmus fesici MAPF
Input: ¥ = (G, A, 59, 9)
konflikty + 0
ty  maxg,ea{nejkratsi individudlni cesta z so(a;) do g(a;) | a; € A}
while TRUE do
(resent, kon flikty) < SMT-CBS-Fixed (X, tpr, kon flikty)
if 7eSent # UNSAT then
L return reseni

B tw <ty +1
SMT-CBS-Fixed (%, ty, kon flikty)

H(X, tar) « zakodovat(X, tar, kon flikty)
10 while TRUFE do

Y NI R

~

© ®

11 ohodnoecni < vytesit_ SAT(H (2, tnr))

12 if ohodnoceni # UNSAT then

13 Feseni < extrahovat_ FeSeni(ohodnocent)
14 kolize + validovat(resent)

15 if kolize = () then

16 L return (fesent, kon flikty)

17 foreach (a;,a;,v,t) € kolize do

18 kon flikty < konflikty U {(a;,a;,v,t)}
19 L H(Z,t]\/[) <—H(E,tM)U{ﬂXﬁ(ai)\/ﬂXjf(aj)}
20 else

21 L return (UNSAT, konflikty)

3.6.1 Pribéh algoritmu

SMT-CBS funguje na podobném principu jako CBS, a to Ze za¢ind s prazdnou mnozinou omezeni
zakazujici konflikty mezi agenty a béhem svého béhu ji napliuje. Na rozdil od CBS se ale na
vsechny moznosti vyhnuti se nalezenym konfliktim sdm. Algoritmus 3.4 obsahuje pseudokéd
SMT-CBS. Vnéjsi cyklus algoritmu (fddky 3-7) funguje na stejném principu jako piedchozi
algoritmy zaloZené na redukci na SAT. Postupné iteruje pres zvysujici se hodnoty makespanu,
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dokud nenajde néjaké feseni. SMT-CBS ale vytvai{ netiplnou formuli (fddek 9), kterou déle liné
rozsiruje.

Nésleduje vnitini cyklus (fddky 10-21), ktery hleda feSen{ pro fixni makespan. Cyklus bézi,
dokud nenajde platné feseni (fadek 15), nebo nevytvori nesplnitelnou formuli. V takovém ptipadé,
diky implikaci mezi existenci feseni MAPF a splnitelnosti formule H (X, tpr), je jisté, Ze FeSeni se
zadanym makespanem neexistuje a algoritmus se muze posunout k vyssim hodnotdm makespanu
(fadek 21). Pokud SAT fesi¢ najde FeSeni spliujici formuli, tak SMT-CBS musi nejdfiv ovérit,
jestli Feseni neobsahuje néjaké konflikty, které zatim nebyly pfidany do formule. Pokud konflikty
neobsahuje, tak je to platné optimalni feseni. Jinak se ale musi do formule pridat omezeni, ktera
nalezené konflikty zakazi (fadky 17-19). Pseudokéd popisuje pouze detekei vrcholovych konflikt,
ale stejnym zpusobem lze pracovat i s ostatnimi typy konflikti. SMT-CBS si prenasi mnozinu
nalezenych konfliktd mezi vSemi iteracemi vnéjsiho cyklu, protoze jinak by SAT resi¢ opakované
nachdzel ty samé konflikty a tim zbyteéné prodluzoval dobu béhu algoritmu. [49]

3.6.2 Vlastnosti

Diky kombinaci algoritmu CBS a redukci MAPF na SAT je algoritmus SMT-CBS vykonny na
ruznych zaddnich MAPF. Na malych grafech je stejné vykonny jako MDD-SAT, zatimco efekti-
vita CBS na téchto grafech klesa s tézsimi instancemi MAPF s vyssim poctem agenti. Efektivita
SMT-CBS je umoznénd tim, ze algoritmus postupné vytvori stejnou formuli jako MDD-SAT, ale
na cesté k ni se nevétvi. To je velkd vyhoda, protoze CBS musi na husté obsazenych grafech
s mnoha moznymi konflikty iterovat pres velké mnozstvi neplatnych stavi. Na velkych grafech
s lehéimi zaddnimi MAPF s malym poc¢tem agentii se SMT-CBS vyrovnd CBS, protoze v tako-
vych pripadech tvori mensi formule a SAT fesi¢ najde brzy platné feseni. Na takovych instancich
MDD-SAT zaostava za CBS, protoze tvori zbytecné velké formule. S vétsim poctem agenti na
velkych grafech, ale efektivita CBS klesa, zatimco SMT-CBS je stédle efektivni. SMT-CBS diky
linému pristupu pravidelné generuje vyrazné méné formuli nez MDD-SAT. Takovy rozdil ale ne-
nastava mezi dobami béhu obou algoritmi. To je zptsobeno tim, ze SMT-CBS musi opakované
spoustét fesic SAT na nedplnych formulich, kde nenajde vzdy platné feSeni. [49]
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Kapitola 4
Algoritmy resici MG-MAPF

Problém MG-MAPF byl predstaven teprve nedavno, takze neni tolik prozkoumany jako MAPF
a neexistuje mnoho algoritmu, které by ho fesily. Je ale podobny standardnimu MAPF, takze
lze k jeho TeSeni vyuzit principy algoritmiu fesicich MAPF, které jsem popsal v minulé kapitole.
Jediny rozdil MG-MAPF spociva v definici funkce pritazujici agentim cile, kterd v tomto pro-
blému prirazuje kazdému agentovi mnozinu cilovych vrcholi, kterymi musi alespon jednou projit.
Tim pribyva nova vyzva, protoze Tesici algoritmy museji naplanovat co nejkratsi okruzni cesty
misto nejkratsich cest mezi dvéma vrcholy. V [6] byly uvedeny dva algoritmy hledajici optimélni
feseni MG-MAPF. Jeden z nich je zalozeny na prohledavani stavového prostoru a algoritmu CBS
a druhy je zaloZeny na redukci MG-MAPF na problém SAT a na algoritmu SMT-CBS.

4.1 Hamiltonian conflict based search (HCBS)

HCBS je algoritmus hledajici optimalni feseni MG-MAPF. Je odvozen z algoritmu CBS fesiciho
MAPF a je stejné jako CBS zalozeny na prohleddvani stavového prostoru vsech moznych feseni.
Také rozkladd MG-MAPF na vice podproblému sestévajicich z hledani individuélnich cest a po-
stupné vytvari strom omezeni. HCBS je dvoutiroviiovy algoritmus a s CBS sdili vyssi trover,
ktera prohledava vytvoreny strom omezeni. Lisi se ale v nizsi trovni, ve které CBS hleda pouze
nejkratsi cesty mezi dvojicemi vrcholid. HCBS musi hledat nejkratsi hamiltonovské cesty pres
podmnoziny vrchola grafu. To je exponencialné slozité vuci velikosti danych podmnozin, takze
k exponencidlné slozitému hledani bezkonfliktntho feseni pribyva stejné slozity tikol hledani in-
dividuélnich cest pro jednotlivé agenty.

» Definice 4.1. Hamiltonovskd cesta v grafu G = (V, E) zacinajici ve vrcholu v € V a po-
krgvajici vsechny vrcholy z mnoZiny U C V je znacena Hp(v,U). Je to posloupnost vrcholi
(ho,hi,. .., hey ), pro kterou plati hg = v, pro kazdét € 0,1, ..., tg — 1 plati {ht,hiy1} € E a pro
kazdé u € U existuje t € 1,2, ...ty takové, Ze plati uw = hy. Cena hamiltonovské cesty se rovnd
poctu jejich hran, takZe plati Cena(Hp(v,U)) =ty.

V ramci problému MG-MAPF se mohou v hamiltonovské cesté vrcholy opakovat, takze to
je formalné spise sled. Klicova vlastnost HCBS pro hledani takovych cest je, ze oddéluje volbu
poradi navstév cili od hledani samotnych cest. Toho dosahuje tim, ze planovani hamiltonovskych
cest, které probiha v nizsi trovni HCBS, je rozdéleno na dalsi dvé trovné. Vyssi z nich pomoci al-
goritmu A* prohleddvd prostor vSech permutaci cilovych vrcholu a nejnizs{ iroven hled4 nejkratsi
cesty, které cilové vrcholy navzajem propojuji v poradi zvolené permutace. Planovani samotnych
cest probihd stejné jako v CBS tak, ze se hledané cesty vyhybaji konflikttiim uréenym mnozinou
omezeni z nejvyssi arovné HCBS. [6]
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4.1.1 Pruabéh algoritmu

Strom omezeni algoritmu HCBS obsahuje vrcholy N, které se skladaji z hodnot N.omezent obsa-
hujici mnozinu omezeni, N.7eSeni obsahujici feSeni MG-MAPF, které muze obsahovat konflikty
mezi agenty, ale nemize porusit omezeni daného vrcholu, a N.cena obsahujici hodnotu zvolené
ucelové funkce nalezeného reseni. HCBS, jehoz pseudokéd je obsazen v algoritmu 4.1, prohledéva
tento strom a postupné naplnuje mnozinu omezeni. Koren stromu je inicializovany s prazdnou
mnozinou omezeni a jeho Teseni se skladd z nejkratsich individudlnich hamiltonovskych cest
(fadky 1-4).

Vyssi troven HCBS prohledéava strom omezeni stejné jako CBS. Vrcholy stromu jsou prohle-
dévané usporadané (best-first search) podle své ceny pomoci prioritni fronty OPEN. Po vyjmuti
vrcholu z fronty je zkontrolovano nalezené feseni (fadek 8), které je optimalni, pokud neobsahuje
zadné konflikty (fadek 9). Jinak jsou vytvofeni dva synové, ktefi se ve svém FeSen{ vyhnou nale-
zenému konfliktu (fddky 12-18). Pokud je nalezen konflikt (a;,a;,v,t), tak si jeden syn do své
mnoziny omezeni pridé trojici (a;,v,t) a druhy syn trojici (a;,v,t). Omezeni (a,v,t) znamena,
ze se agent a nemuze v ¢asovém kroku ¢ nachézet ve vrcholu v. Timto zptusobem je zajisténo, ze
jsou vyzkousSeny vSechny mozné zpusoby, jak se mohou agenti vyhnout nalezenému konfliktu.

Nizsi droven algoritmu hledéd nejkratsi hamiltonovskou cestu agenta a; spliujici mnozinu
omezeni uréenych vyssi rovni HCBS. Je pro to vyuzivan algoritmus A* prohleddvajici stavovy
prostor vSech permutaci cilovych vrcholi. Jeden stav v tomto prostoru se skldda z hodnot:

Aktualni vrchol (N.u) Jeden z cilovych vrcholt agenta a; nebo jeho poéateéni vrchol. Tento
vrchol je zaroven posledni vrchol ¢astecné nalezené hamiltonovské cesty.

Cesta (N.cesta) Castecnd hamiltonovska cesta zacinajici v so(a;) a konéici v N.u.

Mnozina dosazenych cilovych vrcholi (N.dosaZené) PodmnoZina cilovych vrcholt agenta
a; pokrytych cestou N.cesta.

Vzdalenost od pocatku (N.g) Vzddlenost mezi po¢dtednim stavem a stavem N, kterd je rovna
délce cesty N.cesta.

Hodnota heuristické funkce (N.h) Heuristickd funkce odhaduje délku zbyvajici ¢dsti hamil-
tonovské cesty.

Pocédteéni stav prohleddvaného prostoru je inicializovdn vrcholem sg(a;), prdzdnou mnozinou
dosazenych cilii a prazdnou cestou (fadky 20-25). A* postupné tvorf hamiltonovskou cestu tak, ze
zkousi vSechny permutace cilovych vrcholu. Stav N obsahuje ¢aste¢nou cestu, ktera vede z vrcholu
so(a;) do vrcholu N.u a pokryva vSechny cilové vrcholy z mnoziny N.dosazené. V kazdém kroku
je do cesty ptiddn novy vrchol z ciflovych vreholi g(a;), ktery jesté nebyl navstiven cestou N.cesta
a neni tedy v mnoziné N.dosazené (fadky 31-39). Novy vrchol v je napojen pomoci nejnizsi
turovneé, ktera hleda nejkratsi cestu z vrcholu N.u do vrcholu v respektujici omezeni z nejvyssi
urovné (fadek 32). Takova cesta jde najit napiiklad pomoci algoritmu BFS. Aktudlni vrchol
nového stavu je nastaven na vrchol v (fddek 34), ktery je také pfiddn mezi dosazené vrcholy
(fadek 36). Stav, jehoz mnozina dosazenych vrcholti je stejnd jako mnozina vSech cilovych vrcholu
agenta a; (fddek 29), je cilovy a obsahuje nejkratsi hamiltonovskou cestu respektujici omezeni
nejvyssi arovné HCBS. [6]

A* hledajici optimdln{ permutaci cilovych vrcholt potfebuje pripustnou heuristickou funkci,
ktera odhadne délku hamiltonovské cesty pies zbyvajici cilové vrcholy. K tomu jde napiiklad vy-
uzit velikost minimalni kostry, ktera tyto vrcholy pokryva. Tato definice kostry odpovida definici
minimalniho Steinerova stromu. Heuristicka funkce vyuzivajici velikost tohoto stromu je urcité
pripustnd, protoze nemuze existovat hamiltonovska cesta pfes urcitou mnozinu vrcholu, jejiz
velikost by byla mensi nez velikost minimalniho Steinerova stromu pokryvajiciho stejné vrcholy.
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Algoritmus 4.1: HCBS algoritmus resici MG-MAPF

Input: © = (G, 4, so,9)
1 R.omezeni < ()
2 R.reSeni < {nejkratsi hamiltonovska cesta z so(a;) pokryvajici g(a;) | a; € A}
3 R.cena < Cena(R.7esent)
4 vlozit R do OPEN
5 while OPEN # () do
6 N < min(OPEN)
7 odstranit_min(OPEN)
8 kon flikt < validovat(N.resent)
9 if konflikt = () then

10 L return N.7eseni

11 (ai,a;,v,t) < konflikt

12 foreach a € {a;,a;} do

13 N'.omezeni < N.omezeni U{(a,v,t)}

14 N'.ieseni + N.reseni

15 N'.fe3eni(a) + HCBS-Ordering(0, a, N'.omezent)
16 N'.cena < Cena(N'.Fesent)

17 if N'.reseni(a) # Fail then

18 L vlozit N do OPEN

19 HCBS-Ordering (0, a;, omezeni)
20 R.u + sp(a;)

21 R.cesta + ()

22 R.dosazené + ()

23 Rg+0

24 R.h + Cena(Ts(so(a;) Ugla;)))
25 vlozit R do OPEN

26 | while OPEN # () do

27 N < min(OPEN)

28 odstranit_ min(OPEN)

29 if N.dosazené = g(a;) then

30 L return N.7Feseni

31 foreach v € {g(a;) \ N.dosazené} do

32 cesta < nejkratsi cesta z N.u do v respektujici omezeni
33 if cesta # Fail then

34 N u+ v

35 N'.cesta + N.cesta - cesta

36 N'.dosazené < N.dosazené U{v}

37 N'.g < N.g + Cena(cesta)

38 N'.h < Cena(Ts(N'uwU{g(a;) \ N'.dosazené}))
39 vlozit N do OPEN

40 return Fail
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» Definice 4.2. Steineriv strom v grafu G = (V, E) pokrgvajici vrcholy z mnoziny U C V je
znacen Ts(U) = (Vy, Ey). Je to strom, pro jehoZ mnoZinu vrcholi plati U C Viy C V a pro
mnozinu jeho hran plati By C E. Cena Steinerova stromu je rovna poctu jeho hran, takZe plati
Cena(Ts(U)) = |Ey|. Vrcholy z mnoZiny U se nazgvaji termindlnd vrcholy a vrcholy z mnoZiny
Vu \ U se nazgvaji Steinerovy vrcholy.

Hledani minimalniho Steinerova stromu je ale stejné jako hledéni nejkrat$i hamiltonovské
cesty NP-tézky problém [32]. Existujf ale aproximaéni algoritmy odhadujici miniméln{ Steinerovy
stromy v polynomidlnim case. Pokud k-aproximacni algoritmus nalezne Steinertiv strom s cenou
n, tak urcéité plati, ze nalezené feSeni je maximalné k-krat horsi nez minimalni Steinertiv strom,
neboli plati n/k < min{Cena(Ts)}. Jako pfipustnd heuristickd funkce lze tedy vyuzit cena takto
aproximovaného minimalniho Steinerova stromu vydélena cislem k. Tato heuristickd funkce je
uréité piipustnd, protoze plati n/k < min{Cena(Ts)} < min{Cena(Hp)}. Timto zptusobem je
vypocitana hodnota heuristické funkce v algoritmu 4.1 na radcich 24 a 38.

4.2 SMT-Hamiltonian-CBS (SMT-HCBS)

SMT-HCBS je dalsi algoritmus optimalizujici feseni MG-MAPF. Je to algoritmus zaloZeny na
redukci problému na SAT a je odvozen z algoritmu SMT-CBS, ktery fesi MAPF. Stejné tedy
kombinuje prohleddvani stavového prostoru a redukci na problém SAT a také vyuziva linou
konstrukci formuli. Od HCBS se lis{ predevsim tim, ze hleddni permutace cilti a hledani cest,
které cile spojuji, jsou feSeny najednou pomoci resice SAT.

Algoritmus pro instanci MG-MAPF © = (G, A4, s, g) stejné jako SMT-CBS zavadi netiplnou
formuli H (O, tpr). Kvili odlisné definici cile, ale nemuze vyuzivat grafy MDD. Jejich princip ale
miize byt adaptovan pro MG-MAPF zavedenim hamiltonovskych MDD, zna¢enych M DD | pro
kazdého agenta a; € A. Hamiltonovsky MDD je vytvoren stejnym zptsobem jako standardni
MDD pomoci casové expanze grafu G, ale zavadi jiné podminky pro obsazeni vrchold. Vysledny
MDDEH (G, t)r) obsahuje viechny mo7né hamiltonovské cesty zac¢inajici v agentové pocdteénim
vrcholu a pokryvajici vSechny jeho cilové vrcholy, které jsou kratsi nez velikost makespanu ty;.

» Definice 4.3. MDD (G,ty) = (Vi, E;) je acyklicky orientovany graf vytvoreny pro agenta
a; z grafu G expanzi do tpr + 1 casovich krokid. Pro mnoZinu jeho vrcholu plati:

Vi ={v' v e V(G)At € 0,1,...,ty ADist(so(a;),v) < tACena(Hp(so(as), gla;)U{v})) <tu},
kde Dist(u,v) znaci vzddlenost mezi vrcholy u a v v grafu G a pro mnoZinu jeho hran plati:
B = {(u',v") | Qu,v} € B(G) Vu=0v) Aut, 0" € Vi)

Vypocet minimdalni hamiltonovské cesty je ale NP-tézky problém, takze konstrukce tako-
vych grafi nenf mozn4. Proto se zavadi relaxace M DD znacena M DDY'| kde druhd podminka
pro obsaZeni vrcholu v v grafu je nahrazena existenci Steinerova stromu Ts(so(a;) U g(a;) Uv),
jehoz cena je maximélné rovna hodnoté makespanu. Vypocet Steinerova stromu je stale NP-
tézky, ale jeho cena lze stejné jako v algoritmu HCBS nahradit cenou stromu vypocitaného
k-aproximac¢nim algoritmem. Existence hamiltonovské cesty jde potom zespodu odhadnout apro-
ximovanou cenou Steinerova stromu nésledné vydélenou faktorem k. Vrchol v € V(G) je tedy
obsazen v MDDZY (G, t,s), pokud plati:

Cena(Ts(so(a;) Ugla;) Uv)) [k < tu,

kde cena Steinerova stromu T je vypoctena k-aproximacnim algoritmem. Stejné jako pro graf
MDD¥ plati i pro MDDY| 7e obsahuje viechny mozné hamiltonovské cesty z agentova poca-
te¢niho vrcholu pokryvajici vSechny cilové vrcholy, které jsou kratsi nez velikost makespanu. Od
MDDE se ale lisf v tom, Ze miiZe obsahovat vrcholy, pies které Zadna takova cesta vést nemtze.

[6]



SMT-Hamiltonian-CBS (SMT-HCBS)

4.2.1 Kobdovani do booleovské formule

Algoritmus SMT-HCBS vyuziva stejné kédovani jaké bylo pouzito pro MAPF v algoritmech
popsanych v minulé kapitole. Stejné jako SMT-CBS vynechava pravidla zakazujici konflikty mezi
agenty a postupné je pridava v pribéhu algoritmu, dokud nenajde feseni nebo nevytvori tplnou
formuli. MG-MAPF m4 ale jinou definici cile nez MAPF, takze se musi nahradit i booleovské
formule, které cile kéduji. Jsou nahrazeny nasledujici formuli vytvorenou pro kazdy cilovy vrchol
v € g(a;) obsazeny v MDDI (G, ty) = (V;, E;) a kazdého agenta a; € A:

Vo Al (4.1)

t€0,1,...,tar, 0t EV;

Koédovani pouzité pro MAPF povoluje duplikace agentii v jednotlivych ¢asovych krocich. To
pro problém MAPF nevadi, protoze ohodnocend formule bude vzdy obsahovat cestu z pocatec-
niho vrcholu do agentova cile. Neni ale mozné pouzit stejny princip pro MG-MAPF, protoze
kazdy agent ma vice cili a takové kédovani nijak neovéri, jestli byl kazdy cil navstiven pra-
vym agentem nebo jeho duplikdtem. Musi se tedy navic zavést nové omezeni, které zajisti, ze
se agent neobjevi ve vice vrcholech najednou. Toho jde napriklad dosdhnout pridanim jednoho
z nasledujicich pravidel:

= Pokud se agent nachazi v néjakém vrcholu, tak do néj musel vstoupit pomoci alespon jedné
hrany. Pro kazdou zavedenou proménnou X! (a;), kde t # 0, je vytvoreno nasledujici pravidlo:

Xy (a;) = \/ Euw (a2) (4.2)

u,v
(ut—1wt)eE;

= Agent se nesmi nachézet v jednom ¢asovém kroku ve dvou vrcholech najednou. Pro kazdého
agenta a; € A a kazdy ¢asovy krok t € 0,1,. ..ty je vytvoreno nésledujici pravidlo:

N ~Xhia) v =Xh(a) (4.3)

ut,wt eV, u#tv

4.2.2 Prubéh algoritmu

SMT-HCBS funguje az na par detaili uplné stejné jako algoritmus SMT-CBS. Stejné zacina
s prazdnou mnozinou omezeni zakazujicich konflikty mezi agenty, kterou za béhu naplnuje. Jeho
vyhoda oproti HCBS pfi tvoreni této mnoziny je, Ze se nevétvi, takze dokaze rychleji konvergovat
k platnému teseni. Algoritmus 4.2 obsahuje pseudokdéd popisujici SMT-HCBS. Vnéjsi cyklus
(fadky 3-7) postupné zkousi zvétsujici se hodnoty makespanu, dokud fesi¢ SAT nenajde platné
reseni. Algoritmus zacind makespan zkouset od jeho minimélni mozné hodnoty, ktera je rovna
délce nejdelsi z nejkratsich individudlnich hamiltonovskych cest (fadek 2).

Pfi hledani feseni pro dany makespan vytvori SMT-HCBS nejprve nedplnou formuli H(O, tr)
(fadek 9). Potom v cyklu tuto formuli liné rozsifuje, dokud SAT Yesi¢ nenajde platné feseni (fadek
15) nebo vytvorend formule uz neni splnitelnd (¥ddek 21). V takovém pifpadé neexistuje FeSen{
pro zadany makespan a vnitini cyklus kon¢i. Pokud formule je splnitelnd, tak musi algoritmus
nejprve overit, ze nalezené ohodnoceni koresponduje s platnym fesenim MG-MAPF a neobsahuje
zadné konflikty (fddek 14). Pokud FeSeni neni platné a obsahuje néjaké konflikty, tak se do formule
H(O,tpr) musi pridat omezeni, kterd nalezené konflikty zakazi (fadky 17-19). Vyhoda tohoto
liného pristupu k tvorbé formule je, Ze platné reseni muze byt nalezeno diive, nez je vytvorena
uplné formule a fesi¢ SAT dokéze vyfesit neiplnou formuli vyrazné rychleji. [6]
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Algoritmy resici MG-MAPF

Algoritmus 4.2: SMT-HCBS algoritmus fesici MG-MAPF
Input: © = (G, A, s0,9)
1 konflikty < 0
2 tp < maxg,c 4 {nejkratsi hamiltonovskd cesta z so(a;) pokryvajici g(a;) | a; € A}
3 while TRUE do
4 (resent, kon flikty) <+~ SMT-HCBS-Fixed(O, tpr, kon flikty)
5 if 7esent # UNSAT then
6 L return resent

7 tm —ty+1

8 SMT-HCBS-Fixed (O, tyr, kon flikty)

9 H(O,tr) + zakddovat(O, Ly, kon flikty)
10 while TRUE do

11 ohodnoecni < vytesit_ SAT(H(O,tpr))

12 if ohodnoceni # UNSAT then

13 Feseni + extrahovat_ Feseni(ohodnocent)
14 kolize + validovat(resent)

15 if kolize = () then

16 L return (fesent, kon flikty)

17 foreach (a;,a;,v,t) € kolize do

18 konflikty < konflikty U{(a;,a;,v,t)}
19 L H(O,tr) + H(O,tar) U{=X(a;) vV =XL(aj)}
20 else

21 L return (UNSAT, konflikty)

4.3 Porovnani algoritmi

Oba algoritmy byly otestovany na instancich MG-MAPF na 4-souvislych grafech ve tvaru mrizek.
SMT-HCBS byl efektivnéjsi na malych grafech, ale se zvysujicim se poctem cilii na agenta byl jeho
vykon dostizen a prekonan algoritmem HCBS. Na vétsich grafech uz byl HCBS mnohem efektiv-
néjsi nez SMT-HCBS, ktery se mu viubec nedokézal rovnat. Vysledky takto dopadly z nékolika
duvodu. Algoritmus SMT-HCBS musi pti zvySujicim se poctu cilu iterovat pres vice nesplni-
telnych hodnot makespanu nez SMT-CBS na instancich MAPF, protoze v ptfipadech s mnoha
cili mezi sebou agenti vice interaguji a optimélni hodnota makespanu je kvili tomu vzdalenéjsi
hodnoté odhadnuté pomoci nejkratsich individudlnich hamiltonovskych cest. Zaroven je pti vys-
$im poctu cilovych vrcholt ofezavani grafa MDD méné efektivni, protoze v takovych pripadech
minimalni Steinerovy stromy Spatné odhaduji opravdovou cenu hamiltonovskych cest. Naopak
HCBS dokéze 1épe vyuzit heuristické znalosti, protoze oddéluje volbu nejlepsiho poradi cilovych
vrchold od hledani nejkratsich cest mezi nimi. Toho nejde dosdhnout v SMT-HCBS, protoze
grafy MDD mus{ obsahovat vSechny mozné permutace cilovych vrcholti. [6]



Kapitola 5

Modifikace SMT-HCBS

Jako soucédst této prace jsem implementoval algoritmus SMT-HCBS. Implementoval jsem ho
s cilem déle ho modifikovat a zvysit jeho efektivitu, protoze predchozi testovani, jehoz vysledky
jsem popsal v minulé kapitole, prokazalo, ze SMT-HCBS je mnohem méné vykonny nez HCBS.
To plati predevsim pro instance MG-MAPF na vétsich grafech nebo s vétsim poctem cilovych
vrcholu. Algoritmus jsem implementoval v jazyce C++ a pro feseni splnitelnosti vytvarenych
formuli jsem pouzil SAT Fesi¢ Glucose 4.2.1 [35]. Moje implementace minimalizuje makespan
hledaného feseni a pracuje s definici MG-MAPF, kterd zakazuje vrcholové a hranové konflikty.

SMT-HCBS jsem implementoval presné podle algoritmu 4.2. Jeho pseudokdd piesné nespe-
cifikuje, jak algoritmus hledd nejkratsi individudlni hamiltonovské cesty a jak aproximuje cenu
minimélniho Steinerova stromu. V mé implementaci hleddm nejkratsi hamiltonovské cesty, které
jsou pouzivany k odhadnuti minimalniho makespanu feseni, pomoci nizsi trovné algoritmu HCBS
obsazené ve funkci HCBS-Ordering v algoritmu 4.1. Tato funkce prohledava prostor vSech permu-
taci agentovych cilovych vrcholii pomoci algoritmu A* a pokud mé pradzdnou mnozinu omezeni,
tak pro agenta najde nejkratsi individudlni hamiltonovskou cestu zacinajici v jeho pocatecnim
vrcholu a pokryvajici vSechny jeho cile.

K aproximaci ceny Steinerova stromu Ts(U), kterd je vyuzivdna k tvorbé grafi M DDT,
pouzivdm 2-aproximacni{ algoritmus uvedeny v [50], jehoz pseudokéd je popsén algoritmem 5.1.
Aproximacni algoritmus nejprve vytvori iplny ohodnoceny graf Gy s mnozinou vrcholi U, jehoz
hrany jsou ohodnoceny podle vzdélenost{ mezi vrcholy v grafu G (fadky 1-3). Nésledné algo-
ritmus najde minimaln{ kostru grafu Gy (fddek 4), kterou v mé implementaci hleddm pomoci
Kruskalova algoritmu. Hrany minimalni kostry grafu Gy reprezentuji nejkratsi cesty v grafu G,
takze jsou jimi nésledné nahrazeny tak, aby nevznikly zddné cykly (fddky 6-14). Cyklus ne-
vznikne, pokud cesta, kterd méa nahradit hranu kostry, obsahuje nejvyse jeden vrchol, ktery uz je
obsazen v ¢dstecné zkonstruovaném Steinerové stromu (Fadek 8). Jinak by ale cyklus vznikl, takze
jsou do stromu pridany jen ty casti cesty, které spojuji terminalni vrcholy s tvorenym grafem
(fadky 11-14). Timto zptisobem se neptidd zadnd hrana, kterd by cyklus vytvofila, a vysledny
graf zustane stromem.

Tento algoritmus je 2-aproximacni, takze cena nalezeného Steinerova stromu je maximalné
dvakrat horsf nez jeho opravdova cena. Pii konstrukei MDD je vyuzita takto aproximovand
cena vydélend faktorem 2, aby nikdy neprecenila cenu nejkratsi hamiltonovské cesty pres stejné
terminalni vrcholy a SMT-HCBS stéle hledal optimalni feseni. Algoritmus aproximuje minimalni
Steinertiv strom v ¢ase O(|V| - |U|?), kde V znaé mnozinu vrcholii grafu G a U znaéi mnozinu
termindlnich vrcholt hledaného stromu [50]. Algoritmus je tedy polynomidlni a doba jeho béhu
vyrazné neovlivni celkovou dobu béhu SMT-HCBS, jehoz slozitost je exponencidlni.
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Modifikace SMT-HCBS

Algoritmus 5.1: 2-aproximacni algoritmus hledajici minimalni Steinertiv strom
Input: G = (V,E),UCV
Ey <+ {{u,v} | u,v € U}
w < w: {u,v} — Dist(u,v)
Gy + (U, Ey, w)
MST(U) < minimalni kostra grafu Gy
foreach {u,v} € E(MST(U)) do
P <+ nejkratsi cesta z u do v v grafu G
if P obsahuje mazimdlné jeden vrchol z Ts(U) then
| T5(U) = Ts(U) U P
10 else
11 p1 < prvai vrchol z P obsazeny v Ts(U)
12 pa2 + posledni vrchol z P obsazeny v Ts(U)
13 Ts(U) = Ts(U) U nejkratsi cesta z u do p; v grafu G
14 Ts(U) = Ts(U) U nejkratsi cesta z v do py v grafu G

15 return Ts(U)

© 00 N O ok W N

5.1 Puvodni koédovani

Moje implementace pracuje s trochu jinou definici MG-MAPF| nez pro kterou jsem v pfedcho-
zich kapitolach této prace uvedl kdédovani do booleovské formule. Pro prehlednost tedy uvedu
konkrétni zakédovani, které jsem pouzil. Neobsahuje zaddné nové koncepty, pouze je upraveno
pro detekci hranovych konfliktti misto konflikti nasledovani a zvolil jsem jedno konkrétni pravi-
dlo (ze dvou navrzenych v minulé kapitole) zakazujici vyskyt jednoho agenta ve vice vrcholech
najednou.

Predpoklddejme instanci MG-MAPF © = (G, A, sg,g) a fixni makespan t3; uréeny vnéj-
$im cyklem algoritmu SMT-HCBS. Kédovani instance © do booleovské formule vyuziva princip
MDDYT | takze je pro kazdého agenta a; € A vytvoien graf MDDY (G, ty) = (V;, E;). Na zdkladé
téchto grafii je vytvofen pifslusny pocet logickych proménnych Xf(a;) a &}, (a;), které reprezen-
tuji vyskyt agenttt ve vrcholech a hranach. Proménna X! (a;) je kladné ohodnocend, pravé kdyz
se agent a; nachazi v ¢asovém kroku ¢ ve vrcholu v. Stejnym zptisobem funguje i ohodnoceni pro-
ménnych Szjv(ai). SMT-HCBS vyuziva princip liné konstrukce formule, takze za¢inéd s neiplnou
formuli H(©,tyr), kterd je vytvofena konjunkel nésledujicich pravidel. Nejprve uvddim pravidla
kédujici pohyb agentti v grafu:

= Pokud se agent nachazi v néjakém vrcholu, tak ho musi opustit skrz pravé jednu hranu. Pro
kazdou zavedenou proménnou X/ (a;), kde t # tp, jsou vytvorena nasledujici dvé pravidla:

Xy(a;) = \V &l (a) (5.1)

(ut,wtth)eE;

A = w(ai) V=, 4 (a:) (5.2)

(ut Wi 1), (ut i) EE;

= Pokud agent pouzije néjakou hranu, tak do ni musi vstoupit a zase z ni vystoupit v jejich
incidentnich vrcholech. Pro kazdou zavedenou proménnou 5571)(@1) je vytvoreno nasledujici
pravidlo:

Euplai) = Xy(ai) A X (ai) (5:3)



Puvodni kédovani

m Agent se v dany casovy krok smi nachazet pouze v jednom vrcholu. Pro kazdého agenta
a; € A a kazdy casovy krok t € 0,1, ...,y je vytvoreno nésledujici pravidlo:

A ~Xia) v X)) (5.4)

ut Wt eV, u#tv

Déle jsou uvedena pravidla kédujici konkrétni instanci MG-MAPF. Obsahuji tedy pocatecni
konfigurace a cilové mnoziny kazdého agenta:

= Agent se musi v prvnim ¢asovém kroku nachézet ve svém pocatecnim vrcholu. Pro kazdého
agenta a; € A a jeho poc¢atecn{ vrchol v = sg(a;) je vytvoreno nasledujici pravidlo:

X (a;) (5.5)

= Agent musi na své cesté navstivit kazdy svij cilovy vrchol v jakémkoliv ¢asovém kroku. Pro
kazdého agenta a; € A a kazdy jeho cilovy vrchol g € g(a;) je vytvoreno nésledujici pravidlo:

Voo ) (5.6)

t€0,1,...,tar,g*€V;

SAT fesi¢ vyzaduje booleovskou formuli v CNF, takze pravidla nesmi obsahovat implikace. Kazda
implikace jde ale jednoduse prevést do CNF, protoze plati (A — B) <= (—AV B). Pokud B
obsahuje pouze disjunkce, tak timto zpusobem vznikne jedna klauzule. Pokud B obsahuje kon-
junkce, tak jde formule —AV B dale upravit pomoci pravidla distributivity a vznikne konjunkce
nékolika klauzuli, ktera odpovidd CNF. Timto zpusobem jdou prevést vsechna vysSe uvedena
pravidla a jejich konjunkei vznikne booleovskd formule H(©,tys), kterd je v CNF.

SMT-HCBS v prubéhu hleddni feseni pfiddva do netplné formule H(©,t,) klauzule, které
zakazuji konflikty nalezené v dobé béhu algoritmu. Moje implementace zakazuje vrcholové a hra-
nové konflikty pomoci téchto klauzuli:

m Pro kazdy vrcholovy konflikt (a;, aj,v,t), ktery nastal mezi agenty a; a a; v ¢asovém kroku
t ve vrcholu v, je vytvoreno nasledujici pravidlo:

~ Xy (a;) V =Xy (a ) (5.7)

m Hranovy konflikt (a;,a;,u,v,t) nastdvd mezi agenty a; a a; mezi ¢asovymi kroky ¢ a ¢t + 1
v hrané {u, v}, skrze kterou se agent a; presouva z vrcholu u do vrcholu v a agent a; v opaéném
sméru. Pro kazdy takovy konflikt, je vytvoreno nasledujici pravidlo:

_‘gltl,,’v(ai) \ _'git),u(aj) (58)

Jediny rozdil tohoto kédovani od kédovani popsaného v predchozich kapitolach této prace
je ve formuli 5.5, kterd kéduje pocatecni konfiguraci agenti. Formule se lisi v tom, Ze obsahuje
jedinou klauzuli s jedinym literdlem, kterda v prvnim casovém kroku nastavuje ohodnoceni prave
jednoho vrcholu pro kazdého agenta. To je mozné diky tomu, ze kddovani vyuziva grafy MDD,
které na rozdil od grafit TEG vzdy obsahuji pravé jeden vrchol ve své prvni vrstveé.

V minulé kapitole této prace jsem uvedl dvé pravidla, kterd zajisti, ze se agent v jednom
¢asovém kroku nenachazi ve dvou vrcholech zaroven. V. mé implementaci jsem si vybral formuli
4.3, ktera pro kazdého agenta vytvoif O(ty;-n?) klauzuli se dvéma literaly, kde ¢, zna¢f makespan
hledaného feseni a n znaci pocet vrcholi grafu G. Naopak formule 4.2 vytvori pro kazdého agenta
jen O(tps -n) klauzuli, které ale obsahuji az pocet literdli odpovidajici nejvyssimu stupni vrcholu
v grafu G. Tato formule tedy tvoi{ méné klauzuli, ale kazdd mize byt vyrazné delsi nez v prvnim
ptipadé. Neni tedy na prvni pohled jasné, ktery pristup je vyhodnéjsi. Ja jsem pouziti obou

vy

formuli otestoval na malych grafech ve tvaru mrizek, jejichz maximalni stupen je ¢tyri. To je
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Serazené doby béhu SMT-HCBS

Mrizka 8 x 8 Mrizka 16 x 16
10.04
10.0 4
) 0
3 3
g 1.04 k5
Qo Qo
© ©
S S
a a 1.04
0.14
——— SMT-HCBS - dlouhé klauzule ——— SMT-HCBS - dlouhé klauzule
0.0 —— SMT-HCBS - kratké klauzule —— SMT-HCBS - kréatké klauzule
' 0.14
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 250 300
Instance MG-MAPF Instance MG-MAPF

B Obrazek 5.1 Grafy porovnévajici vykon SMT-HCBS na miizkach pii vyuziti pravidla 4.2 nebo 4.3

docela nizky stupen a klauzule vytvorené formuli 4.2 nejsou o mnoho delsi néz klauzule vytvorené
formuli 4.3.

Obrazek 5.1 obsahuje dva grafy, které pouziti téchto formuli porovnavaji. Grafy obsahuji
vzestupné sefazené doby béhu SMT-HCBS na instancich MG-MAPF na dvou mrizkich bez
prekazek o rozmérech 8 x 8 a 16 x 16. Na mensi miiZce jsem testoval instance s riznymi pocty
agentil a cilt v rozmezi 1-10. Na vétsi mrizce jsem testoval instance s pocty agenti v rozmezi
1-25, kde kazdy agent mél dva cile. Pri testovani na obou grafech mél algoritmus omezeny ¢asovy
limit pro nalezeni feSeni roven jedné minuté. Je vidét, ze SMT-HCBS pouzivajici formuli 4.2,
ktery je oznaceny zelenou kiivkou, je vyrazné pomalejsi na obou mfizkidch a mnoho instanci ani
zatimco druha verze algoritmu je na ni v porovnani jesté pomalejsi nez na té mensi. Tento rozdil
vykonu je nejspise zpusoben tim, ze SAT tesic je efektivnéjsi, kdyz booleovskd formule obsahuje
co nejkratsi klauzule, protoze takové klauzule podporuji jednotkovou propagaci.

5.2 Redukované kdédovani

Kédovani SMT-HCBS se od kédovani SMT-CBS lisi pouze ve formuli 5.6 kddujici cilové vrcholy,
a navic pridava formuli 5.4, kterda zakazuje agentiim nachdzet se ve vice vrcholech zaroven.
Zatimco se ale SMT-CBS na vsech instancich testovanych v [49] minimélné vyrovnal algoritmu
CBS, tak SMT-HCBS byl na vét$iné instanci testovanych v [6] pfekondn algoritmem HCBS.
Zmeéna kédovani, jejimz dusledkem je prodlouzeni vysledné booleovské formule, tedy negativné
ovliviiuje vykonnost algoritmu v porovnani s algoritmy zalozenymi na prohledavani stavového
prostoru. Celkové dobé béhu SMT-HCBS dominuje doba béhu SAT fesice, kterd zavisi na velikosti
zakoédované formule. Efektivita algoritmu by tedy mohla byt zvysena, pokud by se redukovala
velikost formuli vytvorenych novymi pravidly, a tak se zvysila rychlost Tesice SAT.

Formule 5.6, kterd zachycuje rozmisténi cilovych vrcholu, nejde pfi zvoleném zpusobu kédo-
vani pohybu agent v grafu nijak zménit, protoze neni mozné doptredu urcit v jakych casovych
krocich budou cile v optimélnim feseni navstiveny. Pravidlo 5.4 zajistuje, ze ohodnoceni logic-
kych proménnych vytvori pro kazdého agenta cestu, kterd povede z jeho pocatecniho vrcholu
pres vSechny jeho cilové vrcholy. Zajisti to tak, Ze nepovoli agentim nachézet se ve vice vrcho-
lech zaroven v jednom c¢asovém kroku. To ale neni nutné pro to, aby bylo mozné z nalezeného
ohodnoceni extrahovat platnou cestu pro kazdého agenta. Staci zavést méné omezujici pravidlo,
které také dokaze zajistit platnost nalezeného reseni.



Liné redukované kédovani

» Tvrzeni 5.1. Pokud se agent a; smi nachdzet ve vice vrcholech najednou, jen kdyz ani jeden
z mich nepatii mezi jeho cilové vrcholy, tak platné ohodnoceni booleovské formule H(O,tyr),
ze které je vynechdno pravidlo 5.4, vytvori cestu, kterd zacind v agentové pocdtecnim vrcholu
a pokryvd vsechny jeho cile.

Diukaz. Vsechny cesty vytvorené ohodnocenim formule (0, tys) jsou diky pravidlu 5.1 souvislé
a konéi vzdy az v ¢asovém kroku ¢, a pravidlo 5.5 zajistuje, ze existuje néjaka cesta, kterd zacina
v agentové pocdtecnim vrcholu sg(a;) v nultém ¢asovém kroku. Pravidlo 5.6 zajistuje, ze kazdy
cilovy vrchol g € g(a;) je alespori v jednom ¢asovém kroku (oznaceném t,) nalezeného Feseni
navstiven agentem a;. Tvrzeni 5.1 ale tiké, Ze se agent a; v casovém kroku ¢, nemutze nachizet
v zddném jiném vrcholu, protoze g patii mezi jeho cilové vrcholy, takze souvisla cesta zacinajici
v so(a;) musi vést v kazdy ¢asovy krok ¢, skrz vrchol g. <

Formule 5.4 tedy vytvari nadbytecné klauzule, které mohou ztézovat hledani platného ohod-
noceni formule H(O,¢5s). To stejné plati o formuli 5.2, kterd zakazuje duplikaci agentit ve vy-
stupnich hrandch kazdého vrcholu. Zavidim tedy redukované kédovdini problému MG-MAPF,
které dovoluje agentim nachézet se ve vice vrcholech najednou, pokud ani jeden z nich nepatii do
agentovy mnoziny cilovych vrcholi. Redukované kédovani obsahuje vSechny formule ptivodniho
kédovani kromé formuli 5.2 a 5.4. Navic je pro kazdého agenta a; € A, kazdy jeho cilovy vrchol
g € g(a;) a kazdy ¢asovy krok t € 0,1,...,ty takovy, Ze plati g¢ € V;, vytvoFeno nasledujici
pravidlo:

N\ ~Xi(ai) v Xl (a) (5.9)
vtEV;,v#g

5.3 Liné redukované koédovani

Redukovana formule porad obsahuje vice klauzuli nez booleovska formule pouzivand algoritmem
SMT-CBS. Neni uz ale mozné déle snizit pocet klauzuli vytvorenych pravidlem 5.9 tak, aby
platné ohodnoceni formule H (O, t)s) vidy tvorilo feseni pokryvajici vSechny cilové vrcholy vsech
agentu. Po dalsi redukci poctu téchto klauzuli by existence platného feseni pouze implikovala
splnitelnost formule a neplatila by tedy pozadovana ekvivalence mezi existenci feSeni a splni-
telnosti formule. Formule H(O,t5;) uz ale je nelplnd, protoZe neobsahuje klauzule zakazujic
konflikty mezi agenty, takze ekvivalence stejné neplati a SMT-HCBS musi ovéfovat platnost
feseni vytvoreného z ohodnoceni proménnych a liné konstruuje tplnou formuli.

Stejny princip je mozné vyuzit pro dalsi redukci velikosti booleovské formule. Déle tedy zava-
H(O,tpr). Kromé pravidla 5.9 obsahuje stejnd pravidla jako redukované kédovani. V pribéhu
hledani feseni je formule liné dotvdiena, dokud fesi¢ SAT nenalezne platné feseni MG-MAPF
nebo SMT-HCBS neptida vSechny klauzule, které by jinak vytvorilo pravidlo 5.9. Vyhoda to-
hoto pfistupu je, ze feseni muze byt nalezeno dfive, nez jsou pridany vsechny klauzule. SAT fesi¢
dokéze navic rychleji nalézt ohodnoceni splnujici kratsi netplnou formuli.

Algoritmus SMT-HCBS musi byt pro vyuziti tohoto kédovani trochu upraven, protoze feseni
extrahované z ohodnoceni formule H(©, t)s) nemusi pokryvat vSechny cilové vrcholy. Upraveny
algoritmus je z velké ¢asti stejny jako puvodni SMT-HCBS, jehoz pseudokdd je popsan v al-
goritmu 4.2. Po extrakei FeSeni (fddek 13) ale musi byt zkontrolovdno pokryti vSech cilovych
vrcholu. Pro kazdého agenta a; € A a kazdy jeho cilovy vrchol g € g(a;) plyne z formule 5.6 to,
Ze existuje alespon jeden ¢asovy krok ¢t € 0,1, ...ty takovy, Ze proménnd X; (a;) je ohodnocend
kladné. Pokud cesta nalezend pro agenta a; neobsahuje vrchol g, tak je do formule H(©,tys) pro
kazdy takovy ¢asovy krok t priddno pravidlo 5.9.

Pridani tohoto pravidla zpusobi, Ze se ohodnoceni proménnych zméni tak, ze dalsi nalezena
cesta bud povede pies X (a;), nebo tato proménnd uz nebude ohodnocena kladné a cilovy vrchol

g
g bude navstiven v jiném ¢asovém kroku. Pridavané klauzule takto postupné usmérnuji nalezené
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reseni, dokud nepokryje vSechny cilové vrcholy. Implementoval jsem dvé varianty SMT-HCBS
pouzivajici liné redukované kédovani. Prvni varianta nejprve hledd feseni pokryvajici vsechny
cile a az potom zkontroluje, jestli Teseni obsahuje konflikty mezi agenty. Pokud tedy nalezené
feseni vSechny cile nepokryje, tak je preskocen cyklus pridavajici konflikty do booleovské formule
(fadky 17-19). Tim ale muze byt zptisobeno to, Ze algoritmus bude dlouho hledat Feseni, které sice
navstivi vSechny cile, ale napldnované cesty obsahuji konflikty. Druha implementovand varianta
algoritmu pribézné do booleovské formule pridava i klauzule zakazujici nalezené konflikty. Timto
rychleji usmérnuje nalezené reseni k platnosti, ale mtize pridat klauzule zakazujici konflikty, které
by pri pouziti prvni varianty nebo ptvodniho kédovani viibec nevznikly. Muze se tedy stét, ze
tato varianta rychleji najde platné feseni nebo naopak pridé zbytecné mnoho klauzuli a zbytecné
snizi efektivitu SAT Tesice.

5.4 Porovnani délky vytvorenych formuli

Uvedl jsem tfi ruzné varianty kédovani problému MG-MAPF do booleovské formule. Od sebe se
lis ve zpusobu vyuziti pravidel zakazujicich vyskyt agentu ve vice vrcholech najednou. Puvodni
varianta kédovani pouziva pravidlo 5.4, které vytvori pro kazdého agenta O(tys - n?) klauzuli,
kde tj; zna¢i makespan hledaného reseni a m znac¢i pocet vrcholu grafu G, protoze tvori jednu
klauzuli pro kazdou dvojici vrcholi v kazdém casovém kroku. Toto pravidlo mé tedy vyrazny
vliv na délku vysledné formule a tim mtze mit vliv i na celkovy vykon SMT-HCBS.

Redukované kédovani vytvori pomoci pravidla 5.9 pro kazdého agenta O(tps-g-n) klauzuli, kde
g znaci pocet cilovych vrchola agenta, protoze tvori klauzule pouze pro dvojice vrcholi, z nichz
je alespon jeden cilovy. Tyto klauzule obsahuji vzdy dva literdly stejné jako klauzule vytvorené
pravidlem 5.4, takze se vytvorena formule lisi od formule vytvofené ptivodnim kédovanim pouze
v poctech klauzuli, které byly vygenerované zminénymi dvéma pravidly. Cim méné klauzuli je
kédovanim vytvoreno, tim rychleji by mél SAT fesi¢ najit ohodnoceni splnujici booleovskou
formuli a tim efektivnéjsi by mél byt SMT-HCBS.

Formule vytvorend redukovanou variantou je z definice vzdy kratsi nez formule vytvorend
puvodnim kédovanim. Velikost rozdilu mezi jejich délkami zalezi pouze na parametrech n a g,
pricemz se rozdil v délce projevi predevsim na velkych grafech, protoze pocet klauzuli vygene-
rovanych pravidlem 5.4 roste kvadraticky s parametrem n. S rostoucim g se rozdil délek zase
zmensi, ale zména nebude tak vyrazna, protoze se rozdil zmensi pouze linearné. SMT-HCBS by
tedy mél teoreticky byt vykonnéjsi pri pouzivani redukovaného kédovani.

Linad varianta redukovaného kédovani nejprve nevytvori zadnou klauzuli, ktera by agenttim
zakazovala nachézet se ve vice vrcholech zaroven. V pribéhu algoritmu je ale booleovska formule
postupné rozsitovana. V jedné iteraci cyklu na radcich 10-21 v algoritmu 4.2 pridda SMT-HCBS
vyuzivajici toto kédovani pro kazdého agenta maximdalné O(tps - g - n) klauzuli. To je stejny
pocet jako pocet klauzuli vytvorenych redukovanym kédovanim pomoci pravidla 5.9. Neni ale
mozné odhadnout opravdovy pocet pridanych klauzuli, protoze zalezi na konkrétnim nalezeném
ohodnoceni booleovské formule a na tom, kolik cilovych vrcholi bylo timto fesenim pokryto.
Toto kdédovani by teoreticky mohlo byt lepsi néz predchozi dvé, predevsim na velkych grafech,
ale zaroven se muze stat, ze SMT-HCBS pouzivajici toto kédovani bude iterovat pres mnoho
neplatnych feseni a jeho efektivita se naopak zhorsi.

5.5 Experimenty

Uvedend kédovani jsem otestoval na instancich MG-MAPF zaloZenych na instancich testovanych
v [6], ve kterych byli agenti umisténi ve 4-souvislych grafech ve tvaru mfizek. Jejich konkrétni
rozlozen{ bylo vygenerované na zakladé instanci MAPF z [8]. Kazdy agent m4d ale v problému
MAPF prifazen jediny cilovy vrchol, takze aby vytvorené instance zohlednovaly celou proble-
matiku MG-MAPF, byly agenttum prifazeny dalsi cile pomoci nahodného vybéru vrcholu z cila
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B Obrazek 5.2 Grafy porovnavajici vykon SMT-HCBS na miiZce o rozmérech 16 x 16 s riznymi vari-
antami kédovani booleovské formule
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Serazené doby béhu SMT-HCBS
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B Obrazek 5.3 Grafy porovnavajici vikon SMT-HCBS s ruznymi variantami kédovani booleovské for-
mule na dvou mrizkach

ostatnich agentt. Diky tomu ma kazdy agent své cilové vrcholy rovnomérné rozmisténé po ce-
1ém grafu. Instance jsem generoval pomoci konvertoru z [51], ktery takto transformoval instance
MAPF.

Na vytvorenych instancich jsem otestoval algoritmus SMT-HCBS pouzivajici jeho ptuvodni
kédovani (SMT-HCBS), redukované kédovani (SMT-HCBS-r) a dvé varianty liného redukovaného
kédovani. Prvni varianta algoritmu pouzivajici liné kédovani pridava klauzule zakazujici konflikty
mezi agenty az po nalezeni feseni pokryvajiciho vSechny cile (SMT-HCBS-rll) a druhd varianta
tyto klauzule pfidavéd prubézné (SMT-HCBS-rl2). Na vSech testovanych instancich jsem spoustél
algoritmus s casovym limitem jedné minuty pro nalezeni optimalniho reseni.

Mrizka 16 X 16 Nejprve jsem otestoval uvedené varianty kodovani na prazdnych mrizkach
o rozmérech 16 x 16. Rozdélil jsem vygenerované instance MG-MAPF na téchto miizkach
podle velikosti cilovych mnozin agentti na t¥i skupiny (2, 4 a 6 cflovych vrcholt). S takto fix-
nim poctem cili jsem testoval zadani s riiznymi pocty agent a méfil uspésnost SMT-HCBS
a dobu jeho béhu. Vysledky jsou zobrazené na obrazku 5.2. Grafy v levém sloupci ilustruji
Uspésnost variant algoritmu, kterou jsem méril pro fixni pocet agentu v testované instanci.
Uspésnost byla zméFena z dvaceti odlisnych zadani pro vSechny poéty agentti v rozmezi 1-25
jako pomér tispésné nalezenych feseni v zadaném casovém limitu vicéi poctu testovanych in-
stanci. Grafy v pravém sloupci obsahuji pro kazdou variantu SMT-HCBS vzestupné serazené
doby jeho béhu na tispésné vyresenych instancich MG-MAPF.

Vysledky ukazuji, ze redukované kédovani bylo opravdu ve vSech pripadech lepsi nez puvodni
kédovani, ale stejné, jako iispésnost ostatnich variant, i jeho ispésnost pomérné rychle klesala
se zvySujicim se poctem cilovych vrchold. Se Sesti cilovymi vrcholy uz dokéazaly vsechny
varianty kédovani vytesit jen ta nejleh¢i zadani. Ani jedna varianta SMT-HCBS s linym
kédovanim puvodni kédovani nepiekonala a na instancich se ¢tyrmi cili byly naopak obé
varianty trochu horsi.

Mrizka 8 x 8 Dale jsem otestoval vSechny varianty kédovani na miizkach jinych velikosti. Na
prazdné miizce o rozmérech 8 x 8 jsem otestoval instance s poCty agenti i cilovych vrchola
v rozmezi 1-10. Na levém grafu na obrazku 5.3 jsou zobrazeny sefazené doby béhu algoritmu
SMT-HCBS pouzivajiciho rtizna kédovani. VSechny varianty algoritmu vytesily skoro vSechny
zadané instance a jejich doby béhu byly velmi podobné. Redukované kédovani tedy na takto
malé mriZzce neprineslo zadné zlepseni. Liné varianty byly dokonce trochu horsi, coz bylo
nejspis zpusobeno zvysSenou rezii spojenou s prubéznou konstrukci formule.
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Mrizka 32 X 32 Posledni graf, na kterém jsem testoval efektivitu uvedenych kédovani, byla
miizka o rozmérech 32 x 32, ze které bylo vynechédno 20 % ndhodné vybranych vrcholi.
Testoval jsem na ni instance s po¢ty agentil v rozmezi 1-8 a pocty cilovych vrcholi kazdého
agenta v rozmezi 1-4. Obrézek 5.3 zobrazuje vysledky i tohoto méreni. Na této mrizce dokézal
SMT-HCBS vyftesit se vsemi variantami kédovani méné instanci nez na ostatnich miizkach,
protoze s velikosti grafu roste obtiznost problému. Rozdil mezi efektivitou puvodniho a re-
dukovaného kédovani byl ale vyraznéjsi nez na mensich mrizkach. Algoritmu pouzivajicimu
puvodni kédovani navic pfi testovani na nejtézsich instancich dochazela pamét, které meél
k dispozici 8 GB. Na této mfizce byly liné varianty poprvé lepsi nez ptivodni kédovani, ale
stale se nedokazaly vyrovnat redukované varianté.

Redukované kédovani dokazalo zvysit efektivitu SMT-HCBS podle ocekavani predevsim na
vétsich grafech. Nejveétsi zlepSeni prineslo na nejvétsi mrizce, zatimco na nejmensi bylo stejné
efektivni jako ptvodni kédovani. Tento vysledek je zpusoben tim, Ze puvodni kédovani pridava
navic kvadraticky mnoho klauzuli vaci poc¢tu vrcholt grafu. Obé varianty SMT-HCBS pouziva-
jici liné redukované kédovani byly priblizné stejné vykonné, ale efektivitu pavodniho kédovani
se jim dokazalo prekonat pouze na nejvétsi testované mriizce. Na ostatnich grafech byly dokonce
horsi nez ptvodni kédovani nejspise kvili své zvysené rezii, kterda plyne z liné konstrukce boo-
leovské formule a opakovaného spousténi SAT ftesice. K efektivité redukovaného kédovani se ani
nedokazaly ptiblizit.
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V teoretické C¢asti této prace jsem definoval problémy MAPF a MG-MAPF, jejichz cilem je
naplanovat pro kazdého agenta cestu podle svého zadani. Nalezené Teseni je ale platné pouze
pokud cesty neobsahuji zddné konflikty mezi agenty. Kvalita feseni je urcena podle hodnoty
ucelové funkce, jejiz nejpouzivanéjsi zastupci jsou makespan a sum of costs. V dalsich kapitolach
jsem analyzoval existujici algoritmy hledajici FeSeni téchto problému. Algoritmy mohou hledat
suboptimalni feseni, které je mozné najit v polynomialnim case, nebo optiméalni reseni, jehoz
hledani je NP-tézky problém.

Algoritmy optimalizujici MAPF a MG-MAPF jsou zalozené bud na prohledavani stavového
prostoru nebo na redukci na jiny problém. V mé préci jsem se predevsim vénoval algoritmum
redukujicim MG-MAPF na SAT. Tyto algoritmy pouzivaji pro hleddni feSeni velmi vykonné
SAT fesice, které ale nemohou vyuzivat zadné heuristické znalosti o konkrétnim zadani. Tyto
znalosti mohou byt vyuzity algoritmy prohledavajicimi stavovy prostor jako algoritmus HCBS.
Mezi nejpokrocilejsi algoritmy zalozené na redukci na vyrokovou splnitelnost patii algoritmus
SMT-HCBS.

V praktické ¢asti prace jsem tento algoritmus implementoval. Jeho efektivita byla v pred-
chozim testovani vyrazné nizsi nez efektivita HCBS, predevsim na instancich s vétsimi grafy
a s vySsim poctem cili. SMT-HCBS pottebuje kédovani zadani MG-MAPF v booleovské for-
muli, s jejiz délkou klesd vykonnost SAT feSi¢e. Pro efektivitu algoritmu je tedy nejvyhodnéjsi
vytvorit co nejkratsi formuli, kterd navic obsahuje kratké klauzule. Uvedl jsem tedy dvé nové
varianty kédovani problému MG-MAPF, které tvori kratsi booleovskou formuli. Takto modifi-
kovany SMT-HCBS jsem otestoval na raznych grafech ve tvaru miizek. Algoritmus vyuzivajici
redukovanou variantu kédovani byl na vsech testovanych grafech efektivnéjsi nez ptavodni imple-
mentace, coz se ukazalo predevsim na nejvétsich testovanych miizkdch. SMT-HCBS vyuzivajici
linou variantu redukovaného kédovani ale efektivnéjsi vétSinou nebyl a na nékterych grafech
byl dokonce trochu pomalejsi nez ptivodni implementace. To bylo nejspis zptisobenou zvysenym
mnozstvim rezie potfebné pro vyuziti tohoto kédovani.

Modifikovany algoritmus ale stile generuje dlouhou formuli. Dalsi mozna tprava, ktera by
mohla vést ke zvyseni efektivity SMT-HCBS, by mohla byt redukce velikosti vytvorenych MDD,
ze kterych vychazi kddovani booleovské formule. Toho by Slo dosdhnout lepsim odhadem délky
okruznich cest, nez je odhad 2-aproximac¢nim algoritmem hledajicim minimalni Steineriv strom.
Je mozné pouzit néjaky algoritmus, ktery dokdze Steineruv strom odhadnout s mensim aproxi-
mac¢nim faktorem, nebo pouzit algoritmus, ktery primo odhaduje délku nejkratsi hamiltonovské
cesty. Také by mohlo byt mozné konstruovat booleovskou formuli jesté liné€ji néjakym jinym zpt-
sobem, nez jsem zkousSel ja. Napftiklad vynechanim néjakych klauzuli kédujicich pohyb agentu
nebo postupnou konstrukei MDD.
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