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Abstrakt

Prace se vénuje Hedonickym hram
a prinasi prehled pouzivanych koncepti
stability a omezeni preferenc¢nich pro-
fili. Dale se zaméruje na upravenou
verzi Hedonickych her, pri které se
z existujici struktury koalic tvofi nova,
protoze doslo ke zméné mnoziny agenti
odchodem c¢asti pivodnich a prichodem
stejného poctu novych. Omezuje se
na doplnéni novych agentii na mista,
kterd ¢ast puvodnich opustila, a to
v rémci anonymnich Hedonickych her.
Pro tento pripad byl vytvoren polyno-
mialni algoritmus pro nalezeni striktné
core stabilni struktury koalic, navrzen
pomaly algoritmus pro core stabilni
strukturu koalic a pro ni bylo také po-
psano nékolik zpusobu prevodu na toky
v sitich.

Kli€¢ova slova: Hedonické hry, core
stabilita, anonymni preference, novi
agenti, vypocetni slozitost, toky v sitich

/ Abstract

In this work, we study Hedonic games
and provide an overview of stability
concepts and restrictions of preference
profiles. Then, we focus on a version
in which the set of agents has been
changed by some of the former agents
leaving and the same amount of new
ones coming, and we are expected to
find an updated coalition structure. We
restrict the problem to filling the new
agents to places that had been emptied
by the leaving former agents, and to the
subclass of anonymous Hedonic games.
We describe a polynomial-time algo-
rithm for finding a strictly core stable
coalition structure, and for the case of
core stable coalition structure, a slow
algorithm for finding it and several
methods of transforming the problem
to flows in networks.

Keywords: Hedonic games, core
stability, anonymous preferences, new
agents, computational complexity, net-
work flows
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Kapitola 1
Uvod

Lidé jsou tvorové spolecensti a odjakziva se sdruzuji do skupin. Pritom prirozené da-
vame nékterym skupindam prednost pred jinymi, at uz kvili snaze prezit diky silnéjsim
jedincam oproti oslabenym a zranénym, nebo podle podobnych hodnot, viry, politic-
kych nazort atd., ¢i jednoduse podle toho, s kym si zrovna chceme popovidat. Je ale
jasné, ze nejpreferovanéjsi skupiny ruznych lidi se mohou navzidjem vylucovat — aby
vyhral, chce byt i méné fyzicky zdatny zdk v tymu se sportovné nadanymi spoluzaky,
ktefi ho ale ze stejného duvodu odmitnou.

Témata spojend s formovanim skupin se tykaji rady obori, od psychologie pres po-
litologii a ekonomii k teoretické informatice. Zkouma se jak samotny proces, kterym se
skupiny tvori, tak jejich rovnovdha. Formovanim skupin v rdmci daného kolektivu se
zabyva ¢ast teorie her a existuji rtizné modely.

V této praci se budeme zabyvat Hedonickymi hrami, ve kterych se skupiny, nazyvané
koalice, tvori podle toho, jestli jsou ¢lenové spokojeni ve své skupiné a nebyli by radéji
v néjaké jiné. Preference urcuje slozeni koalice, pro jednoduchost nase obliba ostatnich
¢lenti. Na rozdil od nékterych jinych modeld ¢lenim viibec nezalezi na slozeni ostatnich
koalic.

Cilem této prace je shrnout zakladni koncepty vyskytujici se v Hedonickych hrach, de-
finovat problém, kdy z existujici mnoziny koalic ¢ast ¢lend odejde a musime je nahradit
novymi, pricemz se snazime nezménit koalice tplné, a prostudovat jeho algoritmickou
slozitost. V Kapitole 2 si proto podrobné predstavime Hedonické hry, nejprve obecné,
pak i nékteré podtridy, a prozkoumame vypocetni slozitost s nimi spojenych problém.
V Kapitole 3 poté zadefinujeme verzi Hedonickych her pro upraveni existujicich koalic,
kdyz je nékteri stari ¢lenové opusti a do kolektivu misto nich prijdou novacci. Také
si ukdzeme polynomialni algoritmus pro nalezeni takovych upravenych skupin, ktery je
striktné core stabilni. Nakonec se v Kapitole 4 budeme vénovat core stabilité a popiSeme
algoritmus pro primé nalezeni core stabilniho feSeni a par zptsobu prevodu problému
na toky v sitich.



Kapitola 2
Hedonické hry

V této kapitole si predstavime Hedonické hry. V nasledujicich odstavcich si je pribli-
zime na prikladech z bézného zivota. Poté si formélné zadefinujeme pouzivané pojmy,
uvedeme rtizné typy Hedonickych her a konceptu stability.

Vratme se na chvilku do skolnich lavic a pfedstavme si, ze se jako zZaci méame rozdélit
do skupinek, ve kterych pak budeme vypracovavat zadany tkol. Ucitel se chce vyhnout
konflikttim, proto by byl rad, kdyby se zaci v ramci jedné skupinky dobie snaseli. Situace
ve t7idé ale neni jednoducha. Gabriel se pohadal s Anickou, takze spolu odmitaji mluvit.
Eliot a Elias jsou nerozdélitelna dvojcata a veskeré pokusy zaradit je do odlisnych tymi
skondily katastrofou. Bara, Cecilie, Dana a Frantiska by rady byly spolu, ale nevadi jim,
kdyz se jesté nékdo prida. Kazdy zak ma néjaké preference, s kym by chtél byt a jaké
skupinky by se mu nelibily.

O nékolik let pozdéji zaci dospéli a nékteri z nich se stali zaméstnanci ispésné firmy.
Ta zrovna dokoncila stavbu nového komplexu kancelaii a rozhodla se, ze by zaméstnanci
mohli ovlivnit, s kym budou sdilet své pracovisté, protoze pak jisté budou spokojenéjsi,
a tudiz i pracovitéjsi. A tak vsichni zodpovédné vyplnili dotaznik, ze kterého se zjistilo,
ze pan Cerny nedokéze vystét telefonaty pani Fialové, pani Sedivou rusi odkaslavani
pana Zeleného a pan Modry s pani Oranzovou soupeii o piizen pani Zluté, se kterou
by tedy byli nejradsi sami, ale hlavné bez toho druhého.

Abychom utekli z kazdodenniho svéta povinnosti, prenesme se jesté kratce do volno-
casovych aktivit, konkrétné k sportovnimu vyziti. Nékolik tymi se rozhodlo usporadat
soutéz, ve které se nejdiive rozdéli do zakladnich skupin, v nichz probéhnou zapasy
kazdého s kazdym, a jejich vitézi pak budou hrat déle vylucovaci formou (uré¢i se dvo-
jice a postoupi vitéz, dokud nezbyde jen jeden). Kazdy tym si muze fict, s kym by rad
v zakladni skupiné zacinal. Preference mohou byt strategické, tedy postavit se nejdrive
proti slabsim tymim a tim si témér zarucit postup, nebo mohou také zohlednovat kratsi
dojezdovou vzdalenost na spolecny zapas. Nékdo muze chtit byt ve skupiné s nejblizsimi
prateli, aby tak méli zaruceny zapas, jini by naopak chtéli byt v odlisnych skupinach,
aby méli sanci se pratelim postavit ve velkolepém findle.

Ve vsech téchto piikladech vystupuje mnozina agenti (zéci, zaméstnanci, sportovni
tymy), které chceme rozdélit do koalic (skupin) tak, aby kazdy agent patril pravé do
jedné. Toto rozdéleni urc¢ujeme na zakladé preferenci agentt, kteri nam reknou, jaké
koalice by se jim libily. K tomu nam slouzi preferencni profily. Tyto zakladni pojmy
zadefinujeme v Sekci 2.1. Dale bude nutné upfesnit, kdy jsou nasi agenti spokojeni
a v jejich koalici se jim libi a kdy ne. S tim ndm pomutzou koncepty stability defino-
vané v Sekci 2.2. Vztahy mezi nékterymi koncepty stability si popiseme v Sekci 2.3.
V Sekci 2.4 se podivame na vypocetni slozitost problému spojenych s obecnymi Hedo-
nickymi hrami. Nakonec si v Sekei 2.5 ukdzeme nékolik moznych omezeni preferenc¢nich
profili, které se pouzivaji v riznych verzich Hedonickych her.

V prostiedi Hedonickych her agenti berou v ivahu jen svou soucasnou koalici. Na-
priklad zakyné Béara je spokojend, protoze skoncila s Cecilii, Danou a Frantiskou, coz



byla jeji prvni volba. Hedonicka hra nedovoluje zohlednit fakt, ze se Bafe nelibi, jak se
Anicka ocitla ve skupince s Eliotem, do kterého se obé divky zahledély.

B 2.1 zskiadnipojmy

Abychom mohli formélné zadefinovat Hedonické hry, potiebujeme se nejdiive seznamit
s nékolika pojmy.

Zapis 2% znad¢i potenéni mnozinu mnoziny X, tedy mnozinu viech podmnozin mno-
ziny X, tj. 2% = {Y C X}. Pro n € N definujeme [n] = {1,2,...,n}.

Pro definici relace se odkdzeme na Matouska a Nesettila [44].
Definice 2.1 Reflexivni, GplIna a tranzitivnirelace. Relace R na mnoziné X je:

m reflexivni prdvé tehdy, kdyz Vx € X plati xRx;
m Uplnd prave tehdy, kdyz Vx,y € X plati Ry nebo yRzx;
m tranzitivni prdve tehdy, kdyz Vz,y,z € X plati xRy AN yRz = xRz.

Definice 2.2 Zakladni pojmy. Pro n € N definujeme A = [n] jako mnoZinu n agentu.
Neprdazdnou mnoZinu S C A nazveme koalici. Struktura koalic w je rozklad mnoziny
agentu A do disjunktnich koalic, tj. mnozZina m = {Sl,...,Sp},p € N, takovd, Ze
Vi,j € [pl,i#j, plati S; € A, S;NS; =0 a US@S = A. Koalici, do které agent
a € A patri v ramci struktury koalic w, znacime mw(a). MnozZinu vsech koalic, jejichz
clenem je agent a, znacime A,, tj. A, = {a} U22M%. Pro dvé rizné koalice S,T € A,
pouZivame ndsledujici znaceni: S >, T, pokud agent a striktné preferuje S pred T,
a S ~, T, pokud agent a je lhostejny mezi S a T.

Definice 2.3 Hedonicka hra. Hedonickd hra je usporddand dvojice (A,2x), kde A je
mmnozina agenti a 25 je preferenéni profil definujici pro kazdého agenta a € A reflexivni,
uplnou a tranzitivni relaci =, na A,.

Agenti jsou hraci Hedonické hry. Jak bylo vidét v ivodu kapitoly, mohou je predsta-
vovat lidé nebo tymy a dale treba roboti. Koalice jsou napriklad skupiny vytvorené zaky
v ramci $kolnich projekti a sdruzenim! téchto koalic vytvorenych v rdmci jedné t¥idy
ziskdme strukturu koalic. V nasledujicim textu budeme o agentech pro jednoduchost
mluvit v muzském rodé, tfebaze jejich gender mtze byt libovolny.

I 2.2 Koncepty stability

Pokud dostaneme néjakou strukturu koalic v Hedonické hie, zpravidla néas zajima, jestli
je stabilni. Neformalné receno chceme védét, zda jsou agenti ve svych koalicich ,,spoko-
jeni“ a nechtéji se presunout jinam. Moznosti, jak definovat stabilitu, je fada. V této
sekci uvedeme nékteré z nich.

Il 2.2.1 Deviace jednoho agenta

Nejprve si predstavime koncepty, které se divaji na kazdého agenta jako na jednotlivce
a zkoumaji, zda se v ramci dané struktury koalic chce presunout do jiné koalice, nez ve
které se nachazi.

Definice 2.4 Deviace agenta. VM¢éjme Hedonickou hru (A, ) a strukturu koalic m. Devi-
ace agenta a € A je jeho presun z koalice w(a) do néjaké jiné koalice S € 1 U0, a & S.
Agent a ma sklon k deviaci, pokud tuto novou koalici preferuje, tj. S U {a} =, m(a).

1 Sdruzenim zde nemyslime sjednoceni mnoZin, nybrz vytvoieni nové mnoziny, ktera jednotlivé koalice
obsahuje jako prvky.



Dovolujeme i presun do prazdné koalice, ¢imz by agent vytvoril koalici novou, ve
které by byl sam.

Velmi snadno pochopitelné je individualni racionalita. Kazdy agent si u ni polozi
otazku, zda je ve své koalici aspon natolik spokojen, jako kdyby byl sdm. Pokud by
néjaky agent preferoval byt sam, struktura koalic individualné racionalni neni.
Definice 2.5 Individualni racionalita - IR. Bud (A, o) Hedonickd hra. Struktura koalic m
je individudlné racionélni, pokud pro kazZdého agenta a € A plati 7(a) =, {a}.

Pfiklad 2.1. M¢éjme hru t¥{ hraca A = {1, 2, 3}, jejichz preference jsou:

L. agent tl: {172} ~1 {1} ~1 {17273} ~1 {173}
2. agent =, {1,2} >4 {2} ~, {1,2,3} >, {2,3}
3. agent f>\:3: {3} 3 {273} ~3 {17273} ~3 {173}

Struktura koalic m; = {{1,3},{2}} individudlné raciondlni neni, protoze agent 3
striktné preferuje byt sam pred koalici {1, 3}. Struktura koalic m, = {{1, 2}, {3}} naopak
podminky individuélni racionality spliuje.

Tento pozadavek je Casto povazovan za zaklad, aby byla struktura koalic stabilni.
Umoznuje pak alespon ¢astecné zkratit zapis preferenci, a to tak, ze koalice, pfed kte-
rymi agent striktné preferuje byt sam, se vitbec neuvadi. V dalsich ptikladech budeme
také nékteré koalice ze zapisu preferenci vynechavat, ale mohou to byt i takové, které
v prikladu nehraji vyznamnou roli, trebaze by individudlné racionalni byly.

Dalsi casto pouzivany koncept je Nash stabilita, pri niz se zadny agent nechce v ramci
struktury koalic pfesunout ze své soucasné koalice do jiné koalice.

Definice 2.6 Nash stabilita - NS. Bud (A, »2) Hedonickd hra. Struktura koalic 7 je Nash
stabilni, pokud neexistuje agent a € A takovy, Ze pro néjakou koalici S € 7 U, a ¢ S,
je SU{a} =, m(a).

Pfiklad 2.2. M¢jme A = {1,2,3,4} s nasledujicimi preferencemi:

1.{1,3,4} =, {1,4} =, {1,2} =, {1} »; - -~
2.{1,2} =5 {2} =5 - -+

3.{3,4} =5 {1,3,4} =4 {3} >5 - -~

4. 43,4} ~, {1,4} =, {1,3,4} =, {4} >, - -~

Struktura koalic m; = {{1,2},{3,4}} neni Nash stabilni, protoze agent 1 striktné
preferuje {1, 3,4} pred {1,2}, takze se k agentum 3 a 4 chce pfesunout. Oproti tomu
struktura koalic 7, = {{1, 3,4}, {2}} Nash stabilni je. Agent 1 je ve své nejpreferovanéjsi
koalici, takze nemd divod se presouvat. Agent 2 by byl radéji sdm s agentem 1, ale
agenti 3 a 4 mu prekazi. Agenti 3 a 4 by si odchodem do jiné koalice nepomohli.

Smluvni Nash stabilita oproti ,,obycejné* Nash stabilité zohlednuje i preference
agentil v koalici, ze které se agent a chce pfesunout, a to tak, ze si nesmi pohorsit.
Definice 2.7 Smluvni Nash stabilita - CNS°. Bud (A, =) Hedonickd hra. Struktura ko-
alic m je smluvné Nash stabilni, pokud neexistuje agent a € A takovy, Ze pro néjakou
koalici S € mU 0, a ¢ S, je SU{a} >, w(a) a zdrovern pro vsechny ostatni agenty
bemn(a), b#a,jen(a)\{a} 2z, w(a).

Pfiklad 2.3. Struktura koalic 7; z P¥ikladu 2.2 je smluvné Nash stabilni, protoze jediny,
kdo by se chtél presunout, je agent 1, ale agent 2 ho ,nechce pustit® ({1,2} =, {2},
tedy {2} £, {1,2}).

Individualni stabilita se podobd smluvni Nash stabilité, ale zohlednuje preference

agentil v koalici, kam se agent a chce presunout.

2 Prelozeno z anglického contractual Nash stability.
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Definice 2.8 Individualni stabilita — IS. Bud (A, ) Hedonickd hra. Struktura koalic w
je individualné stabilni, pokud neexistuje agent a € A takovy, Ze pro néjakou koalici
Senud,a¢ S, jeSU{a} >, m(a) a zdrover pro vSechny agenty b € S je SU{a} 7, S.
Priklad 2.4. Struktura koalic m; z Prikladu 2.2 je individudlné stabilni, protoze
jediny, kdo by se chtél pfesunout, je agent 1, ale agent 3 ho ,nechce pfijmout
({374} 3 {17374})'

Smluvni individudlni stabilita spojuje individudlni a smluvni Nash stabilitu tak, ze
si pfesunem néjakého agenta nesmi pohorsit ani ti v jeho byvalé koalici, ani ti v jeho
nové koalici.

Definice 2.9 Smluvni individualni stabilita - CIS>. Bud (A, 2) Hedonickd hra. Struktura
koalic  je smluvné individualné stabilni, pokud neexistuje agent a € A takovy, Ze

(i) pro néjakou koalici S € TUD, a ¢ S, je SU{a} >, w(a) a zdroven
(ii) pro vSechny agenty b € S je S U{a} 2z, S a zdroven
(7ii) pro vsechny agenty b € ww(a), b # a, je m(a) \ {a} =, 7(a).

B 2.2.2 Skupinové deviace

Nyni se presuneme k deviacim vice agentti najednou. Jako prvni si uvedeme core sta-
bilitu. Pri ni hleddme mnozinu agentt, ktefi by spolu vytvorili novou koalici, kterou
kazdy z nich striktné preferuje pred svou soucasnou koalici. Pokud zadné takova koalice
neni, je struktura koalic core stabilni.

Definice 2.10 Core stabilita - C. Bud (A, z) Hedonickd hra a m struktura koalic. Koa-
lice S ¢ 7 takovd, Ze pro vsechny agenty a € S je S >, m(a), silné blokuje strukturu
koalic w. Struktura koalic w je core stabilni, pokud neexistuje Zadnd silné blokujici koa-
lice.

Priklad 2.5. Struktura koalic m; z Piikladu 2.2 je core stabilni. Jediny, kdo by byl
ochotny vytvorit novou koalici, je agent 1, ale sém byt nechce. Na druhou stranu struk-
tura koalic m, core stabilni neni, protoze agenti 3 a 4 by vlastni koalici chtéli vytvorit
({3,4} >3 {1,3,4} a obdobné pro agenta 4).

Striktni core stabilita uvolnuje podminky pro vytvoreni nové koalice. To je mozné

uz v pripadé, Ze si aspon jeden z agentud v nové koalici polepsi a ostatni si nepohorsi.
Najit takovou koalici je mozné ve vice situacich nez u core stability, jak je patrné na
Prikladu 2.6, proto je feseni splnujicich striktni core stabilitu méné.
Definice 2.11 Striktni core stabilita-SC. Bud (A, o) Hedonickd hra a 7 struktura koalic.
Koalice S ¢ 7 takovd, Ze pro vsechny agenty a € S je S =, w(a) a zdroven pro alespon
jednoho agenta b € S je S =, w(b), slabé blokuje strukturu koalic 7. Struktura koalic
je striktné core stabilni, pokud neexistuje Zadnd slabe blokujici koalice.

Pokud je z kontextu zfejmé, zda mluvime o core stabilité nebo striktni core stabilité,
vynechavame privlastky silné, resp. slabé, a fikame pouze blokujici koalice.
Pozorovani 2.1. Méjme Hedonickou hru (A, 22) a strukturu koalic w. Pokud je m striktné
core stabilni, je i core stabilni.

Dikaz. Ocividné pokud neexistuje zadna koalice, ve které by oproti 7 ziskal alespon
jeden agent a nikdo si nepohorsil, nebude existovat ani takova, kde by si polepsili agenti
vsichni. O
Pfiklad 2.6. Struktura koalic m; z Prikladu 2.2 neni striktné core stabilni. Na rozdil
od core stability zohlednujeme i koalice, mezi kterymi jsou agenti lhostejni, takze pro
agenta 4 prichdzi v ivahu vytvorit koalici s agentem 1 a plati {1,4} >, {1,2} (agent 1
si polepsi) a {3,4} ~, {1,4} (agent 4 si nepohorsi).

3 Prelozeno z anglického contractual individual stability.
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Obrazek 2.1. Piiklad dosazitelnosti struktury koalic pohybem agenti. Struktura koalic m,
je dosazitelnd z m; pohybem agentu {3,4,6,9,10,11,16} (nahote) nebo napf. pohybem
agentu {1,2,4,6,9,10,11,16} (dole).

U nasledujicich t¥{ konceptt se také pfesouvd mnozina agenttl, ale maji vice moznosti.
Kromé vytvoreni i vice novych koalic se mohou pridat k jiz existujicim koalicim a kazdy
z nich se muze rozhodnout jinak.

Jeden takovy presun, ktery nazveme pohybem agenti, ukazuje Obrazek 2.1. Pfi ném
vznikly dvé nové koalice. V horni ¢asti obrazku agent 3 odesel z cervené koalice a spolu
s agenty 4 a 6 ze zluté koalice vytvoril oranzovou koalici. Agent 16 opustil modrou koalici
a vytvoril vlastni tmavé modrou koalici. Zelena koalice zanikla presunem agenti 9 a 10
do zluté, resp. modré, koalice. Agent 11 se presunul z modré koalice do zluté koalice.

Vysledné struktura koalic 7, ale mohla vzniknout i pohybem jiné mnoziny agentt.
Napriklad mohli agenti 1 a 2 opustit agenta 3 a vytvorit vlastni tmavé cervenou koalici,
pricemz agenti 4 a 6 by se misto vytvofeni nové koalice presunuli k agentovi 3, jak
ukazuje dolni ¢ast obrazku.

Jak bude jasné po definovani silné Nash stability, tato moznost vice voleb se nam
miize hodit, kdyz chceme, aby v mnoziné pohybujicich agentt byli jen ti, kteri si zménou
polepsi.

Definice 2.12 Struktura koalic dosazitelna pohybem agentii. Bud (A, »2) Hedonickd hra
a 7 struktura koalic. Struktura koalic 7’ # 7 je dosazitelnd z m pohybem agentu H C A,
zZnaceno 7r£>7r/, pokud Ya,b € A\ H plati m(a) = n(b) <= 7'(a) = n'(b).

Definice 2.13 Silna Nash stabilita - SNS. Bud (A, ) Hedonickd hra. Neprdzdnd pod-
mnoZina agentiu H C A je silné Nash blokujici, pokud existuje struktura koalic @’ # w

H
takovd, ze m—m' a Ya € H:7'(a) >, m(a). Struktura koalic 7 je silné Nash stabilni,
pokud nedovoluje Zadnou siln€ Nash blokujici mnozinu H C A.
Pfiklad 2.7. Méjme A = {1,2,3,4,5,6} s nasledujicimi preferencemi:

L. {172} ~1 {17273} >_1 e

2. {172} ) {172a3} 7ot
3. {17273} >_3 {37476} >_3 U



4. {3a4a6} ~4 {475a6} >-4 e
5. {47576} ~5 {5} >_5 e
6.{3,4,6} =4 {4,5,6} ¢ - -

Rozmysleme si, zda struktura koalic m; = {{1,2,3},{4,5,6}} (jako na Obrazku 2.1,
ale omezena jen na prvnich 6 agenti) je silné Nash stabilni. Agenti 1, 3, 4 a 5 jsou
v jedné ze svych nejvice preferovanych koalic, takze nemohou byt v zadné silné Nash
blokujici mnoziné. Agent 2 by radéji byl jen s agentem 1, ale ten s nim neutece a agent 3
neodejde. Obdobné ani agent 6 si nemize polepsit, takze struktura koalic m; je silné
Nash stabilni.

Definice 2.14 Striktné silna Nash stabilita - SSNS. Bud (A, z) Hedonickd hra. Ne-
prdzdnd podmnoZina agenti H C A je slabé Nash blokujici, pokud existuje struktura
koalic @' + w takovd, Ze 5’ a Va € H:n'(a) =z, m(a) a existuje agent b € H,
pro néhoz plati ©'(b) =, m(b). Struktura koalic 7 je striktné silné Nash stabilni, pokud
nedovoluje Zadnou slabé Nash blokujici mnoZinu H C A.

Priklad 2.8. Uvazme strukturu koalic m; z Prikladu 2.7. Hned si miizeme vSimnout, zZe
povolenim presunu mezi koalicemi, vuci kterym je agent lhostejny, mohou v slabé Nash
blokujici mnoziné byt kromé agentid 2 a 6 i agenti 1, 4 a 5. Pohybem agentii z mno-
ziny H = {1,2,4,6} (dolni ¢ast Obrazku 2.1 omezend na agenty 1 az 6) dosdhneme
struktury koalic m, = {{1,2},{3,4,6},{5}} a navic plati, ze zadny z téchto agentu si
nepohorsi a zaroven agenti 2 a 6 si polepsi, takze H je slabé Nash blokujici mnozina,
tudiz struktura koalic 7, neni striktné silné Nash stabilni. Vyuzit pohybu agent z mno-
ziny {3,4,6}, ktery ukazuje horni ¢ast Obrazku 2.1, bychom nemohli, protoze agent 3
striktné preferuje koalici {1, 2,3} pred {3,4,6}.

Vztah mezi striktné silnou Nash stabilitou a silnou Nash stabilitou je podobny jako
mezi striktni core stabilitou a core stabilitou. I zde pokud nenajdeme slabé Nash bloku-
jici mnozinu agentt, nemuzeme najit ani silné Nash blokujici mnozinu agenta. Z toho
plyne néasledujici pozorovani.

Pozorovani 2.2 Zluté. Mcéjme Hedonickou hru (A, ) a strukturu koalic . Pokud je
striktné silné Nash stabilni, je i silne Nash stabilni.

Obé tyto stability také funguji podobné jako Nash stabilita v tom ohledu, Ze se
neptaji na nazor ostatnich agenti, tedy téch, kteri se nepohybuji. Tim se odliSuje silna
individudlni stabilita, kterd pro vznik blokujici mnoziny vyzaduje, aby s pohybem aspon
jednoho agenta souhlasili vSichni agenti v jeho nové koalici.

Definice 2.15 Silna individualni stabilita - SIS. Bud (A, ) Hedonickd hra. Neprdzdnd
podmnozina agenti H C A je silné individudlné blokujici, pokud existuje struktura
koalic " #+ 7 takovd, Ze

(i) ﬂiﬂr’,
(ii) Va € H:7'(a) =, m(a),
(7ii) Ja € H takovy, Ze Vb € w'(a): 7'(b) =y 7(b).

Struktura koalic 7 je silné individudlné stabilni, pokud nedovoluje Zidnou silné indivi-
dudlné blokujici mnoZinu H C A.

Pfiklad 2.9. Uvazme strukturu koalic 7; z Prikladu 2.2 a pokusme se najit silné indivi-
dualné blokujici mnozinu H. Pro splnéni druhé podminky miize byt v H pouze agent 1
(u ostatnich neexistuje koalice, kterou by striktné preferovali pred svou soucasnou).
Agent 1 se chce presunout do koalice {3,4}. Pak ale neni splnéna tfeti podminka, pro-
toze {1,3,4} £, {3,4}. Z4dna silné blokujici mnozina tedy neexistuje a struktura koalic
je silné individualné stabilni.



U poruseni Pareto optimality bychom mohli fict, Ze jde o pohyb vSech agenti, kterym

si nikdo nesmi pohorsit a aspon nékdo si musi polepsit. Aby byla struktura koalic Pareto
optimalni, musi v kazdé jiné strukture koalic existovat néjaky agent, ktery si pohorsi,
nebo si nikdo nesmi polepsit.
Definice 2.16 Pareto optimalita - PO. Bud (A, x2) Hedonickd hra. Struktura koalic T je
Pareto optimélni, pokud neexistuje Zadnd jind struktura koalic 7' takovd, Ze pro viechny
agenty a € A plati n’(a) 2z, 7(a) a pro alespon jednoho agenta b € A je w’(b) >, m(b).
Pfiklad 2.10. Uvazme strukturu koalic 7; z Ptikladu 2.2. Ta musi byt Pareto optimélni,
protoze aby si agenti 2 a 3 nepohorsili, musi byt pravé v téch koalicich, které jim m;
prirazuje, a ty dohromady urcuji tuto strukturu koalic.

Naopak struktura koalic w3 = {{1,2},{3},{4}} Pareto optimalni neni, protoze
agenti 3 a 4 si polepsi spojenim do koalice {3,4} a pro agenty 1 a 2 se koalice nezméni,
takze si nepohorsi.

Nakonec si uvedeme koncept, pfi jehoz splnéni musi byt kazdy naprosto spokojeny.
Definice 2.17 Perfektni stabilita. Bud (A, z) Hedonickd hra. Struktura koalic 7 je per-
fektné stabilni, pokud pro kaZdého agenta a € A a libovolnou koalici S € A, jern(a) =, S.
Priklad 2.11. Struktura koalic m, = {{1,2},{3}} z Ptikladu 2.1 je perfektné stabilni.
Oproti tomu m; = {{1,3},{2}} perfektné stabilni neni, protoze agent 2 by se radéji
pridal k agentovi 1 a agent 3 by byl radéji sam.

Podle definice tedy kazdy agent patii do jedné ze svych nejpreferovanéjsich koalic,
takze nemd duvod se presouvat do jiné koalice a jsou splnény i pozadavky na vSechny
dale uvedené definice stability. Neni ale zadnym prekvapenim, Ze takova struktura koalic
Casto neexistuje, jeden takovy pripad ukazuje Ptiklad 2.12.

Pfiklad 2.12. Zadani z Prikladu 2.2 nedovoluje perfektni stabilitu. Agent 1 vyzaduje,
aby byl v koalici s agenty 3 a 4 a s nikym jinym, zatimco agent 2 chce byt jen a jen
s agentem 1. Neni tedy mozné uspokojit oba dva zaroven.

I 2.3 Vztahy mezi koncepty stability

Pii predstavovani konceptu stability jsme vychdzeli z Aziz a Savani [9]. Individudlni
stabilitu a smluvni individudlni stabilitu pro model Hedonickych her definovali Bo-
gomolnaia a Jackson [14]. Koncept perfektni stability zavedli Aziz, Brandt a Harren-
stein [7]. Karakaya [38] formuloval koncept silné Nash stability. Na jeho praci navazali
Aziz a Brandl [5] zesilenim konceptu silné Nash stability na striktné silnou Nash sta-
bilitu a také zavedenim silné individualni stability. Smluvni Nash stabilitu uvedli Sung
a Dimitrov [52].

Schéma na Obrazku 2.2 ukazuje inkluzivni vztahy mezi uvedenymi koncepty stabi-
lity. Sipka z konceptu X do Y znaéi, ze spliiuje-li struktura koalic koncept stability X,
pak splnuje i Y. Ekvivalentné miizeme fici, ze pokud struktura koalic nespliiuje koncept
stability Y, nemuze spliovat ani X. Pokud je tedy struktura koalic perfektni, pak spl-
nuje i pozadavky na vsechny ostatni uvedené koncepty stability. To lze snadno vidét,
protoze aby struktura koalic nebyla stabilni podle néjakého dalsiho z uvedenych kon-
cepti stability, musel by si nékdo z agentti chtit polepsit. Nikdo takovy ale neni, protoze
kazdy patii do jedné ze svych nejvice preferovanych koalic a vaci ostatnim je nejlépe
lhostejny. Naopak, pokud je struktura koalic Pareto optimalni, nemusi byt striktné core
stabilni, jak ukazuji Ptiklad 2.10 a 2.6.

Pozorovani 2.1 a 2.2 ukazuji vztah mezi striktni core stabilitou a core stabilitou, resp.
striktné silnou Nash stabilitou a silnou Nash stabilitou.
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Obrazek 2.2. Vztahy mezi koncepty stability Hedonickych her [9]. Vztahy Perfektni stabi-

lita — SSNS a SNS — SIS jsou vysvétleny v textu. Vztah SSNS — SNS dokazuje Zluté

pozorovani 2.2. Vztahy NS — CNS — CIS a NS — IS — CIS ukazuje Modré pozorovani 2.4.

Vztahy SSNS — SC — SIS — C, SNS — NS a SIS — IS, oduvodnuje Zelené tvrzeni 2.6.

Vztahy IS — IR a C — IR dokazuje Tyrkysové pozorovani 2.3. Nakonec vztah SC — PO
vysvétluje Cervené pozorovani 2.5.

Pozorovani 2.3 Tyrkysové. V¢éjme Hedonickou hru (A, ) a strukturu koalic w. Pokud
7w nent individudiné raciondlni, neni ani core stabilni, ani individudlné stabilni.

Dikaz. Pokud struktura koalic 7 neni individualné raciondlni, pak existuje néjaky
agent a € A, pro kterého plati {a} >, m(a). Tento agent pak ale tvori jedno¢lennou ko-
alici {a}, kvuli které = nemize byt core stabilni. Tato koalice také predstavuje pivodné
prazdnou koalici, kterd je ochotna agenta a prijmout, takze 7w neni ani individualné
stabilni. O
Pfiklad 2.13. M¢&jme A = {1, 2,3} s nasledujicimi preferencemi:

LAL 3} = {1,2F = {1} = -
2.{1,2} =5 {2} =5 - -
3.{3) =g -

Struktura koalic m = {{1, 3}, {2}} neni individuélné racionalni, protoze agent 3 pre-
feruje byt sdm. Je ale smluvné Nash stabilni, protoze agent 1 ho nechce pustit. Je také
Pareto optimélni, protoze aby si agent 1 nepohorsil, musi byt s agentem 3, coz tuto
strukturu koalic urcuje.

Pozorovani 2.4 Modré. Meéjme Hedonickou hru (A, 22) a strukturu koalic w. Pokud 7 je:

1. Nash stabilni, je také smluvne Nash stabilni a individudlné stabilni;
2. Nash stabilni nebo smluvné Nash stabilni nebo individudiné stabilni, je také smluvné
individudlné stabilni.

Diikaz. Kdyz struktura koalic 7 splnuje Nash stabilitu, neexistuje zadny agent, ktery
by si deviaci polepsil, takze neméa smysl hledat agenta, kterému deviaci dovolime jen za
omezenéjsich podminek. Podobné pokud nenajdeme agenta, ktery by si mohl polepsit,
bez pohorseni nékomu ze soucasné (v pripadé smluvni Nash stability), resp. prefero-
vanéjsi koalice, kam by se chtél pfesunout (individudlni stabilita), nemuze existovat
zadny agent, ktery by si polepsil, kdyz nesmi pohorsit ani nikomu z preferovanéjsi,
resp. soucasné koalice. O
Pfiklad 2.14. M¢jme A = {1, 2,3} s nasledujicimi preferencemi:

LAL 3} = {1,2F = {1} = -

2. {1,2} ~y {2} =y - -
3. {3} >4 (1,3} =5 - --



a strukturu koalic # = {{1,2}, {3}}.

Tato struktura koalic je individualné stabilni, a tedy i smluvné individudlné stabilni,
protoze agenti 2 a 3 jsou ve svych nejvice preferovanych koalicich, takze nemaji divod se
presouvat a agent 3 nepfijme agenta 1. Neni ale smluvné Nash stabilni, protoze agent 2
agenta 1 pusti pry¢. Také neni Nash stabilni, protoze agent 1 se chce presunout.
Pozorovani 2.5 Cervené. Méjme Hedonickou hru (A, %) a strukturu koalic w. Pokud m
neni Pareto optimdlni, neni ani strikiné core stabilni.

Drikaz. Necht 7 je struktura koalic, ktera neni Pareto optimalni. Potom existuje jina
struktura koalic 7" # , pro kterou plati, ze kazdy agent a € A striktné preferuje 7’(a)
pred m(a) nebo je mezi nimi lhostejny a aspon jeden agent b € A koalici 7’(b) pred 7(b)
striktné preferuje. Tento agent b si tedy polepsil a nikdo jiny v 7’ (b) si nemohl pohorsit,
takze struktura koalic 7 neni ani striktné core stabilni. O

Nakonec se odkédzeme na vysvétleni zbyvajicich vztahii z obrazku 2.2. V nésledujicich
dvou tvrzenich jsou také ukazané nékteré dalsi vztahy mezi koncepty stability, které
naopak implikovany nejsou.

Turzeni 2.6 Zelené; (Aziz a Brandl [5; Proposition 1, 2, 3]). Méjme Hedonickou hru
(A, %) a strukturu koalic w. Potom:

1. striktni core stabilita implikuje silnou individudini stabilitu, kterd implikuje individu-
dlni stabilitu a zdroven core stabilitu;

2. silnd Nash stabilita implikuje Nash stabilitu o také core stabilitu. Navic pokud struk-
tura koalic je zdroven core stabilni a Nash stabilni, nemusi byt silné Nash stabilni;

3. strikiné silna Nash stabilita implikuje silnou Nash stabilitu, strikini core stabilitu
a Pareto optimalitu. Na druhou stranu silnd Nash stabilita neimplikuje strikini core
stabilitu, ani Pareto optimalitu.

V dukazu také zminuji, ze silna Nash stabilita implikuje silnou individualni stabilitu.
Duvod je podobny tomu u Modrého pozorovani 2.4.
Turzeni 2.7 (Bogomolnaia a Jackson [14; Example 2, 3]). Méjme Hedonickou hru (A, )
a strukturu koalic w. Potom splnéni:

1. core stability neimplikuje Nash stabilitu a splnéni Nash stability neimplikuje core
stabilitu,
2. core stability neimplikuje individudini stabilitu.

Ze splnéni core stability neimplikuje Nash stabilitu a vztah neplati ani naopak, je
vidét i na Prikladech 2.5 a 2.2.

I 2.4 Vypocetnisiozitost

Pri studiu vypocetni slozitosti problému nas zajima, jaké prostiedky pro vyfeSeni da-
ného problému potfebujeme. Zpravidla zkouméame slozitost ¢asovou, pripadné paméto-
vou. K tomu potrebujeme definovat vypocetni model a kédovani vstupu.

Rozlisujeme riizné druhy problémil. Mezi né patii:

m Rozhodovaci. Na dany vstup odpoviddme bud ,ano“, nebo ,ne“. V pripadé Hedo-
nickych her se tedy muzeme napiiklad ptat, zda pro danou Hedonickou hru existuje
core stabilni struktura koalic.

m Konstrukéni. Pokud existuje vystup spliujici dané podminky, najdi ho. V tomto
pripadé bychom tedy na vystupu chtéli core stabilni strukturu koalic.

m Optimaliza¢ni. V mnoziné pripustnych feseni maximalizujeme nebo minimalizujeme
dané kritérium. Naptiklad bychom chtéli minimalizovat pocet koalic.

10



V prikladech na zacatku kapitoly bychom dostali mnozinu agenti s preferencemi
definujici nasi Hedonickou hru, uréili bychom si koncept stability, ktery se nam pro
danou situaci nejvice hodi, a pokusili bychom se najit stabilni strukturu koalic. Samo-
zfejmé bychom nejdrive museli vymyslet, jak toto hledani uskutecnit, a to pokud mozno
efektivneé.

Na Prikladu 2.12 jsme vidéli, ze perfektné stabilni struktura koalic existovat ani
nemusi. Dava tedy smysl se ptat i zda Feseni existuje. Ackoli by nam pro praktické
pouziti byla kladna odpovéd bez oné stabilni struktury koalic spise k ni¢emu (chceme
sestavit tymy, ne jen védét, ze to 1ze), ukazuje se, ze v fadé pripadi neni znadm efektivni
algoritmus ani pro rozhodovaci problémy.

Déle se zamérime na problémy existence a verifikace, které definujeme nasledovné:

Problém: o-EXISTENCE
Instance: Hedonicka hra (A, z), koncept stability «
Otazka: Existuje a-stabilni struktura koalic?

Problém: a-VERIFIKACE
Instance: Hedonicka hra (A, z), koncept stability «, struktura koalic 7
Otazka: Je struktura koalic 7w a-stabilni?

V této praci budeme uvazovat vypocetni model RAM [43]. Obecné Hedonické hry
budeme reprezentovat pomoci individudlné raciondlniho seznamu koalic (IRCL; indivi-
dually rational coalition lists) [10], ktery obsahuje jen ty koalice, jez jsou pro daného
agenta individualné racionélni, tedy pred nimi nepreferuje byt sam. Prostorova slozitost
takové reprezentace je O(2"), kde n € N je pocet agenti.

Dalsi moznosti jsou Hedonické sité koalic (HCN; hedonic coalition nets), reprezen-
tujici preference agenta jako mnozinu pravidel, které formuli vyrokové logiky prirazuji
redlné ¢islo. Vztahy mezi koalicemi jsou dany porovnanim hodnot koalic. K urceni hod-
noty koalice seCteme prirazend ¢isla u téch pravidel, kterd jsou pravdiva pri ohodnoceni
daném touto koalici. Vyhoda HCN je, ze dokazou vyjadrit stejné preference jako IRCL,
ale ve specidlnich pripadech mohou byt az exponencidlné kompaktnéjsi. [26]

Pr1i studiu vypocetni slozitosti se neobejdeme bez definice tiidy problému NP a s ni
spojenych pojmt. Teorii lze krasné vybudovat pomoci Turingovych strojt, ale jelikoz
pro nas neni tak dilezitd, odkdzeme se na knihu autori Arora a Barak [4] (tam viz
téz definice dalsich pojmu z tohoto odstavce, jako jsou SAT, TAUTOLOGIE, doplnék
jazyka). My si definujeme tfidu problému NP jako problémy, které lze v polynomi-
alnim Case prevést na problém splnitelnosti vyrokovych formuli (SAT), tedy existuje
néjaky deterministicky polynomidlni algoritmus, ktery z instance naseho problému vy-
tvori instanci SAT, na niz bude odpovéd ,ano* pravé tehdy, kdyz byla ,,ano“ odpovéd
na puvodni instanci. Tento prevod nazveme redukci. Jedna se o tzv. Karpovu redukci.
Obdobné pomoci redukce na problém TAUTOLOGIE definujeme tfidu coNP, o které
miizeme také Fict, ze se jedna o mnozinu jazyku, jejichz dopliky jsou ve tridé NP.
Definice 2.18 Tridy P, NP, coNP. Tiida P obsahuje takové rozhodovaci problémy, pro které
zndme deterministicky algoritmus pracujici v polynomidlnim case. Trida NP obsahuje
takové rozhodovaci problémy, které lze redukovat na SAT. Tiida coNP obsahuje takové
rozhodovaci problémy, které lze redukovat na problém TAUTOLOGIE.

Definice 2.19 NP-tplny problém. Problém je NP-tézky, pokud na nej lze redukovat
vsechny problémy z tridy NP. Problém je NP-Uplny, pokud je NP-tezky a patri do
tridy NP.

Problém, ktery je coNP-tézky a coNP-uplny, definujeme analogicky. VSechny pro-
blémy patiici do tridy P jsou i ve tiidach NP a coNP. Prevlada nazor (napt. podle
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ankety Gasarcha [31]), ze P # NP, ale nikomu se dosud nepodarilo vztah dokézat, ani
vyvratit. Pokud nerovnost plati, polynomidlni algoritmy pro NP-uplné problémy ani
nemohou existovat. Také se predpokladd, ze NP # coNP.

Kdyz si nebudeme klast vysoké naroky na strukturu koalic v nasich prikladech, mizeme
tict, ze individualné racionalni struktura koalic vzdy existuje a najdeme ji v linearnim
case. Také existuje smluvné individualné stabilni a Pareto optimalni struktura koalic,
takze pro tyto koncepty stability bude odpovéd na problém EXISTENCE trividlné ano,
algoritmy:.

Véta 2.8. Me¢jme Hedonickou hru (A, ). Pro kaZdy z ndsledujicich koncepti existuje
struktura koalic w, kterd je stabilni:

m individudlni racionalita,
m smluvni individudlni stabilita,
m Pareto optimalita.

Diikaz. Za¢néme individudlni racionalitou. Struktura koalic 7 = {{a} | a € A} je
individudlné racionalni trividlné, protoze preference jsou reflexivni. (A nebudeme si
kazit radost tim, Ze pii tvoreni tymu obvykle nechceme, aby kazdy skoncil sam.)

Existenci struktury koalic spliujici smluvni individualni stabilitu dokazal Balles-
ter [10]. Nejprve si vezmeme libovolnou strukturu koalic, ktera vzdy existuje, napriklad
m = {{a} | a € A}. Pokud je smluvné individualné stabilni, médme feseni a skon¢ime. Ji-
nak musf existovat agent a € A, ktery se miiZe presunout, to znamena, ze existuje koalice
S enUld, a ¢ S, kterou a striktné preferuje pred 7(a), a zaroven Vb € S je SU{a} xz;, S
aVben(a), b# ajen(a)\{a} =, m(a). Tohoto agenta a presuneme, tedy vytvorime
novou strukturu koalic 7’ = {S" e 7 | S # w(a) A S" # S} U {n(a) \ {a}} U{S U {a}}.
Timto krokem si prinejmensim agent a polepsi a nikdo dalsi si nepohorsi, protoze se
zména dotkne jen agentt z jeho puvodni a nové koalice, kteri s ni souhlasili (dokonce
si mohli také polepsit). Tento krok provddime, dokud se néjaky agent muze presunout.
Kdyz zadny takovy neni, nasli jsme smluvné individualné stabilni strukturu koalic. Je
jisté, ze se v urcitou chvili zastavime, protoze kazdy agent ma ve svém preferenénim
profilu koneény pocet koalic (konkrétné 2141=1) a v kazdém kroku se nékomu podet
koalic, které by preferoval pred svou soucasnou, snizi a nikomu se nezvysi.

U Pareto optimalni struktury koalic je situace podobna té smluvné individualné
stabilni, ale nehleddme pouze jednoho agenta se sklonem k deviaci, nybrz zkoumame
vsechny dalsi mozné struktury koalic. Opét je jich konecny pocet a kazdou zménou se
snizi.

Pocet vSech moznych stuktur koalic odpovidd poctu moznych rozdéleni mnoziny
o |A| prvcich, ktery popisuje Bellovo éislo By, pro které je zndmd horn{ hranice

B, < (2225)" pron € N. [12] O

V roce 2004 Ballester [10] zanalyzoval slozitost EXISTENCE pro core stability, Nash
stabilitu a individualni stabilitu v pripadé obecnych preferenci reprezentovanych pomoci
IRCL. Elkind a Wooldridge [26] zavedli reprezentaci pomoci HCN a prozkoumali fadu
vypocetnich problému. Peters a Elkind [49] pak identifikovali podminky, pii jejichz
splnéni néjakou reprezentaci Hedonické hry, se problém EXISTENCE stane vypocetné
slozitym. Ukéazali, ze tyto podminky jsou splnény v fadé pripadt, napt. pii reprezentaci
pomoci IRCL nebo HCN, u Hedonickych her s #-preferencemi nebo aditivné separa-
bilnich Hedonickych her. V Tvrzeni 2.9 shrnujeme jejich zavéry tykajici se obecnych
Hedonickych her.
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Turzeni 2.9 Slozitost obecnych Hedonickych her.

m Problémy C-EXISTENCE, NS-EXISTENCE a I[S-EXISTENCE pri reprezentaci pomoci
IRCL jsou NP-iplné. [10; Proposition 1, 2, 3]

m Problém C-VERIFIKACE pri reprezentaci pomoci HCN je coNP-1iplng. [26; Theorem 4]

Problém C-EXISTENCE pri reprezentaci pomoci HCN je NP-tézky. [26; Theorem 5]

m Problémy IR-VERIFIKACE, NS-VERIFIKACE, IS-VERIFIKACE a CIS-VERIFIKACE
pri reprezentaci pomoci HCN jsou polynomidlné resitelné. [26]

m Problémy NS-EXISTENCE a IS-EXISTENCE pri reprezentaci pomoci HCN jsou NP-
-uplné. [26]

m Problém SC-EXISTENCE pri reprezentaci pomoci IRCL délky <9 je NP-upiny. [49]

Problém SNS-EXISTENCE pri reprezentaci pomoci IRCL délky < 9 je NP-tézky. [49]

m Problémy SC-EXISTENCE a SNS-EXISTENCE pri reprezentaci pomoci HCN jsou NP-
-tezké. [49]

I 2.5 Preferencni profily

Jak jsme si ukazali v Sekci 2.4, fada problémil spojenych s obecnymi Hedonickymi
hrami je pamétové i vypocetné slozitd. Jak poukazuji Cechlarova a Hajdukova [16], potiz
nastava jiz pri samotném sestavovani preferenci. Tézko predstavitelné je porovnavat uz
jen 2° = 32 koalic v piipadé pouhych 6 agentii a u tiidy slozené z 30 zaki bychom od
kazdého ditéte potrebovali porovnani pres ptl miliardy moznych koalic.

Existuji vsak i dalsi verze Hedonickych her, které kladou na preferenc¢ni profily strikt-
néjsi pozadavky. V této sekci si predstavime nékteré z nich. Nejprve se v ¢asti 2.5.1 po-
divdme na zndmy problém STABILNiCH SPOLUBYDLICICH, ktery omezuje velikost koalic
na 2. S ohledem na rozdilnou slozitost pii zakazani ¢i povoleni lhostejnosti v problému
STABILNfCH SPOLUBYDLICICH, pak v ¢asti 2.5.2 prozkoumdme, jak u Hedonickych her
ovlivni situaci zakazani lhostejnosti mezi dvéma rtznymi koalicemi. V ¢asti 2.5.3 si
ukazeme anonymni Hedonické hry, kde agentlim zélezi jen na velikosti koalice. Dale
se zamérime na verze Hedonickych her, ve kterych agenti preference mezi koalicemi
urcuji na zakladé preferenci mezi agenty. Sem patri Hedonické hry s AB-preferencemsi
a s W -preferencemi (viz ¢ast 2.5.4) ¢i aditivné separabilni Hedonické hry (viz ¢ast 2.5.5).

Il 2.5.1 Problém Stabilnich Spolubydlicich

V problému STABILNfCH SPOLUBYDLicicH (anglicky Stable Roommates Problem)
mame mnozinu agenti A, které chceme rozdélit do dvojic. Jako preference kazdy
agent uvede seznam ostatnich agentl sefazeny od nejvice preferovaného po nejméné
preferovaného. Cilem je vytvorit stabilni parovani M C (‘3) = {{a,b} | a,b € A}, coz
znamend, ze neexistuje zadna dvojice agentu (blokujici par), kterd v M neni spolu, ale
jeden druhého preferuji pred svym partnerem z M (kdyz zddného partnera nemaji,
automaticky preferuji).

Jedna se o Hedonickou hru, kde kazdy agent urcuje preference jen mezi koalicemi
velikosti 2 a hledame core stabilni feSeni. Je snadné ukazat, ze zadné stabilni parovani
existovat nemusi.

Pfiklad 2.15. M¢jme mnozinu agentu A = {1,2,3} s nésledujicimi preferencemi:
agent 1. nejpreferovanéjsi partner 2. nejpreferovanéjsi partner
1 2 3
2 3 1
3 1 2
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V tomto piipadé neexistuje stabilni parovani. Kdyz M = {{1,2}}, agenti 2 a 3
tvori blokujici par. Kdyz M = {{1,3}}, agenti 1 a 2 tvofi blokujici par. Nakonec kdyz
M = {{2,3}}, agenti 1 a 3 tvori blokujici par.

Pro pfipad, kdy preference jsou striktni (tedy nedovolujeme lhostejnost mezi riznymi
koalicemi), popsal Irving [37] efektivni algoritmus, ktery v éase O(n?), najde stabiln{ pa-
rovani, pokud existuje. Ronn [50] pozdéji dokazal, Ze povolenim lhostejnosti se problém
rozhodnuti o existenci stabilniho reseni stane NP-tuplnym.

Bl 2.5.2 Striktni preference

Vzhledem k tomu, Ze povoleni lhostejnosti zptisobi u problému STABILNfCH SPOLUBYD-
Licica NP-uplnost, nabizi se otédzka, zda vynuceni striktnich preferenci naopak nepo-
miize s efektivnim hledanim stabilniho fesendi.

Ballester [10] ale ukazal, ze problémy C-EXISTENCE, NS-EXISTENCE i IS-EXISTENCE
zustanou NP-tplné.

Na druhou stranu Aziz a kol. [7; Proposition 1] tvrdi, ze v pfipadé striktnich preferenci
mezi koalicemi lze v polynomialnim ¢ase najit Pareto optimalni a individudlné stabilni
strukturu koalic. Pareto optimalni struktury koalic dosdhneme pouzitim mechanismu
sériového diktdtorstvi. PTi ném vzdy najdeme agenta ,,diktatora“, ktery zatim nemé zad-
nou koalici, z jeho preferenci vybereme nejvice preferovanou koalici, jejiz vSichni ¢lenové
zatim v zadné koalici nejsou a tém ji pfiradime. Pti prvni iteraci bude agent pfirazen do
své nejvice preferované koalice a skon¢ime, kdyz budou vsichni agenti v néjaké koalici.
Vznikl4 struktura koalic musi byt Pareto optimalni, protoze diky striktnim preferencim
jsou koalice vybrané diktatory jednoznacné urcené, a v kazdé odlisné strukture koalic
by si tak aspon jeden z diktatord pohorsil.

l 2.5.3 AnonymniHedonické hry

U anonymnich Hedonickych her agentim zdlezi jen na velikosti koalic, nikoli na tom,
jaci agenti jsou Cleny.

Definice 2.20 Anonymni Hedonicka hra. Méjme Hedonickou hru (A, ). Agent a € A
ma anonymni preference, kdyz pro kazdé dvé koalice S, T € A, plati, Ze pokud |S| = |T,
pak S ~, T. Pokud kaZdy agent z mnoziny A md anonymni preference, rekneme, Ze
(A, ) je anonymni Hedonick4 hra.

Preference agentt v anonymnich Hedonickych hrach mtzeme reprezentovat efektiv-
néji nez v obecnych Hedonickych hrach, a to pro kazdého agenta sefazenym seznamem
velikosti od nejpreferovanéjsich po nejméné preferované. K tomu potiebujeme jen po-
lynomidlné velké misto v paméti, konkrétné O(|A|?). Pro tento ucel zavedeme znaceni
preferenci mezi velikostmi.

Definice 2.21 Preference mezi velikostmi. M¢éjme Hedonickou hru (A,2) a agenta
a € A s anonymnimi preferencemi. Preference agenta a mezi velikostmi tvori refie-
zivnd, uplnou a tranzitivnd relaci =5 na [|A|] a pro dvé riuzné velikosti £,m € [|Al]
zapisujeme £ =5 m, pokud agent a strikiné preferuje ¢ pred m, a ¢ ~5 m, pokud je mezi
nimi agent a lhostejny.

Pfiklad 2.16. M¢jme anonymni Hedonickou hru (A4,%), kde A = {a;,a4,a3,a,,a5}
a preference agenti mezi velikostmi jsou urceny nasledovneé:

mapd>g 3>5 2> 1>55
woayd-g 35 2-5, 155
moag:d g 25 1>-5 4>7 3
L
L

a

a5:5 =5 4 =5 2=5 15 3

a3 -5 25 15 4~5 5
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Struktura koalic 7, = {{aq, as, a4 a5}, {as}} neni ani individudlné raciondlni, protoze
agent a, striktné preferuje byt sam.

Struktura koalic my = {{ay, as,a,}, {as,as}} je striktné core stabilni. Agent a, je ve
koalici své nejvice preferované velikosti. Agenti a,,aq, a5 by preferovali velikost 4, ale
neni jich dost. Agent ay by také preferoval velikost 5, ale do té by byl ddle ochoten jit
jen agent as.

Banerjee a kol. [11] ukézali, Ze core stabilni struktura koalic nemusi existovat. Balles-
ter [10] dokézal, Ze problémy C-EXISTENCE, NS-EXISTENCE a IS-EXISTENCE jsou
NP-iplné, at uz povolime lhostejnost, nebo ne.

B 2.5.4 Z%-preference a #/-preference

Koncept #-preferenci a #-preferenci zavedli Cechlarova a Romero-Medina [18]. V obou
pripadech kazdy agent sefadi vsechny agenty (v¢etné sebe samotného) od nejméné ob-
libeného po nejoblibenéjsiho. U AB-preferenci pak v porovnani dvou koalic vyhravé ta,
ve které ma agent lepsiho kamarada, u #-preferenci naopak ta, ve které je ten nejméné
oblibeny ¢len o néco vice oblibeny nez u druhé koalice.

Cechlarovd a Romero-Medina [18] preference popisuji pomoci sefazeni ostatnich
agentu od nejvice preferovanych po nejméné. Toho muzeme dosahnout, i kdyz kazdy
agent ostatnim priradi néjakou ¢iselnou hodnotu a seradi je podle ni. V definici vyuzi-
jeme praveé ciselnych ohodnoceni, které nasledné pouzijeme i u aditivné separabilnich
Hedonickych her.

Definice 2.22 Ohodnoceni agentii. Necht A je mnozina agenti. Ohodnocenim agent
agentem a € A rozumime funkci v,: A — R.

Definice 2.23 Hedonicka hra s #-preferencemi. Necht A je mnozina agenti a méjme
agenta a € A s ohodnocenim agenti v,. Preference agenta a jsou AB-preference, pokud
plati:

1. Agent a striktné preferuje koalici S € A, pred koalici T € A
pokud:

as 2apsano S =g, T,
m max,.gv,(b) > max,.rv,(b), nebo
m max,.gv,(b) = max,.rv,(b) a zdroven |S| < |T.

2. Agent a je lhostejny mezi koalicemi S a T, zapsino S ~ g , T, kdyZ |S| = |T| a zdrover
MaXye gV, (b) = maxy v, (D).

Kdyz maji vsichni agenti z A PB-preference, mluvime o Hedonické hie s %B-
-preferencemi, kterou zapisujeme jako (A, %), kde B = (Z 5. 4)aca-

Vsimnéme si porovnani velikosti koalic v pripadé rovnosti nejpreferovanéjsich agentti
z obou koalic. Kdybychom tuto podminku nezavedli struktura koalic slozend z tzv.
grand koalice, coz je mnozina vSech agentii, by vzdy byla perfektné stabilni.

U #-preferenci je toto porovnani zbytecné, ale naopak musime vyclenit pripad, kdy

je agent v koalici sam, protoze jinak ho chceme z hledani minima vynechat, aby nebyl
lhostejny mezi vSemi koalicemi, kde je sdm tim nejnizsim ohodnocenim. Jsou to totiz
pravé ty priklady, kdy koalice preferuje pred bytim sam, které chceme umét odlisit.
Kdyz koalice obsahuje dalstho agenta s niz$im ohodnocenim, nez které ma agent sam
pro sebe, striktné preferuje byt sam, takze struktura koalic obsahujici takovou koalici
neni ani individualné racionalni.
Definice 2.24 Hedonicka hra s /-preferencemi. Necht A je mnoZina agenti a méjme
agenta a € A s ohodnocenim agenti v,. Pro agenta a a koalici S € A, definujeme
hodnotu #,(S) jako W,(S) = v,(a), pokud S = {a}, a #,(S) = minycg (4} v, () jinak.
Agent a md W -preference, pokud plati:
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1. Agent a striktné preferuje koalici S € A, pred koalici T € A,, zapsdino S =, T,
pokud W, (S) > W, (T).
2. Agent a je lhostejny mezi koalicemi S a T, zapsdno S~ , T, kdyz W, (S) = W, (T).

a

Kdyz maji vsichni agenti z A W-preference, mluvime o Hedonické hie s #-
-preferencemi, kterou zapisujeme jako (A, %), kde W = (Zy.0)aca-
Pfiklad 2.17. Mé&jme mnozinu agentu A = {1,2,3,4,5}, s ohodnocenimi agentu podle
Tabulky 2.1 (i-ty fadek popisuje ohodnoceni agentii agentem 7).

1 2 3 4 )
1 0 10 10 -2 -9
2 10 0 -1 -1 -1
3 10 -1 0 -5 -5
4 -2 -1 -5 0 100
) -5 -1 -5 100 0

Tabulka 2.1. Ohodnoceni agenti.

V Hedonické hie s %B-preferencemi (A, %) struktura koalic m = {{1,2,3},{4,5}}
neni core stabilni a struktura koalic m, = {{1,2},{3},{4,5}} je core stabilni, ale neni
striktné core stabilni.

Agenti 4 a 5 jsou ve své unikatni nejvice preferované koalici, protoze ostatni dvoj-
¢lenné koalice maji horstho nejlépe ohodnoceného agenta, takze nebudou soucéasti zadné
blokujici koalice. V pripadé struktury koalic 7; diky porovnavani velikosti koalic agent 1
striktné preferuje koalice {1,2} a {1,3} a agenti 2, resp. 3, striktné preferuji koalice
{1,2}, resp. {1, 3}, které tedy jsou silné blokujicimi koalicemi. V pfipadé struktury ko-
alic m, je agent 1 lhostejny mezi svou koalici a {1, 3}, kterou agent 3 striktné preferuje,
takze tvori slabé blokujici koalici, tudiz 7, neni striktné core stabilni. Silné blokujici
koalice neexistuje, protoze jediny, kdo si mtiize polepsit, je agent 3, takze m, je core
stabilni.

V Hedonické hte s #-preferencemi (A, #) struktura koalic 7; neni individualné racio-
nalni (tedy ani core stabilni), protoze agenti 2 i 3 striktné preferuji byt sami, a struktura
koalic 7, je core stabilni, ale neni striktné core stabilni, protoze agent 3 by se chtél spojit
s agentem 1, ktery je v pripadé striktni core stability ochotny blokujici koalici vytvorit,
jinak jsou ostatni agenti ve své nejvice preferované koalici.

Cechlarova a Romero-Medina [18] dokézali, ze v pfipadé Z-preferenci, které jsou na-
vic striktni, vzdy existuje striktné core stabilni struktura koalic a predstavili algoritmus
na jeji nalezeni. Z toho plyne téz existence core stabilni struktury. Také ukazali, ze He-
donické hry s #~preferencemi se podobaji problému STABILNfCH SPOLUBYDLIcicH a Ir-
vingiiv algoritmus lze pouzit na nalezeni striktné core stabilni struktury koalic. Cechla-
rova a Hajdukova [17] Irvingtv algoritmus upravily pro hledani core stabilni struktury
koalic, opét za podminky #-preferenci, kdyz jsou striktni. P¥i povoleni lhostejnosti do-
kézaly, Ze je problém C-EXISTENCE NP-uplny. Aziz a kol. [7] dokdzali, Ze v Hedonické
hie s #-preferencemi lze strukturu koalic, kterd je Pareto optimalni a zaroven indivi-
duélné racionélni, vypocitat v polynomidlnim ¢ase. Cechlarovd a Hajdukova [16] déle
dokazaly, ze problémy C-EXISTENCE a SC-EXISTENCE, kdyz %-preference nemusi byt
striktni, jsou NP-iplné.
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Bl 2.5.5 Aditivné separabilni Hedonické hry

Aditivné separabilnimi Hedonickymi hrami se zabyvali jiz Bogomolnaia a Jackson [14],
kdyz dokazali, ze pri dodatecném vyzadovani symetrie vzdy existuje individualné sta-
bilni a Nash stabilni struktura koalic. Banerjee a kol. [11] naopak uvedli ptiklad, kdy
v zadané hfe neexistuje core stabilni struktura koalic.

Zatimco u %-, resp. #-preferenci zkoumame maximélni, resp. minimalni ohodnoceni
v koalici, u aditivné separabilnich Hedonickych her ohodnoceni agenta v koalici s¢itame.
Dalsi moznosti by bylo ohodnoceni pramérovat, coz je pripad tzv. Fractional Hedonic
games (FHG), které ale popisovat nebudeme a odkdzeme se na Aziz a kol. [6].
Definice 2.25 Aditivné separabilni Hedonicka hra —- ASHG. Necht A je mnoZina agenti
a méjme agenta a € A s ohodnocenim agenti v,. Preference agenta a jsou aditivnée
separabilni, pokud plati: agent a preferuje koalici S € A, pred koalici T € A,, zapsino
S Zya T, pokud 32, v,(b) =32, 1 v,(b).

Kdyz maji vsichni agenti z A aditivné separabilni preference, mluvime o aditivné
separabilni Hedonické hie, kterou zapisujeme (A,X), kde ¥ = (Zx 4)aca-

a’

Pokud navic pro kazdou dvojici agenti a,b € A plati v,(b) = vy(a), Tikame, Ze
preferencni profil je symetricky.

Snadno si vSimneme, Ze pokud zadné ohodnoceni agenti neni zdporné, grand koalice

bude u kazdého agenta patfit k nejpreferovanéjsim, takze je perfektné (a tudiz i core
a striktné core) stabilni.
Pfiklad 2.18. M¢éjme mnozinu agenttu A, strukturu koalic m; = {{1,2,3},{4,5}} a ohod-
noceni agentt jako v Prikladu 2.17. Struktura koalic 7, je v rdmci aditivné separabilni
Hedonické hry (A, Y) striktné core stabilni. Pokud by agenti 4 nebo 5 byli v koalici
s nékym dalsim, soucet ohodnoceni by se snizil, takze jsou ve své unikatni nejvice pre-
ferované koalici. Agenti 2 a 3 by kazdy preferovali byt sami v koalici s agentem 1,
kterému by se ale soucet ohodnoceni snizil, takZe s nimi do blokujici koalice neptijde.

Aditivné separabilni Hedonické hry jsou v literatuie Casto zminované, zabyvali se
jimi jiz vySe zminéni Bogomolnaia a Jackson [14] a Banerjee a kol. [11] v ¢lancich, které
jsou spolu s Dréze a Greenberg [24] povazovany za pocatky Hedonickych her. Sung
a Dimitrov [53] dokézali, Ze problém C-VERIFIKACE je coNP-tplny. Olsen [46] dokazal,
ze problém NS-EXISTENCE (kdyZz chceme netrividlni feseni, tedy ne grand koalici) je
NP-tplny, kdyZ preference jsou symetrické a nezdporné. Sung a Dimitrov [54] déle
dokazali, ze problémy C-EXISTENCE a SC-EXISTENCE jsou NP-tézké a problémy NS-
-EXISTENCE a [S-EXISTENCE jsou NP-tiplné.

Pozdéji podrobnou studii vypocetni slozitosti u ASHG ve svém ¢lanku predstavili
Aziz, Brandt a Seedig [8]. Dokézali, ze problémy C-EXISTENCE a SC-EXISTENCE jsou
NP-tézké, i kdyz jsou preference symetrické, a problém SC-VERIFIKACE je coNP-iplny.
Navrhli polynomidlni algoritmus pro nalezeni smluvné individualné stabilni struktury
koalic. Vypozorovali, ze NS-VERIFIKACE, [S-VERIFIKACE a CIS-VERIFIKACE patii do
tridy P a tutéz vlastnost ukézali i pro problémy PERFECT-VERIFIKACE a PERFECT-
-EXISTENCE. Déle dokéazali, Zze PO-VERIFIKACE je coNP-uplné, i kdyz jsou preference
symetrické a striktni nebo kdyz je struktura koalic grand koalici. Vénovali se i dal-
$fm problémim tykajicich se konceptu stability, které jsme ani nezmirnovali, a proto je
vynechame.

Woeginger [55] dokdzal, Ze problém C-EXISTENCE je Xb-tuplny. X% je tif{da slozitosti,
kterda obsahuje vsSechny problémy ze tfid NP a coNP a predpoklada se, ze i néjaké

vvvvv

problém z NP.
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B 2.5.6 Dalsi moznosti omezeni preferenénich profilt

Kromé uvedenych pripadu existuji i dalsi moznosti omezeni preferencénich profila, které
podrobnéji popisovat nebudeme. Jako priklad jsme jiz uvedli FHG. Déale mtizeme vy-

zadovat splnéni vlastnosti jako top-coalition, mutuality, single-peakedness [11], friends
appreciation, enemies aversion [21]...

a ruzné koncepty kombinovat.

Nakonec si shrneme uvedené poznatky ze slozitosti problému existence v Tabulce 2.2.
Soustfedime se na koncepty core stability a striktni core stability, protoze na ty se
zaméiime v dalSich kapitoldch. Problém SC-EXISTENCE v Hedonickych hréach s #-

-preferencemi nechaly Cechldrova a Hajdukova [17] otevieny. V roce 2015 Peters a El-

kind [49] v tabulce se svymi a dfivéjsimi vysledky pro tento problém zadny vysledek
také neuvedli a ani nam se nepodarilo dohledat, ze by problém nékdo vyresil. Slozitost

ostatnich vynechanych problému se nam také pres veskerou snahu nepovedlo najit.

Verze HG Poznamky C SC
IRCL NP-c [10; Prop. 1] NP-h[49]
Obecné IRCL, striktni pref. NP-c [10; Prop. 4]
HCN NP-h [26; Th. 5] NP-h[49]
) NP-c [10; Prop. 7]
Anonymni
striktni pref. NP-c [10; Prop. 7]
NP-c [16; Th. 5] NP-c [16; Th. 4]
PB-pref.
striktni pref. triv. [16] triv. [18; Th. 1]
NP-c [17; Th. 25]
H-pref.
striktni pref. P [17; Sec. 4] P [18; Th. 6]
SPc [55; Th. 2.2] | NP-h [54; Th. 1]
ASHG
sym. pref. NP-h [8; Th. 2] NP-h [8; Th. 2]

Tabulka 2.2. Porovnani slozitosti problému EXISTENCE vybranych konceptu stability

a verzi Hedonickych her. Zkratky: pref. — preference, sym. — symetrické, NP-c — NP-tplny

problém, ¥8-¢ — ¥8-uplny problém, NP-h — NP-tézky problém, P — problém je ve tridé P,
triv. — trividln{ (vzdy existuje), Th. — Theorem, Prop. — Proposition, Sec. — Section.
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Kapitola 3
Nahrazovani agenti

Prejdéme nyni k problému, kdy se nam zméni mnozina agenti, jehoz slozitosti se na-
déle budeme zabyvat. Predstavme si, Ze jsme vedouci skautského oddilu s funkénim
druzinovym systémem, tedy ¢lenové jsou rozdéleni do mensich skupinek, ve kterych se
velmi dobre znaji, kamaradi se a tvori sehrany tym. Prisel ale konec skolniho roku a po
tabore ¢ast ¢lent prestoupi do oddilu starsich skautt, Cap se stéhuje do jiného mésta
a Sokol s Vlastovkou daji pred skautingem prednost svému oblibenému sportu. Misto
nich pfijmeme novacky. Tim se jisté zméni zabéhnuté druziny. Nechceme vsak, aby
se celé rozdéleni do druzin prestavélo a abychom museli vSechno budovat od zacatku.
V kazdé druziné by mélo zistat jadro z dosavadnich ¢lent, kteri zachovaji druzinovou
identitu a snadnéji pomiiZzou s rozbéhem.

V jiném pripadé ziskala firma prostredky na prestavbu svych kancelari, ale jen ¢asti.
7 organizacnich divodua bylo rozhodnuto, ze nékolik oddéleni zlistane beze zmény tak,
jak bylo, ostatni se mohou pireménit libovolné, tedy sloucit, rozdélit, prohodit cast
zameéstnancu, prijmout dalsi zaméstnance apod.

7 hlediska Hedonickych her vychdzime z néjaké struktury koalic a snazime se ji
pretvorit v jinou, kterd obsahuje jinou mnozinu agentl, ale té ptvodni se néjakym
zpusobem podobé. Tuto miru zmény si musime také definovat. Z tvodu této kapitoly
plyne par moznosti, dalsi priklady miizeme snadno doplnit:

m V kazdé koalici z ptvodni struktury koalic musi byt zlstat ¢ast clent.

m Nékolik koalic musi zustat beze zmény.

m Koalice v nové strukture koalic musi mit stejné velikosti jako v té ptvodni.

m Do kazdé koalice miize byt prifazen nejvyse jeden novacek.

m Kazdy agent, ktery zlstava, musi mit ve své nové koalici aspon 2 agenty, se kterymi
byl v koalici v puvodni strukture koalic.

S vybérem nasi miry chvili pockame a nejprve si zadefinujeme upravenou verzi He-

donickych her, kde agenty rozdélime na ty ptvodni a na novacky.
Definice 3.1 Hedonicka hra s novymi agenty. V¢jme mnoZinu starych agentu A, ne-
prdazdnou mnoZinu novych agenti N, AN N = 0, a preferencni profil >~ definujici pro
kazdého agenta a € AU N reflexivni, dplnou a tranzitivni relaci =, na (AU N),.
Hedonicka hra s novymi agenty je uspordadand trojice (A, N, 22).

V puvodni strukture koalic se mohli vyskytovat i dalsi agenti nezahrnovani do mno-

ziny starych agentii, ktefi pro nas svym odchodem ztratili vyznam kromé faktu, ze ve
své koalici potencialné uvolnili misto nékomu dalsimu. Abychom tuto informaci zacho-
vali, zavedeme si v koalicich volna mista.
Definice 3.2 Koalice s volnymi misty. M/ ¢jme mnoZinu agenti A a ¢islo k € Ny. Koalice
s k volnymi misty je mnozina S© = S U{0y,04,...,0,}, kde S C A, O, ¢ A pro
vSechna i € [k]. Koalice s volnymi misty je koalice s k > 1 volngmi misty. Prvky O, se
v ramci jedné struktury koalic mohou opakovat. Pro zduraznéni, Ze ve strukture koalic
je néjakd koalice s volngmi misty, budeme takovou strukturu koalic znacit m©.
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I 3.1 Hedonické hry s fixnimi velikostmi koalic

Déle se budeme zabyvat pripady, kdy koalice maji pevné dané velikosti. Mtize se jednat
o situace, kdy rozrazujeme zaméstnance do kancelaii s pevné danym poctem pracov-
nich mist, taborniky do rizné velkych stant nebo do skupinek na programy, s riznymi
kapacitami tcastniki. Posledni priklad se blizi problému zvanému GROUP ACTIVITY
SELECTION PROBLEM (vybér skupinovych aktivit), ve kterém si agenti kromé samot-
nych koalic vybiraji jesté aktivitu, které se chté&ji vénovat [20]. V naSem piipadé ale
muzeme predpokladat, Ze tcastnici nevédi, jakym aktivitdm se budou vénovat, a voli si
tedy skupinku jen podle toho, jak preferuji jednotlivé koalice.

Jiz jsme zminili, Ze problém STABILNfCH SPOLUBYDLICiCH je specidlnim p¥ipadem
Hedonickych her, kdy vsechny koalice maji velikost 2. Kdyz agenty rozdélime do dvou
skupin a hleddme parovani mezi nimi (v zaddné dvojici nesmi oba patfit do stejné sku-
piny), dostaneme problém STABILNICH MANZELSTV{ zavedeny roku 1962 [30]. Nepre-
kvapivé byly také uvazovény jiné velikosti. Alkan [3] protiptikladem ukézal, ze kdyz
jsou agenti podobné jako v problému STABILNfCH MANZELSTVI rozdéleni do 3 skupin
(napf. Zeny, muzi a déti), stabilni struktura koalic nemusi existovat. V takové situaci
mluvime o trojdimenziondlnim péarovani. Boros a kol. [15] se zabyvali pripadem, kdy
skupin je s a dokézali, ze kdyz je pocet Clenti v kazdé skupiné roven nejvyse s a prefe-
rence jsou cyklické, tedy napt. muzi hodnoti koalice jen podle zen, Zeny jen podle déti,
déti jen podle psii a psi jen podle muzi, vzdy existuje stabilni feseni. Obdobné existuje
trojdimenziondlni problém STABILNfCH SPOLUBYDLIiciCH s koalicemi velikosti 3. Ng
a Hirschberg [45] ukdzali, ze problém rozhodnuti o existenci stabilniho Feseni trojdi-
menziondlnich STABILNICH SPOLUBYDLICICH i STABILNfCH MANZELSTV{ je NP-tplny.

Cseh a kol. [19] se zabyvali slozitosti problémiu PO-EXISTENCE, PO-VERIFIKACE
a hleddnim Pareto optimalni struktury koalic, kdyz jsou velikosti koalic fixni. Uvazovali
mimo jiné pripady, kdy preference jsou striktni, #-preference nebo podle nejlepsiho
agenta (ale od Z-preferenci se lisi tim, ze diky fixnim velikostem koalic jsou lhostejni
mezi koalicemi se stejnym nejlepsim agentem) a kdy velikosti koalic jsou nejvyse 3. PO-
-VERIFIKACE je coNP-tuplna ve vSech jimi zkoumanych ptipadech. Kdyz agenti mohou
prohlasit jiné za neakceptovatelné, je PO-EXISTENCE NP-tuplna. Také ukazali, ze apli-
kaci sériového diktatorstvi Ize ve tfech pripadech dospét k Pareto optimalni struktufre
koalic.

Bilo a kol. [13] se zabyvali ASHG se symetrickymi preferencemi. Resili pripad swap
stability, ktera vyzaduje, aby zadna dvojice agenti neziskala, kdyz se prohodi. Podle
toho, jak se definuje zisk, rozpoznavaji t¥i druhy swap stability a dokazali, ze swap
stabilni struktura koalic vzdy existuje. Argumentovali, Ze koncepty stability, ve kterych
se velikost koalic méni (Nash stabilita) nebo vznikaji nové koalice (core stabilita), nejsou
pouzitelné, protoze v jejich prikladu aplikace neni mozno velikosti koalic zménit.

My se takto omezovat nebudeme a i si uvedeme priklad, ktery nas k tomu opravnuje.
Na tabore maji vSechny stany danou kapacitu, a kdyby kontrola z hygienické stanice
zjistila, ze néjaké déti nemaji dostatek osobniho prostoru, nebyla by spokojena. Détem
samotnym tento fakt viibec nevadi, a kdyz budou chtit, klidné se do omezeného prostoru
namackaji (zkuSenosti fikaji, Ze i kdyz se to nezdd, vejdou se). Proti sobé tedy stoji
pozadované velikosti koalic a mozné blokujici koalice jinych velikosti, zabyvat se core
stabilitou proto dava smysl.

Definice 3.3 Struktura koalic s fixnimi velikostmi koalic. Méjme Hedonickou hru (A, )
a soubor velikosti koalic L = (£, ...,¢,), kde 2?71 l; =|A| an € N. Struktura koalic

rn —

s velikostmi L je struktura koalic m = {S,,...,S,,}, kde pro kazdé i € [n] plati |S;| = ¢;.
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Véta3.1. Mé¢jme Hedonickou hru (A, 25) reprezentovanou pomoci IRCL a soubor velikosti
koalic L = (£4,...,4,), kde Z?zl l; =|A| an € N. Problém rozhodnuti o existenci core
stabilni struktury koalic s velikostmi L je NP-iplny.

Diikaz. Jedna se o zobecnéni problému STABILNfCH SPOLUBYDLICICH S LHOSTEJ-
NOSTI (preference nemusi byt striktn{), o kterém vime, ze je NP-tiplny. Mnozina agentt
zustava stejnd. Soubor velikosti koalic obsahuje %‘—krét velikost 2. Preference agenta
a € A mezi koalicemi tvori nejprve dvojclené koalice, mezi kterymi jsou vztahy podle
toho, jak a ohodnotil ostatni agenty, ty striktné preferuje pred vlastni koalici {a}, kterou
striktné preferuje pred zbyvajicimi koalicemi (mezi nimi mohou byt vztahy libovolné).

Pokud M je stabilni{ parovéni pro instanci problému STABILNiCH SPOLUBYDLIciCcH
S LHOSTEJNOSTI, tak také urcuje core stabiln{ strukturu koalic. Kazdy agent je totiz
v dvojc¢lenné koalici, které jsou v preferencich prvni, takze blokovat by mohla jen jina
dvojclennd koalice, ktera by ale tvorila par blokujici M.

Pokud je 7 core stabilni struktura koalic instance Hedonické hry s fixnimi velikostmi,
tak jsou vsichni agenti v dvojclenné koalici, ktera urcuje parovani a jelikoz neexistuje
zadné blokujici koalice, neexistuje ani zadny blokujici par.

Problém je v NP, protoze kdyz dostaneme core stabilni strukturu koalic, v polyno-
mialnim case zjistime, zda méa spravné velikosti a stejnym zplsobem jako u obecné
Hedonické hry pozname, zda nevznikne blokujici koalice. O

I 3.2 Doplnéni novymi agenty

My se zamérime na situace, kdy se pouze snazime obsadit prazdna mista novymi agenty.
Jinak se puvodni koalice neméni.

Definice 3.4 Doplnéni novych agentii. M éjme koalici S© s k volngmi misty a mnoZinu
agenti X, kde | X| = k. Doplnénim agenttt X do koalice S© rozumime vytvoreni koalice
S =(S°\{01,04,..-,0,}) UX.

Definice 3.5 DoplInéna struktura koalic. M¢jme Hedonickou hru s novymi agenty
(A,N,z) a strukturu koalic 7© = {ST,S9,...,59}, kde Sy je koalice s k; volngmi
misty pro i € [p] a plati Zf:o k; = |N|. Doplnéna struktura koalic 7’ je struktura koalic
vytvorend doplnénim agentii N, C N do kaZdé koalice SP pro i € [p|, pricem? plati, Ze
N; N N; =0 pro vsechna i # j, j € [p].

V obecném pripadé se v preferencich jednotlivych agentti mohou ruzné st¥idat koalice,
ve kterych jsou ostatni agenti jen stari, nebo jen novi, nebo jsou tyto dvé skupiny rizneé
namichané.

I v bézném zivoté se ale miize stat, ze dobie zabéhnuty kolektiv zadné novacky
prijimat nechce, a tak vSichni agenti preferuji koalice slozené jen ze starych agentu.
Novi agenti, kteri by do takové skupiny prisli, si mohou také fict, ze jednoho clovéka
prijmou snaze nez vice lidi a i v jejich preferencich budou na prvnim misté koalice
slozené ze starych agentu (a jich samotnych). Podobné si lze predstavit situaci, kdy po
delsi dobé stravené se stejnymi lidmi jejich obliba klesne natolik, ze kazdy da prednost
neznamym tvarim ze skupiny novych agentti. Tyto dva pripady popisuji nasledujici
definice.
Definice 3.6 Preferovani mnoZiny agentii. VM¢éjme Hedonickou hru s novymi agenty
(A, N, z) a mnozinu agenti X C AUN. Pokud pro kazdého agenta a € AUN a libovolné
koalice S,T € (AUN), takové, Ze S C{a}UX aT € {a} UX, plati S >, T, rekneme,
Ze agenti z mnoziny X jsou preferovani.

Pokud X = A, turdime, Ze staii agenti jsou preferovani.

Pokud X = N, turdime, Ze novi agenti jsou preferovani.
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Lemma 3.2. M¢éjme Hedonickou hru s novymi agenty (A, N, ). Pokud jsou preferovani
stari agenti, pak v Zadné individudIné raciondlni strukture koalic nemize existovat koalice
obsahujici zdroven starého agenta a € A a nového agenta n € N.

Dukaz. Predpokladejme, ze existuje struktura koalic m, ve které je koalice obsahujici
zaroven starého a nového agenta. Bud S € 7 tato koalice obsahujici zaroven starého
agenta a € A a nového agenta n € N. Protoze jsou preferovani stari agenti a n € S,
tedy S € A, musi ale platit {a} >, S, tudiz struktura koalic 7 neni core stabilni. [
Diisledek 3.3. M¢jme Hedonickou hru s novgmi agenty (A, N, >2) a strukturu koalic 7©.
Pokud jsou preferovani stari agenti a néjakd koalice S°© € w° wvelikosti > 2 md k > 1
volngjch mist, pak neezistuje individudlné raciondlni (tedy ani core stabilni) doplnénd
struktura koalic.

V pripadé preferovani novych agentii plati podobné tvrzeni, protoze kazdy novy agent
preferuje byt sam pred libovolnou koalici obsahujici néjakého starého agenta.
Pozorovani 3.4. Méjme Hedonickou hru s novymi agenty (A, N,>) a strukturu koa-
lic w©. Pokud jsou preferovani novi agenti a néjakd koalice S© € w© obsahujici aspori
jednoho starého agenta md k > 1 volnych mist, pak neexistuje individudiné raciondlni
(tedy ani core stabilni) doplnénd struktura koalic.

Situaci ndm v pripadé preferovani novych agentti komplikuje fakt, Ze novi agenti

se nechtéji pridavat ke starym. MiiZzeme si ale fici, Ze ndm na nazoru novych agentil
nezalezi, protoze se jedna o novacky, kteri se musi podridit ostatnim.
Definice 3.7 Zanedbani preferenci mnoziny agentii. M éjme Hedonickou hru s novymi
agenty (A, N, ) a mnozinu agenti X C (AUN). Pokud pro kaZdého agenta a € X a li-
bovolné dvé koalice S,T € (AUN), plati S ~, T, tekneme, Ze zanedbavame preference
agenti z mnoziny X.

Pokud X = N, turdime, Ze zanedbavame preference novych agentu.

Pokud X = A, turdime, Ze zanedbdvame preference starych agenta.

Pripad, kdy nebereme ohled na nazor starych agenti mize vypadat nerealisticky,
ale muze se jednat naptiklad o rozdélovani déti do druzin s danymi rddci. Radci zpra-
vidla patii ke starsim détem, jsou zkusenéjsi a maji vadcovské schopnosti, takze pri
jejich vybéru vedouci nemusi mit jiné moznosti. Kdyz navic kazdy radce ma moznost
vést schiizky jen v jeden urceny cas, nemuze se rozhodnout prestoupit do jiné druziny
a nezohlednovani jeho preferenci pak ani neni zasahem zlych vedoucich.

Lemma 3.5. Méjme Hedonickou hru s novymi agenty (A, N, 22). Pokud jsou preferovani
novi agenti a zanedbdvdme preference novijch agenti, pak v Zddné strikiné core stabilni
strukture koalic nemuze existovat koalice obsahujici alespori dva rizné staré agenty.

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje striktné core stabilni struktura koalic 7, ve které
je koalice obsahujici alespon dva rizné staré agenty. Bud S € 7 takova koalice, tedy
spliujici a,b € (SN A), a # b, a bud n € N novy agent. Pak {n,a} >, S, protoze
jsou preferovani novi agenti, a {n,a} ~,, m(n), protoze zanedbaviame preference novych
agentl, takze struktura koalic 7 neni striktné core stabilni. O
Diisledek 3.6. M¢jme Hedonickou hru s novgmi agenty (A, N, %) a strukturu koalic 7©.
Pokud jsou preferovani novi agenti, zanedbdvdime preference novych agenti a néjakd
koalice S© € ©© obsahuje aspon dva staré agenty, pak neexistuje strikiné core stabilni
doplnénd struktura koalic.

7 téchto pozorovani a dusledkii nam plynou jednoduché algoritmy na rozhodnuti,
ze pri preferovani novych nebo starych agenti nemuze existovat core stabilni doplnéna
struktura koalic. Pokud vsak algoritmus neodpovi, ze core stabilni doplnénd struktura
koalic neexistuje, stdle nemame zaruceno, ze existovat bude. Zjistit v obecném pripadé,
zda core stabilni doplnéna struktura koalic existuje je tézké.
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Véta 3.7. Méjme Hedonickou hru s movymi agenty (A, N,>) a strukturu koalic 7©.
Problém rozhodnuti o existenci core stabilni dopinéné struktury koalic je NP-uplny.

Diikaz. Budeme redukovat z problému core stabilni struktury koalic s velikostmi L, viz
Véta 3.1, coz je jen specialni pripad doplnovani, ve kterém nejsou ve strukture koalic
s prazdnymi misty zadni staii agenti. Mé&jme tedy Hedonickou hru (A, ) a soubor
velikosti koalic L = (¢,45,...,¢,), kde Z:L:l ¢, = |A] an € N. Tato mnozina agentu A
se stane novymi agenty, které budeme dopliiovat do 7°. Kazdé koalice SP € 7° se
sklada z ¢; volnych mist a neobsahuje zadného starého agenta. Novou instanci je tedy
Hedonicka hra s novymi agenty (0, A, ») a struktura koalic 7©. Jde jen o prepsani zadani
tak, aby vyhovovalo definici problému doplnovani, takze pokud existuje core stabilni
struktura koalic s velikostmi L, bude piimo urcovat i core stabilni doplnénou strukturu
koalic a naopak core stabilni doplnéna struktura koalic da core stabilni strukturu koalic
s velikostmi L.

O strukture koalic zjistime v polynomidlnim ¢ase, zda vznikla doplnénim do 7© a core
stabilitu také ovéfime v polynomidlnim case, takze problém je v NP. O

l 3.2.1 AnonymniHedonické hry

Zamérme se nyni na anonymni Hedonické hry. Definice pro verzi s novymi agenty je jen
drobnou obménou v Definici 2.20.
Definice 3.8 Anonymni Hedonicka hra s novymi agenty. M é¢jme Hedonickou hru s no-
vymi agenty (A, N, ). Pokud kazdy agent z mnoziny AU N md anonymni preference,
rekneme, Ze (A, N, ) je anonymni Hedonickd hra s novymi agenty.

Ukazme si nyni na piikladu, co doplnéni znamena.
Pfiklad 3.1. M¢jme anonymni Hedonickou hru z Piikladu 2.16, tedy mnozinu agenti
{a,a9,0a3,a,,a5}, jejichz preference mezi velikostmi jsou urceny nasledovné:

mapd>g 3-5 2> 1>55
moayd =g 35 25 155

moag:d g 25 1>5 4> 3

mag3-g 2-5 15 4~ 5

moagd-g 45 25 153

Nyni ale agenti a, a a5 odesli a misto nich chceme na jimi vytvorend volnd mista doplnit
agenty m, a n,, jejichz preference jsou:

mng3-p, 4-5 2> 175

= 10 -, 4 mh, 3 h, 205, 1

Tim méame urcenou anonymni Hedonickou hru s novymi agenty (A, N, ), kde
A ={ay,a9,a3} a N ={n;,ny}.

Struktura koalic m; = {{a;,a4,a4a5},{as}} nebyla kvili agentovi a, ani indivi-
dudlné racionalni. Odchodem agentt vsak vznikla struktura koalic s volnymi misty
7© = {{ay, ay, 01,05}, {as}}, do které miuzeme doplnit nové agenty a vznikne striktné
core stabilni ™ = {{a;,ay,ny ny},{as}}.

Oproti tomu struktura koalic my = {{a;, ay,a,},{as, a5}} byla striktné core stabilni.
Vznikla struktura koalic s volnymi misty 7© = {{a,, ay, O}, {as, O1 }}. Oba novi agenti
striktné preferuji velikost 3 pred velikosti 2, takze kdyz do koalice {a,, ay, O, } doplnime
libovolného z nich, spolu s agenty a; a a, bude ten druhy tvorit slabé blokujici koalici
a zadna doplnénd struktura koalic nemtze byt striktné core stabilni. Struktura koalic
{{ay,a9,n,},{as,ny}} je asponl core stabilni.

Pro nalezeni striktné core stabilni doplnéné struktury si popiseme algoritmus Dopl-
nAnonSC. Kazdého nového agenta musime prifadit na néjaké volné misto a pro tento
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ucel si vytvorime graf, ve kterém potom zkusime najit perfektni parovani. Hranu mezi
nového agenta a volné misto ddme jen tehdy, pokud by agent v koalici odpovidajici
velikosti nemél moznost vytvorit blokujici koalici. Navic si spocitame, jestli se mezi
novymi a starymi agenty nenajde dost agenti na vytvoreni blokujici koalice velikosti,
ktera se ve struktufe koalic nevyskytuje. U starych agentl jesté zkontrolujeme, zda
neblokuji z toho divodu, ze néjakou existujici velikost koalice preferuji pred velikosti
své prirazené koalice.

Algoritmus 3.2.1 ukazuje pseudokdd. Nejprve inicializujeme pouzivané struktury. Pak
zjistime, kde mohou blokovat staii agenti. Poté zjistime, kde mohou blokovat novi
agenti, a zapamatujeme si, na kterd volna mista je muzeme priradit. Nasledné zkon-
trolujeme, jestli vznikla blokujici koalice, a pokud ne, najdeme parovani mezi novymi
agenty a volnymi misty.

Véta 3.8. M¢jme anonymni Hedonickou hru s novymi agenty (A, N,2) a strukturu
koalic w© s celkem | N | volngmi misty. Algoritmus DoplnAnonSC najde doplnénou strikiné
core stabilni strukturu koalic 7, pokud existuje.

Drikaz. Checeme dokazat, ze Algoritmus 3.2.1 vrati doplnénou strukturu koalic, ktera
je striktné core stabilni, kdyz to lze, a Ze pokud ji nevrati, tak skutecné nemize existovat.

Rozdélme si velikosti koalic v preferencich kazdého agenta a € AU N do tfi mnozin.
Mnozina X{ obsahuje takové velikosti koalic, které agent a striktné preferuje pred veli-
kostmi, které se vyskytuji ve vstupni struktufe koalic 7°. Mnozina X§ obsahuje takovou
velikost ¢’ koalice v 7©, kterou agent a nejvice preferuje, a viechny dalsi velikosti m,
mezi kterymi je agent lhostejny. Mnozina X§ obsahuje zbyvajici velikosti, tedy takové,
pred kterymi agent a striktné preferuje velikost ¢’. Formélné:

m Velikost koalice £ € {|S©| | S© € #n°} je libovolnd takova, Ze pro vSechny dalsi

e {|S°|| S© € 7°} plati ¢ 5 ¢.

m Mnozina X§ :={¢| ¢ -5 ('}
m Mnozina X§ :={¢ | ( ~5 ('}
m Mnozina X§ := {¢ | ¢’ > (}.

Nyni si dokdzeme pomocnd tvrzeni, ze kterych dukaz korektnosti vyplyne.

Nejprve si vSimneme, ze jelikoz vsechny mnoziny X{ obsahuji jen takové velikosti ko-
alic, které se ve struktufe koalic 7© nevyskytuji, a doplnénim novych agentti se velikosti
koalic nezméni, nemiize zadny agent a patrit do koalice velikosti ¢/ € X¥.

Pozorovani 3.9. Zddnj agent a € AUN nemiize v doplnéné strukture koalic m patrit do
koalice velikosti £ € X{.

Lemma 3.10. Zddny novy agent n € N nemiiZe byt ve striktné core stabilni doplnéné
strukture koalic m doplnén do koalice velikosti £ € X3 .

Diikaz. Piedpokladejme, ze agent n € N byl v m doplnén do koalice velikosti £ € X7,
pritom 7 je striktné core stabilni. Z definice mnoziny X7 ale vime, Ze agent n pred ¢
striktné preferuje néjakou jinou velikost £/, kterd se ve struktufe koalic m vyskytuje.
Kdyz si nyni vezmeme koalici S € 7 velikosti ¢’, tak libovolnych ¢ — 1 agenti z S
spolu s agentem n tvori blokujici koalici, protoze n ji striktné preferuje a ostatni jsou
lhostejni, coz je spor. O

U starych agenti je situace podobna, ale protoze jim v tomto problému jsou koalice
pevné prirazeny, striktné core stabilni doplnéna struktura koalic by vibec existovat
nemohla.

Pozorovani 3.11. Pokud néjaky stary agent a patri v ©° do koalice velikosti £ € X§,
pak striktné core stabilni doplnénd struktura koalic m neexistuje.

Disledek 3.12. Pokud je doplnénd struktura koalic m strikiné core stabilni, pak kazdy
agent a € AU N patri do koalice velikosti £ € X§.
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Algoritmus DoplnAnonSC
Vstup:
Anonymni Hedonicka hra s novymi agenty (A, N,x).
Struktura koalic 7° s celkem |N| volnymi misty.
Vystup:
Striktné core stabilni doplnénd struktura koalic 7, pokud existuje.

Pro kaZdou velikost ¢ € [|A| + |N|]:
muzeBlokovat[{] < 0
volne[f] < polet volnych mist v koalicich velikosti ¢ v 7
V« {vf|i€e{l,...,volnell]1}}
E«+0
Pro kazdého agenta a € A:
Pro kaZzdou velikost ¢ v preferencich agenta a od nejpreferovanéjsi
Pokud v 7° neexistuje koalice velikosti /:
muzeBlokovat [£]1++.
Jinak:
Pro m < / a v3echna nasledujici m takova, Ze ¢ ~5 m:
muzeBlokovat [m] ++
Pokud o nepat¥i do Zadné koalice velikosti m,m ~) (:

o

Striktné core stabilni doplnénd struktura koalic neexistuje.

Pokrac€uj s dalsSim agentem.
Pro kazdého agenta n € N:
Pro kaZzdou velikost ¢ v preferencich agenta n od nejpreferovanéjsi:
Pokud v 7° neexistuje koalice velikosti /:
muzeBlokovat [{]++.
Jinak:
Pro m < / a v3echna nasledujici m takova, ze ¢~ m:
muzeBlokovat [m]++
Pro kazdé i € {1,...,volnelm]} p¥idej hranu {n,v]"} do E.
Pokrac€uj s dalsSim agentem.
Pro kaZdou velikost ¢ € [|A| + |N|]:
Pokud muzeBlokovat [{]1 >{
a né&jaky agent ¢ striktné preferuje pfed svjmi moZnostmi:
Striktné core stabilni doplnénd struktura koalic neexistuje.
Vytvof bipartitni graf G = (NUV,E).
Najdi parovani M v G.
Pokud |M| < |N|:
Striktné core stabilni doplnénd struktura koalic neexistuje.
Jinak doplii nové agenty do koalic v 7° podle M.

Algoritmus 3.2.1. DoplnAnonSC.

Diikaz. Plyne z Pozorovani 3.9, 3.11 a Lemmatu 3.10.

O

Na tadku 13 Algoritmu 3.2.1 kontrolujeme, Ze kazdy stary agent a € A patii do

koalice velikosti ¢ € X¢. Radky 17-24 zarucuji, Ze se vSechny nové agenty n € N
snazime priradit jen do néjaké koalice velikosti ¢ € X7 a z Dusledku 3.12 plyne, ze jsme
tim neprisli o zadné core stabilni reseni.

Déle si ukdzeme, ze algoritmus spravné rozpozna, zda nemiize existovat blokujici
koalice né&jaké velikosti, kterd se nevyskytuje v 7©. Pokud by existovala blokujici ko-
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alice velikosti £, kterd se v 7© nevyskytuje, museli bychom napoéitat aspor ¢ agenti,

ktefi by byli ochotni se stat jeji soucdsti, a aspon jeden z nich by musel ¢ striktné
preferovat pred velikosti své koalice. V zavedeném znaceni to znamend, ze aspon pro
jednoho agenta a € AU N plati £ € X{ a pro dalsich asponl £/ — 1 agentti b € AU N je
¢ € Xb U X3. Pfedpokladame, Ze vSichni agenti patii do koalice, jejiz velikost je v odpo-
vidajici mnoziné X§, protoze kdyby tomu nebylo, jiz vime, ze néjaka blokujici koalice
bude existovat.

Lemma 3.13. M¢éjme anonymni Hedonickou hru s novgmi agenty (A, N, 2) a strukturu
koalic © s celkem |N| volnygmi misty. Ddle méjme doplnénou strukturu koalic ™ a necht
kazdy agent a € AUN patri v 7 do koalice velikosti £ € X§. Doplnénd struktura koalic w
je striktné core stabilni prdvé tehdy, kdyz pro Zddnou velikost koalice £ € [|A] + |N]]|
neplati zdroven L= |{a |0 € X{,a€ AUN} >1aLlL+|{a|leX$,ac AUN} > /.

Dukaz. Ukazme nejprve, ze pokud je 7 striktné core stabilni, pak pro zadnou ve-
likost koalice ¢ € [|A| 4+ |N|] neplati zaroven L := [{a | { € X{,a € AUN}| > 1
aL+|{a|leXSac AUN} > 4.

Pro spor predpokladejme, ze doplnénd struktura koalic 7 je striktné core stabilni,
a pritom £ je takova velikost koalice, ze L == [{a | { € X{,a € AUN}| > 1 a ziroven
L+{a|le Xy ae AUN} > ¢ Bud atakovy agent, ze £ € X{. V m nemtize existovat
koalice velikosti ¢, protoze jinak by ¢ nepatrila do X{. To znamen4, Ze agent a velikost ¢
striktné preferuje pred velikosti své koalice 7(a) a dalsich aspori £ — 1 agentt je alespor
lhostejnych, takze spoleéné tvori blokujici koalici a 7 neni striktné core stabilni.

Nyni dokdzeme obracenou implikaci. Predpokladejme, ze struktura koalic m neni
striktné core stabilni, tfebaze pro zddnou velikost koalice ¢ € [|A| 4 |N|] neplati zaroven
L:=|{a|leX{,ac AUN}|>1lal+|{a|leXf,ac AUN}| > /.

Jelikoz 7 neni striktné core stabilni, existuje néjaka blokujici koalice S. V S musi byt
néjaky agent a € AU N, ktery S striktné preferuje pred m(a). Jelikoz |7(a)| € X§, musi
platit |S| € X¢. Navic pro viechny agenty b € S je S 1, 7(b), takze |S| € X2 U X8.

Ozna¢me nyni ¢ := |S|. Musi platit [{a | ¢ € X¢,a € S}| > 1, jelikoz tato mnozZina
obsahuje alespoii agenta a. Mnoziny X? a X3 jsou navic pro kazdého agenta b disjunktni,
takze [{b| £ € X0, be S+ |{b| £ € X5,b € S} = ¢, coz je ale spor. O

Na tadcich 25-28 kontrolujeme pravé to, jestli se nékde nemuze vytvorit blokujici
koalice pro velikost koalice nevyskytujici se v 7°. Podminka na fddku 13 zarucuje, Ze
kazdy stary agent a patii do X§. Pokud i kazdy novy agent n v 7 patii do X7, je
struktura koalic 7 striktné core stabilni.

Pro doplnéni novych agenti na volna mista vyuzijeme parovani, protoze kazdé volné
misto musi byt obsazeno novym agentem a kazdy novy agent musi byt doplnén na
volné misto. Hrany jsou v grafu G = (NU X, E) tvofeny mezi agentem n € N a volnymi
misty z koalic velikosti ¢ € X7, takze pokud nenajdeme perfektni parovani, néjaky novy
agent n by musel byt doplnén do koalice velikosti ¢ € X7, coz by podle Lemmatu 3.10
znamenalo, ze 7 neni striktné core stabilni. Jinak ndm perfektni parovani urcuje, na
jaka volnd mista nové agenty doplnit. (konec dukazu Véty 3.8) O
Véta 3.14. Algoritmus DoplnAnonSC md casovou sloZitost O(|AJ? + |[N|?°).

Dikaz. Ozna¢me k := |A| 4+ |N|. Pro inicializaci pouzivanych struktur potfebujeme
projit strukturu koalic 7© na zjisténi poctu volnych mist a vytvoreni vrcholi grafu
odpovidajicich volnym mistim, coz mizeme zvladnout v ¢ase O(k).

U starych agentti nasledné prochazime v nejhorsim piipadé celé jejich preference,
ale u kazdé stravime jen konstantni cas, protoze jakmile narazime na velikost koalice
existujici v 7©, pokracujeme v ¢teni dalsich preferenci, dokud je agent lhostejny, pak
zkontrolujeme, zZe jsme narazili na velikost koalice, kam agent patti, a prejdeme na
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dalsitho agenta. U novych agenti je situace podobnd, ale musime také pridat hrany
mezi agenty a volnymi misty. Hranu k urc¢itému volnému mistu pfidame pro kazdého
agenta nejvyse jednou, takze dostavame slozitost O(k+|N|) = O(k). Celkem tedy praci
s preferencemi agenti stravime cas O(k?).

Kontrola vzniku blokujicich koalic zabere ¢as ©(k).

Pro nalezeni parovani v grafu G mizeme pouzit Hopcroft-Karpuv algoritmus pracu-
jici v ¢ase O((m + n)y/n), kde m je pocet hran a n pocet vrcholu. [34] Pro nas graf G
plati n = 2-|N| a m < |N|?, takZe dostaneme O((|N|?>+2-|N|)-/2 - |[N]) = O(|N|?5).

SloZitost celého algoritmu je O(2-k +k?+|N|?5) = O(k*+|N|?°) = O(|A|? +|N|*9),
kde posledn{ rovnost plati, protoze O((|A]| + |N|)?) = O(|A]?> + [N |?). O

Algoritmus vyzaduje prostor velikosti O(|A|* + |N|?). Preference na vstupu zaberou
O(]A]2 4+ |N|?). Pro pomocna pole a proménné potiebujeme O(|A| + |N|). Graf repre-
zentujeme pomoci seznamu sousedil, ktery bude velky nejvyse O(|N|?). Pro hledani
parovani budeme déle potfebovat jen O(|N|).

Zjednoduseni algoritmu muzeme pouzit i pro nalezeni individualné racionalni dopl-
néné struktury koalic. U starych agentii jen zkontrolujeme, ze pred velikosti své koalice
nepreferuji velikost 1. Novym agenttim pridame hrany k takovym misttm, kterd odpo-
vidaji koalicim velikosti, které jsou pred velikosti 1 preferované (nebo jsou mezi nimi
lhostejni). Tim zaridime, Ze zadny z agentt neméd sklon k deviaci, a opét pomoci pa-
rovani zkusime najit doplnénou strukturu koalic. Na rozdil od striktni core stability
nemusime vibec zkoumat blokujici koalice, ¢imz usetfime Cas i prostor.

U core stability je situace v porovnéani se striktni core stabilitou slozitéjsi, protoze
jak lze vidét na Prikladu 3.1, agenti nemusi blokovat, ani kdyz patii do koalice velikosti
z mnoziny X§. Core stabilité se proto budeme vénovat v celé nasledujici kapitole.
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Kapitola 4
Core stabilni dopinéni

V této kapitole se pokusime vytesit hledani core stabilni doplnéné struktury v anonym-
nich Hedonickych hrach s novymi agenty. Nejprve si v Sekci 4.1 ukdzeme algoritmus
hledajici feseni hrubou silou. Pak si v Sekci 4.3 predvedeme nékolik zptisobt prevedeni
naseho problému na toky v sitich, které si pro tento ucel v Sekci 4.2 zadefinujeme.
V Sekci 4.4 pak porovname nase transformace se specidlnimi ptipady tokt v sitich.
Nakonec v Sekci 4.5 zminime pokusy o dokazani NP-tézkosti.

B 4.1 Hiedanihruboussilou

Nejprve si popiseme hrubou silou pracujici algoritmus DoplnAnonCNaiv, ktery se re-
kurzivné pokousi agenty prifadit na volné misto v koalici pro né nejlepsi velikosti, pii
neuspéchu potom druhé nejlepsi, tieti nejlepsi. .. Kdyz se agent dostane v preferencich
tak daleko, zZe uz jisté s diive doplnénymi agenty bude blokovat, musi se zménit doplnéni
nékterého z predchozich agenttl, tedy backtrackovat. Pseudokdd viz Algoritmus 4.1.1.

Algoritmus DoplnAnonCNaiv
Vstup:
Anonymni Hedonicka hra s novymi agenty (A, N,x).
Struktura koalic 7©
Vystup:
Core stabilni doplnénd struktura koalic 7, pokud existuje.

s celkem |N| volnymi misty.

Pro kazdou velikost £ € [|[A| + |N|]:
volne[l] < poéet volnjch mist v koalicich velikosti £ v «©
blokuje[{] < polet staryjch agentd, kte¥i mohou blokovat
Zkontroluj, Ze stari agenti netvori blokujici koalici.

Urci novym agentim poradi.

Zavolej DoplnAgental(n,, wvolne, blokuje)

DoplnAgental(agent n,;, pole volne, pole blokuje)
Pro velikost koalice ¢ v preferencich agenta a; od nejpreferovandjsi:
Pokud volne[{]1> 0:
volne[4]--
Pokud 7, je posledni nebo DoplnAgental(n,, ,, volne, blokuje) :
Agent ¢ je v koalici velikosti /.
Vrat true
blokuje [£]++
Pokud blokujel[¢]> ¢:
Vrat false
Vrat false

Algoritmus 4.1.1. DoplnAnonCNaiv.
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Véta 4.1. Méjme anonymni Hedonickou hru s novymi agenty (A, N,2) a strukturu
koalic ©© s celkem |N| volngymi misty. Algoritmus DoplnAnonCNaiv najde doplnénou
core stabilni strukturu koalic 7, pokud existuje.

Diikaz. Starym agentiim jsou koalice pfedem urcené a z toho vyplyva, v jakych mo-
hou blokovat. Pro kazdou velikost koalice ¢, kterou stary agent a € A striktné preferuje
pred velikosti své koalice |7°(a)| zvysime pocet agenti, kteff by blokovali v koalici veli-
kosti £ o 1. Na radku 4 Algoritmu 4.1.1 porovnanim poctu blokujicich agentt a velikosti
zjistime, zda m& cenu pokracovat.

Novym agentim urc¢ime néjaké potadi a na prvniho zavoldme rekurzivni funkci Dopl-
nAgental. Pokud vrati true, kazdy agent byl pfitazen na néjaké unikatni volné misto,
protoze pritazenim vzdy snizime jejich pocet, a nevznikla blokujici koalice, protoze pri
kazdém posunu v preferencich zvysime pocet blokujicich agentii u dané velikosti koalice
a pak zkontrolujeme, ze nedosdhla potrebného poc¢tu na vznik blokujici koalice. Pokud
funkce vrati false, tak v kazdé vyzkousené moznosti vznikla blokujici koalice. Kdyz
vrati false u ¢-tého agenta, znamena to, ze bud tento agent dospél ve svych preferen-
cich do situace, kdy spolu s dfive pritazenymi agenty tvori blokujici koalici, takze neméa
cenu zkouset pro ného dalsi moznosti a je nutné zménit prirazeni predchozich agenti,
nebo pro ného byly vyzkouseny vSechny moznosti a pokazdé ¢+ 1-ni agent vratil false
(z jednoho z téchto duvodu), takze je opét tieba backtrackovat. O

Algoritmus tedy oc¢ividné funguje a je snadno popsatelny, ale potiz je v jeho casové
slozitosti. Kazdou moznost doplnéni vyzkousi nejvyse jednou, jenze to nam dava cas
O(|N|IV). V nékterych piipadech jisté dojde jiz difve ke zjisténi, ze Cast jiz dosaze-
nych agentl tvoii blokujici koalici, takze se nevyzkousi vSechna moznéa doplnéni agentii
zbyvajicich. Je to vsak zarucené za kazdé situace? Existuje lepsi odhad ¢asové slozitosti?

Co se tyka prostorové slozitosti, na vstupu ocekavame preferencni profily velikosti
O(]A]? + |N|?). Rekurzivni volani se dostane do hloubky nejvyse O(|N|) a potiebuje
dveé pole velikosti O(| A|4|N|) spolu s nékolika proménnymi konstantni velikosti. Celkem
si tedy vystac¢ime s prostorem O(|A|? + |N|?).

I 4.2 Toky v sitich

Dalsi pokusy o nalezeni algoritmu pro hledani core stabilni doplnéné struktury koalic
v anonymni Hedonické hte s novymi agenty vedly pres toky v sitich, které si v této sekci
zadefinujeme. Nejprve si ale popiseme, k ¢emu toky v sitich mohou slouzit.

Toky v sitich ndm umoznuji modelovat fadu situaci z bézného zZivota. Potrubi rozvadi
vodu nebo ropu, kabely elektfinu pro spotrebice ¢i data v pocitacové siti. Pro prepravu
zbozi se muze vyuzit zelezni¢éni a dalniéni sité. Ve vSech pripadech komodity proudi
z mista na misto, téchto mist je celd fada a jen néktera jsou spojena piimo. Spojeni tvori
pravé trubky, kabely, zZeleznice a dalnice a zpravidla maji omezenou kapacitu. Mista
jsou mésta, domécnosti, pocitace, tovarny nebo obchody. V siti se nemusi pohybovat
jen jeden druh komodity, miiZe jit i o rizné druhy zbozi, které se ale pohybuji stejnymi
prostiedky, takze dohromady musi spliiovat pozadavky na maximalni kapacitu.

Vsechny tyto akce se odehravaji na jakychsi cestach mezi body, které miuzeme prevést
do grafové reprezentace pomoci orientovanych hran a vrcholi. Kazdé hrané priradime
néjakou kapacitu, kterou tok nesmi prevysit, a cenu, kterou zaplatime za transport jedné
jednotky komodity. U vrcholti ur¢ime ¢islem, zda komoditu do sité dodévaji (¢islo bude
kladné), nebo ji naopak odebiraji (¢islo bude zdporné), a rozdil mnozstvi komodit, které
z vrcholu odtece a které do vrcholu pritece, se této hodnoté musi rovnat.
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Jednou ze zékladnich otazek pak je, jak tyto pozadavky vrcholi uspokojit za mini-
maélni cenu, pokud to vibec lze. Tim se zabyvame pti hleddni toku v siti s minimdini
cenou. Muzeme také pozadavky vsech vrchola az na dva specialni nazyvané zdroj a stok
nastavit na nulu a zkoumat, jaky nejvétsi tok muze téct ze zdroje do stoku. V takovém
pripadé se jedna o hledédni mazimdlniho toku v siti. S maximélnimi toky se seznamime
v Casti 4.2.1, tokiim s minimalni cenou se vénuje ¢ast 4.2.2.

Toky v sitich lze vyuzit k Teseni zdénlivé nesouvisejicich problémi. Jen v oblasti
grafti nAm mohou pomoci k nalezeni parovani v bipartitnich grafech nebo zjisténi po-
¢tu hranové ¢i vrcholové disjunktnich cest mezi dvéma vrcholy [51]. Ahuja, Magnanti
a Orlin [2] uvadi jako mozné aplikace mimo jiné planovani tkold pro paralelni stroje,
urc¢ovani podobnosti sekvenci DNA a zjisténi minimalniho ¢asu nutného k dokonceni
projektu.

Nyni prejdeme k formélni definici. Predpokladame znalost zakladnich pojmi z teorie
grafu, v pripadé nutnosti viz Mares a Valla [43; Kap. 5].

Definice 4.1 Tok v siti. Siti nazveme usporddanou trojici (G,c,u), kde G = (V,E) je
orientovany graf, c: E — R je funkce pritazujici hrandm jejich ceny a u: E — R} je
funkce prirazujici hrandm jejich kapacity.

Funkce b: V. — R prirazuje vrcholim jejich pozadavky na doddvku nebo odbér komo-
dity.

Tok v siti je funkce f: E — R} spliugjici:

m Pro kazdou hranu e € E plati 0 < f(e) < u(e).
m Kirchhoffuv zakon: Pro kazZdy vrchol v € V plati

> flz) - Z fy,v) = b(v).
Y,v

(v,x)eE (

Tok v siti (dale také jen tok) je tedy libovolnd funkce, kterd spliuje pozadavky na
kapacity a Kirchhoffuv zdkon, ale v problémech zabyvajicich se toky hledame toky,
které jsou pro nas néjakym zptisobem specidlni.

B 4.2.1 Maximalni tok

Nyni se podrobnéji zamérime na hleddni maximéalniho toku. Dva vybrané vrcholy jsou
pro nas zvlasté dilezité. Jednomu rikame zdroj a je to jediny vrchol v celé siti, kterému
dovolujeme mit kladné pozadavky. Sif tedy zdsobuje komoditou, kterou pak dopravu-
jeme do druhého specialniho vrcholu nazyvaného stok. Cestou se nesmi nic ztratit, takze
pozadavky zbylych vrchold se rovnaji nule a do stoku ma dorazit stejné mnozstvi ko-
modity, jako ze zdroje bylo vypraveno. Toto mnozstvi se snazime maximalizovat. Ceny
nas v zakladni varianté nezajimaji.

Definice 4.2 Velikost toku. M¢jme sit (G, c,u), kde G = (V, E), zdroj z € V a stoks € V
a pozadavky takové, Ze pro vsechny vrcholy v € V \ {z, s} plati b(v) =0 a b(z) = —b(s).
Velikost toku je rovna b(z).

Problém: MAXIMALNI TOK
Instance: Sit (G,c,u), kde G = (V, E), zdroj z € V, stok s € V'
Otazka: Najdi maximalni tok ze zdroje z do stoku s.

Tento problém mé smysl, protoze maximélni tok vzdy existuje. [29] Algoritmu na
jeho hledani je znamo vice. Podrobnéji si popiseme Forduv-Fulkersontiv algoritmus.
Myslenka je jednoduché. Zac¢indme v situaci, kdy vSemi hranami tece nulovy tok. Tento
tok zarucené existuje. Dokud to jde, pak nalézame zlepsujici cesty, kterymi posilame
nenulovy tok, az snad dospéjeme k maximalnimu toku.
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Definice 4.3 Rez. M¢jme sit (G, c,u), kde G = (V,E), zdroj z € V a stok s € V. Rezem
nazveme mnozinu hran R C E takovou, Ze v siti (G', ¢, u) neexistuje Zidnd orientovand
cesta ze zdroje do stoku, kde G" = (V, E\ R). Kapacita fezu je u(R) = - _, u(e).
Turzeni 4.2 Hlavni véta o tocich; (Ford a Fulkerson [28; Theorem 1]. Méjme sit (G, c,u),
kde G = (V,E), zdroj z € V, stok s € V a pozadavky, pro které plati, Ze pro vsechna
v eV \{zs} jebv) =0 ab(z) =—b(s). Velikost maximdlniho toku se rovnd kapacité
minimdlniho rezu:

Pexve) = gl
Definice 4.4 Zlepsujici cesta. M ¢jme sit (G, c,u), kde G = (V, E), zdrojz € V, stoks € V
a poZadavky, pro které plati, Ze pro vsechna v € V \ {z,s} je b(v) =0 a b(z) = —b(s).
Cesta v siti je posloupnost (vg,€1,01,€q, ..y Vp_1,€msUpm), kde vy, ... v, € V jsou
navzdjem rizné a pro kazdé i € [m| je e; = (v;_q,v;) nebo e; = (v;,v,_1). Cesta v siti
je nasycend, pokud pro néjakou hranu e; = (v,_q,v;) je f(e;) = u(e;) nebo pro néjakou
protismérnou hranu e; = (v;,v;_;) je f(e;) = 0. Cesta v siti, kterd neni nasycend, je
zlepsujici (zkrdcené ji rikame zlepsujici cesta). Tok, ve kterém je kazdd cesta ze zdroje
do stoku nasycend, nazveme nasyceny.

Diky Hlavni vété o tocich (Tvrzeni 4.2) nalezenim maximalniho toku objevime i fez
s minimalni kapacitou. Diikaz nebudeme uvadét cely, ale popiseme si hlavni myslenky;,
protoze z néj vyplyva algoritmus pro nalezeni maximalniho toku.

Intuitivné nam pripadé, ze tok nemize byt vétsi nez kapacita minimélniho fezu, pro-
toze jim protlacime jen tak velky tok, jaka je kapacita Tezu, a tento ez nam uplné
oddéluje zdroj od stoku, takze jinudy tok ze zdroje do stoku nedostaneme. Kdyz na-
jdeme tok, jehoz velikost se kapacité néjakého fezu bude rovnat, znamené to, ze takovy
tok je maximalni.

Tvrdime, zZe tok je maximalni pravé tehdy, kdyz je nasyceny. Kdyby maximalni tok
nebyl nasyceny, najdeme totiz zlepsujici cestu, kterou dokazeme protlacit jesté néjaky
kladny tok tak velky, abychom v posmérnych hranach jeho prictenim nepresahli kapa-
citu a v protismérnych jeho odectenim nesli do zadpornych hodnot. Pro nasyceny tok
najdeme fez rozdélujici sit na vrcholy, do kterych existuje zlepsujici cesta ze zdroje, a na
zbylé vrcholy. Tok na hranach tohoto rezu je bud nulovy nebo roven kapacité hrany
a dohromady déavé kapacitu fezu, takze tok je maximalni. [51]

Forduv-Fulkersoniiv algoritmus dospéje k maximalnimu toku, kdyz jsou kapacity
hran celociselné. Racionalni hodnoty lze prendsobit nejmensim spole¢nym nasobkem,
takze i takovou situaci vyresi. Problém nastava u iracionalnich kapacit hran. Ford a Ful-
kerson [29] sami ukazali, Ze pro iracionalni kapacity algoritmus nemusi skon¢it. Mnohem
jednodussi priklady o 6 vrcholech a 9, nebo 8 hranich predstavil Zwick [56]. V redl-
nych situacich ale také dosahujeme jen omezené presnosti, takze se s timto omezenim
dokazeme smifit.

Forduv-Fulkersoniiv algoritmus nespecifikuje zptisob hledani zlepsujici cesty a to
miuze vést k velmi pomalému vypoctu. V jednoduché siti mize vzdy nalezena zlep-
sujici cesta prinést zvyseni toku o jen 1, tfebaze tok mize byt az néjaké velmi velké K.
Vylepseni pfindsi Edmonds-Karpuv algoritmus [25] z roku 1972, ktery zlepsujici cestu
hled4 pomoci BFS a docili tim ¢asové slozitosti O(nm?) (n je pocet vrcholt, m podet
hran).

O dva roky diive publikoval v Sovétském svazu Dinitz [23] algoritmus pracujici v ¢ase
O(n?m), ktery také vyuziva BFS, ale navic tvoii specialni datovou strukturu zvanou
layered network (vrstvend sit nebo sit hladin podle hladin z béhu BFS), ktera v dané
fazi algoritmu obsahuje sjednoceni vsech nejkratsich zlepsujicich cest ze zdroje do stoku
a nemd zadné slepé konce (vrcholy mimo zdroj s nulovym vstupnim stupném nebo
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vrcholy mimo stok s nulovym vystupnim stupném). V této struktufe se opakované
hledaji cesty ze zdroje do stoku (hleddni ale probihd v opa¢ném sméru, od stoku)
a pokazdé dojde k odstranéni nasycenych hran a slepych konct. Kdyz zddnéa cesta
nezbyde, prejde se do dalsi faze. Kdyz v této fazi strukturu nedokazeme vytvorit, nasli
jsme maximalni tok.

Na Zapadé se stal znAmy pod tpravou Evena [27], kterd se 1isi napf. odstranovanim
slepych konctu az pfi hledani zlepsSujicich cest, které probihd pouzitim DFS. [22]

Goldberg a Tarjan [32] piedvedli algoritmus pracujici v ¢ase O(nmlog(n?/m)).
Ve svém clanku také vytvorili prehlednou tabulku ¢asové slozitosti dalsich algoritmu
pro hleddni maximalntho toku. King a kol. [40] navrhli algoritmus, ktery méa caso-
vou slozitost O(nm) pro n > m!™ & > 0. Algoritmus Orlina m4 ¢asovou slozitost
O(nm + m3/1610g?n), a kdyz je m = O(n'9/15-¢), dostaneme tim ¢as O(nm), takize
maximélni tok lze najit v ¢ase O(nm). [48]

Pokud chceme mit zdroju a stokt vice, stac¢i nam definovat novy zdroj, ze kterého po-
vedeme hrany s neomezenou kapacitou do puvodnich zdroju (kapacitu sta¢i mit aspon
tak velkou, jako je soucet kapacit hran vychédzejicich z daného ptivodniho zdroje). Z pi-
vodnich stokti bychom obdobné vedli hrany s neomezenou kapacitou do nového stoku.

B 4.2.2 Toks minimailni cenou

Dalsim ze zakladnich problému je tok s minimalni cenou. Na rozdil od maximalniho
toku mame presné stanoveny pozadavky vsech vrcholi, ale hledame takovy tok, za ktery
zaplatime nejméné. Cena miize byt dana napiiklad vzdéalenosti mezi mésty, které musi
automobil ujet, aby dopravil komoditu.
Definice 4.5 Cena toku. M¢éjme sit (G, c,u), kde G = (V, E) a tok f. Cena toku Cy je
soucet cen toku na vsech hrandch, tedy

Cr= Z c(u,v) - fu,v).

(u,v)eE

Problém: TOK S MINIMALN{ CENOU
Instance: Sit (G, c,u), kde G = (V, E), pozadavky b
Otazka: Najdi tok, jehoz cena je minimélni.

Podobné jako maximéalni toky jsou i toky s minimélni cenou velmi zkoumané a exis-
tuje fada algoritmi na jejich nalezeni. Ahuja a kol. [2] uvadi pét zdkladnich algoritmu
pro nalezeni toku s miniméalni cenou.

m Cycle-cancelling zlepsuje tok iterativnhé pomoci cykli se zapornou cenou toku.
Zacind néjakym tokem, ktery spliuje pozadavky, a konci, kdyz zadny zlepsujici cyklus
se zapornou cenou neni.

m Successive shortest path zvysuje pseudotok poslanim toku z néjakého zdroje do
néjakého stoku nejkratsi cestou, az dospéje k toku. Pseudotok nemusi splnovat Kirch-
hoffiv zakon. Nejkratsi cesta zde nezavisi jen na po¢tu hran, nybrz zohledruje i cenu.

m Primal-dual postupné vylepsuje pseudotok po nékolika nejkratsich cestach soucasné,
ty najde pomoci maximalniho toku.

m Qut-of-kilter ve svém béhu splnuje Kirchhoffiv zdkon, ale dovoluje velikost toku
na hrané mimo vymezeny interval a k miniméalni cené se postupné priblizuje. Také se
postupné blizi ke splnéni omezeni kladenych na velikost toku na hrané. V jednotlivych
iteracich tok vylepsuje po nalezené nejkratsi cesté.

m Relaxation uvolnuje podminky kladené Kirchhoffovym zdkonem. Algoritmus si udr-
zuje vektor potencidli vrcholi a pseudotok, které spolecné spliuji uvolnéné pod-
minky, a tyto prvky postupné upravuje, az dospéje k Teseni.
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Pro nalezeni néjakého toku, ktery musi spliovat omezeni dana kapacitami hran a po-
zadavky vrcholi, pouzijeme néjaky algoritmus na nalezeni maximalniho toku v upravené
siti, kam priddme nové vrcholy zdroj a stok a povedeme hranu s kapacitou b(i) ze zdroje
do vrcholu 4, kdyz b(i) > 0, a pro vrcholy j s b(j) < 0 naopak povedeme hranu z nich
do stoku s kapacitou b(j). [2; Application 6.1]

Rychlejsi algoritmus s ¢asovou slozitosti O(nm(loglog U) log(nC)), kde n je pocet vi-
cholti, m pocet hran, U maximalni kapacita hran a C' je maximélni cena hran, predstavili
Ahuja a kol. [1] Orlin [47] predvedl algoritmus pracujici v ¢ase O(mlogn(m + nlogn)).

I 4.3 Prevod problému na toky

V této sekci si ukazeme zplisoby feseni problému hledani core stabilni doplnéné struk-
tury v anonymni Hedonické hie s novymi agenty pomoci toki. Na zacatku projdeme
preference kazdého starého agenta a zjistime, jaké velikosti koalic preferuji pred svou
prirazenou a u téch zvysime pocet agentl, kteii by blokovali, o 1. U novych agent pro-
vedeme tutéz akci, ale zastavime se uz u prvni velikosti koalice, ktera se ve strukture
koalic vyskytuje a méa aspon jedno volné misto. Kdyz zkontrolujeme, ze zadna blokujici
koalice zatim nevznikla, prejdeme k transformaci na toky.

Vychazime z myslenky, ze kazdy novy agent si koalice s volnymi misty muze seradit
od nejpreferovanéjsich po nejméné preferované. Kdyz se nedostane do zadné z nejvice
preferovanych, musi do néjaké z druhych a viem velikostem, které jsme tim pieskocili!,
zvysime pocet agentu, ktefi by blokovali, o 1. Aby byla doplnéna struktura koalic core
stabilni, nesmi pocet agentii, kteri by blokovali, dosahnout dané velikosti. Mizeme navic
zohlednit fakt, ze zaddny agent v core stabilni struktuie nemuze byt doplnén do koalice
velikosti méné preferované, nez je velikost 1.

Abychom si usnadnili popis transformaci, zavedeme si rozdéleni preferenci mezi veli-

kostmi koalic agenta do tid rozkladu, které budou urceny velikostmi koalic, do kterych
agenta lze doplnit. Takovym velikostem budeme tikat dostupné velikosti a pro kazdou
moznou velikost koalice v preferencich daného agenta definujeme nejblizsi dostupnou
velikost. S vyuzitim nejblizsich dostupnych velikosti definujeme relaci ekvivalence na
mnoziné moznych velikosti, kterd nam ur¢i potiebny rozklad.
Definice 4.6 Dostupné velikost. VM¢éjme anonymni Hedonickou hru s novymi agenty
(A, N, %) a strukturu koalic s volngmi misty 7°. MnoZinu dostupnych velikost{ av(7©)
tvori takové velikosti koalic, pro které v w° existuje koalice s volngm mistem, tedy je to
mnozina av(n©) := {£ | 3S € 7°:|S| =€ A S md aspori 1 volné misto}.

Nejblizsi dostupna velikost velikosti koalice £ € [|A|+|N|] agentan € N jem € av(n©)
takovd, Ze € 25 m a pro vsechny velikosti m’ € av(n©) spliujici £ 25 m’, je m 25 m/.
Pokud pro Zddnou velikost m € av(w®) neplati ¢ x5 m, dodefinujeme nejblizsi dostupnou
velikost velikosti koalice £ jako oo.

Nejblizsich dostupnych velikosti néjaké konkrétni velikosti koalice mtize byt i vice,

pokud je mezi nimi agent lhostejny, a muze to byt ta velikost samotna.
Definice 4.7. M¢jme anonymni Hedonickou hru s movymi agenty (A, N,2x), struk-
turu koalic s volngmi misty ©° a agenta n € N. Relaci R™ na [|A| 4+ |N|] definu-
jeme jako xR™y < (3¢ € av(m®) U {oo}: ¢ je nejblizsi dostupnd velikost x i y), kde
2,y € [|4] + N

1 Sem patii ty nejvice preferované velikosti koalic, ke kterym je v zadané struktuie koalic néjaké volné
misto, a dale vsechny velikosti koalic, do kterych agenta nelze doplnit, protoze zadné odpovidajici volné
misto neni (koalice takové velikosti ani nemusi ve struktufe koalic existovat) a agent je striktné preferuje
pred velikostmi koalic s volnymi misty ze skupiny druhych nejvice preferovanych.
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Definice 4.8 Ekvivalence. Relace R na mnoziné X je symetrickd prdvée tehdy, kdyz
Va,y € X plati xRy < yRx. Relace R na mnoZiné X je ekvivalence, pokud je reflexivnt,
symetrickd a tranzitivni.

Vsimnéme si, ze relace R™ trivialné spliuje symetrii a reflexivitu. Splnuje i tranzi-
tivitu, protoze kdyz xR"y diky velikosti ¢ a yR™z diky velikosti m, musi z definice
nejblizsi dostupné velikosti platit ¢ ~; m, takze ¢ je i nejblizsi dostupna velikost pro z,
a tudiz zR"z.

Pozorovani4.3. Méjme anonymni Hedonickou hru s novymi agenty (A, N, 22), strukturu
koalic s volngmi misty 7° a agenta n € N. Relace R™ na [|A| + |N|] je ekvivalence na
[1A] + [V]].

Od Matouska a Nesetfila [44] vime, ze tfidy ekvivalence tvori rozklad, ¢ehoz vyuzi-

jeme pro definici tiid velikosti. Ttidy velikosti jsou tiidy rozkladu urcéeného relaci R",
které navic seradime podle preferenci agenta n. Kdyz budeme déle v textu hovotit
o tridach, myslime tim tridy velikosti, leda by bylo feceno jinak.
Definice 4.9 Tridy velikosti. Me¢jme anonymni Hedonickou hru s mnovymi agenty
(A,N,x), agenta n € N a strukturu koalic s volngmi misty ©©. Tidy velikosti
LY, LY, ... LY jsou mnoZiny urcené rozkladem na mnoziné [|A| + |N|] podle relace R™,
kde x je pocet trid rozkladu. Tyto mnoZiny jsou usporadané podle preferenci agenta n
tak, Ze pro vsechny {; € LY, £; y € L}, | je l; =3 £, q, kde i € [x —1].

Ted muzeme prejit na popis samotnych prevodi. Pomoci maximalnich tokia tézko
zajistime kontrolu vzniku blokujicih koalic a u tok s minimalni cenou se potykame
s problémem, kdy nelze snadno rozlisit, zda cena 5 znamena 5 agentii, ktefi chtéji do
koalice velikosti 2, nebo do koalice velikosti 10. Abychom namodelovali, co potfebujeme,
ukéazeme si nékolik myslenek na prevod pomoci specidlnich tokt.

B 4.3.1 Vicecen

Prvni zplisob prevodu vyuziva specialni cenu ¢, pro kazdou moznou velikost koalice ¢.
Tato cena nesmi nesmi byt vyssi nebo rovna poctu agenti, kteri po ivodni kontrole
zbyvaji, aby vznikla blokujici koalice.

V siti médme jeden vrchol pro kazdé volné misto, ze kterého vede hrana s jednotkovou
kapacitou do stoku. Tim zajistime, ze na kazdé volné misto bude prirazen nejvyse jeden
agent. Dale pro kazdého nového agenta n € N vytvorime vrcholy odpovidajici tiidam
velikosti. Z kazdého takového vrcholu odpovidajiciho tiidé velikosti L' vedeme hrany
do volnych mist, které patii koalicim velikosti z této tiidy. Z tohoto ,tiidniho“ vrcholu
také vedeme hranu do vrcholu nasledujici tiidy L7, ; (pokud existuje), kterd ma cenu 1
pro kazdou velikost z t¥idy LI" (pokud nepatii do t¥idy L} a nebyla predzpracovana).
Nakonec povedeme pro kazdého agenta n € /N hranu ze zdroje do vrcholu tfidy L.

Kapacity vSech hran nastavime na 1. VSechny ceny, které jsme dosud neurcili, budou
nulové. Pozadavky vsech vrcholil az na zdroj a stok jsou nulové. Zdroj sit do sité dodava
komoditu v mnozstvi poc¢tu novych agentii, stok toto mnozstvi odebira.

Hledame takovy tok, ktery spliuje podminky kladené na ceny. Z pohledu maximal-
nich tokt je jeho velikost rovna poc¢tu novych agentti.

Priklad 4.1. M¢éjme anonymni Hedonickou hru s novymi agenty z Prikladu 3.1, tedy
(A,N, ), kde A ={a;,a4,a3} a N = {ny,n,}, jejichz preference mezi velikostmi jsou
urceny nasledovneé:

moapd =g 3-5 2> 1>55

moayd-g 35 2-5, 155

m oag:d g 25 15 4>7 3

mng:3-p 4>-5 2-7 1>7 5
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Obrazek 4.1. Sit pro piiklad prevodu problému hledani core stabilni doplnéné struktury

koalic v anonymni Hedonické hie s novymi agenty na tok s vice cenami. Na hranéach jsou

vyznaceny ceny, které nejsou nulové. Kapacity vsech hran jsou jednotkové. Vrchol oznaceny
jako 3, resp. 2, odpovida volnému mistu v koalici velikosti 3, resp. 2.

mny:d -y 45 35 27 1

Déle méjme strukturu koalic s volnymi misty 7© = {{ay, a5, 0}, {as, O;}}. Sit pro
prevod na tok s vice cenami ukazuje Obrazek 4.1. Pro ceny musi platit ¢; < 1, ¢y < 2,
c3<3,¢y<lacg<3.

B 4.3.2 Prazdné nebo nasycené hrany

Dalsi moznosti je misto penalizace pomoci ruznych cen vést z tiidnich vrchola hrany do
vrcholi ,,velikostnich®“ pro kazdou moznou velikost koalice, ze kterych povedou hrany
omezené kapacity (nejvyse tolik, aby nevznikla blokujici koalice). Pokud by nestacily,
chceme rozpoznat, ze blokujeme. Jak ale zafidit, aby tyto hrany vzdy byly vyuzity
a nenasel se jen tok, ktery agenty priradi na volna mista bez zohlednéni jejich preferenci?
Obyc¢ejny maximalni tok by se prosté zastavil, kdyby mél zacit blokovat. Kdybychom
chtéli pouzit tok s minimalni cenou, museli bychom zdrojim nastavit jejich pozadavky
na dodavku, kterda musi byt dostatecna, aby zafidilo blokovani az témeér vsech velikosti,
ale zaroven kdyz vyuzijeme hned velikost z prvni t¥idy, toku se nékde potiebujeme
zbavit. Kdyz to zaridime pridanim hrany primo do stoku, nesmi byt vyuzita, kdyz
bude agent prifazen na velikost z dalsi t¥idy.

Potrebujeme néjaky prepinac, ktery rekne: ,,Bud jsi byl dosazen na volné misto z této
tridy, nebo jsi se nevesel, takze u téchto vsech velikosti blokujes a poteces tam.“ Toho
bychom mohli docilit, kdyz kazd4 hrana bude bud nasycend, nebo na ni bude tok nulovy.
Musime ale vhodné nastavit kapacity hran.

V siti tedy budeme mit opét vrcholy pro volnd mista, zdroj a stok a navic vrcholy
yvelikostni®. Z vrcholi pro volnd mista vedeme opét hrany s jednotkovou kapacitou do
stoku. Z kazdého ,velikostniho* vrcholu vedeme do stoku tolik hran, kolik nejvyse muze
pribyt novych agentt, aby nevznikla blokujici koalice této velikosti. Pokud nechceme
paralelni hrany, vedeme hrany do unikatnich pomocnych vrcholi, ze kterych az ptijdeme
do stoku (kapacity by byly téz jednotkové). Jedna hrana s kapacitou rovnou souctu
téchto paralelnich hran nestaci, protoze pak bychom vyzadovali, aby vzdy blokoval
pravé tento pocet, nebo nikdo, pritom chceme umoznit libovolné ¢islo mezi témito
hodnotami.

Pro kazdého nového agenta n € N a kazdou jeho tfidu velikosti L} vytvorime celkem
t1i vrcholy. Jeden ,tiidni* ukazuje umisténi agenta do koalice velikosti z této tiidy. Z néj
vede hrana s jednotkovou kapacitou do vrcholu, ktery zajisti umisténi agenta v koalici
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velikosti z této tridy velikosti. Z kazdého takového ,,umistujiciho* vrcholu vedeme hrany
do vrcholi volnych mist, které patii koalicim velikosti z této tiidy. Zbyvajici vrchol je
,blokujici“. Z néj povedou hrany s jednotkovou kapacitou do vSech vrchola ,velikost-
nich® odpovidajicich velikostem z t¥id predchazejicich L7 (ze t¥idy L} opét bereme jen
ty nepredzpracované velikosti). , TFidni“ vrchol spojime se stokem ,zbytkovou* hranou,
ktera bude odvadét tok nevyuzity k blokovani naslednych velikosti koalic.

Pro kazdého agenta vytvorime jejich vrchol, ze kterého povedeme hrany do ,,tfidnich“
vrcholt. Vsechny tyto hrany budou mit stejnou kapacitu, kterd musi byt tak velka, aby
se daly blokovat vsechny velikosti kromé posledni a ¢ast toku nam urcila umisténi.
Celkem si tedy vystacime s kapacitou |A| 4+ |N|. Ze zdroje povedeme hranu do vrcholi
agenti také s touto kapacitou.

Vsechny vrcholy kromé zdroje a stoku budou mit opét nulové pozadavky, takze kapa-
city ,,zbytkovych“ hran nastavime tak, aby se soucet kapacit hran vychézejicich z ,trid-
nich“ vrchola rovnal |A| + |N|. Pozadavek zdroje bude |N| - (|A| + |N|) a pozadavek
stoku bude —|N| - (JA] + |N]).

Na tok klademe takovou podminku, ze na kazdé hrané bude bud nulovy, nebo roven
jeji kapacité. To znamena, ze pro kazdého agenta vybereme pravé jednu tiidu a z jejiho
,tridniho“ vrcholu tok diky Kirchhoffovym zakontim bude muset vést jak k umisténi, tak
do vSech pottrebnych ,,blokujicich® vrcholi a ,,zbytkovou“ hranou odvedeme prebytek.
Ceny mohou byt nulové, sta¢i ndm najit tok, ktery uspokoji pozadavky vrcholt.

Sit pro prevod instance z Piikladu 4.1 ukazuje Obrazek 4.2. Jelikoz preference vysly
tak, ze agenti a;, ay, a ny vzdy budou ochotni vytvorit blokujici koalici velikosti 4,
z velikostniho* vrcholu, ktery odpovida této velikosti, nemize vést zadna hrana do
stoku, takze bychom sif mohli jesté zjednodusit.

B 4.3.3 Zakazani pouziti nékterych hran dohromady

V prevodu pomoci prazdnych nebo nasycenych hran jsme zajistili vybrani jedné moz-
nosti zakdzanim jen ¢astecného vyuziti hran. Co kdybychom ale mohli pfimo ¥ict, ze se
z dané mnoziny hran smi pouzit jen jedna? U sité z ¢asti 4.3.2 bychom takové mnoziny
urcili jako hrany vychézejici od agenta do jeho ,tridnich* vrcholi. Aby byly uspoko-
jeny pozadavky zdroje, stejné by se jedna z téch hran musela vyuzit naplno, takze by
se zajistilo i blokovani.

I 4.4 Specialni pFipady tokit v sitich

Predstavili jsme si nékolik zptisobti prevodu naseho problému na toky, ale zlistava otaz-
kou, jestli jsme si tim pomohli. Vymyslel jiz nékdo algoritmy na feseni transformovanych
problému?

7Zda se, ze neexistuje zadny prehled rtiznych verzi toki, ktery by vyjmenovaval vice
problému nez jen par zakladnich jako maximalni toky, minimalni cena, zobecnéné toky.
Neni pochyb, Ze vytvorit a jesté udrzovat takovy prehled by bylo velmi ¢asové narocné
(protoze studium toku v sitich se rozvinulo v 50. a 60. letech 20. stoleti a od té doby se
nezastavilo) a dd se i pochybovat o uzitecnosti. BohuZel ndm to znacné ztizilo hledani
a je docela mozné, ze ndm néjaky zajimavy (a pro nas uziteény) tok unikl.

Prvni popsand transformace vedla na pouziti vice cen. Cen potiebujeme |A| + |N]|,
coz nevzbuzuje duvéru ve snadnost reseni.

Podrobné jsme si popsali transformaci pomoci toku, které jsou na kazdé hrané bud
nulové, nebo nasycené. Bohuzel problém rozhodnuti o existenci takového toku je NP-
-tézky.
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Obrazek 4.2. Sit pro priklad pfevodu problému hledéni core stabilni doplnéné struktury

koalic v anonymni Hedonické hfe s novymi agenty na tok s prazdnymi nebo nasycenymi

hranami. Pro zjednoduseni vynechévdme ,blokujici“ vrcholy tfidy LT, protoze ty jsou

zpracovany jesté pred transformaci, a ,velikostni“ vrcholy, do kterych by Zadné hrany

nevedly. Na hrandch jsou vyznaceny jejich kapacity. Cervené jsou obarveny ,,t¥idni“ vrcholy,

modre ,umistujici, oranzové ,blokujici®, zluté ,velikostni“ a zelené vrcholy odpovidajici
volnym mistim. ,,Zbytkové“ hrany jsou prerusované.

Véta 4.4. M¢jme sit (G, c,u), zdroj z a stok s. Rozhodnuti o existenci toku f wvelikosti
k € N, pro ktery plati f(e) = u(e) nebo f(e) =0 pro vsechny e € E(G), je NP-tézké.

Diikaz. Ukdzeme si redukci z problému NEZAVISLE MNOZINY VRCHOLU. Instanci
tohoto problému je graf G = (V, E), kde V. ={v, | i € [n]},n € N, a pfirozené ¢islo k.
Chceme zjistit, zda v grafu G existuje mnozina alespont k vrcholt takovych, ze zddné
dva nejsou sousedni.

Redukovanou instanci bude sit (G',¢,u), kde G' = (VUV'UX U{z, s}, E’), a poza-
davky b. Vytvoiime ji nasledujicim zptisobem?:

m Vezmeme vrcholy Va pridame k nim zdroj z, stok s a mnozinu V’ odpovidajici vSem
neuspofddanym dvojicim rtznych vrcholi: V' := {v}; = v}, | v;,v; € V,v; # v;}.
(Oznacenf v;; a v, znamena ten stejny vrchol.)

m Pro kazdy vrchol z puvodniho grafu priddme hranu ze zdroje do tohoto vrcholu
s kapacitou |V| —1: Vv, € V:(z,v;) € E' u(z,v;) = |[V|—1.

2 Inspirace z https://cs.stackexchange.com/questions/50932/maximum-flow-with-all-or-
nothing-through-each-edge
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Obrazek 4.3. Piiklad redukce z problému NEZAVISLE MNOZINY VRCHOLU pro instanci
G = ({vy,v9,v3}, {{vy, 09}, {vy,v3}}), k = 2. Cisla na hranich urcuji jejich kapacitu.

m Pro kazdy vrchol v ; odpovidajici dvojici vrcholl v; a v; pfiddme hrany do tohoto
vrcholu z v; a v; a Jednu hranu do stoku. Pokud navic vrcholy v; a v; nejsou v pu-
vodnim grafu sousedni, pridime druhou hranu do pomocného Vrcholu x;; a z ného
do stoku. Kapacity vsech téchto hran budou jednotkové. Formélné Vv;j eVv”

m (v;,v;;) € B (v,v};) € B, u(vy,vj;) = u(vy,vj;) =1,
I(”,)EE/ (;]7):1‘
= pokud {vi;v;} ¢ FE, pak do mnoziny X piiddme vrchol z,; a piiddme hrany

(vij,x:5) € B (w55, 8) € B u(vyy, 2;;) = u(w,8) = 1.

137

Pro instanci G = ({vy, 9,05}, {{vy, 05}, {vg, v3}}), £ = 2 transformaci ukazuje Ob-
razek 4.3.

Predpokladejme, ze v grafu G existuje nezavisla mnozina vrcholi I velikosti k. Tvr-
dime, ze pak v siti existuje tok velikosti (|V| — 1) - k. Ukazeme si, jak takovy tok f
najit.

Pro kazdy vrchol v; € I nastavime f(z,v;) = |[V|— 1. Pro vrcholy v; € V \ I je
f(z,v;) = 0. Jelikoz |I| = k, ze zdroje proudf tok velikosti (|V/|—1)-k. Z kazdého vrcholu
v, € Vvede (V]| — 1) hran, protoze to je pocet dvojic ruznych vrcholi obsahujicich
vrchol v;. Kazda tato hrana (v;,v;),i # j € [n], m& kapacitu 1 a posleme po ni tok
velikosti 1 praveé tehdy, kdyz v; € I. Tim bude splnén Kirchhoffiiv zakon na vrcholech v,.
Kdyz do néjakého vrcholu z;; € X pritece tok velikosti 1 (jedind moznost je z hrany
(vi4,7;;)), posleme ho déle do stoku, jinak f(z,;,2) = 0.

U zbylych vrcholii také jen preposilame tok po hranach, které z ného vychazeji. Jediny
problém by mohl nastat u vrcholt v;;, kdyby f(v;, Z]) 1 a zéroven f(v;,v;;) = 1,
pficemz jedind hrana z vij by byla (v ;], z), kterd mé jednotkovou kapacitu. Rovnost
f(v;,v;;) = 1 ale plati jen, kdyz v; € I, ze stejného divodu i v; € I, a protoze [ je
nezdvisla mnozina, nemize byt {v;,v;} € F, takze z v;; vede i hrana do z,; a Kirchhofftv
zékon je zachovan i v tomto pripadé.

Jsou tedy splnény podminky kladené na velikost toku na jednotlivych hranach i po-
zadavky vrchold, takze jsme vytvorili tok velikosti (|V|—1) - k.

V druhém sméru mame tok f velikosti (|V|—1) -k a chceme ukézat, ze tedy existuje
nezavisld mnozina velikosti k. Oznac¢ime I := {v, | f(z,v;) > 0}. ProtoZze f(z,v;) > 0,
musi platit f(z,v;) = u(z,v;) = |V|—1, takze velikost I je k. Tvrdime, Ze I je nezavisla
mnozina. Pro spor predpoklddejme, ze neni, takze musi existovat néjaké dva rizné
vrcholy v;,v; € I takové, ze {v;, v]} € E. Protoze ale f(z,v;) = |V|—1, coz je rovno

vystupnimu stupni vrcholu v;, musi byt pro zachovani Kirchhoffova zdkona f(v,, lj) =1
a obdobné i f(v v}, U) =1. To znamend, ze do vrcholu v] ; pritece tok velikosti 2 a odtéct
miize jen tok velikosti 1 (protoze {v;,v,} € E), takze f neni tok, coz je spor. O
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Ani pro jeden z téchto dvou prevodu jsme nenasli algoritmy, které by se bliZily nasi
predstavé nebo néas napadl néjaky zpusob pro jejich vyuziti. Misto toho si uvedeme dalsi
specidlni pripady toki, na které nas hledani zavedlo. Tento vycet se zdaleka neblizi vSem
existujicim tokim a napiiklad zcela ignoruje dynamické toky, ve kterych se uvazuje i ¢as
nutny pro prevoz komodity (pro prehled viz Kotnyek [41])

Sité se zvlastni strukturou. Karzanov [39] se vénoval sitim, které maji specidlni vlast-
nosti, a presnéji pro né urcil casovou slozitost Dinitzova algoritmu. MuzZe jit o jednotkové
kapacity vSech hran nebo o tzv. jednoduché sité. Pro kazdy vrchol kromé zdroje a stoku
jednoduché sité plati, ze bud z néj vede jen jedna hrana, a ta ma jednotkovou kapacitu,
nebo do néj vede jen jedna hrana, a ta mé jednotkovou kapacitu.

Toky s nelinearni cenou. V zikladnich tocich s miniméalni cenou predpokladame, ze
tato cena roste linedarné s velikosti toku. To nemusi odpovidat skutec¢nosti, protoze
naklady mohou rust i kvadraticky. Dokonce nékdy vétsi tok muze cenu snizit (,,Pridejte
do kosiku jesté zbozi v hodnoté 50 K¢ a ziskdte dopravu zdarma.“). Tokim s konvexni
cenou kapitolu vénovali Ahuja a kol. [2]

Generalized Flow (zobecnény tok). U zékladnich toka predpokladdme idedlni pod-
minky, kdy do sité posleme urc¢ité mnozstvi komodity a to stejné také odebereme. V re-
alnych situacich ale dochézi ke ztratam tireba kvuli nedokonalému tésnéni na spojich
mezi trubkami. Mizeme také chtit modelovat pripad, kdy svou ¢innosti naopak zvysu-
jeme hodnotu vyrobku, takze dojde k zisku. Na pomoc ptichazi zobecnéné toky, které
kazdé hrané (i, j) piitad{ kladny koeficient g;;, a kdyz z vrcholu i posleme po hrané (i, j)
tok velikosti 1, do vrcholu j dorazi tok velikosti g;;. Pro sezndmeni se zobecnénymi toky
se odkézeme na Ahuja a kol. [2]

Multicommodity Flow (vicekomoditni tok). Jak ndzev napovidd, ve vicekomoditnim
toku mame nékolik riznych druhti komodity, které se spole¢né pohybuji po siti. Vrcholy
specifikuji své pozadavky na jednotlivé komodity (v jednodussi verzi pro kazdou komo-
ditu uréime zdroj a stok). Po jedné hrané muze téct takovy soucet mnozstvi komodit,
ze nepresahne jeji kapacitu, a mizeme omezit i kapacity na jednotlivé druhy komodit.
I pro multikomoditni toky viz Ahuja a kol. [2]

Edge Disjoint Paths (hranové disjunktni cesty). Vstup tvoii graf a mnozina k uspo-
fadanych dvojic (z;,s;), kde z; je zdroj pro komoditu i a s; je stok pro komoditu ¢,
i € [k]. Maximalni pocet téchto dvojic chceme spojit hranové disjunktnimi cestami. Pro
vice informaci se odkdzeme na Chekuri a Khanna [35].

All-or-Nothing Multicommodity Flow (v ¢estiné znamend zhruba ,vicekomoditni tok
typu vSechno, nebo nic*). Slibny ndzev, ktery bohuzel neznamend jen nulové nebo na-
sycené hrany, nybrz uspokojeni bud celych pozadavka vrcholu, nebo zadnych. Vstup je
stejny jako pro Edge Disjoint Paths. Hledame nejvétsi moznou mnozinu dvojic zdroju
a stoki takovou, Ze soucasné zvladneme poslat jednotkovy tok mezi vsemi odpovidaji-
cimi si zdroji a stoky, na rozdil od Edge Disjoint Paths ale tok miizeme délit, nemusi
byt celociselny. Pro vice informaci se odkazeme na Chekuri, Khanna a Shepherd [36].

Potential Based Flow (tok zalozeny na potencidlech). Pouzivaji se napf. pro mode-
lovani vodovodniho potrubi, plynovodi nebo elektrickych siti. Vychazime z grafu, ve
kterém je kazdému vrcholu a kazdé hrané prirazena néjaka dolni a horni mez poten-
cidlu. Hrany navic maji svou specifickou rezistenci, kterd byva odvozena z fyzickych
vlastnosti jako délka a primér. Hleda se tok a potencialy takové, Ze se vejdou do da-
nych mezi a spliuji rovnici zavislosti toku na rozdilu potencialéi incidentnich vrcholt
(v ni se projevi pravé rezistence hrany a jesté lichd spojitd rostouci funkce definovand
podle aplikace sité). Jeden z novéjsich ¢lanku, ktery zkouma vypocetni slozitost, napsali
Grof3 a kol. [33]
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Unfortunate Flow (Kupferman a Vardi [42]; nestastny tok). Problém modeluje situ-
ace, kdy ve vrcholech dochéazi ke ztratdm toku, napi. paketl v pretizenych routerech.
Rozhoduje se pfi ném, zda nejmensi vina (anglicky preflow) v siti, kterd je nasycend,
presahne zadany parametr. VIina se podobd toku v tom, Ze se musi na vsech hranach
vejit do jejich kapacit, ale misto rovnosti v Kirchhoffové zakonu dovoluje, aby soucet
hodnot vlny prichazejici do vrcholu byl vétsi nez soucet hodnot viny odchazejici z vr-
cholu (takze ve vrcholu muze dojit ke ztraté komodity). U nasycené viny k takové ztraté
smi dojit jen v pripadé, ze soucet kapacit hran odchazejicich z vrcholu je mensi nez ve-
likost vlny, kterda do vrcholu ptijde. V hledané viné tedy jsou vsechny hrany vychazejici
ze zdroje nasycené, ale baliky komodity byla smérovany tak nestastné, ze doslo k nej-
vétsim moznym ztratdm kvili pretizeni (nasyceni hran vychézejicich z vrcholu, baliky
nebylo kudy poslat).

B 4.5 Pokusy o dokazani NP-iipInosti

Kdyz se nepovedlo navrhnout efektivni algoritmus na nalezeni core stabilni doplnéné
struktury koalic, dava smysl zvazit moznost, ze problém je NP-iplny. Rozhodné patti do
tridy NP, protoze kdyz dostaneme doplnénou strukturu koalic, snadno zkontrolujeme,
ze je core stabilni. Pro kazdou moznou velikost koalice napocitame, kolik agentii tuto
velikost striktné preferuje pred velikosti své koalice, a ovérime, Ze jich neni dost na vy-
tvoreni blokujici koalice. Tyto kontrolu muzeme provést podobné jako v Algoritmu 3.2.1
a stihneme ji v polynomidlnim case.

V literatute se pro dokazovani NP-tézkosti rtiznych verzi Hedonickych her vyuziva
redukce z EXACTCOVERBY3SETS (napt. Aziz a kol. [8]), PARTITION nebo jiné NP-
-Gplné verze Hedonickych her (napt. Ballester [10]).

Pretransformovat pivodni instanci na nas problém tak, abychom pii kladné odpovedi
na ni ziskali kladnou odpovéd pro nas, neni tézké. V opac¢ném sméru ale nardzime na
kombinaci t¥i pozadavki.

1. Jedna se o Hedonickou hru, takze agenti pro stabilitu kazdého agenta hraje roli jen
jeho pritazend koalice.

2. Preference jsou anonymni, takze agenti nerozlisuji, s kym v koalici jsou, zajima je
jen jeji velikost.

3. Nové agenty chceme doplnit, takze potfebujeme presné urcené velikosti koalic a pocet
novych agentii se musi rovnat po¢tu volnych mist.

Ukazeme si, co to pro nas znamena u pokusu o redukci z EXACTCOVERBY3SETS.

Problém: EXACTCOVERBY3SETS
Instance: Mnozina R, |R| = 3¢ pro néjaké £ € N, mnozina S C {s C R | |s| = 3}.
Otazka: Existuje podmnozina S’ C S, ktera tvori rozklad R?

Pro kazdy prvek z mnoziny R vytvorime nového agenta, kterému chceme v preferen-
cich dat jako prijatelné ty koalice, které odpovidaji mnozinam z S, jejichz je prvkem.
Protoze v preferencich jsou jen velikosti, kazdé mnoziné z S pritadime unikatni velikost,
nechame ji 3 volna mista a zbytek obsadime starymi agenty, ktefi tuto velikost budou
mit jako nejpreferovanéjsi. Jelikoz pfedem nevime, které z téchto mnozin chceme vyuzit,
musime mit ve struktufe koalic s prazdnymi misty vSechny tyto koalice, ale tim nam
pravdépodobné vzroste pocet volnych mist, takze potfebujeme vice novych agentu. Tito
,doplnkovi“ novi agenti musi mit na vybér z alespon nékolika koalic. Kviili anonymnim
preferencim ale agenti nerozlisi, s kym v koalici jsou, takze nikdo nepoznad, jestli je do
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koalice doplnéna trojice doplnkovych novych agentt, nebo nékteri jsou i ,z R“ Kdyz
ale nezarucime, ze vzdy doplnujeme trojice stejného typu novych agentli, mizeme zis-
kat core stabilni feSeni i v pripadé, kdy ptvodni instance zadné reseni nema. Pritom
vynuceni trojic stejného typu se ndm nijak nepodatilo dosdhnout, at uz riznym nasta-
venim preferenci, pridanim dalSich novych agenti nebo vytvorenim struktury koalic,
kde v kazdé koalici je jen jedno volné misto.

Netvrdime, ze kvili zminénym obtizim NP-tplnost dokazat nelze, ale nenapada
nas zpusob, jak je obejit (jinou mnozinou agentu, strukturou koalic, redukei z jiného
problému...), a zdd se ndm, ze kladend omezeni mohou nas problém zjednodusovat
dostatecné, aby byl fesitelny v polynomidlnim case.
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Kapitola 5
Zaveér

Cilem této prace bylo predstavit Hedonické hry, a to zejména pouzivané koncepty sta-
bility feSeni a mozna omezeni preferenc¢nich profili agenti. Déle bylo vyzadovano de-
finovat upraveny vypocetni problém, pri kterém se zméni mnozina agentil a je tfeba
pretvorit existujici strukturu koalic, a prostudovat jeho vypocetni slozitost.

Zamérili jsme se na pripad, kdy kdyz ¢ast ptivodnich agentt odesla, ve strukture ko-
alic uvolnila sva mista, ktera chceme obsadit novymi agenty. Urc¢ili jsme nékolik podmi-
nek, za kterych zadna upravend struktura koalic nemuze byt core stabilni nebo striktné
core stabilni. V obecném pripadé jsme dokazali, ze problém rozhodnuti o existenci core
stabilni doplnéné struktury koalic je NP-tuplny.

Z tohoto diivodu jsme se poté soustredili na anonymni Hedonické hry, pro které jsme
popsali polynomidlni algoritmus na nalezeni striktné core stabilni doplnéné struktury
koalic. V pripadé core stability se efektivni algoritmus navrhnout nepodarilo. Misto
ného jsme nabidli pomaly algoritmus, u kterého ziistava otdzkou, zda s ohledem na
vlastnosti vzniklych struktur neumoznuji odhad ¢asové slozitosti zpTesnit, a par zptisobu
prevodu problému na toky v sitich. Jelikoz je fada problému spojenych s core stabilitou
NP-iplna, zkusili jsme se vydat i touto cestou, ale ani dokazat NP-tiplnost se nam
nepodarilo a spise predpokladame, ze problém patii do tridy P. Dalsi prace by tedy
mohly navazat a zkusit najit polynomidlni algoritmus.
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