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Abstrakt: Tato diplomova prace se primarné zabyva simulaci ristu krystalt pti tuhnuti ¢isté podchlazené
latky metodou fdzového pole, popisujici fdzové rozhrani pomoci pozvolné prechodové vrstvy mezi ka-
palnou a pevnou fazi. Nejprve je popsdn matematicky model i alternativni formulace pomoci Stefanovy
ulohy, ktera explicitné€ popisuje polohu fazového rozhrani. PouZivany anizotropni model pro Cistou latku
ve tifrozmérném piipad€ je zaloZen na Finslerové geometrii. Déle jsou teoretické poznatky rozsiteny
o model fazového pole pro tuhnuti binarnich slitin. Hlavni ndplni této prace je numerické feSeni modelt
fazového pole na nestrukturovanych sitich. K jejich diskretizaci je pouZita metoda kone¢nych objemi,
jejiz vyhoda spociva v tom, Ze formdlni odvozeni semidiskrétniho schématu je identické pro jakoukoliv
sit’. Implementace programu v C++ je zaloZena na pouZiti knihovny GTMesh. Posledni prakticka cast
je veénovéna vizualizaci ziskanych numerickych vysledki ze studie, jejiZ cilem je pfedevsim srovnani
chovani modelu fazového pole na nestrukturované a strukturované siti.

Kli¢ovd slova: anizotropie, krystalizace, metoda kone¢nych objemt, model fazového pole, nestrukturo-
vand sit’, tuhnut{ slitin

Title:

Phase field models in materials science and their numerical solution

Author: Bc. Jan Palan

Abstract: This thesis deals with the simulation of crystal growth during solidification of a pure super-
cooled substance using the phase field method, which describes the phase interface as a smooth transition
layer between the liquid and solid state. Firstly, the mathematical model is presented. An alternative for-
mulation using Stefan problem explicitly describes the position of the phase interface. The anisotropic
model for pure substance in the three-dimensional case is based on Finsler geometry. Furthermore, the
work summarizes the phase field approaches to modeling binary alloy soldification. The main objective
is the numerical solution of the phase field models on unstructured meshes. Due to the easy adaptation
to an unstructured mesh, the finite volume method is used to discretize models. The implementation
of the program in C++ is based on the GTMesh library. Finally, numerical simulations are performed
especially to compare the phase field model behavior on an unstructured mesh and on a structured one.

Key words: anisotropy, crystallization, finite volume method, phase field model, unstructured mesh, alloy
soldification
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Uvod

Krystalizace [1] je formou tuhnuti, tedy fdzového pfechodu z kapalného do pevného skupenstvi, pfi
némz Castice latky tvoii pravidelnou strukturu. Poznatky ze zkoumdéni tuhnuti isté latky je mozné uvést
do praxe hned v n€kolika oborech, jako je napiiklad optika a vyroba polovodié, pfi niZ jsou vyuzivany
kifemikové monokrystaly. Pfirozené, jesté SirSi vyuZiti ma zkoumdni tuhnuti slitin. Historicky star$im
zpusobem, jak pristupovat ke zkoumani tuhnuti je Gibbstv piistup, z néhoZ vychazi dloha znama jako
Stefantiv problém. Mlad$im je pak Van der Waalsiv piistup, ktery vede k formulaci modelu fazového
pole. S rozvojem numerickych metod a vypocetni techniky se pravé ten dostal do poptedi diky snazsi
numerické fesitelnosti.

Tato prace navazuje na mou bakalafskou praci [2], kde jsem se sezndmil s modelem fazového pole a im-
plemetoval numerické schéma feSici model pouze ve dvou rozmérech a na pravidelnych sitich. Népln{
této diplomové price je sezndmeni se s dalsi teorii tykajici se modelu fazového pole, jako napriklad
Finslerovou geometrii a modely pro slitiny. Nasledné je s pouZitim knihovny GTMesh [3] Ing. Tomase
Jakubce vyvinuté na KM FJFI CVUT pro prici s nestrukturovanymi sitémi a za pouZiti metody ko-
necnych objemil implementovan program fesici model fizového pole pro tuhnuti Cisté latky ve tfech
dimenzich obecné na nestrukturovanych sitich. Motivaci je snaha odstranit vliv interakce sméra hlavni
krystalografické orientace se sméry strukturované pravouhlé sité, coz Ize pro dvourozmérné ctvercové
sité shlédnout v [2]. Na nestrukturované siti s dostatecné sloZitou geometrii bude kazd4 burika sité na-
toCend jinak, a proto lze doufat, Ze tento vliv pouZzité sit€¢ na vysledny tvar krystalu by pak mohl byt
minimalni. Dal${ ndpln{ je nalezeni spravnych realistickych parametrii a prozkoumani chovani modelu
fazového pole pro slitiny, ktery neni v bezrozmérném tvaru.

Préce je ¢lenéna do tif hlavnich ¢asti, z nichZ dvodn{ ¢4st ma reSerSni charakter a shrnuje fyzikélni pozadi
problému a odvozeni matematického modelu fazového pole, jak pro Cistou latku, tak i pro bindrnf slitiny.
Dale jsou zde uvedeny rizné podoby reak¢niho ¢lenu a popsan zpiisob vneseni anizotropie do modelu po-
moci Finslerovy geometrie. Dal$i Cast je vénovana popisu strukturovanych i nestrukturovanych siti a déle
postupu odvozeni semidiskrétniho schématu pomoci metody koneénych objemt, pficemz je kladen dii-
raz na stéZejni krok - aproximaci gradientu. Tim ziskdme soustavu dvou (resp. tif pro slitiny) obycejnych
diferencialnich rovnic, a tu jiz mizeme feSit pomoci Rungeovych-Kuttovych metod. Posledni a nej-
dilezitéjsi kapitola je vénovana vypocetni studii s nékterymi z uvedenych modelli na strukturovanych
i nestrukturovanych sitich. Simulace byly provedeny s vyuZzitim programu vyvinutého v C++ pro feSeni
modelu fdzového pole na nestrukturovanych sitich. Cilem je prozkoumat chovani uvedenych modeld,
nalézt parametry modelu pro ziskani dendritického tvaru krystalu a porovnat vysledky z nestrukturované
a strukturované sité. UkdZeme zde ziskané vysledky pro riizné varianty modell a anizotropie na nékolika
sitich, vSe s podrobné popsanymi parametry, jaké byly pro ziskani danych vysledkd vyuZity.
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Kapitola 1

Matematicky a fyzikalni model

Tuhnut{ je fazova preména prvniho druhu, pfi niZ se méni skupenstvi latky z kapalného na pevné.
Podminkou tuhnuti je ochlazeni ldtky na teplotu niZ$i neZ je bod tdni/tuhnuti. To samotné ovsem k iniciaci
tuhnuti nestaci. Stav, kdy je latka ochlazena pod teplotu tuhnuti a zGstdva v kapalném stavu, nazyvame
podchlazeni. V podchlazeném stavu muzZe latka setrvat pouze v pripadé, kdy neni pfitomna pevna faze
a kapalinu Ize v tomto stavu uchovat dlouhou dobu. Naptiklad vodu [4], jejiz bod tuhnuti je pfi normal-
nim atmosférickém tlaku 0 °C, 1ze ochladit az na -40 °C a udrZet ji v kapalném stavu. Pro iniciaci tuhnut{
v podchlazené kapaliné je nutné lehké lokalni vyboceni z rovnovahy, kterého 1ze dosdhnout napiiklad
vloZenim pevné ¢éstice, od které poté zane podchlazend kapalina tuhnout.

Specidlni formou tuhnuti je krystalizace. Pfi krystalizaci ¢astice zacnou tvofit pravidelné usporddani,
které nazyvame krystalovd miizka. Krystalovych miiZek existuje nékolik zakladnich typd, které rozliSu-
jeme podle tvaru zdkladni stavebni buiiky krystalu (napf. Ctverecnd, Sesterend, krychlovd). Nezbytny je
k vytvoreni krystalu dostatek casu, protoze krystalizujici 1atka netuhne okamZité€, ale pri nukleaci se tvori
krystaliza¢ni jadra, na kterd se zacnou nabalovat dals{ cdstice a postupné vznika krystal.

Tato kapitola reSerSniho charakteru se vénuje odvozeni a pfedstaveni riznych modeld pouzivanych k po-
pisu fazového prechodu kapalina - pevnd latka, a to jak pro pfipad tuhnuti homogenni l4tky, tak i tuhnuti
binarnich (dvouslozkovych) slitin. V minulosti se ke zkoumani vyvoje kapalné a pevné faze v Case vy-
tvofily dva rizné sméry - Gibbsiv a Van der Waalstiv. Gibbsuv piistup predpoklada ostré rozhrani mezi
fazemi, na kterém maji nékteré termodynamické veli¢iny skokovou nespojitost. Navic popisuje fadzovou
pfeménu pouze funkci teploty, pomoci niZ je definovano i fazové rozhrani. Van der Waalsdv pfistup po-
pisuje fazové rozhrani jako pozvolnou prechodovou vrstvu mezi fazemi. Z t€chto dvou piistupl k popisu
tuhnutf Cisté latky vychazeji Stefanova uloha a model fazového pole, ve kterém je k funkci teplotniho
pole pfidén jesté stavovy parametr fdzového pole a fazové rozhrani je pak definovdno pomoci néj, neza-
visle na teploté. Hlavnim tématem této prace je pravé model fazového pole, ktery bude proto odvozen,
bude predstaveno nékolik odliSnych variant modelu a také pomoci Finslerovy metriky zabudujeme do
modelu jakoZto dileZitou soucast anizotropii. Model fazového pole 1ze pouZit i pro modelovani tuhnuti
slitin. V této prici se omezime na bindrni slitiny, pfiCemZ predstavime dva rozdilné piistupy, jeZ byly
vyuZivany k jejich popisu a modelovani. Samoziejmeé existuji i obecnéj$i modely pro popis tuhnuti vice-
sloZkovych slitin [5].

1.1 Stefanova aloha

s oz

Historicky nejstarsi tlohou popisujici rozlozZeni teploty a pohybu fdzového rozhrani v homogenni
l4tce béhem zamrzani kapaliny nebo naopak tdni pevné latky je Stefanova tloha. Formulovana byla kon-
cem 19. stoleti slovinskym fyzikem JoZefem Stefanem, ktery se zabyval zkoumanim tvorby ledu ve vodeé.
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Zakladnim kamenem tohoto modelu je Gibbstv piistup, jeZ pracuje pouze s funkci teploty a uvazuje os-
trou hranici mezi fazemi, pficemZ rozhranfi je definovano pomocf teploty tuhnuti. Na tomto ostrém roz-
hrani vznikaji nespojitosti v nékterych termodynamickych veli¢inach. Definice fazového rozhrani pouze
pomoci teploty piislusné fazové premény se ukazuje jako nespravnd, protoZe tento model jako takovy
nedokaze postihnout dnes uz dobie popsany [4] jev podchlazeni, kdy kapalina nadale zistava v kapal-

Vv,

ném stavu, prestoze jeji teplota je niZ${ neZ bod tuhnuti. Tento model je také pfili§ jednoduchy pro popis
dendritického rastu krystalu [6]. V nasledujici ¢asti bude zbézné predstaveno pouZité znaCeni (tabulka
1.1) a formulovéana Stefanova dloha. Pfi tomto budeme Cerpat z podrobnéjSiho popisu v [6] a [2].

M¢jme omezenou oblast Q@ € R”, na niZ probihd zkouman4 fdzova pfeména a Casovy interval . Pro

t € J oznaCme (obr. 1.1)

Q1) kapalnou podoblast €,
Q1) pevnou podoblast Q,
I'(t) = Q) N Q (1) fazové rozhrani.
Q
nr
-«

ns0

NG Q1)

Obrazek 1.1: Znaceni pouZité k popisu oblasti ve Stefanové tloze.

Pro teplotni pole T zavedeme na kapalné i pevné podoblasti funkcionaly

H;=H;T) entalpie na jednotku objemu,
S;=8;T) entropie na jednotku objemu,
Fi=Fi(T)=H(T)-TS i(T) volné energie na jednotku objemu,

kde index j € {/, s} znaci funkciondl definovany na pfislusné podoblasti €, Q.
Diéle definujeme

e=-e(T) plosnou hustotu energie rozhrani, (1.1)
s =s(T) ploSnou hustotu entropie rozhrani, (1.2)
f=f(T)=eT)-Ts(T) plo$nou hustotu volné energie rozhrani. (1.3)
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Tabulka 1.1: Znacenfi pouZité pii popisu Stefanovy tlohy.

ZnaCeni | Definice

T teplota
™ teplota fazového prechodu

As, 4 tepelnd vodivost v pevné a kapalné podoblasti
P hustota materidlu
C tepelna kapacita materidlu
L latentn{ teplo fazového prechodu
o povrchové napéti
As rozdil entropie mezi fazemi
@ koeficient pfipojovaci kinetiky na hranici
nr normalovy vektor k fazovému rozhrani I'(¢) sméfujici ven z Q;

na0 vnéj$i normdlovy vektor k 0Q
ur normalova rychlost fazového rozhrani I'(z)
g tepelny tok pres hranici oblasti 02

kr = V- nr | stfedni kiivost nadplochy I'(¥)

Pfi odvozeni Stefanovy dlohy vyjdeme ze systému rovnic fazového pirechodu s podminkou volné hranice,
ktery m4 podle [6] tvar

IHL(T) _

Frame -Vg; v Q (D), (1.4a)
OH(T
% =V v (), (1.4b)
H;,— H; — ke
7T =——" r 1.4
S, —S,—«s na I'(z), (1.4¢c)
Oe
(g, — q,)nr = vr(H; — Hy) — vrke — o na I'(¢), (1.4d)
vrar - g =0 na 0Q N I(z). (1.4e)

Zde je dobré také poznamenat, Ze z divodu prehlednosti se budeme snazit v celém textu odliovat tuénym
fontem n vektory od skalart n. Déle do (1.4a), (1.4b) a (1.4d) dosadime Fourierdv zdkon vedeni tepla
pro kapalnou i pevnou podoblast

g, = —A,WVT, (1.5)
4, = ~ALW)VT. (1.6)

Pro formulaci Stefanovy tlohy s povrchovym napétim je entalpie definovdna v podobé
T
H(T) = f pi(Ci(T)dt + L, (1.7
0

T
H(T) = f ps(1)Cs(7) dr. (1.8)
0
Déle oznacime rozdil entropii na jednotku objemu
As=8;-S,. (1.9)

Také uvazujeme [7] nasledujici omezujici predpoklady:
13



sT™

.T<<1

e QNI () =@,Vte T
[ ] /ll = /ls
e piitomnost kinetického podchlazeni upravujiciho teplotni vztah pro I'(¢)

Za téchto podminek lze zjednodusit systém rovnic fazového prechodu s podminkou volné hranice (1.4)
a formulovat Stefanovu tlohu s povrchovym napétim

oT
pear = V(AVT) =0 vQ(HXT U)X T, (1.10a)
oT oT

A-—| —A-—| = Lur na I'(¢), (1.10b)

anr s anr i

m__9 _ .7

r-7" = A KT T agr na I'(r), (1.10¢)
be(T)laa =0 voQx 9, (1.10d)
Q(0) = Qg,ini vQ, (1.10e)
Tli=0 = Tini vQ, (1.10f)

kde (1.10a) je klasickd rovnice vedeni tepla s nulovou pravou stranou - zdrojovym ¢lenem. Vztah (1.10b)
predstavuje Stefanovu podminku, kterd vyjadiuje nespojitost tepelného toku pres fdzové rozhrani a (1.10c)
je Gibbsova-Thomsonova podminka. Rovnice (1.10d) ptfiddva okrajovou podminku pomoci operdtoru
b.(T), jeZ miZe byt volen

b(T)=T —Tsa pro Dirichletovu okrajovou podminku,

bo(T) = (AVT —g) - nyq pro Neumannovu okrajovou podminku.
Vztahy (1.10e) a (1.10f) jsou pocatecni podminky dlohy udavajici pocatecni rozloZeni kapalné i pevné
faze a teplotniho pole.

1.2 Model fazového pole pro Cistou latku

Definice 1 (Fazové pole). Necht’ Q c R” je omezend oblast. Stavovy parametr ¢ € C2(Q), ¢ : R x Q —
(0, 1), ktery splituje, Ze oblast I'(¥) = {x € Q'gb(t, X) = %} je fazové rozhrani, lokalnimu neusporadanému

kapalnému stavu odpovidaji hodnoty blizké nule a lokdlnimu uspofddanému pevnému stavu hodnoty
blizké jedné, nazveme fazové pole.

Model fazového pole pro homogenni latku je zaloZzeny hlavné na praci Cahna a Hilliarda, ktefi vy-
$li z Van der Waalsova pristupu. Ten narozdil od Stefanova problému uvaZzuje pozvolnou prechodovou
vrstvu mezi kapalnou a pevnou fazi. Na této vrstvé jsou termodynamické veli¢iny spojité. Pfi popisu
fazové premény uZ nestaci pouze teplotni pole T, proto je zaveden (definice 1) novy stavovy parametr
fazemi, kterou oznacime jako Qr. Jeji tloust'’ka je pfimou imérou svazana s difuznim parametrem &.
V tomto modelu fazové rozhrani jiZ neni explicitné definovdno pomoci teplotniho pole, tudiZ je tento
model schopen zachytit jevy podchlazeni a prehfati. Dle definice 1 lze reprezentovat fazové rozhrani
kiivkou I'(¢) a také si opét oznacime (obr. 1.2)

Q1) kapalnou podoblast €2,
Q1) pevnou podoblast Q.
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Q1) < %

N0

Obrézek 1.2: Znaceni oblasti pro model fazového pole - orientovand modrd dsecka x odpovidd ose v ob-
razku 1.3.

s Y2z Vev s

Nasledujici cast textu si klade za cil matematicky korektné a co nejsrozumitelnéjsi formou odvodit
obecny model fazového pole pro pfipad Cisté litky. Formdlni strdnka tohoto popisu bude déle pouZita
i pro odvozeni modelu pro binarn{ slitiny, kde se na tento postup odkdzeme. Hlavnimi zdroji pii odvo-
zeni a popisu bezrozmérného matematického modelu fdzového pole pro Cistou latku budou predevsim
[81, [9] a [2]. Narozdil od téchto textd budeme pouzivat znaceni, které je v souladu s vétSinou anglické li-
teratury - tedy teplotu budeme znacit 7 (misto u) a fizové pole ¢ (misto p). Z této zmény plynou i nékteré
dal$i zmény znaceni oproti citovanym zdrojim, které vedou k ptehlednosti textu. Po odvozeni obecného
modelu bude predstaveno nekolik konkrétnich modelii lisicich se ve tvaru reakéniho ¢lenu a dale disku-
tovédna anizotropie a jeji zaneseni do modelu.

Pro zacatek shrneme veskery matematicky aparat, ktery bude béhem odvozeni vyuZit.

Poznamka 1. Na prostoru funkci C*(Q) zavddime skaldrni soucin funkci
f.g € CX(Q) jako

(fsg) = fg f(x)g(x)dx.

Definice 2 (Fréchetova derivace). Necht' U, V jsou normované prostory, U; C U je oteviend podmnoZina
U a f je zobrazeni f : U; — V. Rekneme, Ze zobrazeni f je diferencovatelné v bodé x, pokud existuje
omezeny linedrni operator A : U — V tak, Ze

Ilf(x + h) - f(x) — Ahlly _
l1Ally—0 kIl

0, (1.11)

kde ||.||y, respektive ||.|ly znaci normu na prostoru U, respektive V. Pak zobrazeni A nazveme totalni
(Fréchetovou) derivaci zobrazeni f v bodé x.
15



kapalna faze neostré fazové rozhrani pevna faze

Q] Ql" Qs

=

TS

X

Obrazek 1.3: Pribéh funkce ¢ na pozvolné prechodové vrstvé mezi kapalnou pevnou fazi.

Véta 1 (Gaussova - Ostrogradského véta). Bud” U c R3 omezen4 oteviend oblast, jeji hranice U je
uzaviend plocha po &éstech tiidy C! - Ddle necht’ pro U oznaCujici uzavér mnoZiny U a slozky vektorové
funkce F plati F; € C'(UyaF;eC(),i € {1,2,3}. Potom plati

fV-FdV:f F - ndS,
U U

Véta 2 (Greenova véta). Bud’ D ¢ R? omezend oteviend oblast, jejf hranice dD je kladné orientovand
Jordanova kfivka po ¢astech tridy C . Ddle necht P,Q € C'(D)aP,Q € C(D). Potom plati

_ ([ (22 _9op
faD(de + Qdy) = fj[; ( ax " ay )dxdy.

Véta 3 (Rieszova véta o reprezentaci). Bud’ F : H — C spojity linedrni funkciondl na Hilbertové
prostoru H. Pak existuje prave jeden vektor ¢ € H takovy, Ze plati

vev s

kde n je vektor vnéjsi normdly k oU.

Fx ={p,x) Vx e H.

1.2.1 Odvozeni modelu

Oznac¢me dimenzi zkoumané oblasti Q jako n = dim Q. Necht m € N a ¥ je termodynamicka
funkce (napf. volnd energie), vyjadiend jako integral jeji objemové hustoty, zavisejici na sadé parametri
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{d1,...,0n} Podle [8], [10] ma funkciondl ¥ tvar

Flo1, ..., 0ml :L(w(qﬁl,...,(ﬁm)+G(V¢1,...,V¢m))dx. (1.12)

Ve vyrazu (1.12) vystupuje objemové hustota volné energie w a funkce gradientu G. Funkce w se ob-
vykle voli jako viceminimova s lokdlnimi minimy ve stavech danych hodnotami parametrt {1, . .., ¢, }.
Casovy vyvoj systému je pak popsan rovnici modelu A (viz [11]).

T,'<%,U>= =04, F (P15 .. dmlv, Yoe C3(Q)i=1,...,m, (1.13)
kde 64, je linedrni zobrazeni - Fréchetova derivace (definice 2) funkciondlu # podle jednotlivych pro-
ménnych ¢; a 7; je relaxacni parametr.

V naSem modelu, ktery budeme pouZivat popisujeme stav systému jednim stavovym parametrem

¢ = ¢(t,x) a teplotnim polem T = T(¢,x) - tedy volime m = 1. Kapalna fize ma odpovidat oblasti
s hodnotami parametru ¢ blizkymi 0 a pevnd faze oblasti s hodnotami parametru blizkymi 1. Pfechod
mezi kapalnou a pevnou fazi ma byt realizovan tenkou vrstvou, kde se veliCina ¢ spojité pohybuje od 0
k 1 (ptipadné naopak). S témito pozadavky mizeme za funkci objemové hustoty w zvolit w = wg + W,
kde wy je tzv. dvouminimovy potencidl s minimy pravé v pozadovanych stavech odpovidajicich kapalné
a pevné fazi (obr. 1.4) a W = W(T,¢) je zatim bliZze nespecifikovany clen utvarejici kompletni tvar
reak¢niho Clenu pro jeho rizné modifikace (sekce 1.2.2). Dvouminimovy potencidl wy je tvaru

wo@) = (- %)2 - }1)2 = 490 - o7, (1.14)

kde a > 0 je Skdlovaci konstanta.

wo

0 1 ¢
Obrazek 1.4: Graf dvouminimového potencidlu wy.
Diéle budeme uvaZovat oblast Q c R",n € {2,3}. Jednd se o dimenze, které pro nds budou signifi-

kantn{ pfi numerickych simulacich a samozfejmé maji praktické opodstatnéni v redlném svete. Nakonec
bude patrné, Ze vysledny tvar rovnic na dimenzi nezdvisi. Pfi odvozeni modelu fdzového pole pro Cistou
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jednoslozkovou latku vyjdeme z funkcionald entalpie H a volné energie F ve tvarech

T
H(¢,T] = j(; p(, P)c(t, ¢)dr + L(1 - ¢), (1.15)
Flo. T) = fg(w(qﬁ,T;-f) +G(Vg;£)dx, (1.16)

kde p, A a c jsou materidlové konstanty a L je latentni teplo na jednotku objemu. Uvazujeme fidici rovnici
analogickou k (1.4a)

oH
W = —Vq, (117)

kde g oznacuje tepelny tok. Dosazenim funkcionélu entalpie (1.15), pouZitim Fourierova zdkona
q=-AVT (1.18)

a dosazenim funkciondlu (3.17f) do rovnice modelu A (1.13) pfechazi rovnice vyvoje systému do nasle-
dujici soustavy:

% =V .- (AT)VT), (1.19)
0
T<a—(f, v> = —04F (¢, T, (1.20)

kde (-, -) je skaldrni sou¢in na C 2(Q).
Z. definice Fréchetovy derivace plati

lim Flp+ 00, T:E - Flp, T:;E] — 04F [, T]<5¢
ll611—0 llogll ’

(1.21)

kde ¢ znaci maly pfiriistek argumentu. Tvar 6,7 najdeme, pokud si rozepi§eme pfiriistek F v bodé ¢
a nasledné pouZijeme Taylortiv rozvoj v bodé ¢ do prvniho fadu

Flg + 066, T:£] = fQ (w6 + 66,758+ GV + 61,6 ax (1.22)
_ L 0($.T1) L 0G(VHE) )
= L (a)(qﬁ, T;&) + 0 0p+G(Vp; &) + ) Véog + O(|0g) ))dx

kde _0G G 0G
Vo)

w5 = = (% T T (%) a y; jsou slozky gradientu V.

Pro Q c R? pouzitim Gaussovy véty (véta 1) pro F = 0¢ a oblast Q dostdvame

6(V¢)

oG oG oG
— - Vépdx = — V.- —d6pdx —0 ds, 1.23
fg ave) 0N fg ave) P f 0 377" (1-23)

kde n znaci vektor vnéjsi normaly k Q. Ve dvourozmérném pripadé Ize tuto dpravu provést analogicky
pomoci Greenovy véty 2. Postacujici podminky, aby posledni ¢len vyrazu na pravé strané (1.23), tedy
integral pfes hranici sledované oblasti 9Q, byl nulovy, jsou

ddlag = 0 (1.24)
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nebo
06V 6)
(Vo)
Dosazenim vztahu (1.23) do rovnice (1.22), vynulovanim integralu pfes dQ2 a néaslednym odeCtenim
Fp,u; ] dostdvame

=0. (1.25)

0. T:6) o IG(V:8)

¢ a(Ve)
Také je Zddouci zde poukdzat na fakt, Ze provedeni Taylorova rozvoje (1.22) pouze do prvniho fadu je
pro nase potieby dostate¢né, protoZe zbytek rozvoje - oznaéme ho R(¢, T; &) - se chovd jako O(|6¢[%)
a tedy v limité z definice Fréchetovy derivace (1.11) neméd Zadny vliv, protoZe

Jo R(@, T: €)dx
m —, =
5¢—0 69|

Flo +0¢,T:E1-F o, T: €] = fQ ( + 0(|6¢|2))5¢dx. (1.26)

1.27)

Z rovnice (1.26) nyni ozna¢ime

5w(¢ T8 . 96(V:6)

55 )5¢dx (1.28)

055 ¢, T;£16¢ = f

a pak vidime, Ze diky platnosti (1.27) je splnéna (1.21).
Vyuzitim znalosti definice skaldrniho soucinu z pozndmky 1 vyraz (1.28) je tvaru (p, d¢), kde funkce ¢
reprezentujici Fréchetovu derivaci je

(0. T 9G(:E)
‘P(t’x)_( a6 v a(V¢))

ProtoZe Fréchetova derivace je omezend, lze zobrazeni 64 ¢, T'] z rovnice (1.20) reprezentovat pomoci
Rieszovy véty (véta 3) funkci ¢ € C 2(Q) tak, ze Vv € CH(Q) plati

0¢F (¢, Tv = (e, ). (1.30)

Dosazenim (1.30) do (1.20) dostdvame rovnost Yo € C(Q)

(1.29)

tx

(2.0} =~ (131)
9¢
— +¢,0)=0. 1.32
{3 o) .22
Rovnice (1.31) bude splnéna, pokud bude bodové v oblasti Q platit rovnost
L9 _
—. 1.33
T T Y (1.33)
Nakonec vyjadiime derivaci funkcionélu entalpie H podle ¢asu, kterou potiebujeme do rovnice (1.19)
OH[p, T] OHIT OH ¢ oT 0¢
_ = — - L— 1.34
o ot o T ap o PG Ly, (1.34)
a nyni uZ lze ziskané vyrazy (1.29) a (1.34) dosadit do (1.19) a (1.33), ¢imz ziskdme vysledné rovnice
T
p(T)c(T)%—t =V(T)VT) + L%, (1.35)
9¢ 0G(V$; &)  O0w($,T;¢)
T _V. - 1.36
(&) a ) Y (1.36)

s okrajovymi podminkami v souladu s podminkami (1.24), (1.25), které mohou byt
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e Dirichletova typu

Tl|pa = T, dlaa = daq, (1.37)
nebo
e Neumannova typu
oT 0G
—| =0, —— -n=0. 1.38)
o oc ) (

Rovnice vedeni tepla (1.35) spolecné s reakéné difuzni rovnici, kterd je také nazyvana Allenovou-
Cahnovou (1.36), jednou z okrajovych podminek (1.37), (1.38) a po¢ate¢ni podminkou

T\i=0 = Tnis @li=0 = Pini, (1.39)

tvori obecny systém rovnic fazového pole.

Pro tcely dalsiho textu a piehlednost si pfeznacime tzv. reakcni Clen

0w(p, T; &)

,T56) 1= ————. 1.40
f(@.T:6) a0 (1.40)
Podle [8] pro izotropni formulaci modelu fdzového pole volime
o= E
G(Vg:8) = SVel, (1.41)

kde £ je onen relaxacni parametr fidici tloustku pfechodové vrstvy fazového rozhrani. Derivaci tedy
dostdvdme

0G(Ve; ) _
= £2V. 1.42
Vo) Ve (1.42)

Od modelu je dile poZzadovéno, aby (1.36) pri limitnim pfechodu & — 0 byl v souladu s tdlohou ostré
hranice a tedy rovnice pro fdzové pole ¢ pfechdzela v Gibbsovu-Thomsonovu podminku

ASAT = —o«kr — aour,

kde pomoci ptivodniho znaceni z podkapitoly 1.1 znaéime AT = T — T™. Tedy v podstaté chceme, aby
pri ztencovani prechodové vrstvy model fazového pole presel ve Stefanovu tlohu s povrchovym napétim
uvazujici ostré fazové rozhrani. S oddvodnénim v piekryvaci asymptotické analyze [7] volime relaxacni
parametr

7€) = aé. (1.43)

Pouzitim (1.40), (1.42) a (1.43) miZeme na intervalu J a prostorové oblasti Q model fazového pole pro
cistou latku souhrnné zapsat

pc%—f(l‘, x) = V(AVT(z, x)) + L%—‘f(r, x), vOXYT, (1.442)
f%%@m=¥mmm+ﬂ¢n& vOxJ, (1.44b)
Tli=0 = Tinis &li=0 = Pini, v Q, (1.44c¢)
Tloa = Toa nebo VT - n =0, voQ X9, (1.444)
Plaa = daq nebo Ve - n = 0, voQxJ. (1.44e)
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Tabulka 1.2: Definice veli¢in bezrozmérné formulace modelu.

Veli¢ina | Definice Jednotka | Vyznam
Ly nastavitelny m Skédlovani prostorové soutadnice
to (oc/ /l)Lg S Skalovani ¢asové souradnice
T 1+T -T"/(T" - Tin) | 1 teplota
L L/(pc(T™ = Tini)) 1 latentni teplo
a (A/pc)a 1 koeficient pfipojovaci kinetiky
B | BLo(T™ = Tini) 1
X x/Lg 1 prostorova soufadnice
r t/tg 1 Cas

Dle [12] Ize pfedefinovanim velicin podle tabulky 1.2, kde nové veli¢iny ozna¢ime vinkou, prejit k bez-
rozmérné formulaci modelu fazového pole (1.45). VSimnéme si, Ze bez ohledu na hodnotu Tiy; je
v bezrozmémé formulaci Ty = 0 a 7* = 1. Znageni s vinkou budeme v dasim textu pro ptehlednost
vynechdvat, protoze tento model budeme vyuZivat pouze v bezrozmérné formulaci a neni tedy tfeba obé
varianty rozligovat. Ulohu v bezrozm&rmém tvaru lze psat

EE(L x)=AT(t,x)+ L%(t, X), vQOxYJ, (1.45a)

ot ot
fzai—f(n x) = EAd(1,x) + f(¢.T;6), vOxJ, (1.45b)
Tli=0 = Tinis Pli=0 = Pini, v Q, (1.45¢)
Tl|sa = Tso nebo VT - n =0, voQxJ, (1.45d)
dlaq = ¢aa nebo Vo - n = 0, voQxJ. (1.45¢)

1.2.2 Varianty reakéniho ¢lenu

Vv

Model spliiuje asymptotické chovani pro rizné reakéni Cleny f(¢, T'; €), které jsou derivaci objemové
hustoty w podle ¢. Ta je volena jako w = wp + W s dvouminimovym potencidlem wg ve tvaru

wn(@ = 5((0 - %)2 - }1)2 =601 - 92 (146)

kde a > 0 je Skalovaci konstanta. Derivaci dvouminimového potencidlu podle ¢ dostdvame zakladni tvar
reakéniho Clenu

_ 80)0 _ _ _ 1
fo@) = 22 = gl oe-5) (1.47)

Volbou W a ndslednou derivaci 1ze ziskat rizné varianty reakéniho Clenu, a toto vedlo historicky ke
vzniku mnoha rtiznych modeld, jeZ se ukdzaly jako néjakym zplsobem fyzikdlné odpovidajici a nume-
ricky vhodné. Z téchto modell zde pro zajimavost uvedeme tfi tvary reakéniho ¢lenu predstavené v [12]
a[8].

Varianta 1

1
f(@.T:8) = fo(¢) — DBE(T — T™) = ag(1 - ¢)(¢ - 5) —bRE(T = T™), (1.48)
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kde a, b, = % jsou pozitivni konstanty.
Pro zachovani fyzikdlniho vyznamu zde navic vyvstava explicitni podminka svazujici parametry a, b,

aé

IRE
bBE(T — T™) € ( - %a, +%a). (1.49)

Varianta 2

1
F@.T.V6:6) = fo(@) + FOT.V9) = ap(1 = $)(¢ = 5 )~ bEAVAT =T, (1.50)

V tomto modelu se fy(¢) liSi od f(¢, T, Vg; &) pouze v oblasti, kde je V¢ nenulovy, tedy v oblasti Qr.
U této varianty jiZ neni explicitni podminka svazujici § a €. V numerickych simulacich modelu fazového
pole pro Cistou latku se proto omezime pouze na tento tvar reakcniho ¢lenu.

Varianta 3

1 1
F@.T38) = 261 = 96— 5 — bBESE(B: 20, £0)(T - T’")), (1.51)
kde funkce X(¢; &9, £1) ma tvar

0 ¢ < o,

(5 &0, €1) =11 ¢ = &1, (1.52)

3(p-s0)® _ 2Ap-50)’
(e1-20%  (e1-&0) ¢ € (e0,1)-

Opét zde jiz neni podminka svazujici 8 a &, zaroven si lze v§imnout, Ze pro tento tvar reakéniho ¢lenu
neni tfeba vycislovat gradient jako u predchozi{ varianty (1.50), coz miZe byt vyhodné. Pro vliv parametrii
£0, €1 1ze nahlédnout do [12]. V tomto modelu musi byt [12] parametr b volen jako

3 2 2 2 2 3
_l/(eo £)€1 380 gog1  €o&] &) & 1)

6

5710 20 5 "0 20 "157%8)

(1.53)

1.2.3 Anizotropie

Vyznamnym faktorem ovliviiujici rist krystald v pfirod€ je i anizotropie. Pokud chceme, aby model
korespondoval s redlnym procesem, musime ji v modelu zohlednit. Anizotropni rist krystalu znamena
uprednostnéni nékterych smérd rdstu pred jinymi. Prvni a jednodussi zpisob zavedeni anizotropie do
modelu je moZny pouze ve dvourozmérném piipadé. V trojrozmérném modelu je jednim ze zptsobi
zavedeni anizotropie pouZiti Finslerovy geometrie. V pfirodé se vyskytuje mnoho druhti anizotropif,
z nichZ pro nékteré si ukdZeme konkrétni tvary funkci, jimiZ je moZné je zanést do modelu.

1.2.3.1 ZjednoduSeny dvourozmérny piripad

Pro zavedeni anizotropie do modelu fazového pole v dvourozmérném piipadé uvaZzujeme podle [7]
anizotropni Gibbsiv-Thomsontiv vztah

avr = gk —B(T - T™), (1.54)
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kde 6 predstavuje thel mezi horizontdlni osou x a vnéjsi normalou k fdzovému rozhrani I'(r). Déle také
klademe na funkci g dvé podminky: musi byt kladnou a omezenou funkci proménné 6. Funkce g je
obvykle volena ve tvaru

g(@) =1 -8 cos (m(6 — 6p)), (1.55)
kde m € N je Cetnost anizotropie, S € (0, 1) je sila anizotropie a 6y je smér hlavni krystalografické
orientace. Allenova-Cahnova rovnice pak prejde do tvaru

0
fzaa—(f(t, x) = gOEA(t, x) + fo($)] — BEBIV(T — T™). (1.56)

1.2.3.2 Finslerova geometrie

Narozdil od predchoziho zplsobu zavedeni anizotropie 1ze u toho pomoci Finslerovy metriky dokézat
existenci feSeni vysledného anizotropniho modelu fdzového pole [13].
Anizotropie je zavedena piimo do Allenovy-Cahnovy rovnice nahrazenim eukleidovské normy na R”
novou normou respektujici pozadovanou anizotropii. Pfi nésledujicim popisu problematiky Finslerovy
geometrie budeme Cerpat hlavné z [14], [15] a [16].

Definice 3 (Finslerova metrika). Bud’ Q2 ¢ R" oteviend a souvisla. Spojitou funkci ¢ : QXR" — (0, +00)
nazveme Finslerovou metrikou pokud spliiuje podminky homogenity a omezenosti

(¥t € R,VYn € R")(p(x, tn) = |tlp(x, n)), (1.57)
(Vx € Q)AL A > 0)(An| < ¢(x, n) < Aln)). (1.58)

Definice 4. Jednotkovou kouli pri zobrazeni ¢ se sttedem v x € Q rozumime mnoZinu
By(x) = {n € R"jp(x,n < 1)}. (1.59)

Definice 5 (Duélni Finslerova metrika). Bud’ Q c R” otevien4 a souvisld. Spojitou funkci ¢° : QxR" —
(0, +00) nazveme dudlni Finslerovou metrikou k ¢ pokud plati

¢°(n*) = sup{n” - nln € B,(x)}. (1.60)

Definice 6. Bud’ ¢ Finslerova metrika. Pak definujeme zobrazeni T : R* — R" a T? : R* — R”
nasledovné

T(n) = p(n)pu(n), (1.61)
T°(n) = " (n)p(n). (1.62)

Operitor T? je inverzni k T [14]. Pomoci opertoru T° definujeme je$té nékolik pojmi k ziskan{
¢-normdlového vektoru, ¢-normdlové rychlosti a ¢-stfedni kiivosti, pomoci nichZ lze rovnici fizového
pole preformulovat na anizotropni piipad.

Definice 7. Bud’ f : R” — R hladk4 funkce, pro kterou Vf # 0 na celém R”. Potom nazyvame
Vof = T°(Vf) (1.63)
w-gradientem funkce f. Bud’ m(x) hladké vektorové pole na R”. Nazyvdme
divymr = diver + 7 - V(log(div,¢)) (1.64)

@-divergenci vektorového pole 7.
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Pomoci piedchozich definic 1ze zavést p-normalovy vektor n, 1 a ¢-normédlovou rychlost v, k roz-
hrani I'(7) = {x € Q|¢(t, X) = %}, které jsou [16] dany jako

Voo
0 ¢
ner = (V) = - ) (1.65)
P )
1 0
U(,D,F = 0—_¢ (166)
(Vo) ot
Diéle ¢-stfedni kiivost je definovdna
Kor = —divyn,r. (1.67)
Nyni jiz Ize z Gibbsova-Thomsonova vztahu modifikovaného asymptotickou analyzou
avyr = kor — BT - T™) (1.68)
odvodit [12] rovnici fazového pole s anizotropii
0
fzaa_(f(t, x) = £V -T'(Ve) + f(¢. T. " (V9): €). (1.69)
Tim dostdvame kompletni podobu anizotropniho modelu fazového pole
or 0
—(t,x) =AT(t,x) + L—¢(t, X), vQAXJ, (1.70a)
ot ot
2 09 _ 2g70 0 )
3 aat(t,x)—f VI' (Vo) + f(¢. T, ¢ (V9); £), vQaxJ, (1.70b)
Tli=0 = Tini»  Pli=0 = Pini; v, (1.70c)
Tloa = Taq, voQxJ, (1.70d)
T°(V¢)-n =0, voQxJ, (1.70e)
kde
1
@ T 8%8) = ag(1l = )¢ - 5 ) - bERLTHT = ™. (17

Zbyvi jiz pouze popsat konkrétni tvar metriky ¢° pro nami pozadované trojrozmérné modely. Podle [17]
ma tvar

P (n*) = [n*|y(n), (1.72)
kde
e (1.73)
||

ay : R — (0, +00) predstavuje anizotropni povrchovou energii zvislou na norméalovém sméru k plose
n. Pokud zvolime n* = V¢, pak n reprezentuje jednotkovy vnéjsi normalovy vektor k fazovému rozhrani.
Derivaci vztahu (1.72) postupné (podrobné v [9]) ziskdme proi =1,2,3

0
on; 14

0y = O (s N O o
(") = an?(ln u( In*l))_ = —nay(m) ani(n>+;n,nk8nk(n>. (1.74)
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Dosazenim (1.74) do i-té slozky (1.62) ziskdme

T (1) = |n*|y(n)

4

coZ rozepsano pro jednotlivd i = 1,2,3 dava

) = | ly(m)| (n?

7900") = Il () (0

7900") = 'l () (0

W i
- 1)(,)—’@1 + nl(n

2— +n3— —
ony ons

- l)a—l// + nz(n3a—¢’ + n
ony

ons

o oy

- 1)7 + n3(n1— +ny— — L//(n))i.

0 3 (97’11

44

o

oni

W
(91’12

9 3 s
—WW—%W+;Wﬁﬁﬂ,

<

w(m)

>

wm)

(1.75)

(1.76a)
(1.76b)

(1.76¢)

Poslednim a stéZejnim krokem je volba konkrétniho tvaru metriky ¢°, respektive diky vztahu (1.72) volba
anizotropni povrchové energie i, ktera uruje symetrii krystalu. Pro simulace je moZné pouZit nasledu-
jici tvary ¢ a jeho derivaci prevzaté z [9], [18] a [19].

4-Cetna anizotropie

4., 4 4 22, .22 22
Y(n) = 1+ Aq|n] + n, + n3 — 6(nyn; + nyns; + nin3)|,

kde A, je parametr sily anizotropie a derivace i jsou

oy
ony
o
ony
oy
on3

6-Cetna anizotropie

3 1
Y(n) =1 +A1(n‘1‘ +ny + 0§ — 5) + A2[3(n‘1‘ + 15 +n3) + 66nin3n3 — —

() =4Ain »n% ~3(n3 + ng)_

——(n) = 4A1na|n3 — 3(n} + n)

2 = 4Ain; »ng ~3(n? + ng)_.

kde A1, A, jsou parametry sily anizotropie a derivace ¢ jsou

o B
(')_nl(n) =n
o _
8—@(") =n
o B
8_113(n) =ns3

8-Cetna anizotropie

4(A1 + 3A)n? + 132Am%n3

4(Ay + 3A2)n5 + 132Aon3n3

4(Ay + 3A2)n3 + 132A0m1n3 |.

o

>

(1.77)

(1.78a)
(1.78b)

(1.78c)

(1.79)

(1.80a)

(1.80b)

(1.80c)

— 8 8 8 6 2 2.6 6 2 2.6 6 2 2.6 4 4 4 4 4 4
Y(n) = 1+ Aq|nj + n5 + n3 — 28(nin; + nin; + nyns + nyns + ning + niny) + 70(n{ny + nyns + niny) |,
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kde A je parametr sily anizotropie a derivace i jsou

5 : :
%(n) = Ay |n](8n] — 168(n5 + n3)) + n3(280n] — 56n3) + n3(280n7 — 56n3)|, (1.82a)
1 L ]
g—’i(n) = Aymy »ng(sng — 168(n7 + n3)) + n3(280n5 — 56n3) + n}(280n5 — 56n%)‘, (1.82b)
g—"”(n) = Ayns|n3(8n% — 168(n7 + n3)) + n}(280n3 — 56n%) + n3(280n3 — 56n3)|. (1.82¢)
n3 | i

z Yz

JelikoZ se budeme v praktické Césti prace vénovat vlivu anizotropie rizné natocené vici sméru vypo-
Cetnich bun€k pravidelné krychlové sité na rust krystalu, budeme jesté déle potiebovat oticet hlavni
sméry anizotropie libovolnym smérem. To Ize udé€lat tak, Ze pred dosazenim vektoru n* = V¢ do vyse
uvedenych vztahii pouZijeme na V¢ operaci rotace. Tu lze v tfirozmérném prostoru reprezentovat po-
moci ndsobeni ortogondlni matici x, = Ax, kde obecnd matice A rotace okolo jednotkového vektoru
0 = (01,02,03)" o tihel @ m4 tvar [20]

cosa+0%(1 —Ccos @) 0102(1 —cosa) —o3sina  0103(1 —cosa) + oz sin«
A =|0102(1 — cosa) + o3 sina cosa+0§(1 —cosa) 07203(1 —cosa) — o1 sina|.
0103(1 —cosa) —oxsina  0203(1 —cosa) + o) sina cosa + o%(l —cosa)

V naSich simulacich se omezime pouze na otoCeni kolem jedné z os kartézskych soutadnic, pfiCemz
budeme zkoumat vysledky praveé v roviné, ve které bude anizotropie otoc¢end. PouZijeme otoceni okolo
osy z, tj. 0 = (0,0, 1)” a tedy matice rotace okolo osy z o thel a je

cosa sina O
A=]|sinae cosa O0].
0 0 1

1.3 Model fazového pole pro binarni slitiny

V nasledujici Casti textu se budeme zabyvat predstavenim obecného modelu fazového pole pro
tuhnuti v bindrnich slitindch. Bindrn{ slitinou rozumime smés dvou sloZek, jeZ budeme v ndsledujicim
textu oznacovat pismeny A a B. K popisu tak pfiddvame koncentracni pole c(x, r) udavajici koncentraci
sloZky B rozpusténé ve sloZce A v Case a prostoru. V procesu tuhnuti zde hraje roli jak difuze tepelna,
tak difuze rozpusténé latky. Numerické zachyceni obou téchto jevi je vSak obtiZné, jelikoZ tyto procesy
probihaji ve velmi odli§ném casovém meéfitku. K postihnuti mnohem rychlejsi tepelné difuze na stejné
siti, je tfeba mit tuto sit” velmi jemnou a to podstatné zvySuje vypocetni ndroky tdlohy. Mimo jiné také
v pocidtcich probéhly pokusy o modelovani tuhnuti slitin na adaptivni siti [21]. Z tohoto ddvodu néktefi
autori [22] odvodili model fdzového pole pro tuhnuti slitin za izotermického predpokladu, pficemz tep-
lota v modelu byla feSena bud’ piimo predepsanou pevnou hodnotou nebo naptiklad funkci, jez linearné
zavisela na jednom z rozmérti vypocetni oblasti. Zanedbavani tepelnych efektd v systému lze [23] odu-
vodnit jako opravnénou aproximaci, jelikoz uvoliiéni latentniho tepla z rozhrani je mnohem rychlejsi nez
latkova difuze, a proto se teplotni pole vyrovnd v dobé mnohem krats$i nezZ je nutnd pro preusporddini
¢astic a tuhnutf je tedy v podstaté izotermické. Nicméné pozdéji studie [24] ukdzala, Ze i pfi tuhnuti slitin
miZe uvoltiovan{ latentniho tepla vyznamné ovlivnit dynamiku fazového prechodu. Pfedstavime tedy
modely pro oba tyto pfistupy k popisu tuhnuti slitin.
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1.3.1 Izotermicka formulace

Pfi odvozeni modelu pro izotermické tuhnuti slitin predpokladem budeme Cerpat hlavné z [25], [22]
a [26]. Podobné jako v pripadé Cisté latky zde vyjdeme z funkcionalu volné energie ¥ dle [25] ve tvaru

2
F = f [f(qb,c, T)+ ﬁIV¢|2 av, (1.83)
Q 2

kde f(¢,c,T) je hustota volné energie a &4 je konstanta. Rovnice pro fdzové pole opét vychdzi z rovnice
modelu A (1.13) a je ddna jako

(z_(f = —M¢6¢7:, (1.84)

kde M? je kladnd konstanta mobility souvisejici s kinetickym koeficientem rozhrani. Casovy vyvoj kon-
centrace rozpusténé latky je fizen rovnici zachovani hmoty

doc
—=-V-J], 1.85
p” J (1.85)
kde J znadi difuzni tok. Po dosazeni J = —Vc¢ bychom dostali piimo 2. Ficktiv zdkon
dc
o
Pro odvozeni modelu fazového pole vSak volime obecnéji J = —M(c, ¢)Vu, kde M(c, ) = M c(1 —c) je
mobilita a potencidl y pokldddme roven y = 6.5 . Timto ziskdvame rovnici pro koncetraci

Ac. (1.86)

0 .

a—j = V(M c(1 = 0)V6,F). (1.87)
Pouzitim funkciondlu volné energie (1.83) Ize analogickym postupem jako v piipadé odvozeni modelu
fdzového pole pro Cistou latku derivace 64, 6. identifikovat s funkcemi

of

5F =55V AL (1.88)
_
5F = =

Nésledné dosazenim (1.88) a do (1.84) a (1.87) ziskdme obecny tvar [22] rovnic fazového pole pro
binarn{ slitinu

% —M¢(% - 30), (1.89)
© v [mca-ov(Z))| (1.90)

Tyto rovnice jsou nazyvany Allenova-Cahnova a Cahnova-Hilliardova. Parametry M? a M¢ jsou kladné
konstanty mobility svazané [22] s kinetickym koeficientem rozhrani{ a difuznim koeficientem rozpusténé
latky vztahy

M? = (1 - )M} + cMS, (1.91)
_ S L
ME = (1 p(¢))§T + p($)D , (1.92)
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kde DS, D* zna&i difuzni koeficienty v objemu pevné (solid) a kapalné (liquid) fize, R je plynovd kon-
stanta a p(¢) je interpolacni funkce.
Podobnych modeli existuje vice, nékteré [22], [27] napiiklad do vychoziho funkciondlu volné energie

2
pridavaji navic i gradientn{ ¢len pro koncentraci ve tvaru %C |Vc[? . Rovnice jsou doplnény o vhodné okra-
jové a pocatecni podminky.

Hustota volné energie f(¢,c,T)
Pfi tvorbé hustoty volné energie budeme vyuZivat dvouminimovy potencial

g(p) = ¢*(1 - ¢)*, (1.93)

ktery je volen tak, Ze ma minima g(¢; = 0) = g(¢s = 1) = 0. Dale budeme vyuzivat interpolacni funkci,
kterou volime dle [26] jako

1 gdx
fol g(x)dx

Poznamenejme zde, Ze tato funkce spliiuje vhodné poZzadavky, tedy p(0) = 0, p(1) = 1 a soucasné lze
snadno odvodit, ze

P'(¢) = 3¢*(6¢° — 15¢ + 10) + ¢>(12¢ — 15) = 30¢* — 604> + 300> = 30¢*(1 — ¢)*> = 30g(¢). (1.95)

p(e) = = $*(6¢* — 15¢ + 10). (1.94)

Tedy plati také, ze p’(0) = p’(1) = 0, coz v konecném dusledku zajist'uje, Ze % = 0, pokud ¢ = 0 nebo
¢ =1

Jednim ze zplsobu konstrukce hustoty volné energie pro slitiny je vzit v tivahu, Ze slitina obsahuje dvé
cisté latky A a B, z nichZ obé jsou vdZeny relativni koncentraci. K tomu je nutné zahrnout vznikajic{
entropické a entalpické interakce, jelikoz slitina je smés atomtl A a B v obou fazich. Toto l1ze [25] zapsat
matematicky jako

f(@,c,T)=(1=c)fa(@, T)+cfp(¢,T)+ RT[clnc+ (1 —c)In(1 - )] (1.96)
+c(1 = )[M° p(¢) + M (1 = p($))], (1.97)

kde M5 a M" jsou fenomenologické ¢leny vyjadiujici interakce mezi atomy A a B v pevné a kapalné f4zi
zkombinované pomoci interpolacni funkce p(¢). Funkce f4, fg jsou volné energie jednotlivych sloZzek A
a B, jez lze rozepsat [22] jako

falg, T) = (1 = pO)fL(T) + pd)f3 (T) + Wag(), (1.98)

v, s

kde W, pridava energeticky skok tvorici bariéru mezi kapalnou a pevnou fazi pri teploté tani. Funkce
f [f f AL, 13, f{; jsou bézné volné energie obou sloZek v kapalném a pevném stavu a jsou pouze funkcemi
teploty. Analogicky lze konstruovat fgz(¢, T). Déle uvedeme z [25] specidlni tvary hustoty volné energie
pro rizné typy modeld pro binarnf slitiny.

1. f(¢,c, T) pro izomorfni slitiny

Termin izomorfn{ slitiny oznacuje piipad, kdy jsou obé& sloZky slitiny zcela misitelné v kapalném i pev-
ném skupenstvi, jako piiklad Ize pouZit treba Cu-Ni slitiny. Pro sloZky s podobnym atomovym polomé-
rem lze poloZit Wy = Wp = W a také lze polozit Cleny M5 = ML = 0. Poté dostavame tvar

f(@,e,T) =(fLT) = (T = s = o) + (FXTR) - (T - TH)sh)e (1.99)
LA(TX’ -T) LB(TI’;’ -7

—(T—/T(l -0+ T—?c)p(qb) (1.100)

+ Wg(p) + RT[clnc + (1 —¢)In(1 — ¢)], (1.101)
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kde T'', T jsou body téni jednotlivych sloZek slitiny, La, Lp jejich latentni tepla a sk, sf; jsou hustoty
entropie kapalnych A a B.

2. (¢, c, T) pro eutektické slitiny

Pojem eutekticka slitina se pouZivd pro homogenni smés, jejiz bod tani je nizsi neZ bod tani obou jednot-
livych slozek. Nejnizs§i mozny bod tani pro vS§echny mozné sméSovaci poméry danych latek se nazyva
eutektickd teplota. Pfedpokladem eutektické smési je misitelnost obou sloZzek v kapalné féazi, zatimco
v pevné fazi misitelné nejsou. Z [25] opét pokladdme W, = Wp = W. Déle Ize s predpokladem idedln{
kapalné faze polozit M* = 0 a interakce pevné faze lze modelovat pomoci M5 napiiklad empirickym
vztahem M3 = (1T — a2)(2c — 1) — (a3T + a4), kde konstanty a;,i = 1,2,3,4 jsou stanoveny z termo-
dynamiky pro konkrétni slitinu. To ddva vysledny tvar objemové hustoty

F(p.e, T) =(fXTY) = (T = T)s5H (A = ©) + (FHT) = (T = THsh)e (1.102)
LT} = T) Lg(Ty —T)

—(T—A(l —-0)+ T—gc)p((ﬁ) (1.103)

+c(1 =)@ T — ax)(2c = 1) = (a3 T + as)1p($) (1.104)

+ Wg(¢) + RT[clnc + (1 = ¢)In(1 = ©)]. (1.105)

1.3.2 Neizotermicka formulace

Neizotermickd formulace modelu fdzového pole pro bindrni slitiny se snaZi vzit v dvahu tepelné
ucinky v podobé uvoliiovani latentniho tepla v pribéhu tuhnuti. Pfi odvozeni modelu budeme Cerpat
hlavné z [28] a [29], pfiCem?Z tato literatura pevné fazi pfisuzuje hodnotu ¢ = 0 a kapalné fazi ¢ = 1.
Proto na konci pro jednotnost provedeme substituci ¢ — 1 — ¢. Vyjdeme z entropické formulace [26]
a definujeme funkciondl entropie

82
S = f [s(gb, e,c) + 2Vol*|av, (1.106)
o 2

kde s je termodynamicka hustota entropie, ¢ je fazové pole, e je hustota vnitini energie a ¢ opét znaci
koncentraci latky B v ldtce A. Na funkci s klademe nérok, aby pro vyznacné hodnoty ¢ = 0, ¢ = 1
prechazela [29] v klasickou termodynamickou hustotu entropie pro homogenni kapalnou a pevnou fazi.
Parametr &4 podobné jako v pfedchozich funkciondlech (1.83) a (1.12) zajist'uje gradientni korekce
k hustot€ entropie.

Pro dynamiku vyjdeme ze zdkonti zachovéani pro e, ¢ ve tvaru

Oe

=-V-J,. 1.107
” Je ( )
oc

=_V.J. 1.108
o Je ( )

Podobné jako v piipadé izotermického modelu volime toky J ., J .

Jo. = M°V6,S, (1.109)
Jeo=MVS.S, (1.110)

kde M¢, M jsou kladné konstatny mobility. Ridici rovnice pro fazové pole ¢ je opét ddna (1.84)

(;—‘f = M?6,S. (1.111)
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Dale postupem korektné popsanym pifi odvozeni modelu fazového pole pro Cistou latku a pouZitim za-
kladni termodynamiky [29] miZeme identifikovat derivace

ds 1
0,8S= — = —, 1.112
S de T ( )
ds _ pa—us
0.8S= — = ———, 1.113
S oc T ( )
_ Os 2
04S = a—¢ +V- (5¢V¢), (1.114)

kde p4, g jsou chemické potencidly sloZek A a B.
V tomto bodé¢ 1ze také zptusobem dle [29] zanést do dvourozmérného modelu anizotropii do rovnice pro
fazové pole ¢ a to polozenim

gs = Esv = Tp(1 + e cOs(keH)), (1.115)

kde g4, v, k. jsou konstanty a 6 predstavuje tihel mezi horizontdlni osou x a vnéjsi normalou k fazovému
rozhrani. Poté dle [29] dostdvame

s ) 2 ) 0 dv 8¢ ) 0 dv 8¢
08 = S~ BV 0PV - By (v ) - T (V). 1116
65 = 55 &V VD 85 Ve ay) %05,V dg ax (1.116)
Uvazujeme Helmholtzovu vnitfni energii
f=0-0c)ua+cup (1.117)
a pouzitim termodynamickych zakonl dostdvame derivaci potfebnou do (1.114) jako
0 10
9s __10f (1.118)
0¢ T 0¢

Nyni tedy potfebujeme vyjddfit funkci f v proménnych ¢, T a vyuZit vztahy (1.117), (1.118). K tomu
nejprve specifikujeme konkrétni tvar chemickych potencidlt jako

fa = f4(6.T) + (@) + f,—ﬁ In(1 o), (1.119)
RT
ug = f3(¢, T) + w(@)(1 - c)* + v ne

kde fa(p, T), fa(¢, T) jsou volné energie Cistych materidld A a B, R je plynova konstanta, V™ je molarn{
objem a w(¢) je termodynamickd konstanta reprezentujici entalpii miseni a ddle pokldddme idealisticky
w(¢) = 0. Pro vyjadfeni zdvislosti funkei f4, fp na teploté a parametru fazového pole nejdiive specifiku-
jeme s vyuZitim interpolaéni funkce p(¢) = ¢>(6¢* — 15¢ + 10) vnitini energii jednotlivych komponent

ea = e + p(p)ek — &), (1.120)

kde ei,eﬁ jsou vnitini energie ladtky A v kapalném a pevném stavu. Vnitini energie pro Cistou latku
muiZeme s predpokladem konstantni tepelné kapacity psat

eS(T) = (T + C5(T - T, (1.121)
ei(T) = k(T + CH(T - T}, (1.122)
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kde T} je bod tani litky A, cs, Cj jsou tepelné kapacity pro pevnou a kapalnou fazi latky A. Pro mate-
ridly zajmu Ize udélat aproximaci [29]

C5 =Ch=Cq. (1.123)
Latentni teplo lze definovat
La = k(T — e (T (1.124)
a konec¢né 1ze psat vnitini energii jako funkcip a T
ea = e5(T) + Ca(T = T) + p(¢)La. (1.125)
Nyni pouZitim termodynamického vztahu

0
f:e—Ts:e+Ta—JTC (1.126)

nalezneme funkci volné energie Cistého materidlu s dvouminimovym potencidlem g(¢) = ¢>(1 — ¢)? ve
tvaru

T T
FA@T) = Wag(d) + [ek(T) — CAT™ + p<¢)LA](1 - W) —CaTn =, (1.127)
A A

kde W, je konstanta. Naprosto analogicky zdménou indexti A a B 1ze postupovat pfi odvozeni fg(¢, T).
Pro ptehlednost vyslednych rovnic definujeme pouZzitim (1.127) s vyuZitim faktu (1.95)

10 1 1

HAG.T) = 7500 = Wag @)+ 309@)La( 1 = 7). (1.128)
A
10 1 1

Hi0.T) = 7502 = Wag @)+ 309@)La( 1 = 7). (1129)
B

Nyni jiz 1ze dosadit do (1.111) kombinaci vztaht (1.114), (1.117),(1.118), (1.119) a (1.127). S vyuzitim
vztahu (1.128) pak dostdvdme rovnici pro fazové pole

0 _ ol _LOF | 20 N vl 2ag (1 - _
E—M( . a¢+s¢A¢)—M(8¢A¢ (1 = O)Ha($, T) cHB(¢,T)), (1.130)

kde 1ze navic opét predpokladat, Ze M? z4visi na jednotlivych komponentich
M? = (1 - M + M9, (1.131)
Rovnici pro koncentraci odvodime z (1.108) s vyuzitim vztahti (1.110) a (1.113)

dc HA — UB

— =-VMV 1.132
£y ( )
kde si dale rozepiSeme Clen
yHA—HB _ i(ﬂA _/JB)V¢+ ﬁ(#A —ﬂB)VC+ i(#A —ﬂB)VT (1.133)
T op\ T oc\ T oT T ’ '
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u kterého poznamenejme, Ze [28] V.S musi byt vyhodnocovan pii konstantnim 7 a tedy pii pouZiti
vypoctl

0 /JA—HB)
— = Hu(¢,T) — Hp(¢, T), 1.134
5ol (6. T) ~ Hp(6.T) (1.134)
0 ,UA—,UB) R 1
—_ = 1.1
66( T Vel —c¢) (1.135)
Ize psét rovnici pro koncentraci
oc R V¢
= =V.-M(— Hy(®,T) — Ha(, T)V). 1.136
- (Vmc(l_c)+( 5(6.T) = Ha@. T)V0) (1.136)
Déle mtiZzeme rozepsat
MC—V—mc(l—c)[DS+ (¢)(D* = D® v 1 —c)D¢ 1.137
=R P(P) )]—RC( D", (1.137)

kde D%, D" jsou klasické difuzni koeficienty pro pevnou litku a kapalinu. S timto lze zapsat rovnici
(1.136) jako

a V’n
Z-v. DC(Vc + ol = )Hp(4.T) — Ha(9, T))V¢). (1.138)

Rovnici pro teplotni pole T ziskame z (1.107). Dosazenim vztahti (1.109) a (1.112) ziskame

de 1 vT
—:—V-MeV(—):—V-Me—. 1.139
ot T T? ( )

K dokonceni odvozeni modelu u¢inime nasledujici opravnéné [23] volby:

e=(1-c)ey +cep, (1.140)
Cy=Cp=C,
M® = kT?,

kde k je tepelna vodivost a ey, ep jsou dany (1.125). Po dosazeni (1.140) do (1.139) jiz ziskdme rovnici
vedeni tepla

p'(¢) ¢

oT
—_— 1-0oL L — = DspAT 1.141
% +[(1 = c¢)La + cLp] c o ABAT, ( )

kde Dyp je difuzni koeficient slitiny. K t€émto rovnicim jsou opét pridruzeny vhodné okrajové a pocatecni
podminky.

Na zavér substituci ¢ — 1 — ¢ prechazime k modelu, ktery ma v souladu se zbytkem prace pevnou fazi
reprezentovanou hodnotou ¢ = 1 a kapalnou fazi hodnotou ¢ = 0. Tak ziskdme soustavu rovnic

O pupAT +[(1 = Ly + cLg 7D %

= o (1.142a)
% = M¢(83,A¢ + (1 = ¢)H(¢, T) + cHg(¢, T)), (1.142b)
0 ym

= =V IDS 4 p(1 = $)(D* — DN(Ve - el = WHp@ 1)~ HA@THVS).  (1.1420)
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Kapitola 2

Numericky algoritmus

JelikoZ modely fazového pole nejsou fesitelné analyticky, je k jejich feSeni nutné vyuzit numerickych
metod. Pro feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic samozfejmé existuje mnoho metod, jeZ lze pouZit
pro vypocet aproximace feSeni. Mezi nejjednodusi patii metoda siti (metoda kone¢nych diferenci), ktera
byla pouzita v mé predchozi praci [2]. Pfi implementaci matematickych modeli popsanych v kapitole 1
pro potieby této prace se omezime na pouziti metody kone¢nych objemt. Tématem této kapitoly bude
odvozeni semidiskrétniho schématu pro nasi dlohu, na kterou pouZzijeme Rungeovu-Kuttovu-Mersonovu
metodu pro feSeni obyCejnych diferencidlnich rovnic. Prvnim krokem kazdé metody je diskretizace vy-
pocetni oblasti QQ pomoci numerické sité. Jednd se vlastné o pfechod ke konecnému poctu diskrétnich
bodd, ve kterych uz jsme v pocitacové simulaci schopni vycislovat a uchovavat hodnoty funkci zajmu
T,pac.

2.1 Numerické sité

V numerické matematice jsou sit€ pouzivany k diskretizaci vypocetni oblasti Q. Sit’ se sklada z jed-
notlivych bunék, které jsou sloZeny z entit niz§{ dimenze - stén, hran a vrcholl. Tyto objekty jsou v siti
topologicky propojeny. Numerické sité mizeme rozdé€lit na dva zdkladni typy, a to na strukturované

a nestrukturované.

2.1.1 Strukturované sité

Strukturovana sit’ je rozdéleni oblasti, kde pfesna poloha entity je urCena jejim oindexovanim. Struk-
turované sité (obr. 2.1) jsou vhodné pro diskretizaci oblasti s jednoduchou geometrii, jako je napiiklad
sjednoceni souhlasné orientovanych obdélnikl ve dvou rozmérech, jez 1ze snadno pokryt siti ¢tvercovou,
pfipadné obdélnikovou. I ve strukturované siti je moZné zjemiovat sit’ v oblasti zdjmu (obr. 2.1b), coz
miZe byt pii praktickych vypoctech velmi uZite¢né. Naopak se nehodi k popisu oblasti se slozitéjsi ge-
ometrii. Tento problém lze vyfesit dvéma zplsoby. Prvnim je pokryti vypocetni oblasti strukturovanou
siti a ndsledné osekani prebyvajicich nepravidelnych bunék na kraji vypocetni oblasti, druhou moZnosti
je pouzit sit’ nestrukturovanou. Samoziejmé oba tyto zpusoby lze i kombinovat. V praxi je méalokdy vy-

pocetni oblast jednoduchd, a proto je vhodné se zabyvat vypoctem na nestrukturovanych sitich.
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(a) Strukturovana trojihelnikova sit’ (b) Strukturovana obdélnikova sit’

Obrézek 2.1: Piiklady strukturovanych siti na dvourozmérné ctvercové oblasti.

2.1.2 Nestrukturované sité

Z4sadni odlisnosti nestrukturovanych siti od strukturovanych je, Ze zde nelze najit pravidlo svazujici
polohu entity s jejim indexem. Obecné se nestrukturovand sit’” ve tfech rozmérech miiZe skladat z libo-
volnych mnohosténii. Casto jsou ale pouZivany nestrukturované sité slozené ze stejnych geometrickych
utvart - napiiklad sité slozené ze Ctyfsténti nebo trojihelniki. Jako takové si ted’ nestrukturované sité
formdalné upfesnime pomoci definice [3].

Obrazek 2.2: Priklad nestrukturované trojihelnikové sité dvourozmérné ctvercové oblasti.

Poznamka 2. Bud’ M c Q c R", kde n € {2,3}). Oznacime m(M) n-rozmérnou Lebesgueovu miru
mnoZiny M. Obdobné m(N) oznacuje (n — 1)-rozmérnou Haussdorfovu miru mnoZiny N ¢ Q c R".
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Definice 8. Nestrukturovanou sit na oblasti Q c R” nazveme mnozinu IT ¢ 29 takovou, ze YK € II je
konvexni n-polytop, ktery nazveme buiikou. Dile existuje mnoZina (n-1)-polytoptt & ¢ 2 ! takov4, Ze
jsou splnény podminky

W =Q, 2.1)
Kell

(VK € ID(FE C E)(Ugesyo = 0K), (2.2)
(VK,LeTI)(K#L = (m(KNL)=0)Vv Qo c&E(KNL=o0))), (2.3)
(AP c Q)((VK € ID)(Tjxk € P)(xk € K) A (Vx € P)(AK € TI)(x € K)), (2.4)
(VK,LeTI)(K # L = (xg # x1) A XxxL L KNL)). (2.5)

Podminku (2.5) pro tzv. pfipustnost sité, kterd zajiSt'uje pravy thel mezi tise¢kou spojujici vyznacné
body bunék a jejich spolecnou sténou, nebudeme v nasich sitich pozadovat. Samoziejmé, aby to bylo
mozné, bude nutné tomu uzpiisobit numerické schéma a provést odpovidajici korekci.

Pro ptehlednost a zjednoduseni nasledujiciho textu zavedeme znacent:

° ‘Sext = {0- e8:0C 89}98im = S—Sext
e o =K|Lznati,72ec=KNL
e Dk = |xgxr|proKIL =0 € Ejr a Do = [Xxy, |, 0 € Ex N Eexr, kde gy, je stied stény o

H™ zna¢i mnoZinu funkci f : J X P — R, kde P je mnoZina vyznaénych bodi z definice 8. Pro
takové funkce oznac¢ime VK € I1

fx(@®) = f(t,xg) (2.6)

VYo € & afunkci f budeme znacit f,, = f(y,)

ng . jednotkovy normalovy vektor k o mifici ven z K

2.2 Metoda konecnych objemi

Metoda konecnych objemt [30] je numerickd metoda pro feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic,
jejiz vyhodou je, Ze je snadno pouZitelnd i pro nestrukturované sité. Zakladni myslenkou této metody
je integrace ptuvodnich rovnic pfes jednotlivé buriky sité¢ a nasledné prevedeni objemovych integralt
obsahujicich divergenci na integraly plos$né pfes hranice bunék pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty
4. Tento postup si zde detailné ukdZeme pro rovnice v obecnéjSim tvaru, jeZ budou postihovat vSechny
rovnice modeli z kapitoly 1. Ulohu budeme Fesit na vypocetni oblasti Q c R”, kde n € {2, 3}, a asovém
intervalu J s diskretizaci oblasti pomoci obecné nestrukturované site, pricemz budeme pouZivat znacen{
zavedené v prfedchozim textu. ZapiSeme nyni obecnéjsi rovnici pokryvajici fidici rovnice pro teplotu jako

oT 0¢
f(o, T, C)E(l, x)=AT(t,x) + g(o, T, C)E(l‘, x) vOAxJ 2.7)

a rovnici pro koncentraci

%(r, X)=V. (h(¢, T, o)[Ve(t, x) + i(d, T, )V, x)]) + (T, 0) vaxT. (28

'pro n = 2 jsou v & hrany, pro n = 3 jsou v & stény bunék, dile pro jednoduchost pouZivdme termin stény
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kde f, g, h, i, j jsou funkce zdvisejici pouze na samotnych hodnotach poli ¢, 7', c, ne na jejich gradientech.
Rovnice pro fazové pole Ize postihnout rovnici (2.8) zaménou ¢ a ¢ a poloZenim i(¢, T, c) = 0, proto
odvozeni metody konecnych objemti provedeme bez djmy na obecnosti pouze pro (2.7) a (2.8). K témto
rovnicim opét naleZi prislusna okrajova podminka Neumannova ¢i Dirichletova typu. K odvozeni opét
pouZijeme Gaussovu-Ostrogradského vétu, a proto pfipomeiime jeji znéni.

Véta 4 (Gaussova - Ostrogradského véta). Bud’ U c R" omezena otevfgné oblast, kde n € {2, 3}. Necht’
jeji hranice AU je uzaviend a po ¢astech tiidy C'. F; € C'(U) a F; € C(U), i € {1,...,n}. Potom plati

fV-FdV=f F - ndS,
U U

kde n je jednotkovy vektor vnéjsi normély k U .

Prvnim krokem je integrace rovnic (2.7) a (2.8) pfes ¢asteCny konec¢ny objem buiiky K, ¢imz dosta-
vame

oT 0
f f(@,T,c)—(t,x)dx = f AT(t, x)dx + f 9(o, T, C)—¢(t, x)dx, (2.9a)
K ot K K ot
0
f (1, x)dx = f V- (6. T. Vet ) + i(9. T, V(2. 0] + f j(@.T.c)dx.  (2.9)
K K K
Nyni pouzitim faktu, Ze A = V - V a Gaussovy-Ostrogradského véty na ¢leny s gradienty
oT 1)
f(p,T,c)—(t,x)dx = VTt x) -ndS + | g, T,c)—(t,x)dx, (2.10a)
K ot oK K ot

[ Sewa= [ (w6 m.0Vetwn + 0. V60 0]) - ns + | jeo.T.cox
k Ot oK K
(2.10b)

S vyuZitim aditivity integrdlu lze integral pies 0K rozloZit na soucet integrall pies vSechny stény buriky
K

T 9
fK @, T,C)E(l,x)dx=‘f;1( fo_ VI(1,%) - ngpdS + fK 067,051, x)d, (112)
fk Lixar=y fv (16, .0 Vett, %) + (6, T, V90, 0] - mic S + fK J(@, T, c)dx.

0'681(

(2.11b)

Nyni s vyuzitim znalosti hodnot poli ¢, T, ¢ ve vyznacnych bodech sité interpolujeme tyto hodnoty na
stény podle predpisu (2.15). Se znalosti hodnot poli ¢, T, ¢ ve vyznacnych bodech a na sténach, mizeme
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v integrdlech (2.11) provést nédsledujici aproximace

oT .
fl; f(¢7 T? C)E(ta x)dx ~ m(K)f(¢K> TK’ CK)TKe (2123)
f @(t, x)dx ~ m(K)ck, (2.12b)

x Ot
f J(@,T,c)dx ~ m(K) j(¢k, Tk, ck), (2.12¢)

K

f VT'(t,x) ng,dS =~ m(o)(VT), - ng o, (2.12d)
f h(g,T,c)Vc(t, x) - ngdS = m(o)(dg, Ty, o) (VO - BE o, (2.12¢)
f h(,T,c)i(p, T,c)Ve(t,x) - ngdS = m(o)(ds, Ty, Cr)i(bors Tery o )(VP)y - HE . (2.12f)

Posledni nezndmou, kterou je potieba aproximovat pomoci zndmych hodnot jsou gradienty na sténé pro
jednotliva pole ¢, T, c. Vyjadieni tokti pomoci dostupnych hodnot je podstatnym problémem a népln{
samostatné sekce.

2.2.1 Aproximace gradientu

V nésledujicich dvahach se pro snadnéjsi znaceni oprostime od casové zdvislosti, kterd v nich nebude
hrat roli a budeme pouzivat obecnou funkci @(x) : Q — R, pficemz bude nutné rozlisit specidlné piipady
pro Neumannovu a Dirichletovu okrajovou podminku. Potfebujeme znét gradient na sténé o ve sméru
vnéjsi normaly ng . Prvnim zplisobem je aproximace s pomoci Greenovy véty, kde vyjdeme z

m(K)(VD)g ~ f Vddx = f ® - ndS ~ Z ()P o, (2.13)
K 0K oeEx
a tedy dostdvame
(Vo) ~ - > M eng g, (2.14)
0'681(

kde @, je hodnota @ na sténé o~ = K N L. Tu ziskdme linedrni interpolaci se znaéenim z obrazku 2.3 jako

D D
_ K,o q)L " Lo

()
7 DL Dk.1

Dk (2.15)

Z gradientt ve stfedech bun€k muZeme opét linearni interpolaci ziskat gradienty na sténé

DK (oa DL o
VO), = —Z(Vd); + —=
(VD) DK,L( )L Drs

(VD)k. (2.16)

Dal§im zpisobem k aproximaci toki na sténdch bez explicitniho vypoctu gradientu, ktery ov§em funguje
pouze pro pripustné site, je pouZiti konecné diference

®; - Ok

O
( ) = (VO)y - g = +O(DL). 2.17)

RK o /o K.L
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DK,U'

Obrézek 2.3: Interpolace velicin na sténdch vnitfnich bunék

Jelikoz budeme pouZivat i sité, které nebudou striktné spliiovat podminku pfipustnosti, chtéli bychom
pomoci tohoto vyrazu provést korekci [31] piivodniho gradientu z vyrazu (2.16) tak, aby pro korigovany
gradient platilo

O, -
(VD)™ - dgp = ——, (2.18)
Dk,
kde
X1 — XK
dyp = =K (2.19)
KL Drs
Z rovnosti (2.18) dostaneme vhodny tvar korigovaného gradientu
O, - D
(VO™ = (VD) + (u ~ (VO), - dKL)dKL, (2.20)
KL
pfi¢emz lze snadno ovéfit, Ze plati
corr O - D
(VO)" -dgp = (VD) - dgp + D—KLdKL ~dxr — (VO)y - dir)dkr - dir (2.21)
(O ()) (O ())
= (VO), - dg + ——— — (VO)o - dgr) = ———. (2.22)
K.L Dk,

Interpolaci pochopitelné€ nelze pouZit na sténdch, které jsou na hranici vypocetni oblasti, a proto si zde
musime poradit jinym zpisobem.
Pro Neumannovu okrajovou podminku je situace jednoducha a piimo dostivame, Ze pro o € Ex N 0Q
plati

0Dk

VO gy = 5= = 0. (2.23)

Pro Dirichletovu okrajovou podminku mame situaci na obrazku 2.4, kde na sténé o- madme predepsanou
hodnotu @, ve stfedu stény, kterd jakoZto okrajovd podminka plati na celé sténé. Proto lze s jistotou
tvrdit, ze primét gradientu do tecného sméru k o bude nulovy, tedy

VO -7, = 0. (2.24)
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Obrazek 2.4: Aproximace gradientu na hranici oblasti

Z toho lze vyvodit, Ze veskery piispévek gradientu piisobi ve sméru normalového vektoru ke sténé ng -,

tedy
oo
VO - ngo| = [VO| = 3
K o
a
0D
VO = *RK o
8nK,(T

Pomoci zndmych hodnot a aproximace pomoci konecné diference jsme schopni vyjadfit

oD O, - O
VO -dgs, = ~ — K
adK,(r -Z)K,(T
a po dosazeni z (2.26) dostdvame
oD d od q)0' - q)K
—n . = ~ s
on 7 R bdy s T Dk

coZ po upravé dava vysledny tvar aproximace gradientu na hrani¢ni sténé

b D, - Dy
anK,o- DK,O’("K,O’ : dK,(r) .

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Nyni jiZ miZeme pomoci vySe objasnéného postupu s vyuzitim (2.20), (2.23) a (2.29) definovat operator

Fk o pro funkci w € H T's Dirichletovou okrajovou podminkou wyq € C(0Q)

MO V)" - ngy Mo € En o = KIL,

) D Gty Y7 € Bext N 8
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a pro i € H" s Neumannovou okrajovou podminkou

m(o)(V)'™" - n VYo € Eijp, 0 = K|L,
Gro(i0) = m(@) (V)™ - gy Vo € Ein, 0 = K] 2.31)
Yo € ngt.
S timto 1ze tok pro funkci w, jeZ spliiuje Dirichletovu okrajovou podminku nahradit
f Vuw(t,x) - ng odS = Fg o (w, woa), (2.32)
(o
analogicky pro funkci @ spliiujici nulovou Neumannovu okrajovou podminku
wa(t, X) - ngsdS = Gg (D). (2.33)
a
Dale pro prehlednost nasledujiciho zapisu definujeme
Fr(w,wpa) = ) Fio(w,wso) VK ell, (2.34)
0'68](
Gk(@) = ) Gk () VK el (2.35)
0'681(

2.3 Semidiskrétni schéma

Pouzitim pfedchoziho postupu ziskame semidiskrétni schéma jako soustavu obycejnych diferencial-
nich rovnic, které ma pro izotropni dlohu fazového pole pro Cistou latku (1.45) s Dirichletovou podmin-
kou pro teplotu 7 a Neumannovou podminkou pro fazové pole ¢ konecny tvar

m(K)Tx(t) = Fx(Tr(1), Taa) + Lm(K)dg (1), VK ell,te 9, (2.36a)

. K
am(K)dx () = Gy(ér(r)) + méz )f(¢K, Tx; &), VK ell,te 9, (2.36b)

1
f(@k, Tk &) = ap(l - ¢)(¢ - 5) - bEBIV k(T - T*), VK €1l (2.36¢)
Pro anizotropni tlohu tuhnuti Cisté latky (3.6) 1ze analogicky odvodit rovnice
m(K)Tx(t) = Fx(Tn(t), Taq) + Lm(K)dk (1), VKell,teJ (2.37a)
. K
am(K)px(1) = Gx(¢n(n) + ’";2 L T Vorie)  VKeTred,  (237b)
1

f@x. Tx, 0" (Vo) ) = ag(1 ~ ¢)(¢ - 5) — bEBP’ (V)T ~ T, VKell, (2370

kde predpis pro Fk . zlstava stejny (2.30) a Gk je diky zpracovdni Clenu s VT° pomoci véty 4 nutné
predefinovat na

m(o)TO(Vig) - Vo € S, o = KIL,
GK’O'(lI)) _ m(O’) ( wK) ng o g ints O | (238)
0 Yo € Epxr.
K soustavdm (2.36) a (2.37) je tfeba pridat pocitecni podminky
#k(0) = Pini(xk) VK e1l, (2.39a)
Tk(0) = Tini(xk) VK eI, (2.39b)

které jsou v souladu s piivodni tdlohou. Z divodu velkého mnoZzstvi ¢lenti neuvadime semidiskrétni sché-
mata pro modely binarnich slitin a nechdvame jejich odvozeni analogickym postupem na Ctenari.
40



2.4 Rungeova-Kuttova-Mersonova metoda

Semidiskrétni schémata (2.36) a (2.37) jako soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic 1ze obecné
zapsat ve tvaru

&= ft,x) (2.40)

pro nezndmy vektor x € R" a vektorovou funkci pravé strany f : J X R* — R". K feSeni takového
systému obycejnych diferencidlnich rovnic jsou velmi €¢asto pouZiviny Rungeovy-Kuttovy metody [32].
Pro popis algoritmu numerické metody zavedeme ndsledujici znaceni:

t  aktudlni cas
T  konecny Cas
T  Casovy krok
Tini  pocateCni Casovy krok
x"  numerické feSeni
T pocateCni podminka
0  parametr presnosti

V nasi prici jsme zvolili Rungeovu-Kuttovu-Mersonovu metodu (viz [9] a [33]) s adaptivnim ¢aso-
vym krokem, kterd je ctvrtého radu piesnosti. Jeji algoritmus je popsan nasledujicim pseudokédem:

T = Tinis
while (last) do
if |T — 1| < |7| then
T=T-T1;
last = true;
else
last = false;
end if
K, = f(1,x7);

K2 = f([+ %,x’ + %Kl);
K; = f(t+ 3, x7 + g(K1 + K2));
K, = f([ + %,x’ + %(K] + 3K3));
Ks = f(t+7,x" + (1K1 — 3K3 + 2K4));
& = maxie(12,...n) [0.2K) — 0.9K} + 0.8K! — 0.1K?
if £ < 6 then
x"=x"+1(3(Ky + Ks) + 3K4) ;
t=t+T1;
if (last) then break;
end if
if £ == 0 then continue;
end if
end if
('

end while

B

.....
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Kapitola 3
Vypocetni studie

Tato ¢ést prace je vénovéana prezentaci dosaZzenych numerickych vysledki. PouZit je program v ja-
zyce C++ pro feSeni modelu fazového pole na nestrukturovanych sitich pouzivajici knihovnu GTMesh
[3] a k vypoétim byl pouzit vypoletni cluster HELIOS na KM FJFI CVUT v Praze. Zésadni for cykly
v algoritmu byly paralelizovdny pomoci OpenMP [34]. Studie je vénovédna prozkouméni chovéni vybra-
nych modell s ohledem na jednotlivé parametry a pouZitou sit’. Dosazené vysledky jsou vizualizovany
pomoci programti ParaView a Inkscape. U vSech vysledkd jsou peclivé zaznamenany pouzité parametry,
jak modelu, tak simulace. Kapitolu rozdé€lime na nékolik samostatnych ¢asti podle pouZzitého modelu,
numerické sité, dimenze a zkoumaného jevu.

3.1 Nastaveni numerickych simulaci

Nejprve shrneme nastaveni pocatecnich a okrajovych podminek, numerické metody a sepiSeme pie-
hledné parametry, které budeme u vétSiny simulaci pouZzivat. Zvlastni pripady pak popiSeme samostatné
piimo v textu.

Prostorova diskretizace

Vypocetni oblast Q pouzivime ctvercovou, resp. krychlovou oblast se stredem v pocatku kartézskych
soufadnic (0,0,0)7. Pfi vypoctech na strukturovanych sitich, pokud neni uvedeno u konkrétniho vy-
sledku jinak, pouZivdme k diskretizaci ctvercové, resp. krychlové buiiky s uniformnim rozmérem, ktery
oznacime h. U nestrukturované sité samoziejme nejsme takovy parametr schopni poskytnout, proto uve-
deme 7, které by odpovidalo stejnému poétu bunék na pravidelné krychlové siti ve stejné oblasti. Tento
odhad vyuzijeme k porovnani vysledku s identickymi parametry na strukturované a nestrukturované siti.

vev s

Podrobnéjsi vlastnosti pouzitych nestrukturovanych siti budeme diskutovat nize.

Pocatecni a okrajové podminky
Pro vSechny simulace s modely fazového pole pro Cistou latku volime nulovou okrajovou podminku
Dirichletova typu pro teplotni pole T

Tloa =Tsa =0 v 0Q X J (31)
a okrajovou podminku Neumannova typu pro fdzové pole ¢
Vo-n=0 voQxJ, (3.2)
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ktera pro anizotropni model zaloZeny na Finslerové geometrii pfejde do tvaru
T°(V¢) - n=0 voQxJ. (3.3)

Nicméné, jelikoz zarodek krystalu budeme vétSinou vkladat doprostfed vypocetni oblasti, prezentované
simulace nenechdvdme béZet az do stavu, kdy by se krystal dotykal kraje vypocetni oblasti, protoZe poté
uz by byl ziskany vysledek deformovan pouzitou okrajovu podminkou. Poc¢ate¢ni podminku pro teplotni
pole volime

T(0,x) = Tini(x) = 0. (3.4)

Takova volba vyjadiuje uniformni podchlazeni celé oblasti €2, coZ je pro modelovani tuhnuti podchlazené
kapaliny logickd volba. Zaroven je pak pocatecni podminka v souladu s okrajovou podminkou pro 7.

Volbou pocédte¢ni podminky pro ¢ je vloZeno do oblasti krystalizacni jadro, coZ je realizovano pfifazenim
hodnoty ¢ = 1 jisté podmnoZiné Q. V simulacich volime tuto podmnoZinu typicky jako kouli se stfedem

~_ s s

v Xo a polomérem Ry, pfiCemZ pravé tyto dva parametry jsou volitelné pfi spousténi tlohy. Tedy

(0. %) = pini(x) = {1 b = xol < Ro. (3.5)

0 |x —x()| > R(),

kde | - | znaci klasickou euklidovskou normu.

Parametry numerickych simulaci
Zde jsou shrnuty vSechny pouZzité parametry modelu fadzového pole pro Cistou latku a numerické metody
ptrehledné do tabulky 3.1. VeSkeré parametry simulaci jsou u jednotlivych vysledkt pfilozené ve struc-

néjsi formé. Pro izotropni i anizotropni model fazového pole pro Cistou latku pouZivame reakéni ¢len
(1.50).

Tabulka 3.1: Nastavitelné parametry jednotlivych modeli a tlohy fazového pole pro Cistou latku.

Q  oblast ve dvou (tfech) dimenzich

h  rozmér ¢tverecku (krychlicky) diskretizace ze strukturované sité
Ry polomér krystalizac¢niho jadra

stied krystalizaéniho jadra

parametr svazany s Sitkou fazového rozhrani

latentni teplo

koeficient pfipojovaci kinetiky

parametr svdzany s velikosti podchlazeni

teplota tani/tuhnuti

parametr anizotropie ve vztazich (1.77), (1.79) a (1.81)
parametr anizotropie ve vztahu (1.79)

cetnost anizotropie - parametr v (1.55)

sila anizotropie - parametr v (1.55)

6o hlavni smér krystalografické orientace - parametr v (1.55)

nwII2E2doesnmea
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3.2 Strukturované sité

Nejprve je provedeno nekolik simulaci pouze na strukturovanych sitich, které maji za cil ovéfit sprav-
nost programu a zdokumentovat chovani modelu fazového pole v zavislosti na nékterych vybranych pa-
rametrech. Zaroven na strukturovanych sitich provedeme nékolik pokusi s vice krystalizaénimi jadry
a modelem pro slitiny.

3.2.1 Dvourozmérny model

K ptedvedeni funkénosti algoritmu pro dvourozmérné sité simulujeme dendritické tvary krystalt pro
jednoduchy anizotropni model (1.56). Pouzité nastaveni parametrl je podobné jako v [15]. Na obrazcich
3.1 a 3.2 rovnéZ demonstrujeme zplsob vizualizace teplotniho pole a barevnou $kalu, kterou pro néj
budeme pouZivat i ve tffrozmérnych simulacich, kde budeme teplotni a fazové pole vizualizovat pomoci

rovinnych fezd. Cerné kiivka v teplotnim poli piedstavuje fazové rozhrani I'(r) = {x € Q|¢(t, x) = %}

t=0,04 t=20,08 t=0,16
Q=(-44? h=001[£=0,011 a=3 B=800 L=2 T'=1
x0=[0,01 Ry=0,1|a=2 b=1 S$=0,2 m=6 6 =0

Obrazek 3.1: Dendriticky tvar krystalu pomoci jednoduché Sesticetné anizotropie.

[20,04 t=0,12
Q=(-4,4> h=0,01][£=0,011 a=3 =800 L=2 T*=1
xo =1[0,0] Ro=0,1]a=2 b=1 §=02 m=8 6 =0

Obrazek 3.2: Dendriticky tvar krystalu pomoci jednoduché osmicetné anizotropie.
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3.2.2 Trirozmérny model

V tffrozmérném pripadé jsme se zaméfili na vliv parametru ¢ a rozliSeni sité¢ na chovani modelu na
strukturované siti. Tato studie byla provedena na anizotropnim modelu zaloZeném na Finslerové geome-
trii (3.6) a to pro &tyfetnou, SestiCetnou i osmitetnou anizotropii, kde vyuZijeme predpisy pro ¢° a T°
dané v Casti 1.2.3.2. Pouzity byly tfi odlisné hodnoty parametru & a dvé strukturované sité, z nichZ obé
maji krychlové buiiky o celkovém poctu 120° a 2403, Parametry pro spravné nastaveni modelu byly pie-
brany z [9]. Obrazek 3.3 obsahuje tvary fazového pole na rovinném fezu, kde 1ze pozorovat, Ze tloust'ka
pfechodové vrstvy mezi oblastmi s hodnotami ¢ = 1 a ¢ = 0 je opravdu svdzédna s velikosti parametru
&. Se zmensovanim £ se tato pozvolna prechodova vrstva ztencuje, krystal dostava pevny tvar a zaroven
tvori sloZitéjsi struktury. Pomér % nesmi [2] ovSem byt aZ pfili§ velky, v takovém piipadé by se poca-
te¢ni krystalové zrno pouze rozplynulo, protoze pfechodova vrstva by byla prili§ Sirokd. Naopak, pokud
by pomér % byl prili§ maly, krystal by se viibec nezacal rozvijet a udrzZel by si tvar vloZeny v poca-

vvvvvv

vizualizujeme tvar krystalu pomoci kontury oblasti

Q(t) = {x € Q‘gb(t, Xx) > %}

K zobrazeni vysledki je pouZzita ortograficka projekce krystalu s norméalovym vektorem roviny zobra-
zeni, ktery oznac¢ime n, a budeme ho uvadét u jednotlivych vysledkd. Lze pozorovat, Ze na jemnéjsi

vvvvvv

3.6 se pro hrubou sit’ v kombinaci s pfili§ velkym & osmicetna anizotropie nezvladne na vysledném tvaru

s 2

ani projevit, zatimco na jemné;j$i siti uz krystal vznik4 v o¢ekdvaném tvaru.

&=28/120%1,05 & =28/240%1,05 & =28/420% 1,05

Q=(-44° h=8/240[¢t=02 L=2 a=3 =300
x0=1[0,0,0] Ry=0,07|a=2 b=1 T"=1 A;=0,02

Obrazek 3.3: Vizualizace fazového pole na fezu rovinou z = 0
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&=28/420%*1,05

& =8/240 1,05
h=28/120

& =28/120% 1,05

t=0,1

t=0,2

h =8/240

t=0,1

=0,2

t

¢

|
¢
¢

A; =0,02

Q=(-4,4° n,=(0,0,1)T

xo =1[0,0,0] Ry =0,07
Obrazek 3.4: Vypocletni studie se Ctyfcetnou Finslerovou anizotropii zaméfend na vliv £ a & na tvar

krystalu. Zobrazena je kontura pevné podoblasti ().
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&=28/420%*1,05

& =28/120% 1,05 & =8/240 1,05
h=28/120

t=0,1

t=0,2

h =8/240

t=0,1

N
S
I
Q=44 n=01D0"[L=2 a=3 B=300 A =002
xo =1[0,0,0] Ry =0,07 a=2 b=1 Tr=1 A;=0,02
Obrazek 3.5: Vypocetni studie s SestiCetnou Finslerovou anizotropii zaméfend na vliv € a /& na tvar

krystalu. Zobrazena je kontura pevné podoblasti ().

47



&=28/420%*1,05

& =8/240 1,05
h=28/120

& =28/120% 1,05

=)
I
(‘\l
=
I
h =8/240
=
S - \“ i'.‘ ——
S bé e drah w84 09
Q=(-44° n=0,0DT |[L=2 a=3 B=300
a=2 b=1 T*=1 A;=0,02

xo =1[0,0,0] Ry =0,07
Obrazek 3.6: Vypocletni studie s osmicetnou Finslerovou anizotropii zaméfend na vliv £ a h na tvar

krystalu. Zobrazena je kontura pevné podoblasti ().
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3.2.3 Vice krystalu

Zajimavou tlohou je také vlozeni vice krystaliza¢nich zrn do jedné oblastia nasledné sledovani cho-
véan{ krystald, které se k sobé blizi a v disledku toho se deformuje jejich tvar. Pfi této simulaci je oprav-
néné pozadovat, aby kazdy krystal mél svou vlastni krystalografickou orientaci, ptipadné i svou vlastn{
Cetnost anizotropie. Pokud bychom totiZ pro anizotropni model (3.6) vloZili do oblasti pomoci pocatecni
podminky pro ¢ vice krystalizacnich zrn, mél by kazdy krystal stejnou anizotropii i orientaci. Jednim
ze zpusobi, jak docilit riznych natoCeni pro jednotlivé krystaly je generovat orientace pro jednotliva
zrna a pak pomoci algoritmu [16] délit oblast na ¢4sti, kde se zachovdva dand orientace. Jednoduss$im
zpusobem, ktery je dobfe pouZitelny pro nékolik krystalizacnich zrn, je zavedeni proménnych ¢1, ... @,
pficemZ kazd4 bude mit svou rovnici a pomoci pocateéni podminky kazdé proménné pfifadime jedno
krystaliza¢ni zrno. Pro anizotropni model (3.6) pak vznika soustava rovnic s okrajovymi a poc¢atecnimi
podminkami

fza%(t, x) = EVTY(Ve) + f(¢i, T, " (V); £), i=1,2,...,m, (3.6a)
oT B (0

(6% = AT () + L]Z:; (E(I, x)), (3.6b)

T;=0 = Tinis ®ili=0 = Pijni» i=1,2,...,m, (3.6¢)

Ty = Toq, (3.6d)

T)(V¢) - n=0, i=1,2,....m (3.6¢)

Jelikoz pro kazdé i mizZeme volit jiny tvar operatoru T’ ?, muizeme vkladat krystaly s riznymi typy ani-
zotropie. Je zde také ziejmé, Ze otaceni krystalografické orientace mliZeme pro kazdou proménnou ¢;
realizovat jinou matici rotace a tedy kazdy krystal mdZe mit ndmi zvolenou orientaci. Pomoci poca-
teCnich podminek pro ¢; vkldddme disjunktni krystalizaéni jadra do oblasti. V rovnici vedeni tepla pak
vznikd suma Casovych derivaci jednotlivych proménnych.

Vyvstava otdzka, jestli rostouci krystaly nepierostou do sebe, kdyz jsou reprezentovany pomoci riz-
nych proménnych. Obrazky 3.7 a 3.8 demostruji vysledky pro tento pristup pro m = 2, pricemz vkladame
dvé krystalizacni jaddra tvaru koule s poloméry Ro;, Rop a stiedy xop, Xxg2. Ukazuje se, Ze nepfitomnost
teplotniho gradientu, kterd je zptisobena uvoliiovanim latentniho tepla druhym krystalem, je dostate¢na
k tomu, aby se rist krystald zastavil a krystaly se nespojily. Pfi vét§im podchlazeni by nemusel byt tento
divod dostatecny. V takovém pripadé by bylo mozné pridat na pravou stranu rovnice pro ¢; funkci, jez
by méla nulovou hodnotu, pokud by jakdkoliv jind proménnd ¢; byla véts$i nez napfiklad 0, 1. To by
efektivné zamezilo §ifeni daného krystalu v proménné ¢; pokud by se v tomto prostoru jiZ nachizel krys-
tal v nékteré z jinych proménnych. Zarovei je ze simulaci vidé€t, Ze v oblasti, kde se krystaly potkavaji,
dochéazi k deformaci krystalického riistu z divodu nedostatku volného prostoru v tomto sméru. Na obraz-
cich 3.7 a 3.8 také lze pozorovat zastaveni ristu krystalu u kraje vypocetni oblasti po ovlivnéni okrajovou
podminkou. Tento jev nam zde nevadi, jelikoZ sledujeme predevsim interakci krystalli uprostfed oblasti
a nemusime proto oblast zbytecné zvétSovat, ¢imz by vzrostla vypocetni naro¢nost.
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0,02

t

t=0,025

t=0,03

Q=11 h=1/128 |L=2 a=3 5 = 600
xo1 = [0,45;0,45;0] Ro1 =0,03 |a=2 b=1 £=1/200
xoo = [-0,55;0;0] Ry =0,03 | T*=1 A; =0,02

Obrazek 3.7: Vypocletni studie se ¢tyféetnou Finslerovou anizotropii a dvéma krystalizacnimi jadry s riz-
nou krystalografickou orientaci. Zobrazujeme konturu fizového rozhrani na fezu rovinou z = 0 a z po-
hledu s n, = (0,0, 1)”. Krystal s modrou konturou ma krystalografickou orientaci oto¢enou o /4 okolo

0sy Z.
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]
I W?
8 "‘\)
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a

(e

d /‘\

Il L/‘i
Q=(11y h=1/128 [L=2 a=3 B = 600
xo1 =[0,45;0,45;0] Rp; =0,03 |a=2 b=1 £=1/200
xp2 =[-0,55;0;0] Ry =0,03 | T*=1 A;=0,02 A;=0,02

Obrazek 3.8: Vypocetni studie s Sesti¢etnou Finslerovou anizotropif a dvéma krystalizacnimi jadry s rtiz-
nou krystalografickou orientaci. Zobrazujeme konturu fdzového rozhrani na fezu rovinou z = 0 a z po-
hledu s n, = (0,0, 1)”. Krystal s modrou konturou ma krystalografickou orientaci oto¢enou o /4 okolo

0sy Z.
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3.2.4 Slitiny

Pro nékolik simulaci tuhnuti slitin pouZijeme model (1.142). Tento model neni v bezrozmérném
tvaru, tudiZ je zapotiebi pouZzit fyzikdlné realistické parametry. RovnéZ je nutné mit i sit’” odpovidajici
velikosti. Omezime se na simulace ve dvou rozmérech, pocate¢ni podminku pro teplotu a koncentraci
volime konstantni Tin; a cipi v celé oblasti. Po¢atecni podminka pro fazové pole obsahuje opét kruhové
krystaliza¢ni zrno se stfedem v x( a polomérem Ry. Pro realistické nastaveni pouzijeme [29] nikl (1atka
A) a méd’ (latka B), pricemz parametry pouZzité v simulaci uvadime v tabulce 3.2. V modelu [29] se

nachdazi parametr ¢, ktery je analogif parametru & v modelu pro €istou latku a je svazdn s §itkou rozhrani.
Ten a nékolik dalsich parametri véetné povrchového napéti o 1ze vyuzit k nalezeni vztaht

e = (T'™)?Ba Mo = (T™)*Bs

= —ATE Mt BT (3.72)
4 6V2Lass © 6V2Lgop
3 3
=294 =298 (3.7b)
V216, V2T6p
620404 62050
2 - V20464 _ 6V20p B (370

Ty Ty

S nékolika aproximacemi pomoci primérovani dané veli¢iny mezi hodnotou pro nikl a méd’ mizZeme
zapsat vSechny parametry, které budeme pouzivat (tabulka 3.2).

Tabulka 3.2: Tabulka realistickych parametrti pro model fazového pole pro bindrn{ slitiny niklu (latka A)
amédi (latka B).

Parametr | Hodnota | Jednotky

oA 3,7-107 | Tem™2

o3 2,9-107 | Jem™

Ba 0,33 cm K157
BB 0,39 cm K~!'s7!
Ly 2350 Jem™

Lp 1728 Jem™

™" | 1728 K

T | 1358 K

C 4-10° Jg'K™!
Ds 1076 cm?s™!
Dy 107° cm?s”!

ym 7,42 cm?

R 8,31 J K 'mol™!
Dsg | 0,155 cm?s”!

Obrazky 3.10 a 3.11 ilustruji vyvoj fazového pole a koncentrace pii tuhnuti slitiny s riznou tloustkou
rozhrani nastavenou pomoci 6 = 64 = dp. Muzeme sledovat podobnost s modelem Cisté latky, kdy se
zvétSovanim ¢ se rozsifuje fazové rozhrani. Koncentrace se podobné jako v literatuie [28] mirné zvySuje
v okoli fdzového rozhrani. Nicméné s izotropnim modelem dosahujeme pouze krystalu tvaru pocate¢ni
podminky - kruhu. K zajimavéj$imu tvaru by bylo nutné pfidat anizotropii, ¢ehoZ lze dosdhnout ve dvou
rozmérech feSenim rovnice s (3.8). Takto vznikld rovnice pro fizové pole [29] ovSem neni ve tvaru
vhodném pro naSe numerické schéma. Navic tato anizotropie funguje pouze pro dvourozmérny model.
Obrazek 3.9 zobrazuje vysledek s anizotropii vloZenou do rovnice pro fizové pole pomoci funkce g pro
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jednoduchou anizotropii

Z—‘f = M¢(g§5g(9)A¢ +(1 = )Ha(¢, T) + cHp(4, T)). (3.82)

(3.8b)

Nicméné toto predstavuje pouze ¢ast anizotropické rovnice s (3.8), proto nedostdvame dendriticky tvar
krystalu jako v literatufe [29],[28]. Zajimavym ndmétem k dal$i praci timto smérem je mozZnost zkusit
ve tfech rozmérech do modelu vnutit Finslerovu anizotropii.

Mimo jiné jsem otestoval se stejnymi parametry i moznost vypustit z modelu rovnici vedeni tepla a tep-
lotu nechat na konstantni hodnoté Tj,; z pocateéni podminky. Na téchto jednoduchych tvarech krystalu
rozdil ve vysledcich nebyl nijak zvlast' patrny, nicméné Casovy krok Rungeovy-Kuttovy metody se tim
z Fadu 107! sni7il na 1078, To znamend uZ velmi podstatné urychleni vypoétu a timto pozorovanim
Ize tak shledat historicky izotermicky pfedpoklad pro feSeni modelu fazového pole pro slitiny velmi
uziteCnym.

fazové pole

koncentrace

r=2-10"*

Q=(-1,5-1031,5-103)2? h=3-10° §=3-100* §=0,25 m=4
xo = [0,0] Ro=1,5-10 Ty =1700K c¢ini=0,1 6, =0

Obréazek 3.9: Simulace modelu fazového pole pro slitiny s vloZenou jednoduchou anizotropii pomoci
funkce g(6). Zobrazeno je fdzové pole a koncentrace na dvourozmérné vypocetni oblasti.
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koncentrace

fazové pole

1-1073

t

2.107°

t

Q=(-1,5-1031,5-10%2 h=3-10"° §=3-10"
xo = [0,0] Ro=1,5-107 Tiy; =1700K c¢jp = 0,1

Obrazek 3.10: Simulace modelu fazového pole pro slitiny s menSim parametrem J. Zobrazeno je fdzové
pole a koncentrace na dvourozmérné vypocetni oblasti.

54



fazové pole

koncentrace

1-1074

t

21074

t

Q=(-1,5-1031,5-10%2 h=3-10"° §=3-10"3
xo = [0,0] Ro=1,5-107 Tiy; =1700K c¢jp = 0,1

Obrazek 3.11: Simulace modelu fdzového pole pro slitiny s vétSim parametrem 6. Zobrazeno je fazové
pole a koncentrace na dvourozmérné vypocetni oblasti.
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3.3 Nestrukturované sité

Tato Cast je vénovana feSeni anizotropniho modelu fazového pole pro Cistou latku na nestrukturova-
nych sitich.
JelikoZ bychom v testovani chtéli vyuzit ovéfené nastaveni parametrd z [9], kde byla vyuZita vypocetni
oblast (0, 8)%, ale nase nestrukturovand sit’ pokryva oblast (—1/2, 1/2)%, formulujeme jesté preskalovany
model, ktery ndm umozni pti zachovani rozliSen{ sit€ a vSech parametrti ziskat na mensi oblasti totoZny
vysledek jako na oblasti velké. Tedy na siti obsahujici 240° bunék pokryvajici oblast (—1/2, 1/2)3 pak bu-
deme pfi zachovani ostatnich parametri modelu schopni ziskat stejny krystal jako na siti s 2403 buiikami
pokryvajici oblast (—4, 4)3.

3.3.1 Preskalovani modelu

K preskalovani anizotropniho modelu fazového pole pro Cistou latku zavedeme Skalovaci parametr
s, ktery budeme u jednotlivych simulaci uvadét.
Oznalme tedy pivodni oblast jako Q = (—s/2,s/2)° a pivodni proménnou ¥. Od nové proménné x
chceme, aby pokryvala vypocetni oblast Q = (=1/2,1/2)3. Tedy ziskdvdme vztah x = %5:, ze kterého
odvodime pro veli¢iny vyjadiené v novych proménnych vztahy
- 1 -
T(t,x)=T(,x)=Tt, -x) =T(t, sx), (3.9
s
o 1. .
o(t,x) = ¢(t, %) = ¢(t, ;x) = ¢(t, sx), (3.10)

kde piivodni veli¢iny na Q znac¢ime vinkou a v prvni rovnosti jsme vyuZili poZadovanou identitu funkci
pro Skalovani. Derivaci (3.9) ziskame

VT = -VT, (3.11)
Vo = §V¢. (3.12)

Po dosazeni do (3.6) nakonec dostavame pieskalovany anizotropni model

%—f(t, X) = éAT(t, x)+ L(Z—f(t, Xx), vQxJ, (3.13a)
£a01,x) = SEVITH) + 0.7, ¢ (V91E.9), vaxJ, (3.13)
kde
1 1
@ T (V1,5) = ag(1 - 96~ 5) = <DEBLTHT =T, (3.14)

3.3.2 Korekce gradientu

Prvnim krokem pfi vypoctech na nestrukturované siti bylo porovnéani chovani izotropniho modelu
(1.45) s riznymi zplsoby aproximace gradientu. Pfedev§im chceme ovéfit nutnost pouZiti korekce gra-
dientu (2.20) pro nepfipustnou sit’ srovndnim s vypocty pomoci jednodussich metod. Z obrazku 3.12
teplotniho pole 1ze usoudit, Ze nelze pouzit k aproximaci toku pouze vztah pro vypocet gradientu ve
vyznacném bodé (2.14) vychéazejici z véty o divergenci a nédsledné interpolaci gradientu na sténu (2.16).

56



Tento zpisob aproximace toku na sténé se ukazuje jako naprosto nevhodny, protoZe do vypoctu gradi-
entu na konkrétni stén¢ promlouvaji i hodnoty z nesousednich bunék a bez pouziti korekce se poté model
nechovd spravné. Dokonce i ndhrada toku pouze pomoci diference (2.17) se chova 1épe, pfestoZe mate-
maticky korektni je tento zpisob pouze pro piipustné sité, coZz nase sit’ neni. Z toho lze také usuzovat,
Ze nase sit’ nenf pfili§ vzdalend od sité piipustné, tedy odchylka od pravého dhlu mezi st€énou a spojnici
vyznaénych bodi bunék, které ke st€né ndleZi, neni u vétSiny stén prilis velka.

(a) aproximace gradientu pomoci véty o divergenci (b) aproximace toku diferenci (2.17)
Q=(-1/2,1/2 t=0,012 [ h=1/64 £=1/200 =3 B =300
xo = [0,0,0] Rp=0,03 |a=2 b=1 L=2 Tr=1

Obrazek 3.12: Srovnani teplotnich poli pro rizné aproximace tokt na nepiipustné siti. Zobrazeno na fezu
rovinou z = 0.

Nésledné jsme porovnali aproximaci toku pomoci diference (2.17) s aproximaci vyuZzivajici vétu o di-
vergenci (2.14), ndslednou interpolaci gradientu na stény (2.16) a poté korekci gradientu (2.20). Obrazky
3.13 demonstruji tvar fazového rozhrani na rovinném fezu pro simulace s identickymi parametry liSicimi
se pouze zplisobem aproximace toku. Lze vidét, Ze aproximace pouze pomoci diference vykazuje jisté
nedokonalosti jako trhliny v rostoucim krystalu a deformovany tvar. V simulaci pouZivajici gradientn{
korekci si fazové rozhrani na fezu 1épe drzi tvar kruhu, coz je ocekavany vysledek pro izotropni model
a kruhovou pocatecni podminku pro ¢.
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korekce korekce

—— diference —— diference
= 0,004 t=0,008
Q=(-1/2,1/2 h=1/128 | £=1/200 a=3 B =600
xo = [0,0,0] Ry=0,01 [a=2 b=1 L=2 T =1

Obrazek 3.13: Srovnani fazovych rozhrani pro riizné aproximace tokil na nepfipustné siti. Zobrazeno na
fezu rovinou z = 0.

3.3.3 Srovnani strukturované a nestrukturované sité

K porovnani rozdila chovani modelu na strukturované a nestrukturované siti pouzijeme model s ani-

zotropii zavedenou pomoci Finslerovy geometrie. Pro srovnani budeme pouZivat krychlovou struktu-
rovanou sit’ s poétem bunék 1283. Tuto volbu jsme ucinili na zdkladé snahy zajistit co nejpodobn&jsi
rozmér jednotlivych bunék obou siti. PouZivana nestrukturovand sit’, kterou budeme déle oznacovat jako
mnohosténovou, ma celkem 2106130 bunék a tedy je pouZiti strukturované sité se 1283 = 2097152 buii-
kami intuitivni volbou. Snaha né€jakym zplisobem mit ve strukturované i nestrukturované siti podobné
velké buiiky je nutnd s ohledem na pouziti stejného parametru & pro obé sité. Jak bylo zminéno v Casti
3.2.2, prili§ velké nebo malé & viéi rozméru bunky % vede k nespravnému chovani modelu. Proto kdyby
rozdil velikosti jednotlivych bunék mezi nestrukturovanou a strukturovanou siti byl pfili§ velky, nebylo
by mozné tyto vysledky viibec porovnavat. Dal§im problémem by mohl v nestrukturované siti byt piilis
velky rozdil ve velikosti bun€k napfic siti. Poté by mohla nastat situace, Ze v podoblasti diskretizo-
vané pomoci velkych bun€k by se fazové rozhrani zastavilo na misté, zatimco v Casti sit€ s jemné;si
diskretizaci by se krystal stdle rozvijel, coZ by vedlo ke znacnym defektlim v symetrii krystalu. Toto
zanalyzujeme podrobnéji déle.
Nejprve jsme chtéli vyuzit zndmych a otestovanych parametrd modelu ze sekce 3.2.2 s vyuZzitim $kélo-
véného modelu (3.13). Skdlovany model funguje spravn&, coZ lze ové&fit tim, Ze vysledny tvar krystalu
byl identicky jako na obrdzku 3.5. Na nestrukturované mnohosténové siti ov§em i s nejmens$im ze ti{
pouZitych variant & = 8/420 = 1,05 zacinal (obr. 3.14) krystal velmi rychle vznikat i od kraji oblasti
a fazové rozhrani se pfiliS rozplyvalo. Dalsi simulace (obr. 3.15) ukdzaly, Ze zmenSenim podchlazeni po-
moci parametru 8 1ze dosdhnout mnohem vétsi podobnosti ve vysledcich z obou siti. V diisledku mensiho
podchlazeni pak vétveni krystalu neprobihd tak snadno.

58



& =18/420%1,05

strukturovana sit’

nestrukturovana sit’

(a)r=0,04 (b)r=0,1

Q=(-1/2,1/2) h=h=1/128 [ s=8 a=3 =300 L=2
xo =[0,0,0] Ry =0,01 a=2 b=1 Tr=1 A;=0,02 A;=0,02

Obrézek 3.14: Srovnani teplotnich poli na strukturované a nestrukturované mnohosténové siti s vyuZitim
parametrti modelu z [9]. Pouzita Sestietnd Finslerova anizotropie a zobrazeno na fezu rovinou z = 0.



& =28/240 % 1,05

strukturovana sit’

nestrukturovana sit’

(a) kontura fazového rozhrani (b) fazové pole (c) teplotni pole
Q=(—1/2,1/2)3 h=h=1/128 | t=0,2 s=8 a=3 p=100 L=2
xo = [0,0,0] Ry =10,01 a=2 b=1 T"=1 A; =002 A, =0,02

Obrazek 3.15: Porovndni vysledkd na strukturované a nestrukturované mnohosténové siti s SestiCetnou
Finslerovou anizotropii. Kontury fdzového rozhrani jsou zobrazeny s normalovym vektorem roviny zob-
razenin, = (1,1, )7 a pole na fezu rovinou z = 0.
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Poté jsme se pokusili najit nastaveni parametrd, které by realizovalo 1épe rozvinuty tvar krystalu
na oblasti (—1/2,1/2)* a porovnat tyto vysledky na strukturované a nestrukturované mnohosténové siti.
Z téchto simulaci vznikly obrazky 3.16 a 3.17, kde jsou ortogondlni projekci zobrazeny kontury fazo-
vého rozhrani na obou sitich a zaroven vzhled fazového pole na rovinnych fezech. Na strukturované
siti je zobrazen pouze jeden fez rovinou x = 0, protoZe pfi Ctyicetné, respektive Sesticetné anizotropii
v kombinaci se symetrif sité je vzhled fazového pole na fezech y = 0 a z = 0 identicky. Z téchto ob-
razka lze usoudit, Ze zatimco s nékterymi parametry (obr. 3.16) je podobnost obou krystalti pomérné
zjevnd, v jinych simulacich nelze najit témef zddnou podobnost (obr. 3.17). Na fezech nestrukturovanou
siti v obrdzku 3.16 si lze také v§imnout odliSnosti v jednom sméru, coZ je s nejvétsi pravdépodobnosti
zpusobeno geometrii konkrétni sit€. Vysledky z nestrukturované mnohosténové sité€ jsou deformované
a svym tvarem ptipominaji vysledky simulaci s pouZitim Sumu [12].

(dx=0 y=0 Hz=0
Q=(-1/2,1/2° h=h=1/128 [ t=0,008 &=1/300 L=2 a=3 B =800
xo = [0,0,0] Ry = 0,008 a=2 bh=1 T*=1 A;=0,03 A;=0,03

Obrazek 3.16: Porovnani vysledki na strukturované (a)-(b) a nestrukturované mnohosténové (c)-(f) siti.
Je zvolena Sesticetnd Finslerova anizotropie a vizualizovano fazové pole a jeho kontura. U jednotlivych
obrazkl pfiddvame normélovy vektor roviny zobrazeni n, nebo rovnici rovinného fezu, ktery zobrazuje.
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(b) n, = (1,0,0)"

(dx=0 e)y=0 (Hz=0
Q=(-1/2,1/2 h=h=1/128 | t=0,016 ¢=1/350 a=3 pB=800
xo = [0,0,0] Ry = 0,008 L=2 a=2 b=1 T*=1 A;=0,02

Obrazek 3.17: Porovnani vysledki na strukturované (a)-(b) a nestrukturované mnohosténové (c)-(f) siti.
Je zvolena Ctyfcetnd Finslerova anizotropie a vizualizovdno fazové pole a jeho kontura. U jednotlivych
obrazkl pfiddvame normalovy vektor roviny zobrazeni n, nebo rovnici rovinného fezu, ktery zobrazuje.

Z. diivodu netspésného pouziti mnohosténové sité k uspokojivé replikaci vysledkl ze sité struktu-
rovné jsme se rozhodli sit’ zb&éZné analyzovat. Vypsanim podild

obsah stény objem buiiky

primérny obsah stény’ primérny objem bufiky

a skaldrniho soucinu dgy, - ng» jednotkového normalového vektoru stény a jednotkového vektoru mezi
vyznaénymi body (2.19) ke sténé piislusejicich bunék a ndslednym uspofddanim do histogramu (obr. 3.18)
pomoci programu Matlab mizZeme o na$i mnohosténové siti mnohé zjistit. Zminény skaldrni soucin,
ktery by pro striktné pfipustnou sit’ byl vzdy 1, je pro velkou vétSinu bunék mezi hodnotami 0,9 a 1,
coZ znamend, Ze tato mnohosténova sit’ se prilis$ nelisi od pfipustné sité. BohuZel také Ize videt, Ze na
ukor tohoto se v siti vyskytuje velké mnoZstvi bunék velmi odliSného rozméru. Pfedev§im mnoho bunék,
které jsou velmi malé oproti primérné velikosti buriky v celé siti. V disledku toho pak to samé plati i pro
stény. Tento fakt, jak uz bylo diskutovano, mizZe zptusobovat zna¢né problémy v simulacich, kdy mize
nastat situace, Ze pti pohybu pfes velké buiiky by se fazové rozhrani zastavilo na misté, zatimco v Casti
sit€ s diskretizaci s témito malymi buiikami by se krystal stéle rozvijel. Velké mnozZstvi malych bunék se
také miZe negativné projevit zmensenim ¢asového kroku v Rungeové-Kuttoveé metodé a v dlisledku toho
zpomalenim vypoctu. Po tomto zjisténi jsme se zdrzeli dal$ich pokusi o simulace na této mnohosténové
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siti, protoZe diky velkému rozdilu mezi butikami v siti by nepomohlo ani srovnanf se strukturovanou siti
s jinym rozmérem bunék.

Se snahou o lepsi numerické vysledky jsme tedy generovali novou nestrukrurovanou sit’ pomoci pro-
gramu Ansys Meshing. Hlavnim pozadavkem na tuto sit’ bylo, aby méla velmi podobné velikosti bunék
napii¢ vypocetni oblasti a zdroveti velikost buiiky opét odpovidala strukturované siti se 1283 butikami.
Tato nova sit’ jiz také neobsahuje mnohostény, ale je sloZzena vyhradné ze Ctyfsténli a pouZijeme ji pro
vSechny nésledujici simulace. Stejnou analyzou jako pro mnohosténovou sit’ zjist' ujeme (obr. 3.19), Ze
rozdéleni velikosti bun€k je téméf Gaussovo a nejvice bunék je o primérné velikosti. Podobné tvrzeni
plati i pro stény, zdroven také lze konstatovat, Ze skaldrni sou€in, ktery ovéfujeme pro podminku pfipust-
nosti se odchyluje od 1 vice neZ u pfedchozi mnohosténové sité.
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Obrézek 3.18: Histogramy ziskané pomoci Matlabu slouZici k analyze mnohosténové nestrukturované
sité.
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9 «10° Obsah stén

Objem bunék

~s o,

Obrézek 3.19: Histogramy ziskané pomoci Matlabu slouZic{ k analyze ¢tyfsténové nestrukturované sité.
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Prvotni simulace na Ctyfsténové siti (obr. 3.20 a 3.21), které prezentujeme analogicky jako pro mno-
hosténovou sit’ obrazky 3.16 a 3.17, ndm poskytuji o mnoho vétsi podobnost mezi strukturovanou a ne-
strukturovanou siti. Hlavné pro Sestietnou anizotropii na prvni pohled neni vidét rozdil, u Etyféetné
anizotropie se nachazi drobny defekt, ktery je ale o mnoho mensi neZ pro mnohosténovou sit’ (obr. 3.17).
Toto zjisténi vedlo k provedeni diikladnéjsi studie pro srovnani vysledkil simulaci na Ctyfst€nové a krych-
lové siti, jejiz vysledkem jsou obrazky 3.22-3.24. Zobrazena je kontura faizového rozhrani a provedeny
jsou dvé sady simulacf liSici se v nastaveni parametrt 8 a & pro kaZzdou Cetnost anizotropie a kazdou sit’.
Ze studie je patrné, Ze vysledky na nestrukturované Ctyfsténové siti velmi dobfe odpovidaji vysledkiim
ze sité strukturované predev§im pro nastaveni s vét§im parametrem & a mensim B3, jeZ zptsobuje méné
divoky rtst krystalu. Pro druhé nastaveni parametrii 8 a & uz jsou odlisnosti mezi vysledky na obou sitich
celkem dobfe patrné, pfi¢emzZ se projevi, Ze nestrukturovana sit’ narozdil od strukturované stdle obsahuje
buriky riznych rozmérd.

(@)x=0 ®)yn,=(-1,1,-17 () n,=(-1,1,-DT

(dx=0 ey=0 Hz=0
Q=(-1/2,1/2° h=h=1/128 | t=0,015 £=1/200 L=2 «a=3 B =600
xo = [0,0,0] Ry =10,03 a=2 b=1 T"=1 A;=0,02 A;=0,02

Obrazek 3.20: Porovnani vysledkd na strukturované (a)-(b) a nestrukturované ctyisténové (c)-(f) siti. Je
zvolena Sesti¢etnd Finslerova anizotropie a vizualizovano fdzové pole a jeho kontura. U jednotlivych
obrazka piiddvame normalovy vektor roviny zobrazeni n, nebo rovnici rovinného fezu, ktery zobrazuje.

66



(a)x=0 ®n,=(-1,1,-DF ©n,=(1,1,-DT

P

(dx=0 ey=0 Hz=0
Q=(-1/2,1/2 h=h=1/128[t=0,015 £=1/200 L=2 a=3 B =600
xo =[0,0,0] Ry =0,03 a=2 b=1 T =1 A;=0,02

Obrazek 3.21: Porovnani vysledkl na strukturované (a)-(b) a nestrukturované Ctyfsténové (c)-(f) siti.
Je zvolena Ctyféetnd Finslerova anizotropie a vizualizovano fdzové pole a jeho kontura. U jednotlivych
obrazkl pfiddvame normalovy vektor roviny zobrazeni n, nebo rovnici rovinného fezu, ktery zobrazuje.
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t =0,004

a sit’

strukturovan

1=0,012
B = 600,& = 1/200

t=0,020

it
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nestrukturovan

t =0,004
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strukturovan

t =0,008

B =900,& = 1/300

a sit’

¢
$

nestrukturovan

Q=(-1/2,1/2)°
xo = [0,0,0]

nl) = (0’ 0’
Rp=0,03

2 a=
=2 b=

DT | L
a

1 A1 =0,02

Obrazek 3.22: Vypocetni studie s ctyf¢etnou Finslerovou anizotropii zaméfena na srovndni strukturované
a nestrukturované Ctyfsténové sité s dvéma riznymi nastavenimi parametrti 8 a £. Zobrazena je kontura

pevné podoblasti ().
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t = 0,004 t=0,012 t=0,020
B = 600,& = 1/200
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strukturovana sit’

nestrukturovana sit’

t = 0,004 ¢t =0,008 r=0,012
B =900,¢ = 1/300
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Q=(-1/2,1/2° n,=0,0,D) | L=2 a=3 h=h=1/128 A, =0,02
xo = [0,0,0] Ry = 0,03 a=2 b=1 T*=1 Ay = 0,02

Obrazek 3.23: Vypocetni studie s SestiCetnou Finslerovou anizotropii zaméfend na srovnani strukturo-
vané a nestrukturované Ctyfsténové sité s dvéma riznymi nastavenimi parametrd 8 a £. Zobrazena je
kontura pevné podoblasti Q(?).
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t=0,004 1=0,012 t = 0,020
B = 600,& = 1/200

strukturovana sit’

nestrukturovana sit’

t = 0,004 t=0,008 1=0,012
B =900,¢ = 1/300
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Q=(-1/2,1/2° n,=0,0,) |L=2 a=3 h=h=1/128
xo = [0,0,0] Ry = 0,03 a=2 b=1 T*=1 A =0,02

Obrazek 3.24: Vypocetni studie s osmicetnou Finslerovou anizotropii zaméfena na srovnani strukturo-
vané a nestrukturované Ctyfsténové sité s dvéma riznymi nastavenimi parametrd 8 a &. Zobrazena je
kontura pevné podoblasti Q(?).
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S ohledem na naSi motivaci pro pouZiti nestrukturovanych siti, kterou je odstranéni vlivu orientace
strukturované sit€ na tvar krystalu jsme na Ctyfsténové siti provedli studii na rizn€ otoCenych krystalech.
PouZijeme anizotropni model zaloZeny na Finslerové geometrii, pfi¢emZ otocime krystal okolo osy z
o thel « jak bylo diskutovano v sekci 1.2.3 pomoci matice

cosa sina O
A=]|sina cosa O0].
0 0 1

K vizualizaci téchto vysledktli vyuzijeme linie reprezentujici fazova rozhrani z jednotlivych simulaci na
rovinném fezu z = 0. Pro lepsi orientaci je v obrdzcich pfiddna kruZnice se stfedem v [0, 0,0], coz
odpovidd stfedu krystalizaéniho zrna a s polomérem danym nejkrat$im hlavnim ramenem neotoceného
krystalu. Studie je zachycena na obrdzcich 3.25-3.28 a opét simulace provadime pro ruzné druhy anizot-
ropif a dvé moZnd nastaveni parametrii 8 a £. Z vysledkd pro kombinaci 8 = 900,¢ = 1/300 je patrné
chovani, které jiz bylo pozorovano na obrazcich 3.22-3.24. Na nestrukturované Ctyi'sténné siti se jiZ krys-
tal zacind vice vétvit a chovat se divoceji neZ na siti strukturované, otoceni krystalografické orientace na
tomto nic nezméni. Pro Sesti¢etnou anizotropii (obr. 3.27) ovSem pozorujeme jev, jez byl motivaci. Za-
timco na strukturované siti je mezi délkou ramen oto¢eného a neotoceného krystalu vyrazny rozdil, na
siti nestrukturované se tento rozdil znaéné zmensSi a ramena jsou téméf stejné dlouha.

Naopak tfeba v simulaci se CtyfCetnou symetrii a véts$i & na nestrukturované siti vznikaji mnohem vétsi
sekunddrni ramena, kterd se na strukturované siti téméf neobjevuji. Zavérem je, Ze pro tuto sit’ snaha
o odstranéni vlivu orientace strukturované sité nebyla plné tispésna a ani na nestrukturované Ctyisténové
siti nemad krystal stejny tvar at’ uz ho oto¢ime jakkoliv. Je mozné, Ze s jeste 1épe generovanou siti, kterd by
méla vétsSinu bunék velikosti opravdu blizko primérné velikosti buriky, by byl vysledek lepsi. Nicméné
to pro praktické vyuziti vyZaduje mit velmi dobry generdtor nestrukturované sité se specifickymi poza-
davky.
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strukturovana sit’ nestrukturovana sit’

Ctyicetnd, t = 0,015

ticetnd, r = 0,015

Ses

osmicetnd, ¢t = 0,02

Q=(-1/2,1/2° h=h=1/128 | L=
xo = [0,0,0] Ry =0,03 a=

Obrazek 3.25: Vypocetni studie s Finslerovou anizotropii zamérend na srovnani strukturované a nestruk-
turované Ctyisténové sité pri otoCeni okolo osy z o rizny thel. Zobrazujeme fazové rozhrani na fezu
podstatnou rovinou z = 0. Otoceni o 0 je znaceno Cernou linii, o /6 zelenou a o 7/4 modrou.
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strukturovana sit’ nestrukturovana sit’

Ctyicetnd, t = 0,015

ticetnd, r = 0,015

ses

osmicetna, ¢ = 0,020

Q=(-1/2,1/2 h=h=1/128| L=
a =

=3 B=600 &=1/200
xo = [0,0,0] Ro = 0,03 1T

Obrazek 3.26: Vypocetni studie s Finslerovou anizotropii zaméfend na srovnani strukturované a nestruk-
turované Ctyfsténové sité pii otoeni okolo osy z o riizny uhel. Zobrazujeme zvétsenou Cast fazového
rozhrani na fezu podstatnou rovinou z = 0. Otoceni o 0 je znaceno Cernou linii, o 7/6 zelenou a o 7/4
modrou.
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strukturovana sit’ nestrukturovana sit’

Ctyféetnd, t = 0,012

ticetnd, r = 0,012

ses

osmicetna, t = 0,012

Q=(-1/2,1/2° h=h=1/128 | L=
xo = [0,0,0] Ry =0,03 a=

Obrazek 3.27: Vypocetni studie s Finslerovou anizotropii zaméfend na srovnani strukturované a nestruk-
turované Ctyisténové sité pri otoCeni okolo osy z o rizny thel. Zobrazujeme fazové rozhrani na fezu
podstatnou rovinou z = 0. Otoceni o 0 je znaceno Cernou linii, o 71/6 zelenou a o 7/4 modrou.
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osmicetnd, ¢ = 0,020

Q=(-1/2,1/2 h=h=1/128| L=
xo = [0,0,0] Ry =0,03 a=

Obrazek 3.28: Vypocetni studie s Finslerovou anizotropii zaméfend na srovnani strukturované a nestruk-
turované Ctyfsténové sité pii otoeni okolo osy z o riizny uhel. Zobrazujeme zvétsenou Cast fazového
rozhrani na fezu podstatnou rovinou z = 0. Otoceni o 0 je znaceno Cernou linii, o 7/6 zelenou a o 7/4
modrou.
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3.3.4 Vypocetni naro¢nost

Na zavér jesté okomentujme vypocetni ndrocnost simulaci na nestrukturovanych sitich. V ¢asové na-
roCnosti je pozorovan velky rozdil. Pro porovndni vyuZijeme identickych simulaci se stejnym pouZitym
hardwarem. Jeden vypocetni uzel clusteru HELIOS ma 128 GB RAM paméti, 360 GB lokélniho SSD
ulozisté a 2x16-jadrovy procesor AMD EPYC 7281@2.1GHz. Zatimco vypocet na 1 uzlu s vyuZitim pa-
ralelizace OpenMP na strukturované siti pfiblizné 6 minut, na nasi nestrukturované mnohosténové siti je
to vice neZ 6 hodin. Tedy pfiblizné¢ 60x pomalejsi. Z velké Casti je to zpisobeno sloZitosti geometrie dané
sit€, kterd zjevné obsahuje mnohostény s velkym poctem stén a vrcholli. PfestoZe nezndme piesnou geo-
metrii sité, mizeme tento fakt bez hlubsi analyzy usoudit napriklad z poméru poctt vrchold obou siti. Ten
¢ini 12702219 pro nestrukturovanou mnohosténovou sit’, zatimco strukturovand sit' ma vrchold pouze
2146689. Na rozdil v ¢asové narocnosti nema vliv pouze béh fesice jako takovy, velké mnozstvi asu
zabira také pribézny export vysledkd a sité do soubort . vtk. Pfedev§im je to zptisobeno nemoznosti pa-
ralelizace, protoze zapis musi probihat postupné, aby soubor obsahoval spravné topologické udaje sité.
To také prohlubuje rozdil mezi obéma vypocty, protoZe jak uz bylo fe¢eno, nestrukturovand sit’ ma mno-
hem vice vrcholt, které se do souboru zapisuji. Do tohoto promlouvd i omezeni souboru .vtk, protoze
ptfed exportem mnohostént je tfeba je rozd€lit na Ctyfstény, coZ lze obecné [3] tak, Ze udélame stied
kazdé stény buriky a stfed celé buiiky a pak kaZdou hranu, tj. 2 vrcholy vezmeme dohromady se stfedem
stény, jeZ k ni priSlusi, a stiedem bunky. Tyto Ctyfi body vytvori Ctyfstén. Toto déleni uz napriklad z jed-
noho Ctyfsténu vytvori dvanict mensich Ctyfstént. Pro buriky s mnoha sténami bude situace jesté horsi.
To zvysuje také pozadavky na pamét - pro predstavu velikost souboru . vtk obsahujiciho i data o polich
¢ a T je pro strukturovanou sit” asi 220 MB, zatimco pro nestrukturovanou mnohosténovou 9,4 GB. Pro
étyrsténovou sit’, kde toto déleni neni nutné, je velikost souboru opét pouze 500 MB. Vypocet se na
Ctyfsténové siti o néco zrychli a je pfi stejnych simulacich asi 50x pomalejsi nez na siti strukturované.
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Zaver

V préci je shrnuta zdkladni teorie potfebnd k popisu fazového prechodu prvniho druhu. Déle je for-
mulovana Stefanova dloha i model fazového pole pro Cistou latku s odliSenim nékolika variant modelu
podle tvaru reak¢niho ¢lenu. Nésledné je predstaven anizotropni model - nejdiive je anizotropie vnesena
pomoci jednoduchého zpiisobu ve dvourozmérném piipadé a poté pomoci teorie Finslerovy geometrie
i v trojrozmérném pripadé. Ddle je teoreticka Cdst vénovana zdkladnim poznatkiim o pouZziti modelu
fazového pole pro modelovani tuhnuti bindrnich slitin. Druh4d ¢ast prace se vénuje obecnému odvozeni
semidiskrétniho schématu pomoci metody kone¢nych objemd pro rovnice, jeZ obsahuji prezentované
modely fazového pole. Ve schématu neni predpokladdna kolmost spojnice vyznacnych bodil sousednich
bunék s jejich spole¢nou sténou, a proto je diskutovano pouZiti korekce aproximace gradientu. Semi-
diskrétni schéma je ddle feSeno pomoci Rungeovy-Kuttovy-Mersonovy metody. V praktické ¢ésti prace
byl vytvofen program v jazyce C++ s vyuzitim knihovny GTMesh pro préci s nestrukturovanymi si-
témi, ktery je schopen feSit modely fdzového pole obecné na strukturovanych i nestrukturovanych sitich
ve dvou i tfech rozmérech. S jeho pomoci byla provedena vypocetni studie na clusteru HELIOS na
KM FJFI CVUT. Posledni kapitola je vénovéna grafickému vystupu z této studie, jejiz cilem bylo proka-
zat funkCnost implementovaného programu, prozkoumat chovani modelli fazového pole piedstavenych
v teoretické Casti prace a predevsim diskutovat pouZiti nestrukturovanych siti a jejich vliv na vysledny
tvar fdzového rozhrani. Hlavnim piinosem préce jsou zajisté pravé vysledky ziskané z nestrukturovanych
sitf, na které je mozné dale navazat napiiklad s vétSim zaméfenim na analyzu pouZité sité. Veskeré ob-
razky a vizualizace simulaci v této praci byly vytvoreny a upraveny pomoci programt ParaView, Matlab
a Inkscape.

Na strukturovanych sitich v sekci 3.2.2 se tspésné podafrilo replikovat vysledky z [9]. Konstatujme,
Ze pouZiti nestrukturovanych siti (sekce 3.3.3) vnasi do vysledki perturbace podobné jako vloZeni Sumu
pfimo do modelu. Nicméné kromé tohoto faktu, na Ctyfsténové siti dosahujeme podobnych vysledki
jako na siti strukturované. Také na této siti nepozorujeme uprednostnéni nékterych smért ristu v di-
sledku souhlasné orientace krystalu i sité, nicméné je vysledny tvar zase ovlivnén ndhodnosti geometrie
nestrukturované sité. PouZiti mnohosténové sité neni nijak opodstatnéné, jelikoZ to nepiindsi usporu
vypocetniho Casu, navic se v mnohosténové siti nachdzi mnoho malych bunék, pres které se rozhrani
zasekne a to velmi deformuje vysledny tvar krystalu. Pro tuhnuti binarnich slitin sekce 3.2.4 obsahuje
vysledky zdkladniho modelu s realistickymi parametry Cu-Ni slitiny ve dvou rozmérech, pficemz lze
pozorovat chovani koncentracniho pole v souladu s literaturou [29]. Také v souladu s literaturou vypus-
ténim rovnice vedeni tepla z modelu se vyrazné€ sniZi vypocetni naroky, coz odiivodiiuje zmifiovany izo-
termicky predpoklad ze sekce 1.3.1. Také je proveden pokus s vloZenim jednoduché anizotropie (1.55).
Zajimavym postupem v rdmci modelovdn{ slitin pomoci fdzového pole by mohlo byt vyzkouset pro tfi
rozméry vloZit do modelu anizotropii pomoci Finslerovy geometrie a srovnat tyto vysledky s experimen-
talnimi piipadné fezu s dvourozmérnymi vysledky z [35]. Pripadné také lze vyzkousSet chovani téchto
modeld na nestrukturovanych sitich, coz ov§em bude vyZadovat velké mnozstvi vypocetniho Casu.
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