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Úvod

Topologický popis pevných látek se řad́ı mezi moderńı odvětv́ı fyziky pevných látek, jemuž je v dnešńı době
věnována značná pozornost. Do této kategorie patř́ı nová skupina materiál̊u tzv. topologické izolátory, které by
mohly naj́ıt využit́ı v r̊uzných elektronických zař́ızeńı či ke zlepšeńı kvantového poč́ıtáńı.
Jedńım z prvńıch úspěch̊u topologické teorie pevných látek byl popis kvantového Hallova jevu.1 Prvotńı snahou
bylo popsat tento jev na základě známých teoríı. Bylo však zjǐstěno, že systémy vykazuj́ıćı stejnou symetrii
nemaj́ı stejné fyzikálńı chováńı. Bylo tedy zřejmé, že bude k popisu třeba nový, neznámý aspekt. Pozornost
se nově zaměřila na zkoumáńı fáze vlnové funkce (do té doby hrála d̊uležitou roli pouze amplituda vlnové
funkce) popisovaného systému. Na základě rozd́ılné fáze bylo možné látky klasifikovat na topologicky triviálńı
a netriviálńı. Bez porušeńı symetrie celého systému neńı možné přecházet z jedné skupiny do druhé.

Předmětem této diplomové práce je seznámeńı se se základy topologie pásové struktury, studium topologie
pomoćı teoretických simulaćı vybraných grafen nanoribon̊u a fázových přechod̊u mezi jednotlivými topologiemi
struktur. Nejprve jsou uvedeny základńı poznatky slouž́ıćı k popisu pevných látek, mezi něž patř́ı i aproximace
slouž́ıćı k výpočt̊um pásové struktury. Následně je detailně představen tzv. SSH model (Su-Schrieffer-Heeger).2

Na tomto modelu bude ukázána významnost topologie pásové struktury s ohledem na elektronové stavy. Poté
jsou představeny struktury 5-aGNR a (1-5)-ca-GNR, jejich vlastnosti, pásová struktura a topologická fáze.
Posledńı část je věnována kvantovému fázovému přechodu mezi jednotlivými topologiemi systému, konkrétně
Pseudo Jahn-Teller̊uv jev. PJTE bude aplikován na fázový přechod ř́ızený délkou molekuly 5-aGNR. Všechny
teoretické simulace v této práci jsou provedeny pomoćı kódu PythTB3 založeného na aproximaci těsné vazby
a kódu Fireball4 založeného na teorii funkcionálu hustoty.
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1 Elektronová struktura v pevných látkách

1.1 Krystalová struktura pevných látek

1.1.1 Krystalová mř́ıžka

Krystaly patř́ı ke skupenstv́ı pevných látek, které jsou tvořeny periodickým opakováńım seskupeńı atomů.5,6

Dokázáńı této vnitřńı struktury krystal̊u je spjato s objevem rentgenové difrakce.
K teoretickému popisu krystal̊u se využ́ıvá pojmu ideálńıho krystalu, který je definovaný jako nekonečný krystal
v jehož struktuře nejsou žádné ”defekty”. Atomárńı struktura všech krystal̊u může být popsána za pomoci
mř́ıžkových vektor̊u a⃗i a atomárńı báze r⃗i. Mř́ıžkou rozumı́me pravidelné uspořádáńı bod̊u v prostoru a atomárńı
báźı základńı stavebńı prvek (atomy nebo ionty) nacházej́ıćı se v uzlových bodech mř́ıžky. Translačńı vektor T⃗ ,
jehož posouváńım je možné źıskat celý krystal, je definovaný jako lineárńı kombinace mř́ıžkových vektor̊u

T⃗ = ua⃗1 + va⃗2 + wa⃗3, (1)

kde u,v,w jsou libovolná celá č́ısla. Mř́ıžkové vektory nelze zvolit jednoznačně, možné volby můžeme vidět na
Obrázku 1.

Obrázek 1: Dvě možnosti volby mř́ıžkových vektor̊u a atomárńı báze v krystalové mř́ıžce.

1.1.2 Reciproký prostor

Vzhledem k periodickému uspořádáńı krystalu jsou periodické i všechny jeho fyzikálńı vlastnosti, pro libovolnou
fyzikálńı vlastnost tedy plat́ı n(r⃗) = n(r⃗ + T⃗ ). Provedeme
Fourierovu transformaci (FT) funkce n

n(r⃗) =
∑
G⃗

nG⃗ exp (iG⃗r⃗) = n(r⃗ + T⃗ ) =
∑
G⃗

nG⃗ exp (iG⃗(r⃗ + T⃗ )). (2)

Periodicita funkce muśı být zachována pro všechna T⃗ z množiny translačńıch vektor̊u, hledáme tedy vektor G⃗
ve tvaru

G⃗ = hg⃗1 + kg⃗2 + lg⃗3, (3)

kde h, k, l jsou celá č́ısla, pro která bude platit

T⃗ · G⃗ = 2πm, (4)

kdem je celé č́ıslo. Tuto podmı́nku můžeme zapsat i zp̊usobem, že aigj = δij . Tyto vztahy plat́ı pro g⃗i definované

g⃗1 = 2π
a2 × a3
V

, g⃗2 = 2π
a3 × a1
V

, g⃗3 = 2π
a1 × a2
V

, (5)

kde V = a1 · a2 × a3 je objem buňky v př́ımém prostoru. Vektor G⃗ nazýváme vektorem reciproké mř́ıžky a
všechny body z množiny {G⃗ — h, k, l ∈ Z} nazýváme mř́ıžkovými body reciproké mř́ıžky.
Jednoduchým př́ıkladem přechodu z př́ımého do reciprokého prostoru je FT funkce
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sin(k1x) =
exp (ik1x)−exp (−ik1x)

2i , jej́ıž perioda je a = 2π
k1
. Jelikož funkce sin(k1x) je tvořena součtem exponenciál,

v reciprokém prostoru źıskáme dva body k1 a −k1. Reprezentaci funkce sin(k1x) v reciprokém prostoru dvěmi
δ funkcemi můžeme vidět na Obrázku 2.
Primitivńı buňku v reciprokém prostoru nazýváme Brillounovou zónou (BZ), jež je periodická s periodou G⃗,

Obrázek 2: Funkce sin(k1x) v reciprokém prostoru.

proto stač́ı zjistit vlastnosti krystalu pouze v jedné z Brillounových zón.

1.2 Od molekuly ke krystalu

Elektrony v atomu jsou umı́stěné v tzv. atomových orbitalech (AO), které vymezuj́ı prostor, ve kterém se
s největš́ı pravděpodobnost́ı elektron nacháźı. AO je popsán vlnovou funkćı, kterou budeme značit ϕ(x). Ve-
likost, tvar a prostorová orientace AO jsou dány kvantovými č́ısly. Přibĺıž́ı-li se k sobě dva atomové orbitaly,
dojde k jejich překryvu a následné hybridizaci atomových orbital̊u na orbitaly molekulové (MO). Matematicky
tento proces můžeme zapsat jako lineárńı kombinaci AO.
Jako př́ıklad uveďme atom vod́ıku,7 který má jeden elektron v orbitalu s, vlnovou funkci tohoto elektronu
označ́ıme ϕ(x). Tvar této vlnové funkce můžeme vidět na Obrázku 4. Po přibĺıžeńı dvou atomů vod́ıku k sobě
dojde k hybridizaci a vytvořeńı dvou MO, vazebného ϕ1(x) + ϕ2(x) a antivazebného ϕ1(x) − ϕ2(x). Vazebný
orbital vzniká konstruktivńı interferenćı p̊uvodńıch vlnových funkćı a má nižš́ı energii než orbitaly p̊uvodńı.
Naopak antivazebný orbital vzniká interferenćı destruktivńı a jeho energie je vyšš́ı než p̊uvodńıch AO, což
můžeme vidět na Obrázku 3, kde je znázorněn i výsledný tvar MO vzniklých hybridizaćı dvou s orbital̊u. Vl-
nové funkce MO a jejich vznik můžeme vidět na Obrázku 4.

Obrázek 3: Hybridizace dvou s AO za vzniku vazebného a antivazbného MO.

Při přibĺıžeńı N atomů k sobě prob́ıhá stejný proces a vzniká velké množstv́ı hybridizovaných orbital̊u, jed-
notlivé energetické hladiny se stávaj́ı spojité a docháźı ke vzniku energetických pás̊u, ve kterých se elektrony
vyskytovat mohou nebo naopak nemohou. Tento proces je znázorněn na Obrázku 5. Energetické pásy, ve kterých
se elektrony vyskytovat nemohou, se nazývaj́ı zakázané pásy Eg.

10



Obrázek 4: Konstruktuvńı a destruktivńı interference vlnových funkćı atomu vod́ıku.

Obrázek 5: Vytvořeńı pásové struktury

Transportńı vlastnosti elektron̊u jsou dány existenćı a př́ıpadnou š́ı̌rkou zakázaného pásu v okoĺı Fermiho en-
ergie, která je definovaná jako energie nejvyšš́ıho obsazeného pásu při T = 0K. Tento rozd́ıl je vidět na Obrázku
6. Jedná-li se o kov, dojde k překryt́ı nejvyšš́ıho obsazeného (valenčńıho) pásu a nejnižš́ıho neobsazeného (vodi-
vostńıho) pásu a látka jednoduše vede proud. Naopak u polovodič̊u a izolant̊u existuje zakázaný pás, u polovodič̊u
je š́ı̌rky do 3 eV , u izolant̊u bývá vyšš́ı než 3 eV . Proto nás z hlediska vodivosti zaj́ımá chováńı tzv. valenčńıch
elektron̊u.

Obrázek 6: Rozd́ıl v pásové struktuře v okoĺı EF kov̊u, polovodič̊u a izolant̊u.
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1.3 Schrödingerova rovnice

Schrödingerova rovnice (SCHR) je fundamentálńı rovnićı v nerelativistické kvantové mechanice. V teorii pevných
látek je využ́ıvána zejména pro výpočet elektronové struktury systému. Časově nezávislá SCHR má tvar

ĤΨ(r⃗i, R⃗α) = EΨ(r⃗i, R⃗α), (6)

kde E znač́ı hodnotu energie pro vlnovou funkci Ψ(r⃗i, R⃗α), Ĥ je Hamilton̊uv operátor totálńı energie. Operátor
totálńı energie můžeme rozdělit na tři členy, Ĥe−e což je operátor kinetické a potenciálńı energie elektron̊u,
Ĥα−e operátor potenciálńı energie zp̊usobené interakćı mezi elektrony a jádry a Ĥα−α je operátor kinetické a
potenciálńı energie jader. Hamiltonián můžeme zapsat

Ĥ = Ĥe−e + Ĥα−e + Ĥα−α = − ℏ2

2me

∑
i

∇2
i + V̂e−e + V̂α−e −

ℏ2

2Mα

∑
α

∇2
α + V̂α−α. (7)

Explicitńı řešeńı této rovnice je možné pouze u jednoduchých systémů, obecně muśıme k řešeńı využ́ıt aproxi-
maćı.

1.3.1 Born-Oppenheimerova aproximace

Jednou z nejd̊uležitěǰśıch aproximaćı je tzv. Born-Oppenheimerova aproximace. Od̊uvodněńım této aproximace
je fakt, že hmotnosti jader jsou mnohonásobně větš́ı než hmotnosti elektron̊u (me ∼ 10−3Mα) a charakteristická
rychlost elektron̊u je tedy výrazně větš́ı než rychlost jader. Proto lze reakci elektron̊u na změnu polohy jader
považovat za okamžitou. Na základě těchto předpoklad̊u vyjádř́ıme celkovou vlnovou funkci jako součin vlnové
funkce elektron̊u, ve které závislost na poloze jader vystupuje pouze jako parametr a vlnové funkce jader, tedy
Ψ(r⃗i, R⃗α) = ψ(r⃗i; R⃗α)Φ(R⃗α). Dı́ky tomuto rozděleńı vlnové funkce je možné separovat řešeńı SCHR rozdělit na
dvě části. Nejprve je možné řešit rovnici pro pohyb elektron̊u v poli nehybných jader a následně řešit rovnici
pohybu jader v rámci klasické fyziky. Prvńı části problému př́ısluš́ı Hamiltonián obsahuj́ıćı člen kinetické energie
elektron̊u a člen potenciálńı energie vzniklé interakćı elektron̊u a jader, jejichž polohy jsou parametrizovány,

Ĥelec = Ĥe−e + Ĥα−e = − ℏ2

2me

∑
i

∇2
i + V̂e−e + V̂α−e. (8)

Řeš́ıme SCHR ve tvaru
Ĥelecψ(r⃗i; R⃗α) = Ee(R⃗α)ψ(r⃗i; R⃗α). (9)

Druhým krokem Born-Oppenheimerovy aproximace je řešeńı SCHR pro pohyb jader, která má tvar

[Ĥα−α + Ee(R⃗α)]Φ(R⃗α) = EΦ(R⃗α). (10)

Jelikož ćılem práce je zkoumáńı elektronové struktury, budeme se dále zabývat pouze rovnićı pro popis chováńı
elektron̊u z prvńıho kroku Born-Oppenheimerovy aproximace, tedy rovnićı (9).

1.3.2 Bloch̊uv teorém

Pro všechny krystalické látky s periodou a plat́ı, že všechny fyzikálńı vlastnosti závisej́ıćı na poloze, jsou také
periodické s periodou a. Toto plat́ı i pro potenciál, tedy V̂ (x) = V̂ (x+ a).
Bloch̊uv teorém popisuje obecný tvar vlnové funkce krystalické látky s periodou a, jež je řešeńım SCHR. Na
jeho základě plat́ı, že vlnová funkce má tvar

ψk(x) = uk(x) exp (ikx), (11)

kde k je vlnové č́ıslo a funkce uk(x) je periodická s periodou a.
Jiná formulace Blochova teorému je, že pro každou vlnovou funkci, která je řešeńım SCHR, existuje vlnové č́ıslo
k takové, že plat́ı

ψk(x+ a) = ψ(x) exp (ika). (12)

Vlnová funkce, která je řešeńım SCHR, záviśı na vlnovém č́ısle k, proto Hamiltonián a energie budou také
záviset na k, tvar SCHR vypadá

Hk(xi)ψk(xi) = Ekψk(xi). (13)
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1.3.3 Born-von Kármánovy okrajové podmı́nky

Nejjednodušš́ı př́ıklad krystalu v 1D je řet́ızek n atomů s periodou a, který má konečnou délku L = na. Born-von
Kármánovy okrajové neboli periodické okrajové podmı́nky slouž́ı k tomu, abychom při řešeńı mohli zanedbat
okraje krystalu. V našem př́ıpad zajist́ı, že z řet́ızku elektron̊u se stane kruh elektron̊u. Abychom se na kraj́ıch
při spojeńı vyhli nespojitostem, požadujeme, aby vlnová funkce na obou kraj́ıch řet́ızku byla stejná neboli
ψ(x) = ψ(x+ L). Podle Blochova teorému plat́ı,

ψ(x+ L) = ψ(x) exp (ikL). (14)

Aby byla splněna rovnost kterou požadujeme, muśı platit že exp (ikL) = 1. T́ımto dostaneme omezeńı na
množinu vlnových č́ısel k, která můžeme volit, neboli podmı́nka je splněna pro k z množiny { 2πn

L | n ∈ Z}.
Jelikož řešeńı hledáme pouze pro jednu 1.BZ, počet povolených hodnot vlnových č́ısel k se rovná n. Pro n jdoućı
k nekonečnu dostáváme spojité spektrum vlnových č́ısel k z 1.BZ.

1.4 Základy výpočt̊u elektronové struktury pevných látek

Výpočet elektronové struktury pevných látek spoč́ıvá v hledáńı základńıho stavu systému, který hledáme řešeńım
SCHR v Born-Oppenheimerově aproximaci tedy

Ĥelecψ(r⃗i; R⃗α) = Ee(R⃗α)ψ(r⃗i; R⃗α), (15)

kde Hamiltonián Ĥelec je ve tvaru zmı́něném v rovnici (8).
Vzhledem k velkému množstv́ı elektron̊u v pevné látce je hledáńı elektronových vlastnost́ı pevných látek stále
komplikovaným a většinou výpočetně nerealizovatelným problémem. Daľśı aproximaćı využ́ıvanou pro většinu
metod je vyjádřeńı mnohočásticové vlnové funkce ψ(r⃗1, ...r⃗N ) pomoćı N jednoelektronových vlnových funkćı
ψ(r⃗i). Vzájemná interakce mezi elektrony bývá vyjádřena pomoćı efektivńıho potenciálu.
Metod pro výpočty elektronové struktury je mnoho, jejich aplikace na reálný systém je vždy omezena na
základě použitých předpoklad̊u. V této kapitole jsou uvedeny tři r̊uzné metody - Aproximace těsné vazby,
Hartree-Fockova (Hartreeho) aproximace a Teorie funkcionálu hustoty (DFT).

1.4.1 Aproximace těsné vazby

Aproximace těsné vazby je založena na poruchovém počtu. Základńım předpokladem je, že elektrony jsou silně
vázány k atomovému jádru a docháźı k překryvu jednotlivých atomárńıch vlnových funkćı. Celkový Hamil-
tonián lze zapsat jako součet Hamiltoniánu izolovaného atomu a změny potenciálu danou interakćı elektronu
s ostatńımi atomovými jádry, která se ve středu každého atomu bĺıž́ı k 0.

Ĥ = Ĥat +∆Û . (16)

Vlastńı stavy Ĥat jsou atomové vlnové funkce ϕi(r⃗),

Ĥatϕi(r⃗) = ϵiϕi(r⃗), (17)

kde ϵi je energie i-té energetické hladiny izolovaného atomu. Atomové vlnové funkce ϕi(r⃗) předpokládáme
ortonormálńı a maj́ıćı nulový překryv mezi jednotlivými atomy, tedy∫

ϕ∗i (r⃗)ϕj(r⃗ + R⃗) =

{
1, pokud i=j a R=0

0, jinak.
(18)

Překryvový integrál definujeme jako

γ(R⃗) = ⟨ϕi(r⃗)|Ĥ|ϕi(r⃗ + R⃗)⟩ =
∫
ϕ∗i (r⃗)Ĥϕi(r⃗ + R⃗), (19)

a z hlavńıho předpokladu aproximace těsné vazby jsou jeho hodnoty pro př́ıpad R⃗ ̸= 0 malé.

Jako př́ıklad uveďme výpočet elektronové struktury řet́ızku N atomů vod́ıku, kde v bázi máme jeden atom
vod́ıku s jedńım elektronem, s periodou a viz Obrázek 7.
Vlnová funkce ψ tohoto systému splňuje Bloch̊uv teorém. Je tvořena lineárńı kombinaćı jednotlivých atomových
orbital̊u ϕ, splňuj́ıćı podmı́nky uvedené v rovnici (18),

ψk(x) =
1√
N

N∑
n=1

c exp (ikna)ϕ(x− na), (20)
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Obrázek 7: Řet́ızek atomů vod́ıku.

kde N je počet atomů v krystalu.
Budeme řešit SCHR, kterou přeṕı̌seme pomoćı bra-ketového formalismu

Ĥ|ψk(x)⟩ = E|ψk(x)⟩ (21)

⟨ϕ(x)|Ĥ|ψk(x)⟩ = ⟨ϕ(x)|E|ψk(x)⟩. (22)

Rovnici uprav́ıme s předpokladem interakce pouze mezi nejbližš́ımi sousedy, pro překryvový integrál tedy plat́ı,
že

γ(x± na) = 0, pro n > 1. (23)

c
(
⟨ϕ(x)|Ĥ|ϕ(x+ a)⟩ exp (−ika) + ⟨ϕ(x)|Ĥ|ϕ(x− a)⟩ exp (ika) + ⟨ϕ(x)|Ĥ|ϕ(x)⟩

)
= Ec⟨ϕ(x)|ϕ(x)⟩ (24)

Tato rovnice bude určitě splněna pro volbu c = 0, toto řešeńı však neńı fyzikálně zaj́ımavé.
Dále rovnici (24) uprav́ıme pomoćı vztah̊u

γ(0) = ⟨ϕ(x)|Ĥ|ϕ(x)⟩ = ϵ, (25)

γ(±a) = ⟨ϕ(x− a)|Ĥ|ϕ(x)⟩ = ⟨ϕ(x)|Ĥ|ϕ(x+ a)⟩ = −t. (26)

Překryvový integrál γ(±a) můžeme interpretovat jako pravděpodobnost přeskoku elektronu z jednoho atomu
na druhý, často se použ́ıvá termı́n ”hopping”.

Po dosazeńı těchto vztah̊u do rovnice (24) hledáme netriviálńı řešeńı rovnice

c | − t(exp (−ika) + exp (−ika)) + ϵ− E| = 0. (27)

Snadno vid́ıme, že netriviálńı řešeńı dostaneme, pokud se bude determinant 1 × 1 rovnat nule. Velikost deter-
minantu je dána počtem atomů v bázi, máme-li v bázi n atomů, hledáme koeficienty c1, c2, .., cn a budeme řešit
determinant velikosti n× n.
Řešeńı rovnice (27) má tvar

E(k) = ϵ− t(exp (ika) + exp (−ika)) = ϵ− 2t cos(ka) (28)

Vzhledem k zavedeńı periodických okrajových podmı́nek źıskáme možné povolené hodnoty k, pro velké N
dostáváme skoro spojitý př́ıpad a lze udělat graf disperzńı relace E(k), viz Obrázek 8. N elektron̊u obsad́ı N/2
stav̊u, Fermiho energie EF je uprostřed pásu, neńı zde zakázaný pás a mělo by se jednat o vodič.

1.4.2 Hartreeho aproximace (HA)

V této aproximaci vyjdeme ze SCHR s využit́ım Born-Oppenheimerovy rovnice s Hamiltoniánem ve tvaru

Ĥelec = − ℏ2

2me

∑
i

∇2
i + V̂e−e + V̂α−e. (29)

Mnohočásticovou vlnovou funkci ψ(r⃗1, ...r⃗N ) nahrad́ıme jednoelektronovými vlnovými funkcemi. Prvńım krokem
bude omezeńı množiny vlnových funkćı, které budou použity pro minimalizaci funkcionálu energie. Možný tvar
normalizované N -elektronové funkce źıskáme vynásobeńım N normalizovaných jednoelektronových funkćı, které
jsou vzájemně nezávislé a ortonormálńı

Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗N ) = ψ1(r⃗1)ψ2(r⃗2)...ψN (r⃗N ). (30)
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Obrázek 8: Disperzńı vztah jednodimenzionálńıho periodického řet́ızku elektron̊u, jako bázi řet́ızku uvažujeme jeden elektron

s periodou a.

Tato aproximace zanedbává Pauliho vylučovaćı princip (ten vyžaduje, aby výsledná vlnová funkce byla an-
tisymetrická). Jednotlivé jednoelektronové funkce jsou vzájemně nezávislé, dojde k výraznému zjednodušeńı
interakce elektron-elektron na základě pr̊uměrné Coulombovského potenciálu od jednotlivých elektron̊u. Tento
potenciál budeme označovat jako Hartreeho potenciál V̂H a má tvar

V̂H(r⃗i) =
∑
j ̸=i

∫
|ψj(r⃗j)|2

|r⃗i − r⃗j |
dr⃗j . (31)

Pomoćı variačńıho principu budeme hledat extrém výrazu
⟨ψ(r⃗1, ..., r⃗N )|Ĥ|ψ(r⃗1, ..., r⃗N )⟩. Jelikož jednotlivé vlnové funkce muśı z̊ustat ortonormálńı, využijeme Lagrangeovy
multiplikátory λi a źıskáme N Hartreeho rovnic(

− ℏ2

2me
∇2 −

∑
α

e2Zα
|r⃗i − r⃗α|

+ V̂H(r⃗i)

)
ψi(r⃗i) = λiψi(r⃗i), (32)

které lze zkráceně zapsat ve tvaru
f̂ψi = λiψi. (33)

1.4.3 Hartree-Fockova aproximace (HFA)

Tato aproximace je založena na stejném principu jako metoda předchoźı, předpokládaná vlnová funkce je však
antisymetrická a splňuje Pauliho vylučovaćı princip. Možný tvar výsledné vlnové funkce bude tzv. Slater̊uv
determinant

Ψ(x⃗1, x⃗2, ..., x⃗N ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(x⃗1) ψ2(x⃗1) . . . ψN (x⃗1)
ψ1(x⃗2) ψ2(x⃗2) . . . ψN (x⃗2)

...
...

. . .
...

ψ1(x⃗N ) ψ2(x⃗N ) . . . ψN (x⃗N )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (34)

jednotlivé vlnové funkce ψi, ψj předpokládáme vzájemně ortonormálńı.
Následně provedeme minimalizaci energie (pomoćı variačńıho principu) jako v př́ıpadě HA a dostaneme N
Hartree-Fockových rovnic

F̂ψi = λiψi, (35)

kde operátor F̂ nazýváme Fockovým operátorem. Tento operátor obsahuje stejné členy jako operátor f̂ v HA,
nav́ıc se v něm objev́ı tzv. výměnný člen, který p̊usob́ı na elektrony se stejným spinem (je to tedy antisymetrická
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vlnové funkce). Budeme řešit rovnice− ℏ2

2me
∇2 −

∑
α

e2Zα
|r⃗i − r⃗α|

+
∑
j ̸=i

∫
|ψj(r⃗j)|2

|r⃗i − r⃗j |
dr⃗j

ψi(r⃗i)−

∑
j

∫
dr⃗j

ψ∗
j (r⃗j)ψi(r⃗j)ψj(ri)

|r⃗i − r⃗j |
= λiψi(r⃗i). (36)

Pro HA i HFA je následně d̊uležitá fyzikálńı interpretace Lagrangeových multiplikátor̊u λi. Jejich význam je
dán Koopmanovým teorémem, který ř́ıká, že λi je záporná energie požadovaná pro odstraněńı elektronu ve
stavu i z pevné látky. Tento teorém lze matematicky zapsat jako

λi = −(Ewoi − E), (37)

kde Ewoi je energie systému bez elektronu ve stavu i a E je totálńı energie systému.

1.4.4 Density functional theory (DFT)

DFT nab́ıźı odlǐsný pohled na popis elektronové struktury. Nehledáme řešeńı rovnic vlnovou funkci Ψ jako
v předchoźıch aproximaćıch, ale elektronovou hustotou

n(r⃗) =

∫
...

∫
|Ψ(r⃗1, ..., r⃗N )|2dr⃗1...dr⃗N . (38)

Elektronová hustota n(r⃗) znač́ı pravděpodobnost nálezu elektronu v daném objemu.
Formulace kvantově-mechanického problému využit́ım elektronovým hustot je ekvivalentńı využit́ı vlnových
funkćı- jedná se tedy o přesný popis (před zavedeńım jednotlivých aproximaćı). Spojitost mezi vlnovou funkćı
elektronu a elektronovou hustotou byla ukázána Hohenberg–Kohnovými teorémy.

Hohenberg–Kohnovy teorémy

Teorém 1 Základńı stav energie je jednoznačně dán funkcionálem elektronové hustoty n(r⃗).

Tento teorém nám tedy ř́ıká, že energii systému lze vyjádřit jako E[n(r⃗)]. Konkrétně lze zapsat jako součet

E[n] = F [n] +

∫
Vext(r⃗)n(r⃗)dr⃗, (39)

kde druhý člen popisuje všechny interakce s vněǰśım polem. Prvńı člen, tedy funkcionál F [n] lze zapsat jako

F [n] = T [n] + J [n] + Encl[n], (40)

ve kterém jednotlivé členy postupně maj́ı význam kinetické energie elektron̊u, klasická Coulombická interakce
a člen ”non-clasical”. Člen Coulombické interakce má tvar

J [n] =
1

2

∫ ∫
n(r⃗1)n(r⃗2)

|r⃗1 − r⃗2|
dr⃗1dr⃗2. (41)

Význam tohoto teorému zejména spoč́ıvá v tom, že hustota stav̊u je veličina 3 prostorových proměnných mı́sto
3N proměnných, jako je tomu u vlnové funkce. Z druhého teorému vyplývá d̊uležitá vlastnost funkcionálu.

Teorém 2 Nechť máme definovaný funkcionál E[n] pro libovolný vněǰśı potenciál ˆVext. Funkcionál nabývá
hodnoty energie základńıho stavu E0 právě tehdy, když argumentem je skutečná hodnota elektronové hustoty
základńıho stavu n0.

Z těchto teorémů vyplývá existence funkcionálu a možnost t́ımto zp̊usobem zjistit vlastnosti systému. Neńı
těmito teorémy však určen tvar funkcionálu.
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Kohn-Shamovy rovnice Daľśım krokem v DFT byl tzv. Kohn-Shamův systém rovnic. Kohn-Shamovy
rovnice, které budeme značit spodńım indexem KS, jsou tvořeny neinteraguj́ıćımi elektrony, které maj́ı stej-
nou základńı hustotu stav̊u jako systém, který popisujeme, tedy plat́ı

nKS(r⃗) =

N∑
i

|ϕiKS
|2 = n(r⃗), (42)

kde ϕKS jsou tzv. Kohn-Shamovy orbitaly, kterými popisujeme jednotlivé jednoelektronové vlnové funkce.
Pro tento systém můžeme vyjádřit kinetickou energii ve tvaru

TKS = − ℏ2

2me

∑
i

∫
ϕ∗iKS

(r⃗)∇2
iϕiKS

(r⃗). (43)

Kinetické energie TKS a T z rovnice 40 nejsou totožné, jejich rozd́ıl přičteme ke členu Encl, výsledný funkcionál
označ́ıme jako EXC a budeme ho nazývat tzv. výměnně-korelačńım členem. Tento člen obsahuje všechny infor-
mace, které jsou o systému neznámé.
Funkcionál energie můžeme nyńı zapsat ve tvaru

E[n(r⃗)] = TKS [n(r⃗)] + J [n(r⃗)] + EXC [n(r⃗)] +

∫
Vext(r⃗)n(r⃗)dr⃗ =

= − ℏ2

2me

∑
i

∫
ϕ∗iKS

(r⃗)∇2
iϕiKS

(r⃗) +
1

2

N∑
i

N∑
j

∫ ∫
|ϕiKS

(r1)|2
1

|r⃗1 − r⃗2|
|ϕjKS

(r2)|2dr⃗1dr⃗2+

+ EXC [n(r⃗)]−
N∑
i

∫ M∑
α

e2Zα
|r⃗1 − r⃗α|

|ϕiKS
(r⃗1)|2dr⃗1. (44)

Dále využijeme stejně jako u minulých postup̊u variačńıho principu a hledáme jakou podmı́nku muśı splňovat
orbitaly {ϕiKS

} s předpokladem ortonormality, aby byla energie minimálńı. T́ımto postupem dostaneme N
Kohn-Shamových rovnic ve tvaru(

− ℏ2

2me
∇2 +

∫
n(r⃗2)

|r⃗1 − r⃗2|
dr⃗2 + VXC(r⃗1)−

M∑
α

e2Zα
|r⃗1 − r⃗α|

)
ϕiKS

= ϵiϕiKS
. (45)

V této rovnici umı́me vyjádřit přesný tvar všech člen̊u až na potenciál VXC , který je zp̊usoben výměnně-
korelačńım členem EXC . Vzájemný vztah těchto dvou člen̊u je dán variaćı

VXC =
δEXC
δn

. (46)

Kdyby byl člen EXC znám, bylo by možné zjistit přesné informace o daném systému. Jelikož však tento
funkcionál neznáme, je třeba přistoupit k jeho aproximaćım. Mezi nejběžněǰśı zp̊usoby aproximace tohoto
funkcionálu patř́ı Local density approximation (LDA) a Generalized gradient approximation (GGA).

Local density approximation (LDA) Tato aproximace je založená na popisu systému jako homogenńıho
elektronového plynu. Funkcionál výměnně-korelačńı energie EXC lze zapsat ve tvaru

ELDAXC [n(r⃗)] =

∫
n(r⃗)ϵxc[n(r⃗)]dr⃗, (47)

kde ϵxc[n(r⃗)] je výměnně-korelačńı energie elektronu v bodě r⃗ závisej́ıćı jen na hustotě v jistém okoĺı tohoto
bodu. Tato energie lze rozdělit na část výměnné energie ϵx[n(r⃗)] a korelačńı energie ϵc[n(r⃗)] tedy

ϵxc[n(r⃗)] = ϵx[n(r⃗)] + ϵc[n(r⃗)]. (48)

Výměnnou energii ϵx[n(r⃗)] homogenńıho elektronového plynu je možné vyjádřit analyticky ve tvaru

ϵx[n(r⃗)] = −3

4

3

√
3n(r⃗)

π
. (49)

Pro korelačńı energii ϵc[n(r⃗)] neńı známý žádný explicitńı tvar, avšak velmi přesné jsou pro homogenńı elek-
tronový plyn kvantové numerické výpočty Monte-Carlo.
Tato aproximace je vhodná zejména pro systémy, které maj́ı pouze pomalu měńıćı se elektronovou hustotu.
Ukázalo se však, že je tato metoda vhodná i k výpočtu např. délky vazby v molekulách.
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Generalized gradient approximation (GGA) Nejnověǰśı směr aproximace funkcionálu EXC se odv́ıj́ı od
myšlenky zabývat se nejen hustotou stavu elektron̊u n(r⃗), ale i jej́ım gradientem a t́ımto zp̊usobem vytvořit
tzv. gradientně upravený funkcionál. Tento zp̊usob vylepšuje LDA zejména v oblastech s ńızkou hustotou stav̊u.
Nejpopulárněǰśı gradientńı aproximace je GGA, funkcionál výměnně-korelačńı energie zaṕı̌seme ve tvaru

EGGAXC [n(r⃗)] =

∫
n(r⃗)F [n(r⃗),∇n(r⃗)]dr⃗. (50)

Tento zp̊usob aproximace je nejčastěji už́ıvaný při kvantově-chemických výpočtech, jelikož došlo ke zlepšeńı
výpočt̊u r̊uzných geometríı- vytvořeńı či rozpad vazby.
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2 Graphene nanoribbons (GNRs)

GNRs, jednodimenzionálńı grafenové nanostruktury, v překladu grafenové nanoproužky, jsou pruhy grafenu
o š́ı̌rce menš́ı než 100nm. Poprvé byly představeny v roce 1996 jako teoretický model,8 konkrétně skupiny zigzag
GNRs (zGNRs) a armchair GNRs (aGNRs). Rozd́ıl mezi těmito základńımi GNRs je znázorněn na Obrázku
9. V současné době existuj́ı r̊uzné metody syntézy GNRs, nejen pro zGNRs a aGNRs, ale i daľśı typy. Časté
metody syntézy GNRs jsou tři - krájeńı grafenu např́ıklad litografickým vzorkováńım, rozpojováńı uhĺıkových
nanotrubiček chemickou oxidaćı nebo leptáńım plazmou a ”bottom-up” syntéza z polycyklických molekul.
Základńım stavebńım kamenem GNRs jsou atomy uhĺıku a vod́ıku. Pro výslednou elektronovou strukturu

Obrázek 9: (a) resp. (b) Př́ıklad zGNR resp. aGNR. Červeně jsou zvýrazněny okraje po celé délce molekuly, na základě kterých

se tyto dvě skupiny rozlǐsuj́ı.

nanomateriálu hraje roli jak druh hrany, tak i š́ı̌rka. Role těchto faktor̊u na elektronovou strukturu GNR je
detailně uvedena v článku ”The electronic properties of graphene”.9

2.1 Charakter uhlĺıkové vazby

Atom uhĺıku má čtyři valenčńı elektrony, z nichž dva jsou v plně obsazeném orbitalu s a dva v orbitalech p. Jeden
orbital p tedy z̊ustává nezaplněný. U uhĺıku docháźı k hybridizaci AO už před tvorbou vazby. Možné hybridńı
AO uhĺıku jsou sp, sp2 a sp3. Všechny tyto orbitaly vznikly energetickým sjednoceńım orbitalu s s jedńım č́ı
v́ıce orbitaly p.
Např́ıklad hybridizace sp vzniká lineárńı kombinaćı orbitalu 2s s orbitalem 2px. T́ım docháźı ke vzniku dvou
orbital̊u sp na nové energetické hladině. Orbitaly 2py a 2pz z̊ustávaj́ı beze změny tvaru a energie. AO účastńıćı
se hybridizace můžeme popsat vlnovými funkcemi, které označ́ıme ϕs, ϕpx . Orbitaly sp, které označ́ıme ϕ±,
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vzniknou jejich lineárńı kombinaćı

|ϕ±⟩ =
1√
2
(|ϕs⟩ ± |ϕpx⟩). (51)

Tento proces můžeme vidět na Obrázku 10. Hybridńı AO sp se nacházej́ı na př́ımce a vzájemně sv́ıraj́ı úhel
180◦. Orbitaly sp2 lež́ı v rovině a maj́ı mezi sebou úhel 120◦ a orbitaly sp3 tvoř́ı čtyřstěn, vzájemný úhel je
109, 5◦.

Obrázek 10: Proces sp hybridizace.

Po vytvořeńı hybridizovaných atomových orbital̊u v uhĺıku docháźı k tvorbě vazeb. V uhĺıkových molekulách lze
naj́ıt dva druhy vazeb- konkrétně vazbu σ a vazbu π. Vazba σ je nejsilněǰśı kovalentńı vazba. Vzniká překryvem
orbital̊u, které jsou orientované ve směru osy spojuj́ıćı jádra. Nejčastěji vzniká hybridizaćı orbital̊u s−s, px−px
nebo spn − spn. σ vazba je př́ıtomna ve všech chemických vazbách (jednoduchých i násobných, které ji vždy
obsahuj́ı právě jednou). Vazba π vzniká překryvem orbital̊u, které jsou ortogonálńı na směr σ vazby, docháźı
k menš́ımu překryvu a výsledná vazba je slabš́ı. Účastńı se pouze násobných vazeb. Násobné vazby jsou silněǰśı
než vazby jednoduché a obecně plat́ı, že č́ım je vazba silněǰśı, t́ım kratš́ı je meziatomová vzdálenost. Ovlivnit
tuto vzdálenost však mohou i jiné vazby, na kterých se daný atom pod́ıĺı.
Na Obrázku 11 můžeme vidět vytvořeńı vazby σ a π mezi dvěma atomy uhĺıku v hybridizaci sp2.

Obrázek 11: Tvar orbital̊u sp2 hybridizace uhĺık̊u tvoř́ıćıch molekulu ethenu.

Jako př́ıklad rozmı́stěńı vazeb se pod́ıváme na strukturu 5-aGNR. Pro možné schematické znázorněńı jed-
notlivých vazeb je d̊uležité, že uhĺıkový atom má čtyři valenčńı elektrony, neboli je čtyřvazný. V molekule
5-aGNR jsou uhĺıkové atomy v sp2 hybridizaci a v celé molekule se budou vyskytovat pouze jednoduché a
dvojné vazby. Pro 5-aGNR lze naj́ıt dvě možnosti rozmı́stěńı vazeb na základě těchto požadavk̊u, které jsou
znázorněny na Obrázku 12. Z Obrázku lze vidět, že každý atom uhĺıky se účastńı jedné dvojné vazby a ostatńı
jsou jednoduché. Pravidelné stř́ıdáńı dvojných a jednoduchých vazeb se označuje jako π-konjugace neboli π-
konjugované vazby.10,11 Tento typ vazby pro jednodimenzionálńı systémy je d̊usledkem Peierslovy distorze.

2.2 Peierlsova distorze

Peierls̊uv teorém: Jednodimenzionálńı kov, který má částečně zaplněný pás, je vždy nestabilńı systém vzh-
ledem k distorzi mř́ıžkového vektoru.10,11

Jedná-li se o systém, který má pás zaplněný přesně z poloviny, Peierlsova distorze popisuje proces dimerizace.
Peierslovu distorzi ukážeme na řet́ızku N atomů vod́ıku, které maj́ı periodu a. Při distorzi docháźı ke změně
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Obrázek 12: Dvě možnosti rozmı́stěńı vazeb pro molekulu 5-aGNR. Docháźı k pravidelnému stř́ıdáńı dvojné a jednoduché vazby,

což se označuje jako π-konjugace.

Obrázek 13: 1D řet́ızek s periodou 2a a dvěma atomy v elementárńı buňce.

vzdálenost́ı jednotlivých atomů na a+δ a a−δ viz Obrázek 13. Tento systém má v elementárńı bázi dva atomy,
jeho perioda je 2a. Pásovou strukturu tohoto systému lze spoč́ıtat aproximaćı těsné vazby, výsledek je znázorněn
na Obrázku 13 (b).

Obrázek 14: Porovnáńı pásových struktur jednodimenzionálńıch řet́ızk̊u (a) ideálńı př́ıpad, báze tvořená jedńım atomem, perioda

řet́ızku a (b) řet́ızek po Peierlesově distorzi, báze tvořena dvěma atomy, perioda řet́ızku 2a
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V jaké konfiguraci bude reálný systém zálež́ı na tom, která konfigurace je energeticky výhodněǰśı. Budeme
uvažovat pouze př́ıspěvek od energie obsazených vlastńıch stav̊u a mechanické energie, tedy energíı vzniklou
deformaćı systému. V obecném př́ıpadě hraj́ı roli i jiné vlivy, např́ıklad tlak p̊usob́ıćı na systém nebo teplota.
Celkovou energii obsazených vlastńıch stav̊u lze zapsat ve tvaru

E =

π/2a∑
k=−π/2a

E(k). (52)

Z Obrázku 14 lze vidět, že tato energie je nižš́ı pro systém s distorźı. Naopak deformace mř́ıžky zvyšuje energii
systému.
Lze však ukázat, že změna mechanické energie je nižš́ı než změna energie obsazených stav̊u. Plat́ı tedy, že Edist <
E, kde Edist znač́ı energii systému po distorzi a E energii řet́ızku N atomů s jedńım atomem v elementárńı
buňce. Docháźı tedy k celkovému sńıžeńı energie. Bylo ukázáno, že celková energie nabývá minima při distorzi
o hodnotu δmin ± e−1/2e−

K
4π , kde K je elastická konstanta materiálu.

Peierslova distorze je základem π-konjugované vazby. Nejjednodušš́ım polymerem tvořený atomy uhĺıku, který
je charakteristický π-konjugovanou vazbou, je polyacetylen. Polyacetylen byl prvńım polymerem, u kterého
byla popsána topologie pásové struktury. V následuj́ıćı kapitole bude představen jako tzv. SSH model.2,12 Vliv
Peierslovy distorze na polyacetylen je znázorněn na Obrázku 15. Závislost energie polyacetylenu vzhledem
k distorzi je znázorněn na Obrázku 16. Funkce energie má dvě lokálńı minima a lokálńı maximum. Lokálńı
maximum nabývá energie pro systém bez distorze. Naopak lokálńı minimum př́ısluš́ı distorzi o δ±min. O které
lokálńı minimum se jedná, záviśı na zp̊usobu dimerizace polyacetylenu. Celková energie je pro obě možnosti
stejná. Odlǐsnost těchto dvou systému bude ukázána v následuj́ıćı kapitole.

Obrázek 15: Vliv Peierlsovy distorze na strukturu polyacetylenu. V prvńım př́ıpadě má systém delokalizované π elektrony, jedná

se tedy o vodič. Vlivem Peierslovy distorze dojde k dimerizaci, systém se stává nevodivým, otev́ırá se zakázaný pás v okoĺı Fermiho

energie o š́ı̌rce přibližně 1, 6 eV.

Obrázek 16: Závislost energie polyacetylenu vzhledem k distorzi. Energie systému bez distorze je lokálńım maximem, systém

v této konfiguraci je nestabilńı. Minimum energie nabývá systém pro distorzi o δ±min.
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3 Topologie pásové struktury

3.1 Úvod

Jedńım ze základńıch úkol̊u fyziky pevných látek je určeńı vlastnost́ı, mezi které patř́ı i elektronová struktura
zkoumaného systému. Pro popis elektronových vlastnost́ı systému slouž́ı koncept pásové struktury, která byla
představena v prvńı kapitole. Později byly však objeveny materiály, dnes nazývané topologické izolotáry, které
měly stavy na úrovni Fermiho energie, ač podle pásové struktury bylo předpovězeno, že se jedná o izolátory.
Pro tyto stavy na úrovni Fermiho energie plat́ı, že maj́ı vždy dimenzi o jedna menš́ı než je dimenze systému.
Pro 1D materiály vzniknou na Fermiho energii koncové stavy, pro 2D hranové stavy a pro 3D povrchové stavy.
Tuto vlastnost systému nelze popsat na základě standartńı teorie pásové struktury, popis umožnilo zavedeńı
konceptu topologie do teorie pásové struktury.

3.1.1 Úvod do topologie

Topologie patř́ı mezi jedno z matematických odvětv́ı a zabývá se studiem r̊uzných geometrických tř́ıd objekt̊u.
Topologicky ekvivalentńı objekty jsou ty, které je možné mezi sebou źıskat nedestruktivńı deformaćı např.
ohnut́ım či natažeńım, nikoliv však vytvořeńım nespojitosti uvnitř objektu. Do stejné topologické tř́ıdy objekt̊u
patř́ı např. kočka a koule. Topologická transformace mezi nimi je znázorněna na Obrázku 17.

Obrázek 17: Kočka a koule patř́ı do stejné topologické tř́ıdy objekt̊u, zde je znázorněna topologická transformace kočky na kouli.

Aby bylo možné zavést tento koncept do fyziky pevných látek, bylo potřeba určit ekvivalenci objekt̊u, mezi
kterými lze přecházet nedestruktivńı transformaćı.

Obrázek 18: Schematické znázorněńı prohozeńı orbitalových charakter̊u pás̊u nejbližš́ıch Fermiho hladině. (a) Systém odpov́ıdaj́ıćı

topologicky triviálńı fázi obsahuj́ıćı zakázaný pás. (b) Fázový přechod mezi topologicky triviálńı a netriviálńı fázi, při kterém dojde

k zavřeńı zakázaného pásu. (c) Systém odpov́ıdaj́ıćı topologicky netriviálńı fázi. Došlo ke znovuotevřeńı zakázaného pásu a zároveň

k prohozeńı orbitalových charakter̊u pás̊u v okoĺı Fermiho energie.

Energetické vlastńı hodnoty a stavy jsou určeny Hamiltoniánem př́ıslušným danému systému, proto byla ekvi-
valence určena na jejich základě. Předpokládáme, že zkoumaný systém je bez př́ıtomnosti zakázaného pásu. Je-li
možné spojitou transformaćı přej́ıt od jednoho Hamiltoniánu k druhému, systémy jsou ve stejné fázi. Důležité
je, že spojitá deformace Hamiltoniánu nezp̊usob́ı vymizeńı zakázaného pásu. Plat́ı tedy, že pásová struktura
izolátoru může vyústit v topologicky netriviálńı fázi, dojde-li k inverzi energetických hladin v okoĺı zakázaného
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pásu13 a t́ımto procesem dojde k prohozeńı orbitalových charakter̊u v některém bodě symetrie k-prostoru pro
pásy v okoĺı Fermiho energie. Tento proces je schematicky znázorněn na Obrázku 18.
Zároveň bylo ukázáno, že rozd́ılné topologické fáze lze určit pomoćı tzv. Berryho fáze.14,15 Berryho fáze je
fázový úhel popisuj́ıćı fázový vývoj vektoru podél trajektorie v daném vektorovém prostoru. Nabývá hodnot 0
nebo 2π, každá hodnota popisuje jiný topologický objekt.

3.1.2 Berryho fáze

Existence Berryho fáze v kvantové mechanice je d̊usledkem nemožnosti pozorovat fáze stav̊u v Hilbertově pros-
toru.

Uvažujme kvantový systém popsaný Hamiltoniánem H, který záviśı na pomalu se s časem měńıćım parametru
λ(t). Vektor |ψ(t))⟩ se vyv́ıj́ı adiabaticky podle časově závislé SCHR

H(λ(t)) |ψ(t)⟩ = iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ . (53)

V libovolném čase 0 ≤ t ≤ T je báze Hilbertova prostoru tvořena vektory |n(λ(t))⟩, které splňuj́ı

H(λ) |n(λ(t))⟩ = En(λ) |n(λ(t))⟩ . (54)

Předkpokládáme, že energetické spektrum HamiltoniánuH je nedegenerované, v pr̊uběhu adiabatického časového
vývoje tedy nemůže doj́ıt k přeskočeńı hladin. Pokud se v čase t = 0 systém nacháźı v n-tém energetickém stavu,
tedy |ψ(0)⟩ = |n(λ(0))⟩, systém bude v pr̊uběhu adiabatického časového vývoje v n-té energetické hladině.
Obecně se však může vlastńı vektor při časovém vývoji změnit o fázový faktor, tedy

|ψ(t)⟩ = exp(− i

ℏ

∫ t

0

En(λ(t
′))dt′) exp (iγn(t)) |n(λ(t))⟩ . (55)

Imaginárńı exponent (− 1
ℏ
∫ t
0
En(λ(t

′))dt′) se nazývá dynamická fáze a imaginárńı exponent γn(t) je tzv. Berryho
fáze. Berryho fáze je určena tak, že vektor ψ(t) muśı splňovat rovnici (53). Vložeńım vyjádřeńı pro časový vývoj
stavu |ψ(t)⟩ z rovnice (55) do rovnice (53) dostaneme pro Berryho fázi podmı́nku ve tvaru

d

dt
γn(t) = i ⟨n(λ)| ∂

∂t
|n(λ)⟩ = i ⟨n| ∇λ |n⟩

dλ

dt
. (56)

(a) (b)

Obrázek 19: Závislost výsledné změny fáze na volbě uzavřené křivky ve sférickém prostoru. Při pohybu po dané křivce z bodu

P ukazuje vektor v daném bodě vždy na západ, při návratu do bodu P má vektor jinou orientaci, která záviśı na křivce, po které

se pohybujeme. V př́ıpadě (a) je změna fáze rovna θ. V př́ıpadě (b) je změna fáze rovna ϕ.
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Máme-li cyklickou evoluci, popsanou uzavřenou křivkou C : t → λ(t) s podmı́nkou λ(T ) = λ(0), Berryho fáze
lze potom vyjádřit ve tvaru

γn(C) = i

∮
C
⟨n(λ)| ∇λ |n(λ)⟩ dλ :=

∮
C
An(λ)dλ. (57)

V posledńı rovnosti byla použita definice Berryho potenciálu An(λ) = i ⟨n(λ)| ∇λ |n(λ)⟩.
Z tohoto vyjádřeńı je vidět, že Berryho fáze záviśı pouze na geometrii prostoru parametru λ a křivky C v tomto
prostoru. Závislost fáze na volbě uzavřené křivky ve sférickém prostoru je znázorněna na Obrázku 19.

3.2 1D topologická pásová struktura - SSH model

Polyacetylen patř́ı k prvńımu polymeru, u něhož bylo zjǐstěno, že je možné, aby polymery vedly elektrický
proud. Dı́ky tomuto objevu došlo k vytvořeńı d̊uležitého oboru, který se zabývá vodivostńımi, π-konjugovanými
polymery. Zároveň byl model polyacetylenu využit pro představeńı topologie pásové struktury.
Pásovou strukturu SSH modelu vypoč́ıtáme využit́ım aproximace těsné vazby a budeme postupovat analogicky
jako v př́ıpadě 1D řet́ızku s jedńım atomem v bázi. Tento výpočet byl ukázán v Kapitole 1.4.1. Důležitým
předpokladem pro výpočet bude interakce pouze mezi nejbližš́ımi sousedy.
Nyńı máme dva atomy v elementárńı bázi. Model pro výpočet pásové struktury je zobrazen na Obrázku 20.

Obrázek 20: Model molekuly polyacetylenu pro výpočet pásové struktury pomoćı aproximace těsné vazby. V elementárńı buňce

uvažujeme dva atomy o energíıch ϵA a ϵB . Překryvový integrál uvnitř elementárńı buňky resp. mezi jednotlivými elementárńımi

buňkami má velikost v resp. w.

Atom A poṕı̌seme vlnovou funkćı ϕA, atomu B přǐrad́ıme vlnovou funkci ϕB . Obecný tvar vlnové funkce splňuj́ıćı
Bloch̊uv teorém bude vypadat následovně

ψ(x) =
1√
N

∑
n

exp (ikna)(cAϕA(x− na) + cBϕB(x− na)). (58)

SCHR budeme řešit podobným postupem jako v minulé kapitole. Rovnici roznásob́ıme zleva nejprve ⟨ϕA|, potom
⟨ϕB |

⟨ϕA(x)|Ĥ|ψk(x)⟩ = ⟨ϕA(x)|E|ψk(x)⟩
⟨ϕB(x)|Ĥ|ψk(x)⟩ = ⟨ϕB(x)|E|ψk(x)⟩.

(59)

Jelikož předpokládáme interakci pouze mezi nejbližš́ımi sousedy, dostaneme rovnice ve tvaru

cA√
N

⟨ϕA(x)|Ĥ|ϕA(x)⟩+
cB√
N

⟨ϕA(x)|Ĥ|ϕB(x)⟩+
cB exp (ika)√

N
⟨ϕA(x)|Ĥ|ϕB(x− a)⟩ =

cAE√
N

⟨ϕA(x)|ϕA(x)⟩, (60)

cB√
N

⟨ϕB(x)|Ĥ|ϕB(x)⟩+
cA√
N

⟨ϕB(x)|Ĥ|ϕA(x)⟩+
cA exp (−ika)√

N
⟨ϕB(x)|Ĥ|ϕA(x+ a)⟩ =

cBE√
N

⟨ϕB(x)|ϕB(x)⟩. (61)

ϵA nazveme vlastńı energíı atomu A a ϵB vlastńı energíı atomu B, lze je zapsat ve tvaru

ϵA = ⟨ϕA(x)|Ĥ|ϕA(x)⟩ (62)
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ϵB = ⟨ϕB(x)|Ĥ|ϕB(x)⟩. (63)

Překryvové integrály definujeme v tomto př́ıpadě dva (uvažujeme aproximaci interakce pouze nejbližš́ıch soused̊u).
Prvńı je překryvový integrál pro atomy uvnitř elementárńı buňky, který označ́ıme v, a druhý překryvový integrál
pro atomy mimo elementárńı buňku, který označ́ıme w, tedy

⟨ϕA(x)|Ĥ|ϕB(x)⟩ = ⟨ϕB(x)|Ĥ|ϕA(x)⟩ = v. (64)

⟨ϕA(x)|Ĥ|ϕB(x− a)⟩ = ⟨ϕB(x)|Ĥ|ϕA(x+ a)⟩ = w. (65)

S předpokladem ortonormality vlnové funkce a předpoklady ze vztah̊u (62), (63), (64), (65) lze rovnice (60),
(61) zapsat jako

H(k)

(
cA
cB

)
= E(k)

(
cA
cB

)
, (66)

kde

H(k) =

(
ϵA v + w exp (−ika)

v + w exp (ika) ϵB

)
. (67)

Tato rovnice má netriviálńı řešeńı plat́ı-li∣∣∣∣ ϵA − E v + w exp (−ika)
v + w exp (ika) ϵB − E

∣∣∣∣ = 0. (68)

Polož́ıme-li vlastńı energie ϵA, ϵB rovny nule (jedná se o vlastńı energii daného atomu, atom uhĺıku A i B se
pod́ılej́ı na stejných vazbách, jejich energie jsou stejné) je možné uvažovat disperzńı relace s parametry v a w
ve tvaru

E(k) = ±
√
v2 + w2 + 2vw cos(ka). (69)

Uvažujme odteď mř́ıžkovou konstantu rovnu jedné, tj. a = 1. Vlastńı vektory k vlastńım č́ısl̊um źıskáme ve
tvaru

| ± k ⟩ =

(
±e−i tan

−1(
w sin(k)

v+w cos(k)
)

1

)
:=

(
±e−iϕ(k)

1

)
, (70)

kde ϕ(k) = tan−1( w sin k
v+w cos k ). Pro dostatečně dlouhý řet́ızek můžeme graficky znázornit jednotlivé disperzńı

relace pro r̊uzné volby parametr̊u v a w pro vlnový vektor k ∈ (−π
a ,

π
a ), viz Obrázek 21.

Př́ıpad v = w by odpov́ıdal kovovému stavu, avšak jako d̊usledek Peierslovy distorze je tento systém nestabilńı.
U ostatńıch př́ıpad̊u se na kraj́ıch 1.BZ vždy objevuje zakázaný pás. Zároveň je vidět, že jsou disperzńı relace
symetrické v̊uči parametr̊um, neboli dostáváme stejné výsledky při záměně v a w. Mohlo by se tedy zdát, že
změna parametr̊u v a w nemá podstatný vliv na pozorováńı fyzikálńıch veličin. Ve skutečnosti však tyto př́ıpady
ekvivalentńı nejsou a vysvětleńı tohoto jevu je možné na základě topologie pásové struktury.
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Obrázek 21: Výsledky disperzńı relace pro r̊uzné volby parametr̊u w a v. (a) a (b) odpov́ıdá limitě úplné dimerizace. V př́ıpadě

rovnosti parametr̊u (c) dostáváme pásovou strukturu odpov́ıdaj́ıćı kovovému stavu. Tento systém je však na základě Peierslovy

distorze nestabilńı. Pásové struktury pro r̊uzné hodnoty parametr̊u w s v (d), (e) obsahuj́ı zakázaný pás. Zároveň je vidět, že pásová

struktura je stejná vzhledem k záměně těchto parametr̊u.
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3.2.1 Topologie SSH modelu

Nejprve se pod́ıváme na charaktery orbital̊u pás̊u v okoĺı Fermiho energie, zda dojde k jejich prohozeńı, jak bylo
schematicky znázorněno na Obrázku 18. Pomoćı programu Fireball jsem provedla výpočty pásové struktury a
reálných část́ı vlnové funkce pro parametry v < w a v > w.

Obrázek 22: (a) resp. (b) Pásová struktura a reálné části vlnové funkce v bodě π/a k-prostoru pro parametry v < w resp.

v > w. Je vidět, že charakter orbitalu nejvyšš́ıho obsazeného pásu na Obrázku (a) odpov́ıdá charakteru orbitalové funkce nejnižš́ıho

neobsazeného pásu na Obrázku (b) a naopak.

Výsledky výpočt̊u jsou zobrazeny na Obrázku 22. Pro obě možnosti volby parametr̊u dostaneme shodné pásové
struktury. Naopak orbitalové charaktery nejvyšš́ıho obsazeného a nejnižš́ıho neobsazeného pásu jsou prohozené.
Dojde-li k prohozeńı orbitalového charakteru vlnové funkce obsazeného pásu, můžeme očekávat, že dojde ke
změně Berryho fáze, kterou poč́ıtáme pro všechny obsazené pásy. Zároveň se změnou hodnoty velikosti Berryho
fáze souviśı i změna topologické fáze systému. Berryho fáze SSH modelu, a jej́ı změna, bude ukázána v následuj́ıćı
podkapitole.
Pro hlubš́ı pochopeńı významu topologie pro r̊uzné hodnoty v a w (viz. kapitola 3.2) si nejprve přeṕı̌seme
Hamiltonián do kompaktńıho tvaru pomoćı Pauliho matic σx, σy a σz, které tvoř́ı bázi prostoru matic 2 x
2∈ C2.

H(k) = h⃗(k)σ⃗ (71)

Porovnáńım tohoto vztahu a našeho p̊uvodńıho Hamiltoniánu z Rovnice (67) dostaneme tvar vektoru h⃗(k)

hx(k) = v + w cos(k),

hy(k) = w sin(k),

hz(k) = 0.

(72)

Vlastńı stavy z Rovnice (70) SSH modelu jsou parametrizovány pomoćı ϕ(k) = tan−1( w sin k
v+w cos k ) = tan−1(

hy(k)
hx(k)

).

Pro odlǐseńı př́ıpad̊u v > w a w > v využijeme pojmu index bodu (winding number).

Definice 1 Nechť φ : [a, b] → C je po částech hladká, uzavřená funkce z0 /∈ ⟨φ⟩. Index bodu z0 vzhledem k φ
definujeme vztahem

indφz0 =

∫
φ

1

2πi

dz

z − z0
.

Tento integrál je definovaný pro každý bod, který nelež́ı na křivce φ. Výsledek tohoto integrálu je vždy kladné
č́ıslo a z geometrického hlediska odpov́ıdá tomu, kolikrát křivka φ oběhla daný bod. Pro bod, který lež́ı vně
křivky, je index bodu roven vždy 0. Bod, vzhledem ke kterému budeme SSH model zkoumat, bude počátek
souřadnic. Graficky znázorńıme chováńı vektoru h⃗(k) v rovině hx, hy.
Př́ımo z grafu na Obrázku 23 můžeme vidět, že pro volbu v > w se index bodu rovná 0, pro rovnost parametr̊u
tento pojem neńı definovaný a pro v < w nabývá index bodu hodnoty 1. Tyto dva př́ıpady tedy nejsou topo-
logicky ekvivalentńı, jelikož neńı možné z jednoho na druhý přej́ıt hladkou transformaćı (vždy bychom museli
přej́ıt přes stav v = w). Př́ıpad v > w nazýváme topologicky triviálńı a v < w topologicky netriviálńı.

28



(a) v > w (b) v = w (c) v < w

Obrázek 23: Trajektorie h⃗(k) pro r̊uzné hodnoty v a w.

3.2.2 Berryho fáze SSH modelu

Určeńı topologické fáze pomoćı zavedeńı indexu bodu z0 se použ́ıvá pouze u SSH modelu pro názorněǰśı
představeńı tohoto konceptu. U složitěǰśıch systémů lze topologickou fázi určit pomoćı Berryho fáze, proto
si ji teď spoč́ıtáme i pro SSH model.
Při pohledu na Hamiltonián SSH modelu z rovnice (67) je vidět, že je závislý na parametru k. Uvažujme jed-
norozměrnou Brillounovu zónu, která je periodická a má topologii obruče, jako parametrický prostor, jako je
znázorněno na Obrázku 24.

Obrázek 24: (a) Klasické znázorněńı BZ. (b) Znázorněńı BZ z topologického pohledu.

Vyjdeme z rovnice (57) a nejprve spoč́ıtáme Berryho potenciál pro obsazený pás SSH modelu.

A−(k) = i ⟨−(k)| d
dk

|−(k)⟩ , (73)

kde |−(k)⟩ je vlastńı vektor SSH modelu vyjádřený v rovnici (70). Využit́ım tvaru tohoto vektoru lze Berryho
potenciál přepsat ve tvaru

A−(k) = −1

2

dϕ

dk
, (74)

kde ϕ(k) = tan−1( w sin k
v+w cos k ).

Následně provedeme integraci Berryho potenciálu přes Brillounovu zónu a poděleńım faktorem π, dostaneme
výsledek

− 1

π

∮
BZ

A−(k)dk =


1, pro v < w

0, pro v > w

nedefinováno, pro v = w

. (75)
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Dostáváme stejný výsledek jako při výpočtu indexu bodu 0, tyto dva zp̊usoby můžeme pro SSH model považovat
za ekvivalentńı.

3.2.3 Fyzikálńı význam topologie SSH modelu

Předchoźı analýza Hamiltoniánu je poměrně abstraktńı a je otázkou, zda je možné rozd́ılnou topologii pozorovat
na základně r̊uzných fyzikálńıch vlastnost́ı. Všechny dosavadńı výpočty pro SSH model se týkaly nekonečného
řet́ızku, bylo však ukázáno, že vliv r̊uzné topologie na fyzikálńı vlastnosti systému je pozorován u konečných
systémů. U konečného řet́ızku bude d̊uležité, zda molekula zač́ıná vazbou slabš́ı (jednoduchou) či naopak vazbou
silněǰśı (dvojnou). Na základě těchto rozd́ıl̊u budeme moci rozdělit př́ıpad triviálńı a netriviálńı. Fyzikálně
zaj́ımavý je př́ıpad topologicky netriviálńı, což je př́ıpad molekuly, která zač́ıná vazbou slabš́ı. Na konci molekuly
můžeme pozorovat vytvořeńı tzv. koncových stav̊u, nedojde ke spárováńı krajńıho elektronu a to zp̊usob́ı, že na
úrovni Fermiho energie je nenulová hustota stav̊u. Dı́ky tomuto se z molekuly stává vodič. Nejlépe je tento jev a
srovnáńı s topologicky triviálńım př́ıpadem vidět v limitě úplné dimerizace, tedy kdy pro jeden z překryvových
integrál̊u plat́ı, že je roven nule. Tyto dva př́ıpady jsou znázorněné na Obrázku 25. Existence či neexistence

Obrázek 25: Limita úplné dimerizace. (a) Pravděpodobnost přeskoku mezi elementárńımi buňkami je rovna nule (w=0). (b)

Pravděpodobnost přeskoku mezi atomem A a atomem B uvnitř elementárńı buňky je rovna nula (v=0).

koncových stav̊u lze také využ́ıt jako kritérium pro určeńı topologické fáze pásové struktury daného systému.
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3.3 Aplikace topologické pásové struktury na vybrané GNRs

Zbylá část této kapitoly bude zaměřena na teoretické simulace, při kterých byly využity kódy PythTB3 a
Fireball.4 Teoretické simulace lze využ́ıt pro źıskáńı informaćı o systému, které mohou být experimentálńımi
metodami nedosažitelné. PythTB je kód, který je založen na aproximaci těsné vazby, jež byla představena
v Kapitole 1.4.1. Lze ho použ́ıt pro výpočet elektronové struktury libovolně dimenzionálńıch systémů a zároveň
obsahuje implementaci výpočtu Berryho fáze. Fireball je kód, který slouž́ı k teoretickému modelováńı nanos-
truktur. Využ́ıvá ab initio metod založených na DFT. Teorie funkcionálu hustoty byla uvedena v Kapitole 1.4.4.
Pomoćı kódu Fireball lze zkoumat systémy obsahuj́ıćı až 10000 atomů. Výstupy z tohoto kódu jsou uzp̊usobeny
k následné jednoduché vizualizaci.

3.3.1 5-airmchair GNR (5-aGNR)

Obrázek 26: Elementárńı buňka struktury 5-aGNR.

Prvńı struktura, pro kterou jsme provedli analýzu pomoćı kód̊u PythTB a Fireball byla 5-aGNR. Elementárńı
buňka této struktury je znázorněna na Obrázku 26.
Nejprve byla struktura zkoumána v aproximaci těsné vazby s předpokladem interakce pouze nejbližš́ıch soused̊u.
Jako model pro výpočet jsem použila dvě odlǐsné π-konjugace systému. Elementárńı buňka nekonečného řet́ızku
pro prvńı z těchto voleb je znázorněna na Obrázku 27 (a). Jednoduchým vazbám byl přǐrazen překryvový in-
tegrál označený t1 a dvojným vazbám byl přǐrazen překryvový integrál označený t2. Následně byly provedeny
výpočty pro t1 = −3 a integrál t2 nabýval hodnot od −3.5 do −2.5 s krokem 0.1. Provedli jsme výpočet pásové
struktury a Berryho fáze, která se pro jednodimenzionálńı materiály často nazývá Zakova fáze (Z2). Pro oba
výpočty bylo v prvńı Brillounově zóně zvoleno 501 k-bod̊u.
V př́ıpadě rovnosti překryvových integrál̊u t1 a t2 odpov́ıdá pásová struktura kovovému stavu, v pásové struktuře
tedy neńı př́ıtomný zakázaný pás Eg. Tato pásová struktura je znázorněna na Obrázku 27 (e). Zakova fáze pro
tyto hodnoty překryvových integrál̊u neńı definovaná. V analogii s SSH modelem lze ř́ıci, že se jedná o fázový
přechod mezi triviálńı a netriviálńı topologíı, a zároveň, stejně jako pro SSH model, bude tento systém nestabilńı
na základě Peierslovy distorze. Že se jedná o fázový přechod vyplývá i z výpočtu Zakovy fáze pro r̊uzné hodnoty
t2. Pro hodnoty −3.5, −3.4, −3.3, −3.2 a −3.1 je Zakova fáze rovna jedné, což odpov́ıdá topologicky netriviálńı
fázi. Naopak pro hodnoty 2.9, 2.8, 2.7, 2.6 a 2.5 je hodnota Zakovy fáze nula. Zakova fáze pro jednotlivé volby je
zobrazena na Obrázku 27 (c). Pásové struktury pro topologicky triviálńı resp. netriviálńı fázi jsou znázorněny
na Obrázku 27 (d) resp. (f). V obou př́ıpadech má systém zakázaný pás o velikosti přibližně 1eV . Na základě
pásově struktury nejsou tyto fáze nijak odlǐsné.

Druhá možnost π-konjugace je znázorněna na Obrázku 28 (a) a model použitý pro výpočet je znázorněn
na Obrázku 28 (b). Překryvové integrály byly definovány dva, znovu označeny jako t1 a t2. Oba integrály
nabývaly stejných hodnot jako pro minulý model. Jelikož se jedná o stejnou strukturu, v př́ıpadě rovnosti hod-
not překryvových integrál̊u máme pásovou strukturu bez existence zakázaného pásu a s nedefinovanou Zakovou
fáźı. Znamená to tedy, že docháźı k přechodu mezi topologicky triviálńı a netriviálńı fáźı. Hodnoty Zakovy fáze
pro všechny hodnoty t2 jsou znázorněny na Obrázku 28. V topologicky triviálńı fázi se systém nacháźı pro
t2 < −3, pásová struktura odpov́ıdaj́ıćı překryvovému integrálu t2 = −3.5 znázorněna na Obrázku 28 (d). Opět
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Obrázek 27: (a) Zobrazeńı možné π- konjugace elementárńı buňky 5-aGNR (b) Model pro výpočet aproximaćı těsné vazby

s definovanými překryvovými integrály t1 a t2 (c) Hodnoty Zakovy fáze pro t1 = −3 a r̊uzné hodnoty t2. Systém je v topologicky

netriviálńı fázi pro t2 < −3 a v topologicky triviálńı fázi pro t2 > −3. (d) Pásová struktura pro t1 = −3 a t2 = −3, 5, pro systém

v topologicky netriviálńı fázi. Zakázaný pás má velikost ∼ 1eV . (e) Pásová struktura pro t1 = t2 = −3, pásová struktura odpov́ıdá

fázovému přechodu, zakázaný pás zde neńı př́ıtomný. (f) Pásová struktura pro t1 = −3 a t2 = −2, 5. Systém je v topologicky

netriviálńı fázi, zakázaný pás má hodnotu ∼ 1eV .

zde docháźı k otevřeńı zakázaného pásu, který má velikost ∼ 0.45eV . V topologicky netriviálńı fázi je systém
pro hodnoty t2 > −3. Pásová struktura pro t2 = −2.5 je znázorněna na Obrázku 28, objevuje se zde nenulový
zakázaný pás o velikosti ∼ 0.2eV .
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Obrázek 28: (a) Zobrazeńı možné π- konjugace elementárńı buňky 5-aGNR (b) Model pro výpočet elektronové struktury a Zakovy

fáze aproximaćı těsné vazby s definovanými překryvovými integrály t1 a t2 (c) Hodnoty Zakovy fáze pro t1 = −3 a r̊uzné hodnoty

t2. Systém je v topologicky triviálńı fázi pro t2 < −3 a v topologicky netriviálńı fázi pro t2 > −3. Pro hodnotu překryvového

integrálu t2 = −3 neńı Zakova fáze definována, jedná se o fázový přechod mezi topologíı triviálńı a netriviálńı. (d) Pásová struktura

pro t1 = −3 a t2 = −3, 5, pro systém v topologicky netriviálńı fázi. Zakázaný pás má velikost ∼ 0.45eV . (e) Pásová struktura pro

t1 = t2 = −3, pásová struktura odpov́ıdá fázovému přechodu, zakázaný pás zde neńı př́ıtomný. (f) Pásová struktura pro t1 = −3

a t2 = −2, 5. Systém je v topologicky netriviálńı fázi, zakázaný pás má hodnotu ∼ 0.2eV .
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Pro tuto strukturu jsem udělala i výpočty pomoćı DFT kódu Fireball. Při výpočtech byly hlubš́ı elektronové
stavy popsány pomoćı tzv. norm-conserving pseudopotenciálu typu Hamman.16 Valenčńı elektrony byly ve
všech provedených výpočtech popsané pomoćı numerických atomárńıch funkćı17 s poloměry pro jednotlivé
atomy vod́ıku s a s∗, Rc(s) = Rc(s∗) = 4.65 a.u. a uhĺıku s, p, Rc(s) = Rc(p) = 5.95 a.u. Byl použit výměnně
korelačńı funkcionál typu BLYP. Tolerance pro konvergenci totálńı energie byla 10−4eV a sil 0.05eV/Å.
Nejprve jsem uvažovala nekonečný řet́ızek s elementárńı buňkou z Obrázku 26.

Obrázek 29: (a) Hustota stav̊u nekonečné struktury 5-aGNR s optimalizovanou elementárńı buňkou, žlutě je naznačena Fermiho

energie. Hustota stav̊u v okoĺı EF je téměř nulová. (b) Pásová struktura nekonečné struktury 5-aGNR s optimalizovanou elementárńı

buňkou, žlutě je naznačena Fermiho energie. Pásová struktura obsahuje zakázaný pás o velikosti 0.54eV .

Prvńım krokem výpočtu byla optimalizace struktury a následný výpočet pásové struktury a hustoty stav̊u.
Výpočty byly provedeny s volbou 100 k-bod̊u v prvńı BZ. Graf pásové struktury a hustoty stav̊u je znázorněn
na Obrázku 29, žlutě je v grafem označena Fermiho energie EF . Z graf̊u lze pozorovat, že je zde př́ıtomen
zakázaný pás o velikosti 0.54eV . Tento systém tedy bude mı́t přesně definovanou topologickou fázi. Pro ro-
zlǐseńı jsem provedla výpočet Berryho fáze obsazených stav̊u, s volbou 153 k-bod̊u. Výpočet ukázal, že Berryho
fáze systému je rovna jedné, tedy

∑
γn(C) = 1, kde suma jde přes všechny obsazené pásy. Z teorie SSH modelu

v́ıme, že význam topologie pásové struktury je vidět při přechodu z nekonečné periodické struktury ke konečným
molekulám.

Nejprve jsem uvažovala krátkou molekulu, kde se pětkrát opakovala elementárńı buňka. Strukturu jsem op-
timalizovala a následně jsem spustila výpočet hustoty stav̊u a reálné části vlnové funkce pro dva obsazené a
dva neobsazené stavy, které jsou nejbĺıže v okoĺı Fermiho energie. Výstup z těchto výpočt̊u je znázorněn na
Obrázku 30. Reálné části vlnové funkce jsou zobrazovány v programu VESTA18 (Visualization for Electronic
and STructural Analysis). Z grafu hustoty stav̊u je vidět existence zakázaného pásu o velikosti téměř 1eV ,
nejvyšš́ı obsazený pás a nejnižš́ı neobsazený pás tedy nelež́ı na Fermiho energii. Z reálných část́ı vlnové funkce
těchto dvou stav̊u je zároveň vidět, že se nejedná o koncové stavy.
Jelikož by tento systém měl být v topologicky netriviálńım stavu, pokračovala jsem výpočty pro molekuly
s větš́ım opakováńım elementárńı buňky. Pro tyto molekuly docháźı ke snižováńı velikosti zakázaného pásu
s rostoućı délkou molekuly až do délky opakováńı 19, následně se velikost zakázaného pásu zvýš́ı přibližně
o 0.3eV a poté zač́ıná znovu klesat. Hodnoty zakázaného pásu pro jednotlivé délky molekuly je znázorněno na
Obrázku 31. Prvńım velkým skokem ve sńıžeńı zakázaného pásu bylo mezi délkou molekuly 16 a 17. Pro obě
molekuly jsem si vykreslila hustotu stav̊u i reálné části vlnové funkce. Výsledky byly pro obě stejné, zač́ıná být
nenulová hustota stav̊u na úrovni Fermiho energie, nicméně z reálných část́ı vlnových funkćı je vidět, že nedošlo
k vytvořeńı koncových stav̊u.

Toto pozorováńı je stejné až do délky 24 opakováńı elementárńı buňky, kde velikost zakázaného pásu nabývá
hodnoty 0.06eV . Př́ıslušná hustota stav̊u a vlnové funkce jsou znázorněny na Obrázku 32 (a). Druhý velký
skok ve velikosti zakázaného pásu je právě mezi délkou molekuly 24 a 25. Výsledky pro délku 25 opakováńı
elementárńı buňky jsou znázorněny na Obrázku 32 (b). Hustota stav̊u na úrovni Fermiho energie je, stejně
jako v předchoźım př́ıpadě, téměř nenulová. Hodnota zakázaného pásu se výrazně sńıž́ı na 0.015eV . Pro pásy
na úrovni Fermiho energie lze pozorovat existenci koncových stav̊u pro pásy na této energii. Zároveň došlo
k prohozeńı orbitalových charakter̊u nejvyšš́ıho obsazeného a nejnižš́ıho neobsazeného pásu. Mezi délkou 24 a
25 opakováńı elementárńı buňky došlo k fázovému přechodu mezi jednotlivými topologickými fázemi. Jedná
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Obrázek 30: Hustota stav̊u molekuly tvořené pěti opakováńımi elementárńı buňky. V okoĺı Fermiho energie vznikl zakázaný

pás o velikosti 1eV . Pro pásy v okoĺı Fermiho energie jsou zároveň přǐrazeny reálné části vlnové funkce. Pásy označeny 2) a 3)

př́ıslušej́ıćı nejbližš́ım pás̊um v okoĺı EF netvoř́ı koncové stavy, systém je v topologicky triviálńı fázi.

Obrázek 31: Velikost zakázaného pásu pro r̊uzné délky molekuly. Lze vidět, že dojde ke dvou velkým pokles̊um velikosti

zakázaného pásu, nejprve mezi délkou 16 a 17 a podruhé mezi délkou 24 a 25.

se o fázový přechod ř́ızený délkou molekuly. Pod́ıvala jsem se i na délky jednotlivých vazeb optimalizovaných
molekul. Stejně jako ostatńı fázové přechody souviśı i fázový přechod mezi jednotlivými topologiemi se změnou
symetrie systému. Délky vazeb těchto dvou struktur, jsou zobrazeny na Obrázku 33. Lze si všimnout, že došlo
ke změně délek rovnoběžných vazeb. Ostatńı vazby z̊ustaly nezměněné.
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Obrázek 32: (a) resp. (b) Hustota stav̊u molekuly tvořené 24 resp. 25 opakováńımi elementárńı buňky. Porovnáme-li reálné části

vlnových funkćı těchto dvou struktur, že pro délku 25 došlo k vytvořeńı koncových stav̊u na úrovni Fermiho energie. Zároveň lze

pozorovat prohozeńı orbitalových charakter̊u. Nejvyšš́ı obsazený resp. nejnižš́ı neobsazený pás pro molekulu 24 označený 2) resp.

3) má stejný charakter jako nejnižš́ı neobsazený resp. nejvyšš́ı obsazený pás pro molekulu 25 označený 4) resp. 1). Došlo tedy

k fázovému přechodu mezi topologicky triviálńı a netriviálńı fáźı.

Obrázek 33: (a) resp. (b) Délky vazeb molekul tvořené 24 resp. 25 opakováńımi elementárńı buňky. Pro větš́ı přehlednost je

u obou molekul zobrazena pouze polovina. Mezi těmito délkami došlo k distorzi vazeb, rozd́ıl je nejvýrazněji pozorovatelný uprostřed

molekul.
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3.3.2 Curved airmchair GNR (ca-GNR)

Obrázek 34: Elementárńı buňky ca-GNR, jejichž elektronovou strukturu budeme zkoumat v této podkapitole. Jednotlivé ele-

mentárńı buňky budeme v textu značit na základě počtu vazeb uprostřed buňky, tedy (1)-ca-GNR,

(2)-ca-GNR,(3)-ca-GNR,(4)-ca-GNR a (5)-ca-GNR.

V této podkapitole budeme pomoćı teoretických výpočt̊u s kódem Fireball zkoumat struktury označené Curved
airmchair GNR (ca-GNR), jejichž elementárńı buňky jsou znázorněné na Obrázku 34. Pro periodické struktury
budeme v textu dále použ́ıvat značeńı (a)-caGNR, kde a odpov́ıdá počtu vazeb uprostřed elementárńı buňky na
Obrázku 34 (a)-(e). Pro konečné struktury zavedeme značeńı (a,b)-ca-GNR, kde a je použito stejným zp̊usobem
jako pro periodické struktury a b bude značit počet opakováńı elementárńı buňky. Parametry výpočtu pro tyto
struktury jsou stejné pro jako pro 5-aGNR. Hlubš́ı elektronové stavy byly popsány pomoćı tzv. norm-conserving
pseudopotenciálu typu Hamman.16 Valenčńı elektrony byly ve všech provedených výpočtech popsané pomoćı
numerických atomárńıch funkćı17 s poloměry pro jednotlivé atomy vod́ıku s a s∗, Rc(s) = Rc(s∗) = 4.65 a.u.
a uhĺıku s, p, Rc(s) = Rc(p) = 5.95 a.u. Byl použit výměnně korelačńı funkcionál typu BLYP. Tolerance pro
konvergenci totálńı energie byla 10−4eV a sil 0.05eV/Å.

Nejprve jsem všechny struktury optimalizovala a následně vypoč́ıtala a vykreslila jejich pásovou strukturu.

Obrázek 35: (a) Pásová struktura (1)-ca-GNR. Zakázaný pás má velikost 1.7eV . (b) Pásová struktura (2)-ca-GNR. Velikost

zakázaného pásu rapidně klesne na hodnotu 0.25eV . (c) Pásová struktura (3)-ca-GNR. Narozd́ıl od očekáváńı stálého zmenšováńı

zakázaného pásu se jeho velikost znovu zvýš́ı na hodnotu 1.1eV . (d) Pásová struktura (4)-ca-GNR, zakázaný pás se zač́ıná znovu

zmenšovat, konkrétně na velikost 0.7eV . (e) Pásová struktura (5)-ca-GNR. Zakázaný pás klesá na hodnotu 0.2eV .

Pro zvětšuj́ıćı se nekonečné struktury bychom očekávali pokles velikosti zakázaného pásu. Mezi strukturami (2)-ca-GNR a (3)-

ca-GNR však nastane opačný proces. Z analogie s SSH modelem, kdy při přechodu mezi topologickými fázemi došlo k zavřeńı a

následnému otevřeńı zakázaného pásu, lze předpokládat, že mezi těmito strukturami došlo k přechodu z jedné topologické fáze do

druhé.

Grafy pásové struktury jsou na Obrázku 35. Pro strukturu (1)-ca-GNR nabývá velikost zakázaného pásu
maximálńı hodnoty, pro strukturu (2)-ca-GNR výrazně klesne a následně pro (3)-ca-GNR se hodnota znovu
zvýš́ı. Pro struktury (4)-ca-GNR a (5)-ca-GNR zač́ıná znovu klesat. Vezmeme-li znovu v úvahu SSH model,
fázový přechod mezi topologicky triviálńı a netriviálńı fáźı souvisel s vymizeńım a následným znovu otevřeńım
zakázaného pásu. Na základě této analogie lze předpokládat, že fázový přechod nastane mezi strukturami (2)-ca-
GNR a (3)-ca-GNR. Pro potvrzeńı jsem vykreslila pro tyto struktury reálné části vlnové funkce pro pásy nejbĺıže
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Fermiho energii, v bodech 0 a π/a k-prostoru. Výsledky, pro elementárńı buňku, jsou ukázány na Obrázku 36.
Zaměř́ıme se pouze na vlnové funkce v bodě 0 k-prostoru. Lze si všimnout, že tvar orbitalu nejvyšš́ıho obsazeného
pásu struktury (2)-ca-GNR a nejnižš́ıho neobsazeného pásu (3)-ca-GNR jsou totožné. Totéž plat́ı i pro nejnižš́ı
neobsazený stav (2)-ca-GNR a nejvyšš́ı obsazený stav (3)-ca-GNR. Mezi těmito strukturami došlo k inverzi
energetických hladin v okoĺı zakázaného pásu a zároveň prohozeńı orbitalových charakter̊u př́ıslušej́ıćım těmto
pás̊um v k-bodě 0. Tento proces ovlivńı i Berryho fázi, ke které přisṕıvaj́ı pouze obsazené pásy. Můžeme si to
představit tak, že při přechodu ze struktury (2)-ca-GNR na (3)-ca-GNR došlo k uzavřeńı zakázaného pásu, došlo
ke spojeńı pás̊u a prohozeńı před znovuotevřeńım zakázaného pásu, tento proces byl schematicky znázorněn na
Obrázku ??.
Pro všechny struktury jsem následně udělala výpočty i pro konečné molekuly. Zjistila jsem, že (1,n)-ca-GNR

Obrázek 36: (a) resp. (b) Pásová struktura a reálné části vlnových funkćı pás̊u nejbĺıže Fermiho energii v bodech 0 a π/a v k-

prostoru pro systém (2)-ca-GNR resp. (3)-ca-GNR. Pro větš́ı přehlednost jsou vlnové funkce a př́ıslušné pásy označeny barevnými

symboly. Nejprve se pod́ıváme na orbitaly vykreslené v bodě π/a. Je vidět, že tvar vlnových funkćı pro nejvyšš́ı obsazený pás

(2)-ca-GNR je stejný jako pro (3)-ca-GNR. To stejné plat́ı i pro nejnižš́ı neobsazený pás. Naopak pro vlnové funkce v bodě 0 v k-

prostoru plat́ı, že nejvyšš́ı obsazený orbital (2)-ca-GNR (červené kolečko) odpov́ıdá nejnižš́ımu neobsazenému stavu (3)-ca-GNR

(zelený čtvereček). Stejně tak nejnižš́ı neobsazený pás (2)-ca-GNR (zelené kolečko) odpov́ıdá nejvyšš́ımu obsazenému pásu (3)-ca-

GNR (červený čtvereček). Z tohoto pozorováńı vyplývá, že došlo k prohozeńı pás̊u mezi těmito strukturami, tedy došlo k fázovému

přechodu mezi topologickými fázemi.

a (2,n)-ca-GNR, kde n je celé č́ıslo, jsou v topologicky triviálńı fázi. Jako př́ıklad je na Obrázku 37 ukázána
hustota stav̊u a reálné části vlnové funkce pro orbitaly v bĺızkosti Fermiho energie struktur (1,2)-ca-GNR a
(2,2)-ca-GNR. Pro obě struktury plat́ı, že v okoĺı Fermiho energie je nulová hustota stav̊u. Tentýž výsledek
dostaneme i pro deľśı řet́ızky. Narozd́ıl od 5-aGNR zde nedocháźı k fázovému přechodu indukovaném délkou
molekuly.
Následně jsem se pod́ıvala na molekuly (3,n)-ca-GNR. Pro (3,2)-ca-GNR na Obrázku 38 (a), lze vidět nenulovou

Obrázek 37: (a) resp. (b) Hustota pás̊u a reálné části vlnových funkćı pro (1,2)-ca-GNR resp. (2,2)-ca-GNR. V obou př́ıpadech

z grafu hustoty stav̊u je vidět existence zakázaného pásu. Tento systém je tedy v triviálńı topologické fázi.

hustotu stav̊u na úrovni Fermiho energie, nicméně koncové stavy ještě nejsou dokonale vytvořené. Pro (3,5)-
ca-GNR naopak už lze na Obrázku 38 (b) pozorovat, že jednoznačně došlo k vytvořeńı koncových stav̊u. Tento
systém je v topologicky netriviálńım stavu. Tento závěr lze ř́ıci i pro molekuly (4,2)-ca-GNR a (5,2)-ca-GNR,
pro něž jsou výsledky na Obrázku 39. Pro tyto systémy jsme tedy znovu mohli pozorovat fázový přechod mezi
jednotlivými topologickými fázemi, v porovnáńı se strukturou 5-aGNR se nejedná o fázový přechod indukovaný
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délkou řet́ızku. Tento fázový přechod byl zp̊usobem zvětšováńım elementárńı buňky a následně byla možné
topologicky netriviálńı fázi pozorovat i pro krátké molekuly.

Obrázek 38: (a) resp. (b) Hustota stav̊u a reálné části vlnových funkćı (3,2)-ca-GNR resp. (3,5)-ca-GNR. Pro obě struktury lze

pozorovat nenulovou hustoty stav̊u na úrovni Fermiho energie. Pro (3,2)-ca-GNR však ještě nedošlo k úplnému vytvořeńı stav̊u.

Pro (3,5)-ca-GNR už lze pro pásy lež́ıćı na Fermiho energii koncové stavy pozorovat. Systém je v topologicky netriviálńı fázi.

Obrázek 39: (a) resp. (b) Hustota stav̊u a reálné části vlnových funkćı pro (4,2)-ca-GNR resp. (5,2)-ca-GNR. Obě struktury maj́ı

nenulovou hustotu stav̊u na úrovni Fermiho a o př́ıslušej́ıćıch vlnových funkćıch lze ř́ıci, že se jedná o koncové stavy. Oba systémy

jsou v topologicky netriviálńım stavu.
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4 Kvantové fázové přechody

Fázové přechody představuj́ı transformačńı proces mezi dvěmi stavy hmoty zahrnuj́ıćı změnu vnitřńıho uspořádáńı.
Klasické fázové transformace jsou zp̊usobeny teplotńımi fluktuacemi. Vysvětleńı klasických fázových přechod̊u
vycháźı z Landauovy teorie.19

Při nulové teplotě, kdy nedocháźı k žádným tepelným fluktuaćım, může doj́ıt ke kvantovému fázovému přechodu
(QPT).20 QPT je ř́ızen kvantovými fluktuacemi vznikaj́ıćımi na základě principu neurčitosti při změně neteplotńıho
parametru- např́ıklad tlaku či magnetického pole.
Ve fyzice pevných látek je značná pozornost věnována QPT mezi fázemi vyznačuj́ıćımi se silně korelovanými
stavy látky s komplexńımi spiny a nábojovými vzory, které často vedou ke vzniku spinových vln hustoty (SDW) a
nábojových vln hustoty (CDW).21,22 K př́ıtomnosti takto silně korelovaných fáźı docháźı k výraznému zvýšeńı
náročnosti studia mechanismu fázových přechod̊u. Z tohoto d̊uvodu prob́ıhá výzkum nových materiál̊u, ve
kterých docháźı k QPT mezi dvěmi stavy látky a zároveň vykazuj́ı pouze mı́rnou korelaci. Nav́ıc roste i zájem
o př́ımé pozorováńı QPT na základě přesného vyladěńı jednotlivých parametr̊u daného materiálu.

V článku ”Atomic scale control and visualization of topological quantum phase transition in π-conjugated
polymers driven by their length”23 byl kvantový fázový přechod ř́ızený délkou molekuly vysvětlen na základě
Pseudo Jahn-Tellerova jevu (PJTE). Výsledky tohoto článku chceme aplikovat na QPT 5-aGNR, který byl
ukázán v minulé kapitole. Pro tuto strukturu jsme ukázali, že pro krátké molekuly je systém v topologicky
triviálńı fázi a pro molekuly od délky 25 v topologicky netriviálńı fázi. Společně s vývojem velikosti zakázaného
pásu jednotlivých délek jsou výsledky pro krátkou strukturu, 10 opakováńı elementárńı buňky, a dlouhou struk-
turu, 25 opakováńı elementárńı buňky, zobrazeny na Obrázku 40. Je zde vidět, že dlouhá molekula má na
úrovni Fermiho energie koncové stavy, narozd́ıl od molekuly krátké, a zároveň došlo k prohozeńı orbitalových
charakter̊u stav̊u v okoĺı Fermiho energie. V pr̊uběhu zvětšováńı počtu opakováńı elementárńı buňky tedy dojde
k fázovému přechodu. Nejprve bude uvedena teorie k PJTE a následně tuto teorii aplikujeme na vysvětleńı
fázového přechodu.

Obrázek 40: Velikost zakázaného pásu pro konečné molekuly 5-aGNR. Pro krajńı délky molekul, tedy 10 a 30, je zároveň

vykreslena hustota stav̊u a reálné části vlnové funkce. Pro molekulu 10 se jedná o systém v topologicky triviálńı fázi, naopak pro

molekulu 30 se jedná o systém v topologicky netriviálńı fázi.

4.1 Psuedo Jahn-Teller̊uv jev

”Pseudo Jahn-Teller̊uv jev je jediný zdroj nestability a distorze vysoce symetrických konfiguraćı polyatomických
systémů v nedegenerovaných stavech, který zároveň podstatně přisṕıvá k nestabilitě degenerovaných stav̊u.”24

Rovnovážná geometrie jakéhokoliv polyatomického systému v nedegenerovaném stavu je definována pomoćı
minima adiabatické potenciálńı energie povrchu, kde prvńı derivace je nulová a druhá derivace nabývá kladné
hodnoty. Energii systému budeme uvažovat jako funkci vibračńıho módu Qλ tedy E(Qλ). V bodě minima
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potenciálńı energie Qλ = 0, křivka K jako funkce E(Qλ) ve směru Qλ

Kλ =
(∂2E
∂Q2

λ

)
0

(76)

je kladná, systém je tedy ve stabilńım minimu.

Energie základńıho systému lze vyjádřit ve tvaru

E = ⟨ψ0|H |ψ0⟩ , (77)

kde H je Hamiltonián systému a |ψ0⟩ je vlnová funkce nedegenerovaného základńıho stavu. Vložeńım tohoto
vyjádřeńı energie do rovnice (76), př́ı zanedbáńı indexu λ dostaneme

K = ⟨ψ0|
(∂2H
∂Q2

)
0
|ψ0⟩+ 2 ⟨ψ0|

(∂H
∂Q

)
0
|ψ′

0⟩ := K0 +Kv, (78)

kde ψ′
0 = (∂ψ0

∂Q )0. Kv rozeṕı̌seme pomoćı druhého řádu poruchové teorie do tvaru

Kv = −2
∑
n

| ⟨ψ0|
(
∂H
∂Q

)
0
|ψn⟩ |2

En − E0
= −2

∑
n

|F0n|2

∆n
, (79)

kde |ψn⟩ jsou vlnové funkce excitovaných stav̊u, ∆n je energetický rozd́ıl mezi stavy |ψ0⟩ a |ψn⟩ a F0n jsou nedi-
agonálńı konstanty ”vibronic coupling” (VC), které mixuj́ı základńı a excitovaný stav n pod vlivem vibračńıho
módu Q. Člen Kv je označován jako vibronický př́ıspěvek.

Bylo dokázáno, že pro prvńı člen rovnice (78) vždy plat́ı K0 > 0.25 Člen Kv zahrnuj́ıćı vibronickou interakci
mezi obsazenými a neobsazenými elektronickými stavy skrze daný vibračńı mód nabývá z definice záporných
hodnot. Systém v bodě vysoce symetrické konfigurace je nestabilńı vzhledem k nějakému vibračńımu módu Q
pokud plat́ı K < 0 ve směru tohoto módu. Tato podmı́nka je splněna pro |Kv| > K0. Absolutńı hodnota Kv

nabývá vysokých hodnot pro ńızké hodnoty ∆n tedy rozd́ılu energíı stav̊u |ψ0⟩ a |ψn⟩ (z tohoto d̊uvodu jsou
pro PJTE d̊uležité zejména stavy v bĺızkosti Fermiho energie) a pro velké hodnoty nediagonálńıch maticových
element̊u F0n VC. Člen Kv je jediný zdroj nestability systému. Hlavńımi parametry PJTE jsou tedy hodnoty
K0, ∆n a F0n.

4.1.1 Dvouhladinový problém

Systém, na kterém lze nejjednodušeji demonstrovat PJTE je tzv. dvouhladinový problém. Tento systém má nede-
generovaný základńı stav ψ0 a pouze jeden excitovaný stav ψ1, který výrazně přisṕıvá k nestabilitě základńıho
stavu. Energetický rozd́ıl těchto dvou stav̊u je roven 2∆ = E1−E0. Stavy se zač́ınaj́ı mixovat vlivem vibračńıho
módu Q.
Konstanta VC má tvar

F = ⟨ψ0|
(∂H
∂Q

)
0
|ψ1⟩ (80)

a je dominantńı pro vybraný vibračńı mód Q.
Rovnice pro interakce dvou nedegenerovaných hladin pod vlivem vibračńıho módu Q má tvar∣∣∣∣ 12K0Q

2 −∆− ϵ FQ
FQ 1

2K0Q
2 +∆− ϵ

∣∣∣∣ = 0. (81)

Energie systému jsou závislé na Q a maj́ı tvar

ϵ± =
1

2
K0Q

2 ± [∆2 + F 2Q2]1/2, (82)

a rozvojem druhého členu j́ı lze přepsat jako

ϵ± =
1

2
[K0 ± F 2/∆]Q2 ±∆∓ 1

4
F 4/∆3Q4 ± ... (83)
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(a) Vliv VC konstant Fi i ∈ {1, 2, 3} na energii systému o š́ı̌rce zakázaného

pásu ∆1 = 0.5eV mezi stavy ψ1 a ψ0.

(b) Vliv VC konstant Fi i ∈ {1, 2, 3} na energii systému o š́ı̌rce zakázaného

pásu ∆2 = 1.5eV mezi stavy ψ1 a ψ0.

Obrázek 41: Vliv konstant VC o velikostech F1 = 0eV /Å, F2 = 4eV /Å a F3 = 8eV /Å na energie systémů s hodnotou K0 =

20eV /Å2 a velikostmi zakázaného pásu (a) ∆1 = 0.5eV (b) ∆2 = 1.5eV . Fialovou křivkou je znázorněn stav bez započ́ıtáńı

vibračńıch mód̊u mř́ıžky tedy F1 = 0eV /Å, systém se nacháźı v základńım stavu. Oranžovou křivkou je znázorněn stav s hodnotou

VC F2 = 4eV /Å, systém s nižš́ı hodnotou zakázaného pásu je nestabilńı, dojde k fázovému přechodu, nová minima nabývá energie

v bodech ±Q2, naopak systém s větš́ım zakázaných pásem nabývá minima stále v bodě 0. Na systém znázorněný červenou křivkou

p̊usob́ı VC o velikosti F3 = 8eV/Å, pro oba systémy plat́ı nerovnost 84, systémy jsou nestabilńı, energie nabývá minim v bodech

±Q3.

Z rovnice 83 je vidět, že pro minimum energie systému je podstatný poměr koeficient̊u K0 a F 2/∆. Pokud plat́ı
K0 > F 2/∆, minima obou pás̊u z̊ustaváj́ı v bodě 0, jako v př́ıpadě absence vibronických stav̊u. Naopak pro

K0 < F 2/∆ (84)

je systém nestabilńı vzhledem k vibronickému módu Q, minimum nabývá systém v bodech ±Q, které jsou r̊uzné
od nuly.
Vliv vibračńıch mód̊u, v závislosti na parametrech F a ∆ na energii systému je znázorněn na Obrázku 41.
Parametr K0 z rovnice (78) je pro oba grafy stejný, nabývá hodnoty 20 eV /Å2 . Systém na prvńım grafu
má zakázaný pás ∆1 = 0.5eV , na druhém grafu ∆2 = 1.5eV . V obou grafech je znázorněna závislost energie
na vibračńım módu Q pro tři hodnoty ”vibronic coupling” konstanty F1 = 0eV /Å, F2 = 4eV /Å a F3 =
8eV /Å. Pokud F1 = 0eV /Å, zanedbáváme vibronické kmity mř́ıžky, energie nabývá minima bodě 0. Pro
vibronickou konstantu F2 = 4eV /Å, př́ıpad znázorněný oranžově, je vidět závislost velikosti zakázaného pásu
na distorzi systému. V př́ıpadě menš́ıho zakázaného pásu již došlo k fázovému přechodu, je splněna nerovnost
(84), systém nabývá minima v bodech ±Q2, pro větš́ı hodnotu zakázaného pásu se energie základńıho stavu
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sńıž́ı, excitovaného zvýš́ı, minimum energie má však systém stále v bodě 0. Působ́ı-li na systém vibračńı mód Q,
k němuž se vztahuje hodnota ”vibronic coupling” F3 = 8eV /Å, dojde k fázovému přechodu v obou systémech,
nerovnost 84 plat́ı pro oba systémy, energie nabývá minim v bodech ±Q3.

4.2 QPT 5-aGNR

V této podkapitole se zaměř́ıme na analýzu 5-aGNR z hlediska vibronických př́ıspěvk̊u Kv jednotlivých délek
5-aGNR. Pro výpočet vibronických př́ıspěvk̊u vyjdeme z rovnice (79). Při výpočtech jsme však uvažovali v́ıce
obsazených stav̊u, vzorec s t́ımto předpokladem pro vibračńı mód Q můžeme vyjádřit jako

Kv,Q = −2
∑
m,n

|Fmn,Q|2

∆m,n
, (85)

kde ∆m,n je energetický rozd́ıl mezi obsazeným pásem m a neobsazeným pásem n a Fmn jsou nediagonálńı
konstanty VC, který mixuj́ı obsazený stav m s neobsazeným stavem n pod vlivem daného vibračńıho módu.

Výpočet vibronického př́ıspěvku byl proveden pro délky 5, 10, 15, 20 a 25. Pro QPT je d̊uležitý vibronický
př́ıspěvek molekuly těsně před fázovým přechodem, nicméně z hlediska vývoje nestability systému byla prove-
dena analýza i kratš́ıch molekul. Pro všechny délky molekul jsem do výpočtu vibronického př́ıspěvku uvažovala
stavy, které měly energie v intervalu ±1.7eV . Uvažované stavy s př́ıslušej́ıćımi energiemi jsou znázorněny na
Obrázku 42. Energetický rozd́ıl mezi obsazeným stavem m a neobsazeným stavem n je při výpočtu vibronického
př́ıspěvku ve jmenovateli, ostatńı stavy molekul budou mı́t pouze zanedbatelný př́ıspěvek.
Následně jsem vypoč́ıtala člen |Fmn,Q|2 pro všechny vibračńı módy dané struktury, kromě mód̊u, které obsaho-

Obrázek 42: (a) Energie stav̊u uvažovaných pro výpočet vibronických př́ıspěvk̊u pro jednotlivé délky molekul. (b) Pásová

struktura nekonečného řet́ızku 5-aGNR. Z graf̊u lze vidět, že zat́ımco pro jednotlivé délky molekul docháźı k vytvořeńı koncových

stav̊u na úrovni Fermiho energie, pásová struktura má v této oblasti zakázaný pás.

valy pouze vibrace atomů uhĺıku. Jak jsme viděli v minulé kapitole, po fázovém přechodu dojde ke změně délek
vazeb mezi atomy uhĺık̊u, proto vibračńı módy ovlivňuj́ıćı pouze atomy vod́ıku nebudou přisṕıvat. Následně
jsem již mohla vypoč́ıtat celkový vibronický př́ıspěvek Kv. Absolutńı hodnota toho př́ıspěvku pro jednotlivé
molekuly je zobrazena na Obrázku 43 (a). Hodnoty pro molekuly pět až dvacet jsem následně proložila funkćı
f(x) = ax3 + bx2 + cx, fit je znázorněn na Obrázku 43 (b). Z obou Obrázku je vidět, že vibronické př́ıspěvky
až do délky dvacet výrazně rostou, pro délku dvacet pět následně dojde k poklesu. Pro délku dvacetpět je vi-
bronický př́ıspěvek o velikosti ∼ 75, kdyby však r̊ust pokračoval jako pro předchoźı délky, nabývala by hodnota
∼ 140. Znamená to, že nestabilita systému je pro délku dvacet výrazně větš́ı než pro délku dvacetpět, což lze
vysvětlit tak, v analogii s PJTE pro dvouhladinový problém, že došlo k fázovému přechodu a celkový systém
přešel do jiné konfigurace, pro kterou systém nabývá minimálńı energie.
Nakonec jsem se ještě pod́ıvala na velikosti vibronických př́ıspěvk̊u mezi jednotlivý stavy. Nejvyšš́ı hodnoty
nabýval vibronický př́ıspěvek pro nejvyšš́ı obsazený s druhým nejnižš́ım neobsazeným stavem a pro druhý ne-
jvyšš́ı obsazený stav a nejnižš́ı neobsazený stav. Z Obrázku 44 lze vidět, že pro molekulu o délce dvacetpět

43



Obrázek 43: (a) Absolutńı hodnota vibronického př́ıspěvku pro jednotlivé délky molekul. (b) Hodnoty vibronického př́ıspěvku pro

délky pět až dvacet jsou proložené funkćı f(x) = ax3 + bx2 + cx, kde a = −0.028648, b = 0.697356 a c = −0.427627. Čerchovanou

čárou je znázorněna hodnota vibronického př́ıspěvku pro délku dvacetpět, kdyby pokračoval r̊ust tohoto př́ıspěvku se stejným

charakterem jako pro kratš́ı molekuly.

dojde znovu k výraznému sńıžeńı této hodnoty. Tento pokles lze zároveň vysvětlit právě QPT, při kterém dojde
k prohozeńı orbitalových charakter̊u nejvyšš́ıho obsazeného a nejnižš́ıho neobsazeného pásu. Můžeme tedy ř́ıci,
že k nestabilitě systému před fázovým přechodem př́ısṕıvaly právě tyto stavy.

Obrázek 44: (žlutá) resp. (fialová) Hodnoty vibronického př́ıspěvku mezi nejvyšš́ım obsazeným pásem a druhým nejnižš́ım

neobsazeným pásem resp. druhým nejvyšš́ım obsazeným pásem a nejnižš́ım neobsazeným pásem. Pro délky pět až dvacet jsou

hodnoty těchto př́ıspěvk̊u nejvyšš́ı z hlediska analýzy jednotlivých uvažovaných pás̊u. Pro délku dvacetpět opakováńı elementárńı

buňky však dojde k výraznému poklesu hodnoty Kv , můžeme tedy ř́ıci, že tyto stavy přisṕıvaly nejvýrazněji k nestabilitě celého

systému.

44



Závěr

Tato práce obsahuje teoretické shrnut́ı základ̊u fyziky kondenzovaných látek, pozornost je věnována zejména
popisu elektronové struktury, která má základ v kvantové mechanice. Jsou zde uvedeny vybrané metody výpočtu
elektronové struktury pevných látek - Aproximace těsné vazby, HFA (HA) a DFT. V daľśı části práce jsou
představeny GNRs, vazby mezi uhĺıkovými atomy př́ıtomné v molekulách GNRs a vysvětlena π-konjugace po-
moćı Peierslovy distorze. Následně je zaveden pojem topologie pásové struktury pomoćı tzv. SSH modelu. Na
tuto čistě teoretickou část navazuje popsáńı pásové struktury vybraných GNRs, demonstrované teoretickými
simulacemi s využit́ım kód̊u PythTB a Fireball.
Byly představeny struktury 5-aGNR a (1-5)-ca-GNR. Prvńı uvedou strukturu jsme nejdř́ıve zkoumali pomoćı
dvou r̊uzných model̊u v kódu využ́ıvaj́ıćı aproximaci těsné vazby. Každý model př́ıslušel jiné π-konjugaci systému.
V obou př́ıpadech jsme pozorovali přechod mezi Zakovou fáźı rovnou jedné a nule. Tento přechod souvisel s pro-
hozeńım orbitalových charakter̊u nejvyšš́ıho obsazeného a nejnižš́ıho neobsazeného pásu a zároveň s vytvořeńım
koncových stav̊u na úrovni Fermiho energie. Následně byla tato struktura zkoumána v DFT kódu Fireball.
Nekonečná molekula měla pásovou strukturu odpov́ıdaj́ıćı izolátoru, nicméně vypoč́ıtaná Zakova fáze byla rovna
jedné. Očekávali jsme, že konečné molekuly budou mı́t př́ıtomny koncové stavy na úrovni Fermiho energie. Zjistili
jsme však, že pro krátké struktury je hustota stav̊u na Fermiho energii nulová, jednalo se o struktury v topo-
logicky triviálńım stavu. Při zvětšováńı struktury bylo zjǐstěno, že mezi délkou 24 a 25 opakováńı elementárńı
buňky dojde k fázovému přechodu do topologicky netriviálńıho stavu. Jedná se o toplogický fázový přechod
ř́ızený délkou molekuly. Pro struktury (1-5)-ca-GNR byla nejprve vypoč́ıtána pásová struktura a reálné části
vlnových funkćı v bodech 0 a π/a k-prostoru. Na základě velikosti zakázaného pásu jednotlivých struktur a or-
bitalových charakter̊u v k-bodě 0 jsme očekávali, že mezi (2)-ca-GNR a (3)-ca-GNR dojde k fázovému přechodu
mezi topologickými fázemi. Následně jsme tedy věnovali pozornost konečných strukturám, kde bylo ukázáno, že
struktury (1,n)-ca-GNR a (2,n)-ca-GNR jsou v topologicky triviálńı fázi a naopak (3-5,n)-ca-GNR v topologicky
netriviálńı fázi. Posledńı kapitola byla věnována QPT, konkrétně PJTE, pomoćı kterého jsme vysvětlili fázový
přechod ř́ızený délkou molekuly pro 5-aGNR.
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A Seznam použitých zkratek

SSH model - Su-Schrieffer-Heeger model
FT - Fourierova transformace
BZ - Brillounova zóna
SCHR - Schrödingerova rovnice
EF - Fermiho energie
HA - Hartreeho aproximace
HFA - Hartree-Fockova aproximace
DFT - Density functional theory
LDA - Local density approximation
GGA - Generalized gradient approximation
GNR - Grafen nanoribon
AO - atomové orbitaly
MO - molekulové orbitaly
aGNR - Airmchair grafen nanoribon
Z2 - Zakova fáze
ca-GNR - Curved airmchair grafen nanoribon
QPT - Kvantový fázový přechod
PJTE - Psuedo Jahn-Teller̊uv jev
VC - ”Vibronic coupling”
HOMO - Nejvyšš́ı obsazený orbital (Highest occupied molecular orbital)
LUMO - Nejnižš́ı neobsazený orbital (Lowest unoccupied molecular orbital)
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