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Abstrakt

Cilem této prace bylo vytvoteni programu, ktery vypoéita chovani cerstvé betonové smési.
Vypocet je vytvoren vicefdzovém modelem s vyuzitim Lattice Boltzmann metody. Smés je
modelovana jako kapalina s piisluSnymi parametry. Viskozita je popsana Bingham mode-
lem. Implementace je provedena v programovacim jazyce Python. Pfesnost modelu byla

ovéfena s daty rozliti kuzele.

Klicova slova

Lattice Boltzman metoda, Konzistence betonu, Zkouska rozliti kuzele, Rozliti betonu
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Abstract

The aim of the thesis is focused on creating programs which compute of behavior fresh
concrete mixture. The calculate is done by multiphase model including Lattice Boltzmann
method. A mixture is modeled as a liquid with appropriate parameters. The viscosity is
described by Bingham model. The implementation is done in Python programing language.

The accuracy of the model was verified by the data of slump flow test.

Key words

Lattice Boltzman method, Consistency of concrete, Slump flow test, Flow of concrete
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Pouzité matematické proménné

Pouzité matematické proménné

Proménné
Q@ koeficient naplnéni dané bunky
15} koeficient pro zménu hmotnosti - rozdilny pro ruzné bunky
c hodnota sméru vektoru distribuéni funkce
C, koeficient restituce
D hodnota dirac delta funkce
e sméry vektoru distribuéni funkce
f hodnota distribuéni funkce
externi zatizeni
feq equilibrium distribuéni funkce
fneq ~ mnonequilibrium distribuéni funkce
fre hodnota distribu¢ni funkce po kolizi
P hustota distribuc¢ni funkce
K hodnota minimalniho prirustku pii zméné bunék.
m hmotnost (bunky)
Mg hmotnost prvniho télesa
™y hmotnost druhého télesa
T viskozita - soucinitel tfeni
v viskozita - obecné
Vapp ~ Viskozita - vstupujici do vypoctu
U rychlost kapaliny
Ug rychlost télesa a, pripadné zaménéno za b, absolutni rychlost v ¢isle
Umaz  N€jvySSi rychlost, ktera se vyskytuje v prislusné vypocetni oblasti
Usresh  treshold hodnota rychlosti, nejvyssi piipustnd rychlost kapaliny
v hustota rychlosti distribuc¢ni funkce
w; vaha distribu¢ni funkce

viil
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KAPITOLA ].

Uvod

vvvvvv

vlastnost betonu zodpovida za dostatecné teceni smési nebo za vyplnéni forem a bednéni.
To znamena4, Ze snizend zpracovatelnost betonové smési vede k vadam v dusledku horsiho
probetonovani konstrukce. Priddvanim vody muze zpracovatelnost zlep$it, ale na dru-
hou stranu to muze mit za nasledek segregaci (oddéleni kameniva z cementové malty)
¢erstvého betonu. Pro zjednodusenou predikci dostatecného te¢eni navrzené betonové smeési

a pripadnou segregaci se da pouzit numerické modelovani.

1.1 Téma

Popséni chovani teceni kapalin je problém, ktery vétsinou nem4 analytické feseni. ' Reseni
je tedy nutno nalézt nékterou numerickou metodou (viz Obr. 1.1).

V mém pripadé fesim modelovani pomoci Lattice Boltzmann metody .Tato metoda
je zalozena na tom, Ze nefesi rovnici proudéni primo, ale simuluje hustotu tekutiny ve
miizce pomoci proudéni a kolize. Vyhodou je také, ze oproti jinym metoddm (napiiklad
Metoda koneénych objemit) nemusi fesit problém volné hladiny. To ji ¢ini jednoduchou na

implementaci.

IP¥{mé feseni teceni kapalin je otevieny matematicky problém.



1.2. Cile prace

T T T,

Obrazek 1.1: Priklad rozliti kapaliny.

1.2 Cile prace

Cilem prace je vytvorit program, ktery dokaze popsat chovani cerstvého betonu. Soucasti
tohoto cile je i otestovani vytvoreného programu na datech uvedenych v literature. Mym
osobnim cilem této prace je rozvinout své schopnosti v oblasti programovani numerickych

metod.

1.3 Navod na pouziti - €lenéni prace

Zde bych chtél popsat nékolik poznamek, které mohou ¢tenaii zlepsit ¢teni této publikace,

pripadné objasnit nékteré nejasnosti.

1. U nékterych matematickych vzorcu nevysveétluji vsechny proménné. Ty jsou popsany

ve vlastnim seznamu na zac¢atku diplomové prace.

2. V textu pouzivam poznamky pod carou. Tyto poznamky jsou doplnék textu a prace
samotna bez nich dava vyznam. Pfi napsani do textu by mohly vytvaret rusivy
dojem. Poznamky text doplnuji informacemi, které jsem povazoval za zajimavé, nebo

vhodné zminit.



KAPITOLA 2

Lattice Boltzmann model

V této préaci vychazim z modelu Lattice Boltzmann metody. Jedna se o vicefdzovy model.
Vicefazové modely jsou vhodné tam, kde se nachazi vice materidlovych slozek, které se
kazdd chovaji jinak [1]. Vicefdzové model zalozeny na metodé Lattice Boltzmann se skldada

ze tif urovni [2] (viz Obr. 2.1).

Obrazek 2.1: a) Kapalina - LBM, b) Interakce c) Télesa.

o Prvni je troven kapaliny. Pro vypocet byla pouzita Lattice Boltzmann metoda '[3].
Tato uroven zjednoduSuje podstatu chovani betonové smési jako chovani nenewto-

novské kapaliny s danou viskozitou.

!Termin Lattice Boltzmann metoda je pfevzaty z anglictiny, pii doslovném piekladu by nizev mohl
znit: Mi{zkovéd (nebo miiZzovd) Boltzmannova metoda.



o Druhou drovni je ¢ast zahrnujici pevné ¢éstice, predevsim jde tedy o kamenivo. V této
praci se uvazuje jako nedeformovatelnd télesa jednoduchych tvaru, ktera se mohou

volné pohybovat.

o Posledni urovni je droven interakce mezi dvéma ptedchozimi. Vychazi z rovnovahy

rychlosti. Vypocet je proveden metodou Immersed Boundary method [4].

Pii vypoctu je potfeba nejprve vygenerovat proménné u prvnich dvou fazi. Nésledné
probiha hlavni vypocetni cyklus vSech fazi, ktery se opakuje dokud nedojde k omezujici
podmince. Tou muze byt dosazeni konecného casu, pripadné dosazeni urcitého stavu, pri

kterém uz nedochézi k pohybu kapaliny.



2.1. Lattice Boltzmann metoda

2.1 Lattice Boltzmann metoda

Lattice Boltzmann metoda (dédle téz uvadéno jako LBM) je numerickd metoda, kterd
vychazi z celularnich automati. Metoda je zalozena na Boltzmannové rovnici proudeéni
kapaliny [5].

of

£+U*Vf:Q (2.1)

Zakladem metody je miizka. Tato mrizka je ¢tvercova v pripadé dvoudimenzionalnich
uloh. V pripadé trojdimenzionalnich uloh je krychlova. V piipadé tloh o jedné dimenzi je
useckou.

Kazdé miizka obsahuje nékolik predem danych vektoru distribu¢ni funkece (viz Obr.
2.2). Znacen{ je nasledujici: hodnota D zndzoriiuje pocet dimenzi, Q ? udava pocet sméri

rychlosti distribuéni funkce [6].

26%1%3 22/{\@3
! N

D2Q5 D2Q9

Obrézek 2.2: Priklad dvou 2D mifizek.

2Hodnota Q udévajici podet vektorii rychlosti, nem4 nic spoleéné s hodnotou Q v Boltzmannové rovnici.



2.1. Lattice Boltzmann metoda

Napiiklad D2Q9 (model pouzity v této préci) pouziva prostor o dvou dimenzich pii
kterém je vyuzito devét vektoru rychlosti distribuc¢ni funkce. Mezi dalsi pouzivané modely
lze zaradit D2Q4. Pro 3D tlohy to jsou D3Q15, D3Q19 nebo D3Q27. Pro jednu dimenzi
se nabizi D1Q3 nebo D1Q5.

Pomér velikosti vektoru distribuéni funkce udava pomeér proudéni kapaliny v danych
smérech.

Pro model D2Q9 jsou vektory rychlosti distribu¢ni funkce nasledujici:

T
e = (0 0)
T T
€234,5 = (il 0) ) (O il) (2.2)
T
€6,7,8,9 — (:I:l j:l)

Kazdému ¢lenu vektoru distribu¢ni funkce je pritazena vaha. Soucet vSech vah se musi

rovnat jedné.
S wi=1 (2.3)

Pro model D2Q)9 jsou hodnoty vah v danych smérech nasledujici:

4
w1 = =
9
1
w2,3,475 = § (24)
1
We,7,8,9 = %

Soucet vSech slozek vektoru distribucni funkce je roven makroskopické hustoté bunky.

p=> 1 (2.5)

Soucet hodnot distribu¢ni funkce se zohlednénim sméru je roven momentu v daném
sméru [7]:
1
= iei + —adt 2.6
po =3 fit ha 26)
kde a je volend hodnota na intervalu od 0 do 1. Pro hodnotu a = 0 lze rychlost ziskat

jako pomér souctu hodnot slozek vektoru distribuc¢ni funkce v ptislusnych smérech vektoru



2.1. Lattice Boltzmann metoda

a makroskopické hustoty bunky.

v

_ Zfiei
== (2.7)

Zékladem vypoctu jsou dva kroky. Prvnim krokem je kolize. Druhym krokem je proudéni.
Pti kolizi dochézi k preskupeni velikosti vektoru distribucni funkce v rdmci kazdé miizky
vlivem predchoziho proudéni a pusobicich externich sil.

fz’eq(xvt) _ fi($,t)
Tf

filz;t 4 6t) = fi(x,t) + A, +AxF; (2.8)

K tomuto vypoctu je potieba pouzit equilibrium. Equilibrium se stejné jako distribucni
funkce sklada z nékolika vektoru rychlosti. V kazdém vektoru lze ziskat hodnotu Equilibria

jako nékolik ¢lenu Taylorova rozvoje rovnice proudéni prevedenou do koneénych hodnot.

. ew  9(eu)?  3u?
fiq<x7t) = wl(p+ 3 2 + 5 ! - 5?) (29)

Velikost sily v libovolné rychlosti lze ziskat ze dvou nésledujicich podminek. Prvni udava,

ze soucet vsech slozek sil je roven nule.

Y F=0 (2.10)

Druha podminka znaci, ze soucet vSech slozek vektoru sil se zohlednénim sméru je roven

absolutnimu pusobeni sily s prihlédnutim k viskozité.

1

> Fixe;=(1- 5 )F (2.11)

Pti proudéni dochéazi k posunu hodnoty distribuc¢ni funkce v ptislusném sméru slozek

daného vektoru.

fi(x + et +0t) = fi(z,t) (2.12)

Pokud jsou kroky kolize a proudéni ve vypoctu prohozeny, kdy nastava nejdirive proudeéni
a poté kolize, je vypocet proudéni pozménén. Zmeéna spociva v tom, ze se slozky vektoru

distribuéni funkce posunou v opa¢ném sméru.



2.1. Lattice Boltzmann metoda

2.1.1 Postup vypoctu

Vypocet proudéni pomoci Lattice Boltzmann metody je dan tfemi ¢astmi. V prvni casti
vypoétu se data o poloze kapaliny prevedou na model, nasledné probéhne hlavni c¢ast
vipoctu. Posledni ¢dsti vipoctu je prevedeni dat vysledki do grafickych vystupu 2 (viz
Obr. 2.3).

Zacatek vypoctu Hlavni cast

%I Kolize %
— N2
I Vygenerovani mrizky I
\ Proudéni a okrajové podminky
Vygenerovani koeficientu N2
zaplnénf Urceni rychlosti a hustoty
a koeficient zapInéni
N2
I Vypocet prirlistku hmotnosti I
Konec vypoctu L
yp I Zména bunék a hmotnosti l
I Ulozeni dat H \I(
N Vypocet koeficientu zaplnéni
I Graficky vystup I
Ano e splnénd Ne t+1

podminka
vypoctu?

Obrazek 2.3: Vyvojovy diagram vypoctu

Vypocet zacind vygenerovanim mfrizky a prevedenim kapaliny do bunék. U buneék,
kterymi prochazi ohraniceni volnou hladinou, se dopocte koeficient zaplnéni bunky. Pred
samotnym vypoctem se také vypocte hodnota distribuéni funkce. Rychlost v poc¢ateénim

kroku se uvazuje jako nulova, pokud neni stanoveno jinak.

3Tento krok se také nazyvé postprocessing (p¥ipadné data postprocessing). Jde o slovo ptrevzaté z an-
glictiny ze slov post a processing. Znamena zpracovani po hlavnim vypoctu. Tedy jde vytvoreni takové
grafické podoby, kterd da vysledky snadnéji srozumitelné, nez surova data.



2.1. Lattice Boltzmann metoda

Nasleduje hlavni smycka vypoctu. Ta zac¢inad kolizi a proudénim. Soucasti proudéni
je i zohlednéni okrajovych podminek. Z nové vzniklé hodnoty distribucni funkce se poté
vypocita hustota, rychlost a koeficient zaplnéni bunék .

Zmeéna vektoru distribuc¢ni funkce zpusobi prirustek hmotnosti. Z ného se provede zména
bunék a preskupeni prebyvajici hmoty. Po zméné bunék je opét tieba prepocist hodnotu
zaplnéni bunék a.

Ukonceni vypoctu muze nastat na zakladé dvou podminek. Prvni podminkou je dosazeni
zvoleného poctu vypocetnich kroku. Druhou podminkou je dosazeni takového stavu kapa-
liny, pfi ni jiz nedochéazi ke zméné pohybu kapaliny.

Po ukonéeni hlavni ¢asti vypoctu nasleduje postprocessing. Pii ném je mozné z vysledku
vypoctu zrekonstruovat prubéh hladiny a vytvorit grafickou podobu vysledku. Jeho soucésti

muze byt vytvoreni animaci zobrazujici chovani betonu v case.

2.1.2 Viskozita

Viskozita je zasadni veli¢ina pii popisu chovani teceni kapalin, kterd udava pomeér mezi
zménou rychlosti a tecnym napétim. V Lattice Boltzmann metodé vstupuje do vypoctu
equilibria a distribuc¢ni funkce prostrednictvim soucinitele tieni. Velikost soucinitele tfeni
je odvozena od hodnot viskozity nésledovneé:

3v(z,t)
At

T(z,1) = % + (2.14)

Chovani kapaliny lze rozdélit na dva mozné piipady. Pro newtonovskou kapalinu je
viskozita a soucinitel tfeni konstantni hodnota. Pro nenewtonovskou kapalinu je viskozita
proménnou ménici se v ¢ase a prostoru. Jeji popis zavisi na vlastnostech kapaliny, jako jsou
vnitini tfeni a povrchové napéti.

Chovani kapaliny se snazime popsat materidlovym modelem. Jednim z modelu pouzivanych
pro popis nenewtonovské kapaliny je Bingham plasticky model [8]. Tento model dosahuje
dostatecné presnosti pro bézné betony [9]. Predpokladd se v ném, ze viskozita je linedrné

zavisld na devidtoru tieni a velikosti tfeni [10] (viz Obr. 2.4).
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Newton liquid

Rychlost
smyku

Bingham model

Mez kluzu

A‘ Smykové napéti

Obréazek 2.4: Bingham a Newton model.

Devidtor tieni a velikost tfeni v prislusném misté a case se ziskaji na zakladé soucinitele
tfeni z predchoziho ¢asového kroku a souc¢tu hodnot vektoru nonequilibria se zohlednénim

nasobku slozek vektoru.

3 ne
’Y(l',t)l’] ~ mchi’ac‘j,a][a q(:lj‘,t) (215)

)
5,0 % (1= gmmgy) YolCrntsn = o) %00 (210

Kde druhy invariant tenzoru povrchového napéti je dan odmocninou sumy nasobku

slozek tenzoru napéti.

v =233 (2.17)

Do vypoctu vstupuje nonequilibrium. To je rovno odeéteni vektoru equilibria od vektoru

distribu¢ni funkce.
fgeq(x,t) :fa($7t> _fceyq(uf7pf) (2'18)

U viskozity se stanovi maximalni a minimalni velikost viskozity. Pokud vypoctena visko-

10



2.1. Lattice Boltzmann metoda

zita prekroc¢i krajni hodnoty intervalu, uréi se jako piislusna krajni hodnota.

1 1
Vapp = g <Tmax - _> Pro Tapp > Tmaz

2
1 1
Vapp = 3 (Tmm — §> Pro Tapp < Tmin (2.19)

_ Y
Vapp =1 + 7 PTO Tmin S Tapp S Tmax

Pro hodnoty velmi blizké 7 = 0.5 a nizsi se vypocet stava nestabilnim. Duvodem je, ze
u hodnot 7 = 0 plati ze 1 — % = 0 . Hodnoty 7 blizké hodnoté 0.5 daji hodnotu blizké
nule. Je vhodné nastavit vyssi hodnotu minimalni viskozity (nafiklad 7 = 0.51).

Viskozita muze byt jednim z parametru urcujici, ze jiz byl dosazen stav rovnoviahy
a tedy ukoncen vypocet. Jde napiiklad o podminku dosazeni urcitych procent bunék s

maximalni viskozitou.

2.1.3 Volna hladina

U Lattice Boltzmann metody rozdélujeme tlohy na dva druhy. Jsou to ulohy z vnéjsku
ohranicené, které zohlednuji jeden typ plynu (kapaliny) a tlohy s volnou hladinou, které
zahrnuji vice plynu.

Pro tlohy s volnou hladinou mohou bunky (mfizky) nabyvat tii typu. Jsou to buiky
plné, u kterych se predpoklada, ze objem buiky je plné obsazen kapalinou. Déale to jsou
bunky prechodové, u nich je ¢ast bunky vyplnéna kapalinou a ¢ast vzduchem. Poslednim
typem jsou prazdné bunky reprezentujici vzduch (viz Obr. 2.5).

Vypoctu kolize a proudéni se iicastni jen bunky prechodové a plné, stejné tak naslednych
prirustki hmotnosti.

Miru zaplnéni kazdé bunky lze vyjadrit koeficientem zaplnéni. Ten je dan pomérem
hmotnosti ku objemu bunky,

o =

" (2.20)
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2.1. Lattice Boltzmann metoda

Obrézek 2.5: a) Prazdna bunka b) Pfechodova bunka c) Plnd bunka.

kde plati:
a =0 Pro prazdné bunky
a > (0,1) Pro prechodové bunky (2.21)
a =1 Pro bunky kapaliny
Na zacatku vypoctu je tfeba prevést tvar hladiny na mrizky. Tedy je tfeba pro danou
zvolenou miizku urcit, ktera bunka je plna a prazdné. U prechodovych bunék je tfeba urcit

hodnotu koeficientu zaplnéni. Ten se urci podle miry zaplnéni prislusné bunky kapalinou.

(viz Obr. 2.6)*

a) b) c) d)

Obrazek 2.6: Priklad urceni koeficientem zaplnéni « a) 0.875 b) 0.75 ¢) 0.5 d) 0.125

Obdobny proces nastava u rekonstrukce prubéhu hladiny, ptfi ni je tfeba z hodnot

koeficientu zaplnéni a typu bunék urcit prubéh hladiny. Vypocet rekonstrukce hladiny je

4Priibéh hladiny je na vsech ¢tyfech obrazcich zndzornén pifmkou. V redlné situaci miize byt pritbéh
hladiny rozlozen libovolné.

12



2.1. Lattice Boltzmann metoda

Vwater
= 2.22
o= (2.22)

Zpétny vypocet dava témeér nekonecné moznosti jak plochu vyplnit do daného poméru.

P1i jejim vypoctu je tieba vyjit z predpokladu spojitosti hladiny.

2.1.4 Okrajové podminky

Pro ohraniceni vypoctu je tteba urcit okrajové podminky. Zakladnim rozdélenim je urcent,
kde se dana okrajova podminka nachézi. Jsou zde okrajové podminky v bunkach nélezici
k pevnym prekdazkam a okrajové podminky na hladiné nachdazejici se uvnitt mezilehlych
bunék. Specialnim piipadem okrajovych podminek jsou ty ptripady, kdy nastavaji oba typy
okrajovych podminek nardz v jedné buiice ®. S tim se lze setkat v bufice na rozhrani mezi

prekazkou a hladinou (viz Obr.2.7).

a)

c)

S
_ B

W

Obréazek 2.7: a) u volné hladiny b) kombinovand okrajovd podminka c) u pevné piekazky.

5Dalsf problém, ktery zde nerozvadim, je tuhost piekazky a stélost jeji polohy. Ve vzorcich uvedenych
v této kapitole se predpokladd, ze jsou télesa v klidu a tudiz je rychlost kolmo na prekdzku (piipadné
rovnobézné, podle typu podminky) v misté piekdzky nulovd. V pifpadé, ze by tomu tak nebylo, byla by
potieba zavést do vzorcu slozku vektoru rychlosti prekazky. Pokud by prekazka nebyla uvazovéna jako
nekone¢né tuhd, musela by se zavést poddajnost. Poté by byla poloha a rychlost prekazky odvozena od
zatizeni.

13



2.1. Lattice Boltzmann metoda

Pro pripady s pevnym ohrani¢enim jsou zakladni dva typy okrajovych podminek. Jsou
jimi odrazova a zrcadlova okrajova podminka. Rozlisuje se, pokud je prekazka na hrané

mi{zky, a tedy prochdzi uzlem miizky, nebo nachéz{ v poloviné miizky® 7[12] (viz Obr. 2.8).

I Okrajové podminky I

[ 1

Na volné hladiné I IKombinujl'ci obojeI I U pevné pr’ekéikyl

I Protiskluznd I Pokluznd

IPO|OViénl'i PIna Polovicni

Obrazek 2.8: Zakladni rozdéleni typu okrajovych podminek.

Okrajové podminky je tfeba zohlednit do vypoctu v kroku nasledujicim po proudéni.
Priklady vypoctu vektoru rychlosti u jednotlivych typu okrajovych podminek jsou v této
podkapitole uvedeny pro model D2Q9. Pro jiné modely jsou vzorce vypoctu novych vektoru
rychlosti odligné, byt jsou zaloZeny na stejném principu.

Poloviéni odrazova okrajova podminka predpoklada, ze prekazka, u které je pouzita
tato podminka, se nachézi v poloviné vzdélenosti mezi sttedy bunék (viz Obr. 2.9).

Odrazova okrajova podminka ptedpokldda, ze vektor rychlosti se odrazi v obou smérech
zpét. Vychazi z podminky nulové rychlosti ve sméru kolmém k piekazce i nulové rychlosti
ve sméru rovnobézném k prekazce. Tedy predpoklada nekoneéné velké treni a nemoznost
stéct po prekazce.

Vypocet posunu distribu¢ni funkce se pro jednotlivé rychlosti, které se nachazeji smérem

6V literatuie lze nalézt i dalsi typy okrajovych podminek. Jednou takovou podminkou je napiiklad
periodicka okrajovd podminka. V této praci popisuji jen podminky, které jsou vhodné k popisu teceni
kapaliny u volné hladiny.

“Okrajové podminka miize, pokud je to potieba, popsat jakoukoliv polohu prekazky viéi stiedu buiiky.
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2.1. Lattice Boltzmann metoda

fe f2 fs
RNV
fpc 7 K%fpc\; fpc 8

v LA

e o j-1
-1 i i+ 1

Obréazek 2.9: Schéma polovicni odrazové okrajové podminky.

od prekazky, provede nasledovneé:

fa((i,5), t + At) = f7°((i, 5), 1)
f5((i,5), t + At) = f7°((i, 5), t) (2.23)
fo((i, 5), t+ At) = f*((i,5), 1)
Modifikaci této okrajové podminky je odrazova okrajova podminka s celym krokem.
Pii této okrajové podmince se nachdzi prekazka ve stredu bunky (viz Obr. 2.10).
Pii vypoctu distribucni funkce je oproti predchozimu ptipadu jedna zasadni zména,
a to které vektory rychlosti v daném uzlu vstupuji do rovnovahy. Distribucni funkce se

v okrajovém bodé vypocte:

Fa((i,4), t+ At) = fi°((6,5 + 1), 1)
f5((i,4),t + At) = fF((i + 1,5 4+ 1),¢t) (2.24)

fe((i,9),t +At) = f2((i — 1,7+ 1),t)

Dalsi okrajovou podminkou je zrcadlové okrajovad podminka (viz Obr. 2.11). Zde stejné
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2.1. Lattice Boltzmann metoda

@ .

o4

pc4 fDC 7

N

/// TS

I+ 1

Obrazek 2.10: Schéma plné odrazové okrajové podminky.

jako v predchozim piipadé lze uvazovat s celou, anebo poloviéni okrajovou podminkou.
U zrcadlové okrajové podminky je uvazovano s tfenim blizkym nule.

Rychlosti se odrazi jen ve sméru, ve kterém se nachazi prekazka. V takovém pripadé se
obracf slozka vektoru rychlosti. V dalsich smérech (v dalsich rozmérech, kde neni prekdzka),
jsou hodnoty prislusnych ¢lenu vektoru rychlosti nezménény.

Velikost distribucni funkce pro zrcadlovou okrajovou podminku s poloviénim krokem je
nasledujici.

fa((i,5), t + At) = f°((2, 5) 1)
S5, 5),t + At) = f§°((i + 1, 7). 1) (2.25)
fo((@, ).t + At) = f7°((i — 1,j), 1)

Redlnou prekazku lze zachytit kombinaci (linedrni interpolaci) dvou predchozich typu
okrajovych podminek. Velikost poméru mezi podminkami lze nastavit podle charakteristik
trenf [13].

f(@,t) = n(f (2, )bounce + (1 —n)(f (2, 1) specular (2.26)
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2.1. Lattice Boltzmann metoda
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Obréazek 2.11: Schéma zrcadlové okrajové podminky:.

Okrajova podminka pro volny okraj je stejna pro vSechny vypocty:
fF(x — At t) = f7*+ [+ f(x,t) (2.27)

kde 7 zna¢i smér ve kterém je smérovana dana rychlost, 1~ zna¢i opacény smér. Hodnoty
eq eq s/ .
fi " a f.” reprezentuji slozku vzduchu.
Okrajova podminka, kterd zahrnuje volnou hladinu a zaroven pevnou piekazku, se
muze vypocitat jako okrajova podminka s pevnym okrajem s upravenou hodnotou n z

predchoziho vzorce. Zaroven pro vektory, které do okrajové podminky s pevnym okrajem

nezasahuji, se vypocte jako okrajova podminka s volnou hladinou.

2.1.5 Zména hmotnosti

Prirustek nebo ubytek hmotnosti je zavisly na rychlostech, respektive na rozlozeni hodnot
distribuéni funkce. Piirustek se pripocita pro kazdy vektor rychlosti v plnych a prechodovych
bunkach. Prirustek pro jednotlivou bunku se poté vypocte souctem vsech prirustku v dané

buice.
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2.1. Lattice Boltzmann metoda

Zména hmotnosti v dané rychlosti se vypocte:
Am;(z,t + At) = Bi(fi- (z + €,t) — fi(x, 1)) (2.28)

kde hodnota f; je rozdilna pro ruzné typy bunék, prechodova bunka je jediny typ, kde
dochézi k prirustku nebo ubytku. Hodnota j; je:

1 pokud (x + e;,t) je plna bunka

0 pokud (x + e;,t) je prazdnd buika (2.29)

1
3 (m(x, t) +m(z + e, t)) pokud (z + e;,t) je mezilehld bunka

Zména hmotnosti v jednotlivé bunce v dalsim ¢asovém kroku je rovna souctu zmén ve

vsech smérech dané bunky:
Am(z,t+ At) =Y Amj(x,t + At) (2.30)

Hmotnost kapaliny v bunice v nadchazejicim ¢asovym kroku lze poté spocitat jako soucet
velikosti hmotnosti v predchozim ¢asovém kroku a piirustku hmotnosti pro dany ¢asovy
krok.

m(x,t + At) = m(z,t) + Am(x,t + At) (2.31)

2.1.6 Zména bunék

Po vypocétu zmény hmotnosti je tieba prepocist hodnotu a. Pokud néktera piechodova
bunka nabude hodnotu presahujici 1, stavé se z ni plnd bunka (viz Obr. 2.12) a naopak
pokud se hodnota snizi pod 0, stava se z ni prazdnd bunka (viz Obr. 2.13). Plati, Zze nesmi
sousedit plna bunka s prazdnou [14]. Hodnoty distribuéni funkce u nové vzniklych bunék
je tfeba dopocitat.

Ke zmeéné nedochdzi presné u hodnoty 1 (respektive 0), ale je uvazovana mald rezerva

K, kterou lze uvazovat fadové 1073,

alx,t + At) > (1 + k) burnka se stava plnou burikou (2.32)
2.32

a(z,t+ At) < (0 — k) bunka se stdva prazdnou burikou

18



2.1. Lattice Boltzmann metoda

TR

Obrazek 2.12: Piiklad, kdy se jedna prechodova bunka (¢ervené) stane plnou.

| ad

Obrazek 2.13: Priklad, kdy se jedna prechodova buiika (Cervené) stane prazdnou.

Pro nové vzniklé mezilehlé bunky je nutné vypocitat jejich hustotu a rychlost.

Pii vypoctu vznika nadbytecna (chybeéjici) hmota. Jde o hmotu, kterd reprezentuje tu
¢ast hmoty, ktera presahla 1. Tuto hmotu je tfeba pripoc¢ist do okolnich bunék. K opa¢nému
procesu dochéazi u bunék, které se z plnych staly prechodné.

Naplnéni a vyprazdnéni bunék se rozdéli pomoci normélového vektoru proudéni. Normalovy

vektor zndzornuje velikost a smér zapliiovani (vyprazdnovéani) bunék.

o Vo
n(i, j) = (2.33)
Iavaet)
Kde hodnota alfa je priblizné:

~ 2.34
va < 2Az ’ 2Azx (2:34)

Rozdil hodnoty hmotnosti ptripoc¢itané a odecitané jsou:
AM,ei(z, eAt) = ' AM (2.35)

> w;

19



2.1. Lattice Boltzmann metoda

Pro bunky predavajici prebytecnou hmotu je vypocet w nasledujici:

w; = ne; pokud ne; > 0

(2.36)
w; = 0 pokud ne; <0
Pro vyprazdnujici se bunky je vypocet obdobny:
w; = —ne; pokud ne; < 0
(2.37)

w; = 0 pokud ne; > 0

2.1.7 Stabilita vypoctu

Jednim z dulezitych faktoru, ktery ovliviiuje vypocet, je stabilita. Pii urcitych podminkéch
muze dojit ke ztraté stability vypoctu. Pokud dojde ke ztraté stability, vypocet ztrati kon-
vergenci a udava nerealné hodnoty. Ztraty stability zavisi predevsim na distribuci hmoty,

ktera je odvozena od viskozity a rychlosti [15].

2.1.8 Jednotky

Veliciny vstupujici do vypoctu jsou prevedeny na bezrozmeérné, které jsou urcené pro dany
vypocet. Velikost ¢asového kroku a miizky se zvoli rovno jedné. Uvazuje se, ze At = 1 a
Az = 1.

Pii zméneé velikosti casového kroku napiiklad z duvodu zabranéni mozné ztraté stabi-
lity je tifeba prepocitat hodnoty proménnych ve vypoctu. Zména stability u proménného

¢asového kroku nastava, pokud je rychlost vyssi nez nejvyssi stanovena hodnota rychlosti.
Umazx > Utresh (238)

Hodnota e, je stanovena 1/6 pro model D2Q9. Z poméru piipustné a maximalni

hodnoty Ize dopoéitat novy piirustek casu.

At,, = ttresh (2.39)

uma:c

K tomu Ize pouzit koeficient S. Ten je urc¢en jako pomér ¢asu nového a starého casového

kroku [16].
At,

5= Aty

(2.40)
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2.1. Lattice Boltzmann metoda

Hodnoty u proménnych jako je rychlosti, sily a gravitacni zrychleni, se poté pireskaluji

koeficientem S

(2.41)
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2.2. Uroven objektu

2.2 Uroveii objekti

Ptfi modelovani betonu vstupuji do vypoctu pevné a pohybujici se objekty. Jsou jimi
napiiklad kamenivo nebo rozptylena vyztuz. Pii spravné zvolené viskozité by teoreticky
chovani téchto ¢astic mohlo byt zahrnuto jednoduchym LBM vypoctem. Zohlednéni téchto
castic ptimo v Lattice Boltzmannové metodé by vyzadovalo velmi malou velikost bunky
pro presné vysledky. Proto jsou télesa uvazovana jako jina uroven, kterd je poté zahrnuta

do modelu.

Télesa jsou zjednodusena (viz Obr. 2.14). Mirou zjednoduseni narustd nepresnost vypoctu.

Je nutné zvolit takové zjednoduseni, které je jednak mozné vypocitat, ptipadné je vypocitatelné
v pozadovaném case. Zaroven je tfeba dbat na to aby nepfesnost (chybovost) dana zjed-
nodusenim nepresahla urc¢itou mez, ktera ¢ini vypocet nepouzitelnym. V této praci popisuji

nejjednodussi pifpad zjednoduseni kameniva a to na kruh®.

a) b) C)

Obrazek 2.14: Zjednoduseni a) kamenivo na kruh b) dratek na tusecku c¢) kamenivo na
elipsu

Chovani pevnych ¢astic lze ziskat vyfesenim Newtonovy pohybové rovnice. Pohyb je
vypocitan metodou postupné integrace. Jedna se o zpétny dopocet. Pii této metodé vznika

numericka chyba, ktera se ¢asem zvétsuje. Velikost této chyby je imérna c¢asovému kroku.

8To piedpokldds uréitou podobnost rozméri kameniva ke kruhu. Pro ploché kamenivo je toto zjed-
noduseni nepouzitelné.
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2.2. Uroven objektu

2.2.1 Postup vypoctu

Na zacatku kazdého casového kroku se urci ¢asy vzajemnych kolizi téles a z nich se vybere

ten nejmensi. Nasledné se ucini posun téles v daném nejmensim case. Nasleduje provedeni

kolize, tedy ptrepocitani rychlosti téles u kterych doslo ke vzdjemném kontaktu. K rych-

lostem se pripocte prirustek rychlosti od zrychleni. Postup vypoctu se poté opakuje, do-

kud neni dosazena podminka, ze ¢as k pristi kolizi je vétsi, nez zbytkovy cas ke konci

vypoctu. Poté nasleduje dopocet pohybu do predem uréeného konecného casu. Kdyz je

hlavni vypocet u konce, tak nasleduje konecna faze, ve které se zpracuji data a vytvori

vystupy (viz Obr. 2.15).

Zacatek vypoctu Hlavni Cast

I Vygenerovani kameniva

Vypocet asu kolize ti

Je splnéna

I Posun kameniva s casem | Ano
n

-t

podminka
t+ti=n

Konec vypoctu Posun kameniva o ¢as ti

N2

UloZeni dat

Provedeni kolize - vypocet

N2

novych rychlosti

Graficky vystup

Pfipocet k rychlosti
_od zrychleni

-

Obréazek 2.15: Schéma postupu vypoctu.
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2.2. Uroven objektu

Pii tomto postupu nartistd vyrazné ? vypoctovy ¢as. Je proto lepsi zvolenou oblast
rozdeélit na prekryvajici se podoblasti nebo zvolit konstantni ¢asovy krok s dopo¢tem posunu
zpet.

Casovy krok je proménny a jeho velikost je déna nejmensf z hodnot ¢asu pifst{ kolize a
¢asu celkového vypoctu urovneé.

Zrychleni se pripocitava k rychlosti pomoci numerické integrace. Nejjednodussim pripadem
je po kazdém casovém kroku pripocist odpovidajici zrychleni. Pfi tomto postupu vznika
numericka chyba, ktera se s casem zvétsuje.

Poloha télesa se v case po prirustku vypocte:

(2.42)
Yi =Yy +1#V,
kde pti vypoctu nové polohy se dopocte nova rychlost. Ta je dana pomoci numerické
integrace jako soucet stavajici rychlosti a zrychleni nasobené délkou casu.

(2.43)
Viy=Viy + A xa

2.2.2 Typy kolizi

Kolize téles lze obecné vypocitat v zavislosti na koeficientu restituce. Rozdéluje se zde
vypocet na tii druhy, dokonale elastickou kolizi, neelastickou kolizi a dokonale neelastickou
kolizi [17].

Cr = 1 Dokonale elastické kolize
0 < Cr < 1 Neelasticka kolize (2.44)

Cr = 0 Dokonale neelasticka kolize
Pti dokonale elastické kolizi (viz Obr. 2.16) je rychlost kolmo k prekézce v okamziku dopadu

télesa stejna jako rychlost odrazu.

9Piesnéji jde o funkci k = n?, kde n je pocet téles a k je pocet kolizi. Pokud budeme piedpoklidat, ze
vypoctovy ¢as pro urceni Casu kolize je stejny, piipadné pfiblizné stejny. Vypoctovy ¢as narustd kvadra-
tickou velikost{ téles: T = kg * n?
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T 777007777 TTTTTTT77

t=0 t=1 t=2

Obrazek 2.16: Dokonale elasticka kolize (C, = 1), zndzornéna ve t¥ech po sobé jdoucich
casovych krocich.

Pii tomto typu kolize muzeme ziskat rychlost ze zakona zachovani energie, kdy energie

vstupujici do vypoctu je energii vystupujici.

Eint == Eez‘t
1 .y 1 , 1 . 1 , (2.45)
—MaU; + =My = —Mmuu, + —Mmpu
2 2 T T g T
Vzhledem k tomu, ze mame dvé proménné, musime vyuzit jesté zdkon zachovani hyb-
nosti:
Pint - Pext
(2.46)
MaVq + MUy = MyVq + MpUp
Po upravé lze ziskat rychlosti. Vysledné rychlosti po srazce jsou nasledujici:
Mg — My 2m,
Vo = +mua+m g
mq b a b
om My — m (2.47)
Vg = L, + aub

Me +my Mg +my
kde hodnoty a, b znac¢i jednotliva télesa, v rychlost po kolizi u rychlost pred kolizi.
Tento typ je spiSe teoreticky, protoze soucinitel restituce pii redlnych aplikacich nebude
mit hodnotu rovnou jedné.
Druhym typem jsou neelastické kolize °. Neelastickd kolize muzZe byt ¢dstecné nebo

dokonale neelastickd. Céstecéné neelastickd kolize ma soucinitel restituce v rozmezi mezi

10T¢7 je mozno znagit jako nepruzné srazka.
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2.2. Uroven objekti

nulou a jednou (viz Obr. 2.17). Pro piipad nardzeni kameniva vzdjemné o sebe, piipadné

o prekazky, l1ze hovorit o ¢astecné neelastické kolizi, tedy ptipad feseny v této praci.

(ALLTLET L ///,//// i

t=0 t=1 (=2

Obrézek 2.17: Céstecné neelastickd kolize (C, = 0.5), zndzornéna ve tfech po sobé jsoucich

casovych krocich.

Poslednim typem je dokonale neelastickd kolize (viz Obr. 2.18). Vsechna energie se zde

pohlti pfi narazu.

LT ///’//// ///,////

t=0 t=1 t=2

Obrazek 2.18: Dokonale neelastickd kolize (C, = 0), zndzornéna ve tfech po sobé jsoucich

¢asovych krocich.

Hodnota soucinitele restituce C, udava jaka ¢ast energie pti narazu z rychlosti, se opét
preméni na rychlost. Prebyteéna energie (velikosti 1 —C,.) se pfeméni na jiné druhy energie,
jako je napriklad zména teploty.
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2.2. Uroven objektu

Pokud jsou déany dva objekty s danou hmotnosti, rychlosti a vzajemnym soucinitelem
restituce, vypocet rychlosti po kolizi 1D tlohy se provede nésledovné (viz Obr. 2.19):

Crmy(up — ug) + Mol + mpup
Vg =

Mg + My

2.48
~ Comg(ug — up) + Mt + mypuy (248)

Up
Mg + My

Obrazek 2.19: Kolize 1D tlohy, poloha objektu ve 3 casech.

Pii vzajemné kolizi télesa s pevnou prekazkou lze uvazovat, ze pevnd prekdzka ma

nulovou hybnost. Pti dosazeni a vyjadieni dostaneme:

Ve = —Uu,C, (2.49)

2.2.3 Casy kolizi

Pro tddny vypocet je potieba zjistit, kdy dojde k srazce (kolizi) dvou pohybujicich se téles,
nebo pohybujiciho se télesa a pevné prekazky. Pro ptripad dvou pohybujicich se kruhovych
téles ' lze vyjit z piedpokladu, ze vzdalenost stfedu téles je v dobé kolize stejny jako

soucet poloméru téles (viz Obr. 2.20).

(g — 23)* + (20 — 2)% = (14 +13)* (2.50)

1Vychizim z difve zavedeného predpokladu, Ze télesa maji pfiblizné kruhovy tvar. Jde o nejjednodussi
ptipad. Pro dva kruhy existuje analytické feSeni ¢asu kolize, zatimco pro realné tvary presné popisujici
tvar kameniva nikoliv.
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2.2. Uroven objektu

Vb Vzb

Az

| A |
/1 /1

a xb

Obréazek 2.20: Schéma teseni vypoctu casu kolize.

Kde plati ze souradnice jsou dany pocateéni polohou a prirustkem od rychlosti.

xn:xnﬂ—i_t*‘/:’cn

(2.51)
Zn = Zno + % Vo
Kde pii dosazeni lze ziskat:
(Ap +Ayp %) + (A, + Ay, 1) = (ry +13)° (2.52)
Vysledkem vyjadreni ¢asu ¢ je kvadratickd rovnice.
P rtx (2% Mg x Ay F25 A, x Ay,) A2+ A% — (1, +1)2 =0 (2.53)

Tato rovnice muze mit pro urcité parametry reSeni v komplexnich ¢islech a zaroven mit
vysledky zdporné i kladné. Reseni rovnice jsou vzdy dvé a hledanym vysledkem je nejmensi
kladné realné ¢islo. Pokud je vysledek v komplexnich ¢islech, pfipadné ma rovnice oba

kofeny zaporné, tak to znamend, ze ke kolizi nedojde [18].
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2.2. Uroven objektu

2.2.4 Kolize ve 2 dimenzich

Pro 2D tlohu lze tlohu prevést spojnici bodu na 1D feSeni. Prevedeni lze vypocitat tak, ze

Vektor kolmy ponechavame ve stavajici velikosti. Nakonec prevedeme nové vznikly vektor

do puvodnich soutadnic (viz Obr. 2.21). Pii tomto vypoctu je zanedbéna rotace danych

objektu a vzajemné treni.

Va

Vb

a)

c)

Vbz’

b)

Va2
/ Vaz’

Vbz’

‘7 Vb2
Vbx2 "’

d)

Obrazek 2.21: Kolize ve 2D prostoru a) vytvoreni pomocnych souradnic b) prevedeni vek-
toru rychlosti c¢) urceni kolize v 1D d) prevedeni rychlosti zpét.
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2.2. Uroven objektu

V pifpadeé kolize a pevné piekdzky je vypocet obdobny, jen se neprovadi spojnice téZist,

U realnych uloh muze dojit k vicendasobné kolizi. Vicenasobnou kolizi si muzeme predstavit
jako kolizi 3 a vice téles najednou. V tom piipadé je treba vySe uvedené vzorce rozsitit.
Vypocet se provadi maticové, se zohlednénim vsech moznych kolizi najednou.

Prvnim krokem je sestaveni vektoru rychlosti V o velikosti DN, dale ¢tvercové dia-
gonalni matici hmotnosti M, kde kazda strana ma velikosti 2N a matice kolizi K o velikosti
DN x k. Pricemz plati N je pocet téles, k je pocet kolizi a D je velikost dimenzi. Ve vyse
uvedenych pripadech se jednd o 2 dimenze. Ve vektorech a maticich o velikosti 2N se radi
postupné po kazdém bodé, kdy jsou uvedeny nejdrive ve sméru z a poté ve sméru z. Pred
samotnym vypoctem se sestavi prislusné vektory a matice [19)].

Matice a vektory se sestavuji pro vSechna télesa ve vypoctu véetné pevnych prekazek
a téles, u kterych neprobiha zadnd kolize. U pevnych piekazek je prvek matice hmotnosti
nekonecny, a tudiz prvek inverzni matice hmotnosti nulovy.

Prvnim krokem vypoctu je vypocet relativnich rychlosti ve sméru kontaktu.

Wiy = KTV (2.54)
Dalsim krokem je vytvoreni vektoru impulzu. Jeho velikost je rovna poctu kolizi.
J= (KM 'K)™ (1 + C)Wipp (2.55)
Z vektoru impulzu lze vypocitat prirustky rychlosti.
Ay = M'KJ (2.56)
Z prirustku uz lze snadno dopocitat jednotlivé rychlosti prostym souctem.

Vout = Vzn + AV (257)

2.2.5 Pripady kolizi

Zde bych rad uvedl jeden fakt, ktery nemusi byt na prvni pohled zfejmy. V zakladnim
vypoctu, ktery jsem nastinil, se postupuje od kolize ke kolizi téles. Existuji piipady, kdy
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2.2. Uroven objektit

je kolize permanentni a vyse popsany vypocet by znemoziiovala.'? Proto je tieba rozlisit
kolizi docasnou, pii které se po kontaktu télesa odrazi, a kolizi trvalou u které vzajemna
vzdalenost téles zustava stejnd (viz Obr. 2.22).

Trvalou kolizi si muzeme predstavit napiiklad jako dva objekty se stejnou rychlosti

tésné vedle sebe nebo téleso pohybujici se po piekazce.

b)

Obrazek 2.22: a) docasnd kolize b) trvala kolize.

12Vypocetni ¢as piisti kolize by vysel nulovy. Zakladni algoritmus by se zacyklil provadénim nulovych
pohybt a nikdy by nedogel do cile.
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2.3. Uroven interakce ob jekt - kapalina

2.3 Uroveri interakce objekt - kapalina

Tato troven vychazi z predpokladu stejné rychlosti objektu i kapaliny ve stejném bodé
(neni zohlednén prokluz). K urcéeni pusobcich sil v bodé kontaktu je vyuzita Immersed
boundary method.

Kazdy pohyblivy objekt je rozdélen nékolika Lagrangeovymi body (viz Obr. 2.23). V
kazdém z téchto bodu je potieba ziskat vektor rychlosti od kapaliny a od pohybujiciho se
télesa [4].

Obrazek 2.23: Téleso s Lagrangeovimi body v LBM miizce

télesa a tithlovou rychlost nasobenou celkovou hodnotou vzdélenosti bodu od stiedu '3
Up () = Uy + Wy (2 — xp) (2.58)

Rychlost ziskavame v Lagrangeovych bodech. Tyto body volime tak, aby cést, ktera k

bodum nalezi, byla obdobna.

13Pokud otéceni objektii zanedbame, pak ziskdme pro kazdy bod stejnou rychlost. V takovém piipadé
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2.3. Uroven interakce ob jekt - kapalina

Velikost rychlosti v libovolném bodé kapaliny lze urcit pomoci discrete delta funkce.
Discrete delta funkce ma nenulové hodnoty v malém tseku blizko nule. Existuje vice druhu
discrete delta funkci [20], jako napfiklad linedrni dirac delta (viz Obr. 2.24), piipadné

kosinova dirac delta funkce.

/N

-1 1

Obrazek 2.24: Linearni discrete delta funkce.

Velikost rychlosti v irovni LBM je:

L Sule D —,)
I D(x — xp)

(2.59)

kde D je discrete delta funkce danych bodu. Discrete delta funkce se vypocte jako

soucin discrete delta funkei ve vSech smérech.
D=D,x*D, (2.60)

Pricemz hodnoty linearni discrete delta funkce v daném sméru se vypoctou:

D;=1—dpokudd <1
(2.61)
D; =0 pokud d > 1

kde d znac¢i vzdalenost Lagrangeova bodu a bodu mftizky v piislusné dimenzi. Pocita
se ve vSech dimenzich.
Rozdil rychlosti se poté prevede zpét na sily do danych fazi. Tedy vypocte se takova

sila, ktera by poskytla rovnost mezi obéma tdrovnémi a pripocte se do vypoctu.
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2.3. Uroven interakce ob jekt - kapalina

Vzhledem k tomu, ze LBM je bezrozmérna a jednotky jsou na bezrozmérné prepocitavany,

je tieba takovy prepocet provést pii pfevodu na troven interakce a i zpét.

ui p:
FI010) = 22 (ug,t) = () AV (262)

Celkova sila pusobici v jednom bodé mrizky se spocte jako soucet ze vSech Lagrangeovych
bodu:
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KAPITOLA 3

Implementace

Cilem predlozené prace bylo vytvorit program, ktery je schopen pii zadani pocatecnich
podminek simulovat roztékani betonové smeési a popsat chovani vsech ¢dsti (jak celkové
¢asti zahrnujici kapalinu, tak kameniva).

K vypoctu je potieba zvolit typ modelu a zvolit velikosti jeho zakladnich parametru,
urcit hodnotu proménnych na vstupu vypoctu a zaroven vytvorit nékteré metody, které

vypocet umozni.

3.1 Volba programovaciho jazyka

Vypocet proudéni jsem se rozhodl provést v programovacim jazyce Python (viz Obr. 3.1).

Rozhodl jsem se pro to z nékolika divodu. Prvni z nich je ten, Zze jde o programovaci
jazyk, ktery jsem pouzival pti vypracovani své bakalaiské prace a mam s nim zkusenosti.
Dalsim duvodem, je jednoduchost postprocessingu a vykreslovani dat, kterymi jsou obrazky
a gif soubory. Poslednim duvodem je to, ze jde o programovaci jazyk s fadou volné do-
stupnych knihoven, které usnadnuji vypocet [21].

Nevyhodou zvoleného programovaciho jazyka je vypoctova rychlost v porovnani s jinymi
jako je napiiklad C++-. Pro realné tlohy velkého rozsahu by bylo vhodnéjsi zvolit rychlejsi

programovaci jazyk.
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3.1. Volba programovaciho jazyka

Obrazek 3.1: Priklad kédu v Pythonu.

3.1.1 Objektové orientované programovani

Python je programovaci jazyk, ktery umoznuje objektové orientované programovani. Nékteré
prvky se prevedou na objekty - tiidy, protoze se s nimi pak lépe pracuje. Je to vhodny
zpusob, zvlast pokud se nékterd entita ve vypoctu vyskytuje vicekrat v rozdilné podobé.

V mém piipadé mam za tiidu napiiklad kamenivo nebo pevnou piekazku.

3.1.2 Postprocessing

Jednim z ¢asti vypoctu je zpracovani vypoctenych dat a vytvoreni grafické podoby vystupt.
Témi jsou obrazkové vystupy nebo animace ulozeny jako gif soubor.

Obrézky pro jednotlivé casy jsem vytvoril pomoci prislusné knihovny (Matplotlib). Pro
tvorbu animaci je naroéné na vypocet skladat animace z obrazku ze vSech kroku. Zvolil
jsem proto zobrazeni v kazdém N kroku. Kdy N je celé ¢islo, napiiklad 10, 20. Do tvorby
animace vstupuje jen snimek z nasobku cisla N.

P1i spravneé zvolené velikosti N, snizuje toto zjednoduseni ¢asovou naroc¢nost a zaroven

nema vliv na vysledné vnimani animace.
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3.2. Zvolené parametry modelu

3.2 Zvolené parametry modelu

Mrizku modelu jsem zvolil D2Q9. Pti vytvoreni modelu betonu, je potieba urcit nékteré
proménné a konstanty. Prvnim je prevedeni kapaliny na miizku a zvoleni velikosti ¢asového
kroku a miizky. Dalsimi uréenymi proménnymi jsou koeficient restituce, viskozita a soucinitel

tfeni na pevné prekazce.

3.2.1 Velikost ¢asového kroku a m¥izky

Velikost ¢asového kroku a velikost miizky ma zasadni vliv. Pti ptilis velkém ¢asovém kroku
(miizce) muze dojit ke ztraté stability, a tedy Spatnym vysledkim. Naopak velmi maly
casovy krok ma vliv na ¢asovou naroc¢nost vypoctu.

Velikost prostorové miizky jsem zvolil 1 cm. Velikost casového kroku se odviji od
podminky stability. Velikost pomérné gravitacni sily jsem pro moje ptipady volil v roz-
mezi 0,005 az 0,00005. Dana hodnota je zavisla na rychlostech. V ptipadé adaptivniho

casového kroku se spolu se zménou prirustku ¢asu zméni i tato hodnota.

3.2.2 Koeficient restituce

Koeficient restituce je ruzny pro rozdilné materialy. Kontakt mezi kamenivem navzajem a
kontakt mezi kamenivem a piekdzkou muze dat rozdilné koeficienty. Uvazuji jeden koefici-
ent restituce pro vSechny ptipady.

Koeficient restituce mezi dvéma kamenivy muze obecné nabyvat hodnoty na intervalu
(0,7 - 0,9) [22] *. Hodnoty koeficientu restituce zélez{ na materidlovém slozen{ kameniva a
z néj odvozenych vlastnosti. Koeficient mezi kamenivem a podkladem se 1isi podle sklonu
podkladu, kdy pro zvétsujici se sklon koeficient stoupd [23]. Koeficient nabyva hodnot od

0,52 do 0,78 a nezavisi na tvaru kameniva [24].

1Jedn4 se o laboratorni méfeni, pii kterém jsou vzorky dokonale srovnany. V tomto méieni vychézi
hodnoty na intervalu (0.8 — 0.9). Pfipadné nerovnosti a trhliny u kameniva pii redlné aplikaci muze mit
koeficient restituce nizsi.
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3.2. Zvolené parametry modelu

3.2.3 Viskozita ¢éerstvé betonové smési

Pro urceni viskozity jsou potteba dvé hodnoty, a témi jsou plasticka a kinematické visko-
zita. Pomoci téchto hodnot vytvorim kiivku viskozity (Bingham model, piipadné jiny mo-
del) a nédsledné uréim viskozitu v kazdém bodé a case v zavislosti na velikosti tfeni a
rychlosti proudéni.

Viskozita se urci podle hodnot skutecného betonu. Jde o hledané proménné, které se lisi
piipad od ptipadu. Hodnoty viskozity nemusi byt predem znamy, a proto muze dochazet

k jejich urceni skrze zkousky a nasledny vypocet.

3.2.4 Soucdinitel t¥eni.

V trovni kapaliny u interpolace mezi typy okrajovych podminek je tieba urcit vzajemny
pomér podminek. Urcuje se tak, aby co nejlépe vystihoval vzajemné treni prekazky a be-
tonové smési.

Vyslednd hodnota je odvozena od soucinitele tfeni povrchu, na kterém pusobi cerstva

betonova smés.

3.2.5 Mnoizstvi a velikost kameniva

Pomeér velikosti kameniva v normou danych [25] frakcich je urceno z kiivky kameniva.
Mnozstvi kameniva lze ziskat z davkovani kameniva. To je ddno obvykle hmotnosti v kilo-
gramu vysledného betonu.

Vlivem zaokrouhlovani na celé kusy kameniva se nepodaii dat hodnoty ptesné.
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3.3. Pouzité metody a postupy

3.3 Pouzité metody a postupy

Pii vypoctu je nutné pouzit nékteré metody, které umoznuji vypocet. Jsou jimi urcéeni

pocatecni polohy kameniva a integrace zrychleni.

3.3.1 Integrace zrychleni

P#i numerické integraci je pouzit zpétny dopocet. Chybovost této metody s casem narusta.
Vzhledem k tomu, ze casovy krok je maly, tak je i vysledna chyba malé. Jde o nejjednodussi

metodu.

3.3.2 Pocatecni poloha kameniva

Prvky kameniva je tfeba zjednodusit na geometricky jednoduchy tvar, jako je tieba kruh.
Pti dalsim kroku je tfeba dany pocet rozdélit do dané plochy. Zde predpokladam rov-
nomeérné rozlozeni kameniva. Toho je docileno nahodnym generovanim kameniva s ome-

zujicimi podminkami (viz Obr. 3.2).
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Obrazek 3.2: Priklad vygenerovaného kameniva u sednuti kuzele.
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3.3. Pouzité metody a postupy

Ke generovani kameniva je pouzit generator ndhodnych cisel, ktery se nachazi uvnitt
knihoven Pythonu. Generdtor negeneruje cisla ¢isté nahodné. Jedna se o pseudondhodna

¢isla s urcitym "seedem”. To umoznuje provést vypocet opakované a dostat stejné vysledky.

3.3.3 Generovani prabéhu volné hladiny.

Na konci vypoctu se z daného zaplnéni mezilehlych bunék generuje prubéh hladiny. Je
tfeba zajistit spojitost hladiny. Popsani tvaru lze vyjadrit aproximacni funkci, napiiklad

linedrni (viz Obr. 3.3).
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Obrazek 3.3: Priklad linearni aproximaé¢ni funkce.

Z podminky spojitosti hladiny a tim i aproximacnich funkei lze stanovit rovnice. Vysledkem

je soustava n linearnich rovnic o n+1 nezndmych, kde n je pocet mezilehlych bunék.
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3.4 VylepSeni modelu

V modelu jsou néktera vylepseni, kterd zlepsuji vypocet. Jsou jimi napiiklad vypocet ¢asu

kolize kameniva pomoci podoblasti nebo vykresleni hladiny.

3.4.1 Podoblasti

Jak jsem napsal v predchozi kapitole, vypocet kolize kameniva je ¢asové naro¢ny. Cilem
je tedy najit vhodnou metodu jak urychlit vypocet. Jednou metodou je uréeni podob-
lasti, v které probihd vypocet moznych kontaktii kameniva. Podoblast je oblast ohranicena

kruhem v ur¢ité vzdélenosti od kameniva. (viz Obr 3.4).

Obrazek 3.4: Piiklad pouziti podoblasti. Cervené posuzovany objekt, zluté vstupuji do
vypoctu.

Urcéeni moc velkého okruhu muze prinést jen malé zlepseni. Prilis maly okruh muze
zpusobit nepfesnost vypoctu.

P1i vypoctu se nejdiive provede porovnani, zda piislusné kamenivo patii do podoblasti.
Pokud do podoblasti patii, provede se vzajemny vypocet casu pristi kolize. Pokud nepatii

do podoblasti, postupuje se stejné, jako kdyby ke kolizi viubec nedoslo.
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3.4. Vylepseni modelu

3.4.2 Vykresleni hladiny.

Pro ulohy vykresleni hladiny se muze stat, ze je teseni slozité. Slozitost vychazi z faktu,
ze je zde o jednu nezndmou vice nez rovnic. To lze nékdy obejit, napiiklad u symetrické
ulohy, ale obecné méame nekoneéné mnoho feseni.

Pro kazdou mezilehlou bunku se uréi z hodnot koeficientu zaplnéni vektor toku. Nasledna
hladina se urci jako kolmice na vektor toku (viz Obr. 3.5).

Ptesné poloha se uréi z vektoru a obsahu, ktery musi zaplnit. Pfi vypoc¢tu mohou vzni-
kat malé nespojitosti prubéhu hladiny. Poslednim krokem je vyrovnani téchto nespojitosti

zprumeérovanim polohy na hrané bunék.

Obrazek 3.5: Priklad vypoctu prubéhu hladiny v bunce

Vyhoda tohoto teseni je, ze lze TeSit i izolované pro jednu bunku. Nevyhodou je, ze

vznika urc¢ita nepiresnost.

3.4.3 Rotaéni symetrie

Pro nékolik malo pripadu 1ze uplatnit rotac¢ni symetrii. V mém piipadé jde o zkousku rozliti
kameniva, ktera je uvedena v nasledujici kapitole. Rota¢ni symetrii se snazim zachytit 3D

problém pomoci 2D vypoctu.
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3.4. Vylepseni modelu

Na zacatku vypoctu se prevede problém do dvoudimenzionalniho a pak se provede
vypocet. PTi postprocessingu se prevedou vysledky zpét. Pii prevodu vychazim ze rovnosti
objemu, respektive plochy v jedné vrstvé. Obsah vyseku i obsah plochy ve 2D vypoctu
maji byt stejné (viz Obr. 3.6).

¢

| 2

AN

Obrazek 3.6: Priklad plochy vyseku a vypoctu.

Plocha od vypoc¢tu je dana obsahem obdélniku, plocha od rota¢ni symetrie je dana

kruhovou vyseéf 2.

(3.1)
_p?
S—7rl227T

Pti rovnosti ploch roste velikost sitky tekutiny kvadraticky.

e »

Kde zvoleny vysecovy thel musi byt stejny ve vSech vrstvach a ve vSech krocich.

2Uhel ve zde zadaném vzorci je tieba zaddvat v radidnech.
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KAPITOLA 4

Modely, zkousky a priklady

Pti vypoctu se zabyvam zkouskou rozliti kuzele a z ni odvozenym modelem.

4.1 Zkouska rozliti kameniva

Jedna se o jednoduchou zkousku reologickych vlastnosti betonové smési. Zkouska sestava
z komolého kuzele !, kdy vétsi podstava je ta dolni (viz Obr. 4.1).

Rozmeéry kuzele a prubéh testu by mél probihat podle prislusné normy, pripadné podle
pozadavki [26]. Dle CSN pro navrhovani konstrukei [27] se vysledky primeért rozliti
rozdeéluji do tif tiid. Jimi jsou SF1, SF2 a SF3. Rozméry dle této normové zkousky jsou 200
a 130 mm pro pruméry podstav a 200 mm pro vysku. Tolerance rozméru je 2 mm smérem
nahoru i dolt.

Vyslednd vzdélenost rozliti se zjistuje jako prumér na sebe kolmych rozméru rozlité

betonové smési 2.
_d, +d,

a 2

(4.1)

Uvazuji i s jinymi kuzely nez normovymi vzhledem k tomu, ze v této praci porovnavam

1Téz znacen jako Abramsiv kuzel dle jeho autora.

2Rozdil téchto hodnot je dédn nerovnomérnosti rozlozeni vlastnosti Gerstvé betonové smési v prostoru.
V piipadé modelovani lze uvazovat jak piipady dokonale rovnomeérné, piipadné nerovnomérné. Piesné
hodnoty a jemné odchylky nelze predem znét. Lze jen stanovit pravdépodobnost vyskytu. Vzhledem k tomu
je nejjednodussi piipad uvazovat hodnoty rovnomeérné.
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4.1. Zkouska rozliti kameniva

vypocetni model a redlné (testovaci) chovéni cerstvé betonové smési. Hutnéni, vibrovéni
a odbednéni jsou ve mnou provedenych vypocetnich modelech zanedbany. Uvazuji cas
nula pro stav, kdy je betonova smés volné stojici v prostoru s rovnomérné rozmisténym

kamenivem.

Dh |

~
N

| Dd |

Obrazek 4.1: Kuzel pro zkousku rozliti kuzele.

Obdobnou zkouskou je zkouska sednuti kuzele. Tato zkouska pracuje s betonovou smési
s vétsi viskozitou. Hodnoceni pti této zkousce se provadi podle rozdilu mezi nejvyssim
bodem puvodni a konecné hladinou kuzele. Zde jsou vysledky rozdéleny do Sesti kategorii
S1 az S6.

Jednim z parametru posuzovani je i pripadna nerovnomérnost sednuti. Pokud k ni dojde
je vysledek neprukazny.

V pripadu, ktery zde modeluji, uvazuji zkousku rozliti s nékterymi parametry, které se

méii u zkousky sednuti.
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4.1. Zkouska rozliti kameniva

4.1.1 Prviklady vypoctu

Vypocet jsem provedl na testu rozliti kuzele. Vypocet je zjednodusen na dvou dimenzionalni
ulohu (D2QY9).

Prvni priklad jsou modely, které uvazuji newtonovskou kapalinu s jednim parametrem
viskozity. Vypocet byl proveden pro dvé viskozity. Prvni je viskozita 5,5 * 107°Pas (viz
Obr. 4.2), druhym je ptiklad s viskozitou 5,6 * 1075 Pas (viz Obr. 4.3).

Obrazek 4.2: Vysledek vypoétu pro viskozitu 5,5 * 10~°Pa s. Znazornéno v ¢asech 0, 0.38
a 0.677 s

Obrazek 4.3: Vysledek vypoctu pro viskozitu 5,6 * 107° Pa s. Znazornéno v ¢asech 0, 0.38
a 0.677 s

Druhym ptikladem je sednuti kuzele s modelovanim viskozity Bingham modelem. Visko-
zita modelu je 1,3 Pa s a mez kluzu je 120 Pa. Pomér mezi odrazovou a zrcadlovou okrajovou

je nastaven na 0,5 (viz Obr. 4.4).

Obrazek 4.4: Vysledek vypoétu pro viskozitu 5.5 * 1075 Pa s. Zndzornéno v ¢asech 0, 0,43
a 0,876 s
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4.1. Zkouska rozliti kameniva

Modifikaci predchoziho ptikladu je znézornéni okrajovych podminek podlozky, jak do-

konale proklouznou (viz Obr. 4.5) a protikluznou okrajovou podminkou (viz Obr. 4.6).

ke || o,

Obrézek 4.5: Dokonale prokluzna okrajova podminka. Znazornéno v ¢asech 0, 0,43 a 0,876 s

A || R

Obréazek 4.6: Dokonale protikluznad okrajova podminka. Znazornéno v casech 0, 0,43 a
0,876 s

Dalsim piikladem je sednuti kuzele s jinymi vlastnostmi meze kluzu a viskozity. Mez

kluzu je 150 Pa a viskozita je 0,7 Pa s (viz Obr. 4.7).

% | e

Obrazek 4.7: Priklady v ¢asech 0, 0,43 a 0,876 s.
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KAPITOLA 5

Vysledky

V této kapitole popisuji vysledky vylepseni a tiprav modelu a porovnani modelu s daty.

5.1 Porovnani modelu a dat

Porovnal jsem 2D model s vysledky sednuti kuzele, které jsou jiz namétené. Zakladem
tohoto porovnani je ptiblizné urcéeni presnosti 2D modelu. Tento model je modifikaci 3D

prostoru na 2D pomoci rota¢ni symetrie.

5.1.1 Porovnani s daty

Ve dvou dimenzich (model D2Q9) jsem porovnal model s daty. Data jsou prevzata z ¢lanku
vénujicimu se kvalité Cerstvé betonové smési [28]. V ¢ldanku nejsou viechny idaje potiebné
pro provedeni vypoctu. Chybéjicimi tidaji jsou napiiklad tidaje o souciniteli tfeni podkladu
atd. Tyto udaje jsem vhodné zvolil.

Data odpovidaji zkousSce rozliti kuzele na betonové smési s kuzelem o vysce 300 mm, a
prumérech 200 a 100 mm.

Kamenivo je slozeno ze dvou smési kameniva. Témi jsou pisek a vapenec. Pomér objemu
pisku ku celkovému objemu kamenivu (S/A) je 0,52 (viz Obr. 5.1).

V modelu jsou nejmensi ¢astice mensi nez 1 mm zahrnuty v casti kapaliny nikoliv v
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5.1. Porovnani modelu a dat

0.8 .
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0.1 1 10

Obrazek 5.1: Kfivka hrubého (zelend) a jemného (oranzova) kameniva.

¢asti kameniva. To jsem zvolil vzhledem k tomu, ze vypocet kolize hodné ¢éstic by vyrazné
zpomalil vypocet, ale uz by vyrazné nepomohl k vétsi presnosti vypoctu.

7 kiivek zrnitosti pisku a vapence a poméru davkovani jednotlivych druhu kameniva
jsem sestavil novou kfivku zrnitosti.

Pr1i nésledné snaze zachytit pomér dochazi k nepresnostem vlivem zaokrouhlovani na
celé kusy kameniva. Tato nepfesnost je nejvétsi u nejvétsich kusu kameniva. Vytvareni
ktivky zrnitosti kameniva proto za¢indm od nejvétsich kusu k nejmensim. Snazim se co
nejvice priblizit tvaru kfivky zrnitosti kameniva a zaroven co nejvice priblizit mmnozstvi
kameniva v jednotlivych frakcich. Nejmensi ¢astice, zachycené ve fazi kapaliny, ¢ini dopocet
do celkového objemu kameniva (viz Obr. 5.2).

Celkové mnozstvi kameniva jsem vypocital z poméru kameniva a objemové hmotnosti
kameniva.

Ve zdrojovém clanku jsou hodnoty viskozity a meze kluzu ziskanych nékolika vypoctovymi

metodami. Mym cilem je vhodné zvolit hodnoty meze kluzu a hodnoty viskozity. Velikosti
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5.1. Porovnani modelu a dat

Pomeér

041 .

0.2 .

0.1 1 10
Obrazek 5.2: Vysledna kiivka kameniva (modrd) a kiivka kameniva ve vypoctu (Cervend).
vysledné viskozity pouzité ve vypoctu je 1.3 Pa*s a mez kluzu je 180 Pa.

Sitka rozlit{ kuzele ze vzorku ¢inf 488 mm. Siika z vypoétu éinf 466,8 mm. Rozdil vzorku

a vypoctu je 4,5 %. Pri hledani parametru, které daji nejvice shodné vysledky rozliti nebyl

bran v ohledu cas pfi kterém se rozliti zastavi.
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5.2. Upravy modelu

5.2 Upravy modelu

V modelu jsem provedl nékolik uprav. V této podkapitole piikladam vysledky u¢innosti

ZImen.

5.2.1 Podoblasti

Porovnal jsem ruzné velikosti podoblasti a vypocetniho ¢asu. Cilem bylo zjistit jaky vliv
ma zavedeni podoblasti. Porovnéani je provedeno u dvou velikosti kameniva.

Porovnani je uskutecnéno na zkousce rozliti kuzele. Vyska ¢ini 300 mm, §itka na vrchu
je 100 mm a sitka ve spodni ¢asti je 200 mm.

Kamenivo je slozeno ze tif frakef. Slo o frakce 8, 4 a 2 mm. V testovacim pifpadé byl
pomér jednotlivych frakei k celku je 0,16; 0,24 a 0,60. V testovacim ptipadé jsem porovnal
¢tyti velikosti podoblasti (5, 6, 10 a 15 cm) a piipad bez podoblasti.

Vypocet jsem provedl pro tii riazné vzddlenosti podoblasti. Casy jsou uvedeny ve

vtefinach (viz Tab. 5.1).

Vypocet | Bez oblasti |d =15 |d =10 | d =
1. 672 618 638 607
2. 744 758 620 637
3. 687 718 692 619
Prumeér 701 698 650 621
% 100 99 92,7 88,5

Tabulka 5.1: Porovnani ¢asu podoblasti.
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5.3. Zhodnoceni vysledku

5.3 Zhodnoceni vysledkii

V mém modelovém piipadu poc¢itaném v této kapitole jsem dosel k vysledkum. Rozdil mezi
daty a vypoctem je v fadu jednotek procent. Vysledna piesnost je zavisld predevsim na
presnosti zvolené viskozity.

Urceni podoblasti se ukazalo jako piinosné. Pii vhodné zvolené velikosti podoblasti
muze dojit k tspore ¢asu kolem 10 % v té ¢asti, kterd se zabyva kamenivem. Neumeérené
mald oblast by mohla zpusobit selhani vypoctu a nedetekovani kolizi, ke kterym by mélo

dojit.
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KAPITOLA 6

Zavér

Béhem této prace jsem vytvoril software. Ten byl vytvoren v programovacim jazyce Python
a oveéfen pomoci dat uvedenych v literatute. Do existujici numerické metody jsem pridal
vylepsSeni jak pro uvazeni axisymetrické chovani cerstvé betonové smési, tak pro zrychleni
vypoctu. Po vylepseni se vysledky numerického modelu schoduji s publikovanymi daty, coz
znamend, ze mnou vytvoreny software muze byt pouzit pro predikci te¢eni betonové smeési.

V prubéhu budouci prace muze byt model rozsiten do 3D prostoru, zaroven muze byt
zohlednéna ruzna velikost tuhosti prekazek, protoze soucasny model uvazuje nekonecné
velkou tuhost prekazek.

Béhem této prace jsem si prohloubil své znalosti v programovani numerickém mode-

lovani a také v chapani chovani cerstvé betonové smeési.
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