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Uvod

Elektfina je neodmyslitelnou sou¢asti nasich kazdodennich zivotii, nicméné malokdo
tusi, co vSe se skryva za zasuvkou. Jedna se o velice komplexni systém, do kte-
rého nepatii pouze vyroba elektfiny a jeji dopraveni az na misto spotieby. Jednou
z mnoha dulezitych ¢éasti tohoto systému je napriklad velké mnozstvi predikénich
modeli, které predpovidaji vyrobu, spotiebu, cenu nebo nerovnovahu v siti. Bez
téchto modela by celé toto slozité odvétvi nemohlo fungovat a my bychom se poty-
kali pfinejmensim s castymi blackouty. Z tohoto divodu se tato prace bude zabyvat
pravé predikci nerovnovahy v elektroenergetické prenosové soustave.

Pristup k predikci odchylky lze rozdélit na obdobi pied a po néstupu strojového
uceni. Prvotni predikéni modely vznikaly na bazi ARMA modeli, logistické regrese
atp. Obrovsky rozvoj strojového uceni s sebou prinesl nové néstroje, diky kterym
mohly vzniknout nové modely pro predikci odchylky. Modely vychézejici ze strojo-
vého uceni potfebuji velké mnozstvi kvalitnich dat, ve kterych dokazi 1épe identifi-
kovat jejich vnitini strukturu a tim porazit klasické modely. Nicméné kvili castym
a Cetnym zménam na energetickém trhu je problematické ziskat dostatecné velky a
kvalitni dataset, nehledé na to, ze kazda takovato dynamicka zména zapficini i zcela
odlisné chovéani celého energetického trhu, ¢imz se dosavadni modely stanou nepou-
zitelnymi. Energeticky trh za posledni dekddu nejvice ovlivnilo napiiklad zaclenéni
znacného mnozstvi obnovitelnych zdroji energie do produkce, vznik platforem pro
mezistatni sdileni elektfiny, koronavirova pandemie, emisni povolenky a aktualné
energeticka krize. Kviili témto udalostem casto neni dostupné dostate¢né mnozstvi
dat pro trénink modelt strojového uceni, a proto maji Sanci na tspéch i metody jako
je Kalmanuv filtr, ktery jsme si vybrali, protoze nepotiebuje tak rozsahlé datasety.

Nyni jiz k samotné praci. V prvni ¢asti této prace se budeme zabyvat samotnym
energetickym trhem, kde si vysvétlime, jak se elektiina obchoduje, predstavime si
spravce sité a pri¢iny vzniku nerovnovahy. Na to navazeme regulac¢ni energii a jejimi
druhy, spolecné s kterymi zminime i sdileni regula¢ni energie na trovni Evropské
unie. V této ¢asti si rovnéz nastinime fungovani vnitrodenniho trhu, ktery nas bude
zajimat nejvice. Tuto ¢ast zavrsime resersi pouzivanych metod pro predikci odchylky.

Dalsi c¢ast této prace se jiz bude zabyvat potfebnym matematickym aparédtem,
zejména Kalmanovym filtrem. Ten se sklada z péti rovnic, které si postupné predsta-
vime. Jmenovité se jedna o rovnici extrapolace stavu, rovnici extrapolace kovariance,
rovnici aktualizace stavu, rovnici aktualizace kovariance a Kalmantv prirtustek. Za-
¢neme tim, ze si intuitivné a prirozenou cestou odvodime nékteré z téchto rovnic v
jedné dimenzi. Tyto rovnice dale rozsifime do vice dimenzi, doplnime nutné pfed-
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poklady a uvedeme nékteré véty spjaté s Kalmanovym filtrem.

V posledni ¢asti si predstavime nas dataset, ktery budeme pouzivat. Tento dataset
se bude skladat ze systémové odchylky, planované vyroby, planované spotieby, pla-
novanych preshrani¢nich toki, zuctovaci ceny a teploty. Déle si pfedstavime stavovy
model trhu s elektfinou, ktery nam piislusnymi diferencialnimi rovnicemi popiSe
produkci, spotfebu, odchylku a cenu. Nésledné jiz sestrojime LSTM a Kalmaniv
filtr a porovname jimi dosazené vysledky. Rovnéz sestrojime binarni klasifikatory
predikujici, zdali bude v siti prebytek ¢i nedostatek elektfiny, a opét je srovname
s Kalmanovym filtrem. Na zavér navrhneme zobecnéni stavového modelu, které by
mohlo pomoci v dosazeni lepsich vysledk.
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Kapitola 1

Energeticky trh a vznik odchylky

Celé energetické odvétvi si béhem 90. let minulého stoleti proslo velkou reformou.
Doslo k liberalizaci, privatizaci a ke vzniku konkurenc¢nich trhi. To umoznuje kaz-
dému ucastnikovi trhu podilet se na obchodovani s touto nepostradatelnou komo-
ditou na raznych typech kontrakti. Mezi ty s nejdelsim obchodovatelnym casovym
oknem patii futures a forwardové kontrakty, které umoznuji obchodovat s elektii-
nou na tydny, mésice nebo roky dopfedu. Kromé téchto dlouhodobych kontrakti
existuji i kratkodobé kontrakty, mezi které patii denni a vnitrodenni trh. Denni trh
slouzi predevsim k poslednim dpraviam v portfoliu, zatimco u vnitrodenniho trhu
by se dalo Tici, ze slouzi predevsim ke spekulacim a vyrovnéni ne¢ekanych zmén ve
spotiebé ¢ produkci.

Postupné také dochazi k ¢im dal vétsimu zaclenovani obnovitelnych zdroju energie
do vyroby, kvili snaze o docileni vétsi ekologi¢nosti a snizeni emisi uhliku. Toto
zacClenovani s sebou piinasi vétsi nepredvidatelnost celkové produkce (predevsim
vétrné elektrarny), coz spoleéné s dalsimi vlivy miize mit za néasledek zptisobeni ne-
rovnovahy mezi aktualni produkei a spotfebou. Aby se znovu nastolila rovnovaha,
tak je tfeba soustavu regulovat. Proto ma kazdy stat subjekt, ktery za toto udr-
zovani rovnovahy zodpovida. Timto subjektem je provozovatel pfenosové soustavy
(transmission system operator, TSO), jehoz dilezitost v poslednich letech vzrista
pravé kvili zvysujicimu se podilu obnovitelnych zdroji na produkci. Hlavnim tko-
lem TSO je provozovat prenosovou soustavu a udrzovat rovnovahu mezi dodéavkou
elektiiny a jeji spotifebou. K balancovani soustavy pouziva regula¢ni energii, jejiz
celkové mnozstvi a smér potom oznacujeme jako systémovou odchylku.

Dle [Guv+21] je nékolik hlavnich pfi¢in, které zpiisobuji nerovnovahu v soustavé.
Prvni z nich je kolisavost trhu. At uz se predikuje stav soustavy den ¢i hodinu
doptedu, nelze se vyvarovat chybé v predpovédi, které je citliva na fadu véci. Jednou
z nich je napiiklad proménlivost spotieby primyslovych nebo komerc¢nich subjektii.
Dalsi miize byt jiz vySe zminéna fluktuace produkce obnovitelnych zdroju, ktera se
vzhledem k meteorologické situaci mize béhem nékolika vterin diametralné zménit.

Dalsi pfi¢ina ma co do ¢inéni s rozkolem mezi trznimi operacemi a fyzickym tokem
elektfiny. Veskeré operace na trhu i jeho regulace probiha v zavislosti na case, coz
znamena, ze je k nému pristupovano diskrétné v jednohodinovych, pripadné patnéc-
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timinutovych blocich, zatimco tok elektfiny je nepretrzity. A jako posledni pric¢inu
si uvedeme neocekavané vypadky v siti, kdy napiiklad z néjaké technického divodu
prestane producent vyrabét elektiinu.

1.1 Regulac¢ni energie

Samotnou nerovnovahu v soustavé vyrovnava TSO daného statu Evropské unie po-
moci regulacni energie. Tato energie se da délit na razné typy podle nékolika kritérii.
Prvnim z kritérii je smér regulace, které déli regulac¢ni energii na kladnou a zapornou,
protoze je potieba regulovat jak prebytek elektfiny v siti, tak nedostatek. Kladnou
regulacni energii tedy rozumime energii, kterou je potireba do sité dodat, je-li v ni
aktualné nedostatek. V opacném pripadé by byla pouzita zdporna regulacni energie.
Co si ale prestavit pod pojmem zaporna energie? V takové situaci je v siti preby-
tek energie a TSO tedy ,,dodava‘ zédpornou energii. To ale neznamené nic jiného,
nez ze nékde za¢ne skladovat prebytecnou elektfinu (napt. precerpéavaci elektrarna),
dohodne se s nékterym producentem na sniZeni vyroby, anebo ji poskytne jinému
TSO, pokud ma aktualné nedostatek elektfiny a je volna preshrani¢ni kapacita.

Dalsim kritériem je rychlost, s jakou miize byt dana regula¢ni energie nasazené. Nej-
rychlejsi a nej¢astéji pouzivana regulacni energie je FCR (Frequency Containment
Reserve), nékdy téz PCR (Primary Control Reserve), ktera se vzdy pouziva jako
prvni. Tato energie musi byt k dispozici maximéalné do 30 sekund a musi zvladnout
bézet alespon 15 minut. Pokud tedy nastane odchylka od rovnovahy, FCR automa-
ticky béhem nékolika malo vtefin zasdhne a za¢ne obnovovat rovnovahu. V ramci
nékterych evropskych statii se jesté pouziva FCR Cooperation, ktera umoznuje sdi-
leni FCR v rdmci raznych TSO.

Druhé nejrychlejsi regulaéni energie je aFRR (automatic Frequency Restoration
Reserve), nékdy téz SCR (Secondary Control Reserve). Ta se zpravidla aktivuje
30 sekund po FCR, kterou za¢ne postupné nahrazovat, a k plné aktivaci dojde do
5 minut. Tuto regula¢ni energii obvykle poskytuji spolehlivé a lehce korigovatelné
elektrarny jako jsou precerpavaci nebo plynové. I u této energie jiz funguje jeji sdileni
napii¢ raznymi TSO v ramci PICASSO (Platform for the International Coordination
of Automated Frequency Restoration and Stable System Operation). Tato rozvijejici
se platforma, do které by se mély postupné dostat vSechny evropské staty, ma za
cil umoznit sdileni aFRR mezi vS8emi ucastniky, coz by vedlo k vétsi energetické
stabilité.

Posledni regula¢ni energii je mFRR (manual Frequency Restoration Reserve), ktera
je zndmé i pod zkratkou TCR (Tertiary Control Reserve). Tento typ energie se
vyuziva v piipadech, kdy pretrvava nerovnovaha v siti po delsi dobu a nedafi se
ji obnovit za pouziti FCR a aFRR. Cas nasazenf je 12,5 minut, a poté musi byt
aktivni alespon 5 minut. Na rozdil od predeslych dvou je tifeba tuto energii nasadit
manuélné, coz ma na starosti TSO. Stejné jako u predchozich dvou ma i mFRR
svoji evropskou platformu, diky které je mozné ji sdilet, nazyvanou MARI (Manually
Activated Reserve Initiative).
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Obrézek 1.1: Typy regulacni energie dle rychlosti nasazeni

Jak takova regulace mize vypadat lze vidét na obrézku 1.1. TSO reguluje sit na
zékladé frekvence, ktera by méla byt 50 Hz. Pokud dojde k jednostrannému vy-
kyvu ve frekvenci, tak pfichézi na rfadu regulacni energie. Pii déletrvajicim vykyvu
nastupuje po PCR nejprve aFRR a poté mFRR. Na obrézku 1.1 je zobrazen stav,
kdy mFRR nahradi aFRR, nicméné je mozné, aby tyto dvé regula¢ni energie byly
pouzity zaroven. Mnozstvi pouzité regulacni energie je navysSovano do té doby, nez
se podaii stabilizovat frekvenci na 50 Hz.

Klicem k tomu, aby si evropské staty mohly vzajemné pomahat balancovat svoje sité,
jsou spolecna pravidla, na kterych se jednotliva T'SO musi shodnout. Proto vzniklo
ENTSO-E (European Network of Transmission System Operators for Electricity),
které pomaha jednotlivym statim implementovat EBGL (Electricity Balancing Gu-
ideline), coZ je dokument vytvofeny Evropskou komisi, ktery mé za cil stabilizovat
evropsky trh s elektfinou a umoznit levnéjsi a spolehlivéjsi ndkup regulacéni energie.
Proto ENTSO-E pfislo s 5 piliti, které je nutné splnit pro to, aby se podafilo rea-
lizovat EBGL. Tfti z nich jsme jiz zminili vySe a to FCR Cooperation, PICASSO a
MARI. Ctvrtou platformou je TERRE (Trans European Replacement Reserves Ex-
change), kterd méa za cil umoznit obchodovani s RR (Replacement Reserves), coz je
druh regulacni energie, ktery je srovnatelny s mFRR. Problém s touto energii je ten,
ze neexistuje ve viech statech. Posledni nezminény projekt je IGCC (International
Grid Control Cooperation), ktery méa za cil vytvorit platformu pro pfeshraniéni vy-
rovnavani nerovnovahy. Uvedeme si tuto platformu v praxi na piikladu dvou statu.
Prvni stat ma pravé nedostatek elektiiny, proto je nucen pouzit kladnou regula¢ni
energii. Druhy stat je na tom opac¢né a je tedy za normalnich okolnosti nucen pouzit
zapornou regula¢ni energii. Nicméné diky IGCC, pokud je mezi témito dvéma staty
volna preshrani¢ni kapacita, je mozné jejich nerovnovahy vyrovnat vzajemné, coz
povede k niz§imu mnoZstvi pouZité regula¢ni energie v kazdém z nich (nebo dokonce
ke stavu, kdy nebude potfeba pouzit zadnou regulaéni energii).

Posledni a velmi dilezita véc, kterou jsme jiz okrajové zminili a je spjata s regulacni
energii, je finan¢ni penalizace pro subjekty, které zptisobuji nerovnovihu. Meto-
dika vypoctu tohoto finan¢niho vypofadéani se 1isi napri¢ vSemi TSO, nicméné vzdy
vychazi z ceny pouzité regula¢ni energie. Muzeme se setkat napiiklad s vazenym
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prumérem vzhledem k mnozstvi nebo meznimi naklady, coz je v pfipadu nedostatku
elektfiny nejdrazsi pouzita regulacni energie a pii prebytku nejlevnéjsi pouzita.

1.2 Vnitrodenni trh

Nasim hlavnim bodem zajmu je pfedpovidani systémové nerovnovahy v rameci vnit-
rodenniho trhu, proto si tento trh kratce uvedeme. V ramci tohoto trhu se obchoduji
ruzné kontrakty, ale nejéastéji to byvaji hodinové a ¢tvrthodinové kontrakty, nicméné
je mozné se setkat i s ptilhodinovymi a dvouhodinovymi kontrakty. Po konci obcho-
dovéni viech kontraktii na nasledujici den na dennim trhu, coz je v 15:00 (SEC),
se oteviraji tyto kontrakty na vnitrodennim trhu v rdmci daného statu. Jelikoz jsou
tyto kontrakty jesté daleko od své realizace, tak se vét§inou prvnich nékolik ho-
din neobchoduji viibec nebo velmi mélo. Aktivni obchodovani za¢ina zpravidla ve
22:00, kdy startuje XBID (Cross-border intraday trading). V tento moment dochazi
k pripojeni ostatnich stati, je-li dostupné preshrani¢ni kapacita, coz umoziuje ob-
chodovéani elektfiny napii¢ riznymi staty. Kontrakt se obchoduje v rdmci XBIDu
az do doby jedné hodiny pfed realizaci kontraktu. Poté kontrakt pfechézi z XBIDu
na lokalni trh, kde mezi sebou jiz mohou obchodovat pouze tcastnici spadajici pod
konkrétni TSO. Tato posledni faze kontraktu na vnitrodennim trhu trva obvykle az
do doby péti minut pred realizaci, kdy kon¢i obchodovani na daném kontraktu. Faze
vnitrodenniho trhu jsou grafiky znazornény na obrézku 1.2.

Zacatek .. Zacatek Konec
vnitrodenniho Zacatek lokalniho lokalniho
trhu XBID trhu trhu Realizace
I I den d-1 é dend | | I >
15:00 22:00 : h-1 h-5' h

Obrazek 1.2: Schéma vnitrodenniho trhu

1.3 ResSerSe pristupti pro odhad odchylky

Ackoli se jedna o celkem aktualni a dulezité téma, clanku zabyvajicich se praveé
predpovédi systémové odchylky je prekvapivé malo, na ¢emz se shoduji i autori téchto
¢lanki. Davodt, pro¢ tomu tak je, mtze byt vice, ale je mozné, ze nové predikéni
modely vznikaji prfedevsim u soukromych subjekti, které z pochopitelnych davodi
svoje modely nezverejniuji, aby si udrzeli svoji konkuren¢ni vyhodu. Avsak kvuli
aktualni energetické krizi roste zadjem o toto téma a rovnéz roste i pocet icastniki na
energetickych burzach, tudiz mizeme ocekavat vice ¢lanki na dané téma. Nicméné
vétsSina nové vznikajicich ¢lankt vychéazi predevsim ze ¢tyt praci, které si proto nyni
v kratkosti predstavime.

V ¢lanku [GKO6| se autofi nejprve zabyvaji metodami ARIMA a exponencialnim
vyhlazenim, které shledévaji za nepftilis vhodné kvili neperiodicité, nestacionarité a
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zasumeélosti dat. Dalsi slabina téchto pristupt spociva v jejich schopnosti odhalit ne-
line4rni vztahy mezi proménnymi. Proto déale svoji pozornost obraci k neuronovym
sitim, které vykazuji lepsi vysledky. Ke zvySeni presnosti predikce doslo pravé diky
lepsimu zachyceni nelinearnich vztahti mezi vysvétlujicimi a vysvétlovanymi pro-
ménnymi. Niecméné shledavaji, ze i tento pfistup ma své problémy jako napiiklad
pomala konvergence a manualni urcovani parametri.

Jednim z prvnich ¢lanki, ze kterého vychazi mnoho pozdéjsich ¢lankd, je [Tay06].
Ulohu samotné predpovédi systémové odchylky si autor rozdélil na bodovou predikei
a volatilitu odchylky. Pro bodovou predikci vyuziva rtzné typy ARMA modelq,
exponencialni vyhlazovani, neuronové sité, regresi atd. Nejlépe si vedly SARMA a
periodicky AR model. Déle se préce snazi ziskané vysledky ekonomicky interpretovat
a vytycuje ruzné sméry, kterymi by bylo mozné se dale ubirat.

Trochu z jiného thlu je nahlizeno na danou problematiku v [Kral6|, kde autor nej-
analyzu. Zjistuje, Ze proménné s maximalné dvouhodinovym zpozdénim maji dosta-
te¢nou vypovédni hodnotu. Uéelem navrzeného modelu, ktery je zaloZzen na linearni
regresi, neni presné piedpovidat systémovou odchylku, ale urcit, v jakém z péti
navrzenych intervali bude systémova odchylka. Tento model je nésledné porovnan
s referenénim modelem ARMA(1,1) a ukaZe se, Zze na dvouhodinovych predikcich
prekonéva referencéni model.

Ctvrta prace [Conl6| vyuziva k predikci odchylky nahodny les se ¢trnacti faktory.
Autor se pokousel stejné jako |[Kral6| vybrat nejvice vypovidajici faktory, avsak
nakonec se rozhodl k pouziti vSech. Findlni model je natrénovin na osmidennim
souboru dat a predikovan je den devaty. Stoji za zminku, Ze mezi faktory nebyly
zahrnuty historické vysledky nerovnovihy soustavy.

Nové vznikajici ¢lanky se jiz vice odklanéji od klasickych pfistupi a vice tihnou k
vyuzivani neuronovych siti a ke strojovému uceni. Metody, které se aktualné v této
problematice pouzivaji, 1ze spolecné s jejich autory nalézt v tabulce 1.1.
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Clanek  Rok Zem& Model

|GKO06] 2006 GB  ARIMA, dopredné NN

| Tay06] 2006 GB  SARMA

[Kral6] 2016 CZ Vicetiidova klasifikace, ARMA

|[Fer16] 2016 NO  Posileny rozhodovaci strom a rozhodovaci les
[Con16] 2016 ES Néhodny les

[FS17] 2017 GB  ARMAX

[BGK18] 2018 AT Vicefaktorovy stochasticky latentni momentovy model
[Brol18§] 2018 GB  Logisticka regrese

[GPB19] 2019 DE  OLS, kvantilova regrese, ARMA

[Sal+19] 2019 NO  Kvantilové regresni lesy

0T19] 2019 ARIMAX

[Pie+20] 2020 IT SARIMA

|[Guv+21] 2021 TR Rekurzivni NN s genetickym algoritmem

[Mak+21] 2021 GB  Rekurzivni NN a LSTM

[Tou+22] 2022 BE Rekurzivni NN a LSTM

[Del+22] 2022 TR  Optimalizace hejnem ¢astic, rekurzivni NN a LSTM

Tabulka 1.1: Seznam pouzivanych metod

Nasim cilem je na danou problematiku pouzit Kalmantv filtr. Nepodafilo se nam
dohledat praci, ve které by nékdo tento filtr pouzil na predikci systémové odchylky.
V neposledni fadé je dilezité zminit, Ze se nam podafilo najit ¢lanek [TR16| vyuZi-
vajici Kalmanuv filtr k predikci frekvence sité, coz je udaj, ktery je se systémovou
odchylkou tzce spjat. Autofi dokonce dosli zavéru, ze modely SARMA a dopredné
neuronoveé sité lze prekonat vylepsenou verzi metody exponencialniho vyhlazeni obo-
hacenou pravé o Kalmanuv filtr.
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Kapitola 2

Kalmanuv filtr

V této kapitole si pfedstavime Kalmaniiv filtr. Nejprve za¢neme s intuitivnim odvo-
zenim v jedné dimenzi, které by ¢tenaii mohlo pomoci s lep$im pochopenim rovnic,
ze kterych se Kalmanuv filtr skladé. Nésledné provedeme rozsifeni do vice dimenzi,
které budeme potiebovat pro nase tacely. Na zavér si vSe formélné a precizné shrneme
a teorii doplnime o dulezité véty, které se vazou ke Kalmanové filtru a jeho vlast-
nostem. Teoreticky aparat pro tuto kapitolu byl ¢erpan z [Bec22; Kal+60; Cat88;
Rib04; Mad08; Ham08|.

2.1 Intuitivni odvozeni v jedné dimenzi

Zacneme s pripadem, kdy budeme odhadovat stav statického systému, coz je systém,
ktery svij stav neméni v pribéhu ¢asu. Stav takového systému v ¢ase n si mizeme
odhadnout napiiklad primérem vSech naméfenych hodnot do ¢asu n, tj.

N 1 1 &
xn,n—ﬁ<21+22+"'+2n)—ﬁ;,2i,

kde 7, je odhad stavu v ¢ase n a z; zna¢i naméfenou vahu v Case i. Podotykame,
ze odhad 7, ,, je udélan az po naméfeni z,.

Jelikoz je nas systém staticky, neni tézké si rozmyslet, ze pokud budeme v case n
odhadovat budouci stav v ¢ase n + 1, tak plati rovnost

/m\n—&-l,n = /m\n,na (21)

kde tedy Z,+1,, znaci odhad budouciho stavu v ¢ase n+1, nicméné tento odhad jsme
udélali v ¢ase n. Rovnost si dale jesté upravime, protoze z divodu nutnosti pamato-
vat si hodnoty v8ech predchozich métreni neni tato rovnost vhodné pro implementaci.
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Proto pouzijeme néasledujici rovnost

n n—1 n—1 n—1
- 1 1 1 1 In—-1 1
n < n\“ n 4 n nn—14 n
=1 =1 =1 =1
n—1_ 1 - 1. 1
- Tn—1,n—1 + =z, = Tn—-1n—1— —Tp-1n-1 + =z, =
n n n n
~ 1 .
= Tp—1,n—1 + — (Zn - xn—l,n—l) .
n
V kombinaci vySe odvozené rovnosti s (2.1) ziskavame rovnici
. . 1 .
Tnn = Tnn—1 + E(Zn - xn,n—l); (22)

coz je prvni z rovnic tvorici Kalmantuv filtr. Tato rovnice se nazyva rovnice aktuali-
zace stavu (state update equation) a fikd nam, Ze odhad stavu v aktualnim case n
ziskame jako soucet predikované hodnoty systému v ¢ase n, kterou jsme napocitali v
case n — 1, a rozdilu namérené hodnoty v ¢ase n se stejnou predikovanou hodnotou
systému, ktery je navic prendsobeny néjakym faktorem. Faktor % je specificky pro
nas piiklad a obecné muze vypadat jinak, proto tento faktor budeme nadale obecné
znadit «,, a budeme ho nazyvat Kalmantv pfirastek (Kalman gain). V obecnosti je
tedy rovnice (2.2) ve tvaru

:/E\n,n = ZB\n,nfl + Qn(zn - /x\n,nfl)- (23)

Mame tedy prvni z pétice rovnic a mizeme dale pokracovat.

Nyni pfejdeme k dynamickému systému, coz je systém, ktery méni sviij stav v pri-
béhu ¢asu. Typickym piikladem tohoto systému je pohybujici se téleso s konstantni
rychlosti. Pokud by nés v takovém piikladu zajimala tfeba urazena vzdalenost v
case n+ 1 (tj. x,41), tak by tento systém byl popsan pohybovymi rovnicemi

Tpy1 = Ty + Atvm

Un+1 = Un,

kde At je ¢asovy rozestup mezi jednotlivymi méfenimi vzdélenosti a v, by byla
rychlost v case n.

Pokud bychom tento systém rovnic prepsali do podoby, kdy chceme v ¢ase n pred-
povédét polohu v ¢ase n + 1, dostali bychom

Tn4+1n = Tnn + Atvn,n7

6n+1,n = i}\n,n- (24)

Tento systém rovnic je specificky pro nas dynamicky systém s konstantni rychlosti,
i pTes to se ale jedna se o druhou z péti rovnic Kalmanova filtru, ktera je nazyvana
rovnici extrapolace stavu (state extrapolation equation).

Zbyvaji ndm jeSté tii rovnice, z nichz se nam podari intuitivné odvodit pouze jednu.
Vyznam zbylych dvou rovnic bude jasnéjsi az pii odvozeni maticové formy Kalma-
nova filtru v N dimenzich. Prvni z nich uz jsme se okrajové dotkli na zac¢atku této
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sekce, kde jsme zminili Kalmanuv pfirastek «,,, ale vice jsme se jim nezabyvali, coz
nyni napravime.

Déle jiz budeme 7, ,, & 2, jako ndhodné veli¢iny. Na zac¢atku jsme si oznadcili o, = %,
coZ lze interpretovat jako vahu, kterou davame vyrazu v zévorce v rovnici (2.3),
ktery do odhadu pfinasi novou informaci. Konkrétné by $lo fici, Ze pfi % z pocCatku
nemame dost informaci o aktudlnim stavu, proto se vice spoléhdme na méfeni. S
postupem casu, jak % klesa, zaciname davat vice vahy samotnému odhadu. Mizeme
tedy ftici, ze pfi hledani nového odhadu se snazime najit optimélni kombinaci nové
nameérené hodnoty a predchoziho odhadu. Tuto myslenku lze pozorovat uz u rovnice
(2.3), kdyz si ji upravime do tvaru

Tpm = a2+ (1 — @) Tpn—1, (2.5)
kde 0 < «,, < 1 plni funkci vahy.
Nyni aplikujeme rozptyl na rovnici (2.5)
Var[Z,,,] = Vara,z, + (1 — an)Tpn-1]. (2.6)

Nyni si zavedeme znaéni Var[z,,,] = pn.» pro rozptyl odhadu a Var|z,| = r,, pro roz-
ptyl méfeni. U obou rozptyli predpokladame, Ze jsou konecéné. Pouzijeme-li vlast-
nosti rozptylu, podafi se nam rovnici (2.6) upravit do tvaru

Pnn = O‘irn + (1 - an)Qpn,n—l- (27)
Rovnice (2.7) nam tedy davéa vztah mezi rozptyly. Jelikoz hledame optimélni odhad,
tak bychom radi minimalizovali p,,,. Potifebujeme tedy najit vahu o, ktera bude
minimalizovat p,,, ¢ehoz docilime zderivovanim p,, , podle «, a poloZime vyraz
roven nule. Navic a,, v rovnici (2.7) vystupuje v druhé mocniné, takze si muzeme
byt jisti, ze vzdycky ziskame pravé jedno TeSeni.

dpnn

dO[n - 2anrn - 2(1 - an)pn,n—l

!
2a,7, — 2(1 — o) ppn—1 =0
pn,n—l
oy = ————
Pnn—1 + Tn
P derivovani podle «,, je pro nas p,,_1 jiz zndméa konstanta, kterd je zavisla
) Y
na «,_1, tudiz nemusime jakkoli fesit jeji derivaci. Timto jsme ziskali tfeti rovnici
pro Kalmanuv filtr, ktera se nazyva Kalmanuv priristek a je ve tvaru

k, = _Pam-1 (2.8)
pn,nfl + T'n

Kalmantiiv prirtastek ndm tedy tika, o kolik chceme zménit sviij odhad pri daném
méfeni, coz lze jednoduse vidét, pokud rovnici (2.3) upravime do tvaru

/x\n,n - /x\n,n—l + kn(zn - fn,n—l) - (]- - Kn)/x\n,n—l + knzn (29)

Ctvrtou rovnici je rovnice aktualizace kovariance (covariance update equation), ktera
je ve tvaru

Pnn = (1 - kn)])n,n—l- (2.10)

21



Z rovnice (2.10) je patrné, ze s kazdou dal3i iteraci se rozptyl p,, snizuje, protoze
plati 1 — £, < 1.

Posledni rovnici bychom ziskali jednoduse aplikaci rozptylu na rovnici (2.1), ¢imz
bychom dostali

Prn+1n = Pnn- (211)

Rovnice (2.11) nese nazev rovnice extrapolace kovariance (covariance extrapolation
equation).

Timto jsme zakoncili odvozovani péti rovnic Kalmanova filtru v jedné dimenzi. Je
tfeba ale zduraznit, Ze uvedené rovnice nejsou ve své plné obecnosti a jedna se pouze
o nas specificky pripad. Plna obecnost téchto rovnic v N dimenzich bude nasledovat
az v dalSi Céasti této préce, protoze naSi snahou v této sekci bylo ¢tenari priblizit
vyznam téchto rovnic.

2.2 Rozsifeni do vice dimenzi

V této ¢asti se budeme zabyvat rozsifenim Kalmanova filtru do vice dimenzi. VSechny
rovnice, ze kterych se tento filtr skladé, si pfedstavime v plné obecnosti, nicméné
nékde se mozna dopustime mensiho kompromisu mezi slozitosti a nézornosti, coz
nijak neovlivni ziskané rovnice a pochopeni jejich vzniku.

Nez zacneme s prvni rovnici, tak jesté zminime, Ze nadéle budeme uvazovat line-
arni Casové invariantni systémy, na kterych stoji zakladni verze Kalmanova filtru.
Pro nelinearni systémy nebo ¢asové promeénlivé systémy existuji dalsi verze Kalma-
nova filtru. Rovnéz budeme 7, , a 2, brat v celé této casti jako nahodné veli¢iny s
konecnym rozptylem.

2.2.1 Rovnice extrapolace stavu

Prvni rovnici, kterou se budeme zabyvat, bude rovnice extrapolace stavu. Jedné se
tedy o rovnici (2.4), ktera ma ve vice dimenzich v maticovém tvaru podobu

Tniin = FZpp + Guy, + wp, (2.12)

kde Z 41, @ Ty, je predikovany a odhadnuty stavovy vektor, u, je fidici proménna,
w, je Sum s nulovou st¥edni hodnotou a kovarian¢ni matici Q = E[ww/], F je
matice prechodu a G je Tidici matice.

Nyni pfejdeme k samotnému odvozeni. Nejprve budeme potifebovat rovnice, které
budou popisovat nas systém. Jelikoz uvazujeme linearni ¢asové invariantni systém,
tak jeho zakladni stavova reprezentace (state-space representation) je ve tvaru

x(t) = Az(t) + Bu(t), (2.13)
z(t) = Cx(t) + Du(t), (2.14)

kde z je stavovy vektor, z je vektor vystupu, A je matice systému, B je vstupni
matice, C' je vystupni matice a D je dopfedna matice. Od tohoto popisu bychom
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se radi dostali k rovnici (2.12), proto musime nejprve vyfresit diferencialni rovnici
(2.13), abychom nasli matice F' a G. Az budeme mit tyto matice, tak budeme mit
vSe potfebné pro rovnici extrapolace stavu. Zacneme tedy tim, zZe vyreSime stavovou
diferencialni rovnici (2.13).

Vyfesit rovnici (2.13) nebude od pohledu nic tézkého, nebot pokud bychom byli
pouze v jedné dimenzi, jednalo by se o linearni diferencialni rovnici ve tvaru y' +
p(z) = q(z). Proto budeme postupovat obdobné, jako bychom fFesili linearni diferen-
cialni rovnici. Zacali bychom fFesit tuto rovnici bez pravé strany, tj.

i = Az. (2.15)

Dale si trochu pomizeme postupem pro jednodimenzionélni piipad, ve kterém by
tato rovnice mohla vypadat takto
de
i
Tuto rovnici lehce vyresime néasledujicim postupem za pouziti ekvidistantni ¢asového
déleni s krokem At, ¢imz ziskdme

x1 1 At
/ Sdr = / kdt,
x0 x 0

T = ZE()ekAt.

kx.

Odtud tedy muzeme ziskat vysledek pro nas vicedimenzionalni piipad, jehoz feSeni
by bylo pro ¢as n (diky ¢asové invariantnimu systému) ve tvaru

AAt
Tpil = Tpe o (2.16)
kde e je maticova exponencidla, kterou lze za pomoci Taylorova rozvoje napsat

jako

. -I-ool . X2
e :ZEX :[+X+T+.“'
k=0

Z rovnice (2.16) rovnéz ziskavame tvar matice F', ktery je

F = eAAt.

Timto mame za sebou prvni ¢ast postupu reseni rovnice (2.13). Moznosti, jak déle
postupovat je vicero, nicméné obecné feSeni jednodimenzionalni linedrni diferencialni
rovnice lze ziskat naptiklad pomoci metody variace konstant, diky které bychom se
dopracovali az feSeni rovnice (2.13), které by bylo ve tvaru

z(t + At) = 2 (t) + Bu(t) /At et dt. (2.17)

Rovnéz z rovnice (2.17) ziskavame i posledni chybéjici ¢ast, coz je matice G, ktera

bude ve tvaru
At
G=2B / et dt.
0
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2.2.2 Rovnice extrapolace kovariance

Dalsi rovnici je rovnice extrapolace kovariance, kterd je zobecnénim rovnice (2.11)
ve vice dimenzich, a ma tvar

Poi1n=FP,,F' +Q, (2.18)

kde P,t1, je kovarian¢ni matice nésledujiciho stavu, P, , je kovarianéni matice
aktualniho stavu, F' je jiz dfive odvozend matice prechodu a () je matice Sumu.

Pro jednoduchost provedeme odvozeni pro ptipad bez Sumu, tj. () = 0. Kovarian¢ni
matice je ve tvaru

Pn,n = Cov(fn,na i’\n,n) = E|:<§j\n,n - E[/x\n,nb(%n,n - E[az\n,n])T} .
Potom tedy

Pn—f—l,n = E[(/x\n—i—l,n - E[/I'\n—l—l,n])(/fn—i—l,n - E[/‘/E\n—i—l,n])T} .

Nyni vyuzijeme znalosti rovince (2.12) a pokracujeme v tpravach vyrazu
Poiin =E[(FZny + GUppn — Fig,,, — Gling) (FTpn + Glng — Fiig,,, — Gly,)" ]
= E[F(x\n,n - an,n>(F(§n7n - /’L:Bn,n))T]
= E[F(I\n,n - :uxn,n)(/x\n,n - /’an,n>TFT:|
= FE[@?n,n - Mzn,n)(i\n,n - Nmn,n>T] F'
=FP,,F'.

2.2.3 Rovnice aktualizace stavu

Tuto rovnici jsme si pro jednu dimenzi odvodili jiz v predchozi sekci. Jeji verze ve
vice dimenzi vypada nasledovné

/x\n,n = /x\n,n—l + Kn(Zn — H/m\n,n—l)a (219)

kde ', ,, je odhadnuty stavovy vektor v ¢ase n, 2,1 je predikovany stavovy vektor
v case n — 1, K, je Kalmanuv priristek v maticovém tvaru, z, je vektor méreni a
H je matice pozorovani.

Jelikoz mezi rovnicemi (2.19) a (2.9) neni zadny velky rozdil, tak odvozeni vyne-
chame, protoze je analogické jiz ukdzanému postupu. Zminime se pouze o matici
H, ktera predstavuje jediny velky rozdil od jednodimenzionalniho piipadu. Ucelem
matice pozorovani H je ve své podstaté pfevadét namérenou hodnotu za pomoci
line4rnich transformaci, protoze se muze stat, ze namérend hodnota nepredstavuje
stav systému. Piikladem toho, kdy namérend hodnota nepiedstavuje stav systému,
je méfeni vzdalenosti za pomoci odrazeného signalu, kdy nas méri¢ vysle signél
smérem k objektu a méfi ¢as mezi vyslanim a opétovnym piijetim signalu, ackoli
nas zajima nase vzdalenost od méfeného objektu. Kvili témto pripadim plati pro
namétrené hodnoty rovnice

2n = Hxp, + vy, (2.20)

kde z, je vektor méfeni, x,, je vektor pravého stavu systému, H je matice pozorovani
a v, je vektor sumu zpusobeny meéricim zafizenim.
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2.2.4 Rovnice aktualizace kovariance

Ptedposledni rovnici je rovnice aktualizace kovariance, ktera je ve tvaru
Pon=0-K,HP,, (I - K,H"+ K,R,K,, (2.21)

kde P, ,, je kovarian¢ni matice aktuélniho stavu, P, ,_ je kovarianéni matice aktudl-
niho stavu, kteréd byla predikovana za predchoziho stavu, K, je Kalmantuv piirtstek
v maticovém tvaru, H je matice pozorovani a R, = E[v,v}] je kovarian¢ni matice
Sumu méreni.

Nyni se jiz mizeme pustit do odvozeni. Za¢neme tim, Ze si oznac¢ime chybu odhadu
jako e, = x, — Ty,. Pokud dosadime za Z,, rovnici aktualizace stavu (2.19) a
posléze za z, rovnici (2.20), tak dostaneme

€n =Tp — Tnn-1 — Kn(Hxn + v, — H:Un,nfl)
=Tpn — Tpn-1 — KnH(xn - xn,n—l) — Ky,

= (I — KoH) (2 — Fnpt) — Knon. (2.22)

Abychom obdrzeli kyZenou rovnici aktualizace kovariance, je tfeba vyjadrit P, , jako
funkci Kalmanova pririastku K,,. Vyjdeme tedy z rovnice

Pn,n = E[eneT] = E[(ajn - /‘r\n,n)<xn - fn,n)TL

n

do které dosadime vyraz (2.22) a budeme pokracovat v tpravach.
P, =E [((I — Ky H) (2 = Bnn) — Kvn) (I = Ky H) (2 — Frnr) — Knvn)T}
=E[((I = KoH)(@n — Ton-1) — Knvn) (@0 — Top-1) (I = Ko H)' = (Kpv,) ") ]

Dale si roznasobime vyrazy ve stfedni hodnoté a nasledné je rozlozime na jednotlivé
soucty stirednich hodnot.

Poy =E [(I = KoH)(20 — Tpp1)(@n — Tnpo1) (I — K, H)'
—-E [([ — Ko H)(x, — i:\n,nfl)([(nvn)T]
— E [Knvn (20 — Tpno1) (I — K H)'
+ B [K,v,(Kpvn) "]
Druhy a tfeti ¢len je nulovy, protoze (x, — 2 ,—1) & v, jsou nekorelované a zbyde
nam
Poy =E [(I = K,H)(20 — Tppo1)(@n — Tnpo1) (I — Ko H)'
+E [Knvn(Knvn)T} :
Vyuzijeme vlastnosti transpozice a vytkneme konstanty pred stfedni hodnotu
Pon=—K,HE[(xn — Tppn1)(@n — Tnn)"] (I — K,H)" + K,E [v,0,] K, .

Nyni uz jsme témétr u konce. Stac¢i si vSimnout, Ze prvni stfedni hodnota neni nic
jiného nez P, ,,_; a Ze druh4 stfedni hodnota pfedstavuje kovarian¢ni matici Sumu
méreni R,,. Tim dostdvame rovnici

Pyw=(I—K,H)Pyp (I - K,H)" +K,R, K},

ke které jsme se chtéli dostat.
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2.2.5 Kalmaniv prirastek

Jako posledni ndm zbyva rovnice Kalmanova priristku, ktery je dan rovnici
Kn - Pn,n—lHT(HPn,n—IHT + Rn>_17 (223)

kde K, je Kalmaniiv piirtstek, P, ,_; je kovarian¢ni matice aktualniho stavu, ktera
byla predikovana za predchoziho stavu, H je matice pozorovani a R, je kovarian¢ni
matice Sumu méfeni.

Rovnici Kalmanova prirtistku 1ze odvodit z rovnice aktualizace kovariance (2.21).
Zacneme tim, ze se zbavime transpozice a roznasobime si prvni zéavorku

Pon=I—-K,H)Pyn (I - K,H)" + K,R,K}
= - K,H)P,, (I -H'K!) + K,R,K,
= (Pyp1— K,HP,, 1) (I — H'K! + K,R,K.

Dale si roznasobime zbytek zavorek a seskupime posledni dva ¢leny

Ppyw=(Pop1— K,HP,p 1)(I — H'KY) + K, R, K}
= I'nn-1— Pn,n—lHTKg‘ - KnHPn,n—l + KnHPn,n—lHTKE + KanKq;F
= I'pn—-1— Pn,n—lHTKg - KnHPn,n—l + Kn(-HPn,n—lHT + Rn)Kg

Nyni vyuzijeme toho, ze Kalmanuv filtr je optimalni filtr ve smysli minimalniho
rozptylu odhadu. Toto tvrzeni si dokdZeme v nasledujici sekci. Za predpokladu,
ze zminéné tvrzeni je pravdivé, bude nasim cilem minimalizovat rozptyl odhadu,
coz znamena minimalizovat Kalmanuv prirustek. Abychom tohoto dosahli, musime
minimalizovat hlavni diagonalu kovarianc¢ni matice P, ,. To znamena, ze budeme
chtit zderivovat stopu matice P, , vzhledem k K, a cely vyraz polozit roven nule a
vyjadiime si K,.

Zacneme prepisem matic do tvaru stop a zaroven vyuzijeme znalosti vlastnosti stopy,
ktera 1ika, ze stopa matice je rovna stopé transponované matice, ¢imz dostaneme
rovnici

Tr(Pon) = Tr(Pop1) — 2 Tr(K HPy 1) + To(Ky(HP, p HY 4+ R,)KL).

Ke zderivovani tohoto vyrazu vyuzijeme znalosti rovnic

d
d

Aplikaci téchto vztaht a poloZzenim vzniklé rovnice nule ziskdme

d(Tr(Pn))

1 =0-2(HP,, )" + K,(HP,,, 1\H' + R,)T

+ K.(HP,, 1H' + R,) = 0.
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Nyni nam uz pouze zbyva vyuZzit symetri¢nosti kovarianéni matice a vyjadfit si
Kalmantuv prirtstek, ¢imz obdrzime

Kn = Pn,n—lHT(HPn,n—lHT + Rn)_l‘

Nez prejdeme k dalsi ¢ésti, tak si nazorné ilustrujeme pouziti Kalmanova filtru na
realném prikladu.

Priklad 2.2.1 (Odhad pozice auta). V tomto piikladu, ktery je prevzat z [Bec22,
Priklad 10], budeme odhadovat pozici jedouciho auta. Konkrétné budeme odhadovat
x a y soufadnice za predpokladu, Ze se auto pohybuje s konstantnim zrychlenim.

Pripomeneme si rovnici extrapolace stavu, kterd méa tvar
Ln4+1n = Fwn,n + Gun

Jelikoz v nasem zadani nevystupuje zadné fizeni, muzeme vypustit ¢len s u,. Tim
se rovnice extrapolace stavu zjednodusi na tvar

Lptin = an,n'
Stavovy vektor systému bude mit tvar
X X T
Ln = (xn) Un? anJ Yns Un, a/n)

Prislusné extrapolované pohybové rovnice v ¢ase n + 1 budou popsény rovnicemi

1
~ ~ ~x ~X 2
Tniin = Tnp + vnjnAt + §an7nAt ,

~ _ ~X
Un—i—l,n - vn,n + an,nAt7

~X ~X

anJrl,n an,n?

1
yn—l—l,n - yn,n + Un,nAt + 2an,nAt )
UnJrl,n - vn,n + an,nAt7
/\y A

an—i—l,n = an,n .

Dale si pripomene rovnici extrapolace kovariance, ktera je ve tvaru
T
Pn+1,n = FPn,nF + Q
Matice P je obecné ve tvaru

Pz Paox Pzax pzy Doy Pzay
Poxg Pox Puxax pv"y DPoxvy  Poxay
P Paxaz  Daxvx Dax paxy Paxvy  Paxay
pym pyvx pyaX py pyvy pyay
Doz Povox  Duyax pvyy DPuy DPuyay
Pavz  Pavvx  Payax payy Payvy Day
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kde diagonélni prvky predstavuji rozptyl odhadu pozice veli¢iny ve spodnim indexu
a mimodiagonélni prvky predstavuji kovarianci veli¢in ve spodnim indexu. Zde bu-
deme predpokladat, Ze chyby v odhadu v X a Y jsou nekorelované, ¢imz se nam

matice P zjednodusi do tvaru

Pz Pzox Pzax 0 0 O
Poxa Dux Pouxax 0 0 0
Paxz  Paxuvx Dax 0 0 0

0 0 0 Dy Pyvy Pyay
0 0 0 Poyyy Doy Puvyay
0 0 0 payy Payvy DPay

P =

Chybi nam jesté zjistit tvar matice @), ktera je obecné ve tvaru

032: 0-:1250" U?ca" a?yy O-gvy 0-:12:ay
0-121"3: 012)X O-ig)xax 0-12)"3/ ngvy 0-121"(13’
Q _ O-gx:c O-ngx ng ngy U?L"vy ngay
ok ol ol 0L Ol Ore |
Ugm Ugmx Ozz;mx (712;Yy ng Oq%Yay
g 2>’a} g 2va UZYaX Ung Ugyw Ugy

Rovnéz si zde tuto matici zjednodusime tim, ze budeme predpokladat nekorelovanost
procesniho Sumu v z a y, ¢imz dostaneme

o2 o, 0x 0 0 0
0%, 0% oikx O 0 0
Q= 02, Olex O 0 0 0
1 0 0 0 O Opy  Opgy
0 0 0 ogy W Ugy a?,y o
0 0 0 Ugyy 02 O

Zbyva nam zjistit tvar jednotlivych ¢lentt matice.

1 2
<§CLXAt2)

02=E[x’]| - Ex)*=F

T

- (%AtQE[aX]f

= —At4E[(ax)2] — ZAt4E[ a¥] = A4t402
0 = B|(v)’] = B[] = E [(a*At)*] — (a*AtEa¥])?

= At*E[(a¥)?] — At*E[a] = At?02,
Cov(z,v*) = Elzv*] — E[z]Ev*] = E [%a"AtQaXAt] - %AtQE[aX]AtE[aX]
— 1 3 x\2]1 1 3 X2 __ A_t?) 2
= 2At E[(a*)7] 2At Ela*]” = 5 o
Cov(z, a*) = Elwa"] — E[2]E[a"] = E Em?axa’(} - %ARE[@X]E[@X]
1 2 x\2 1 2 x12 1 2 2
= §At E[(CL ) ] — QAt E[a ] = éAt O gx
Cov(v¥,a*) = E[v*a™| — E[v*|E[a¥] = E [a*Ata*] — AtE[a*|E[a”]
= AtE[(a¥)?] — AtE[a*)* = Ato?.
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Analogicky bychom aplikovali postup pro y, v¥ a a¥. Dosazenim jednotlivych ¢lent
ziskdvame

M4 0 0 0
AE A2 At 0 00
At?

AE At 10 0 0|
Q=2 At a3 A2 | %a
0 0 0 S S S
0 0 0 &5 A2 A¢
0 0 0 A Ar 1

Zbyva nam zjistit tvar dvou matic, z nichz jedna je matice H, diky které mame na
vystupu pouze ty proménné, které chceme, tedy

zn = Hx,,

kde z, = (z™,y™)" (hornf index m slouzi k oznateni namérenych hodnot). Odtud
dostavame jednoduse matici H ve tvaru

Posledni chybéjici matici je R,,, kterou potfebujeme do rovnice Kalmanova prirtastku.
Tato matice je obecné ve tvaru

2 2
R — [ e Tapur
n 0_2 0_2 .
T Yn!

Yn'

Znovu budeme predpokladat nekorelovanost mezi jednotlivymi méfenimi, ¢imz se
nam matice zjednodusi do tvaru

o2, 0
Rn_<0 05;":)

Matice v tomto tvaru se muze lisit mezi jednotlivymi méfenimi, coz reflektuje sku-
tecny realny systém, nicméné mi ji budeme pro jednoduchost predpokladat kon-
stantni, tj.

RlzRQIZRn:R

Nyni jiz mame veSkerou potfebnou teorii k dopocitani prikladu. Zbyva nam dodat
pouze praktické aspekty prikladu. Necht se auto pohybuje po piimce konstantni
rychlosti ve sméru osy X. Po ujeti 400 metri auto odboé¢i doprava v kruhovém
manévru o poloméru 300 m. Béhem tohoto manévru bude na auto pusobit thlové
zrychleni. Hodnoty pouzitych parametri budou At =15, 0, =02m-s2 a Opm =
oym = 3 m. Jako posledni pouze dodame naméiend zaSuméla data, kterd jsou v
tabulce 2.1.
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r 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7

x | -393,66 | -375,93 | -351,04 | -328,96 | -299,35 | -273,36 | -245,89
y | 3004 | 301,78 | 2951 | 305,19 | 301,06 | 302,05 | 300
8 | 9 | w0 | 1 | 12 | 1B | 14
x | -222,58 | -198,03 | -174,17 | -146,32 | -123,72 | -103,47 | -78,23
y | 303,57 | 296,33 | 297,65 | 297,41 | 299,61 | 299,6 | 302,39
5 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21
x| -52,63 | -23,34 | 2596 | 49,72 | 76,94 | 9538 | 119,83
y | 295,04 | 300,09 | 294,72 | 298,61 | 294,64 | 284,83 | 272,82
22 23 24 25 26 27 28
x | 144,01 | 161,84 | 180,56 | 201,42 | 222,62 | 2394 | 252,51
y | 264,93 | 25146 | 24127 | 222,98 | 203,73 | 184,1 | 166,12
29 | 30 | 31 | 32 | 3 | 34 | 35
x | 266,26 | 271,75 | 2774 | 294,12 | 301,23 | 291,8 | 299,89
y | 138,71 | 119,71 | 100,41 | 79,76 | 50,62 | 32,99 | 2,14

Tabulka 2.1: Naméfené hodnoty pozice auta

Pouzitim Kalmanova filtru na tato naméfena data dostaneme odhadnutou trajek-
torii, ktera je spolecné s realnou trajektorii a namérenymi hodnotami zobrazena v
grafu 2.1.

y soufadnice
=
ul
o

—— Realizace
—e— Méfeni
—¥— Odhady

pe° P AP AP © AP AN A

-

X soufadnice

Obrazek 2.1: Realna, namérend a odhadnuta trajektorie auta
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2.3 Formdlni shrnuti

Nez zacneme se samotnym shrnutim, tak udélame malou zménu ve znaceni. Je béz-
nou praxi, ze se redlné ndhodné veli¢iny znaci velkymi pismeny. proto i my v tomto
shrnuti, kde je nasim cilem precizni matematicka formulace, takto budeme znacit
realné nahodné velic¢iny, coz budou X, a Z,, s koneénym rozptylem. Teoretické po-
znatky obsazené v této sekci byly ¢erpany predevsim z [Mad08|.

Predpokladejme, ze mame linedrni ¢asové nezavisly systém, ktery lze popsat linear-
nim stochastickym stavovym modelem

Xny1 = FX,, + Gu, + w, (2.24)
Z = HXp, + 0, (2.25)

kde X, je (k x 1) stavovy vektor, F' € R*** matice prechodu, G € R*¥*® je iidici
matice, u, je (a x 1) ¥idici vektor, w,, je (k x 1) vektor Sumu procesu, Z, je (m x 1)
vektor naméFenych hodnot, H € R™** je matice pozorovéani a v, je (m x 1) vektor
Sumu méteni. Necht dale vektory sumu v,, a w,, jsou gaussovské, maji nulovou stiedni
hodnotu a splhuji

E[vth] _ {R prot=r

i 0 prot#r
T Q prot=rT
E[wth] a {O pro t # T,

kde R € R™*™ je kovarian¢ni matice sumu méieni a Q) € R*** je kovarianéni matice
Sumu procesu. Rovnéz pro Sumy piedpokladejme, Zze splhuji

E [wthT } =0 pro vSechna t, .

Zacneme piipravou vét a rovnic, které budeme potiebovat.

Véta 2.3.1 (Projekce pro normélné rozdélené veli¢iny). Necht (Z7, X T)T je nor-
malné rozdélend ndhodnd velidina se stiedni hodnotou a kovarianct

Hz Yizz Yzx
px ) \Exz Yxx/)
Potom podminény ndhodny vektor Z|X md normdlni rozdélent se stredni hodnotou

BIZ|X] = pz + BzxExx (X — px) (2.26)

a rozptylem
Var[Z|X] = X2z — Yux Sk oy (2.27)

Navic plati, Ze (Y — E[Y|X]) a X jsou nezdavislé.
Diikaz. Dikaz lze dohledat naptiklad v [Jaz70]. O
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T T
Necht X, = (X,(ll), e ,Xflk)) a Z, = (Zfll), ey Z,(Lm)) jsou nahodné vektory a

necht (k+m x 1) vektor (Z1, X, )T je normalné rozdéleny se stfednimi hodnotami

a kovariancemi danymi
1z, Y2020 Bz, X,
1x, ) \EX0z, LxuX.)

Potom z véty 2.3.1 plyne, Ze podminény ndhodny vektor X|Z je normélné rozdéleny
se stfedni hodnotou a rozptylem

E[Xn|Zn] = ILLXn + ZXnZnEETILZn<Z - MZTL)7 (228)

Var[X,|Z,] = Ex, X, — X02.57. 2. 5X, 2, - (2.29)

Poznamka 2.3.2. Véta 2.3.1 plati i pro podminény vektor (}/( |Z) Pro tento vektor
by rovnice (2.28) a (2.29) presly do tvaru

E[X|Y, Z] = E[X|Z] + Cov[X,Y|Z]Var ' [Y|Z](Y — E[Y|Z]), (2.30)

Var[X Y, Z] = Var[X|Z] — Cov[X, Y |Z]Var 'Y |Z]CovT[X, Y |Z]. (2.31)

Déle si zavedeme
T T\T
Z,=(Zy,...,2Z,)", (2.32)
coz je vektor obsahujici vSsechna méteni az do ¢asu n. Navic predpokladame, ze
zname i fizeni uq,. .., Uy,.
Nyni si predstavime

Xoshn = B[ XpninlZ2], (2.33)

kde )?nﬂm nazyvame predikci X, (pro & > 1). Pro k = 0 je )A(,m nazyvano
rekonstrukei X,.

Déle budeme potiebovat chybu predikce a chybu méfeni, které jsou dany rovnicemi

Xn—&-k,n = Ant+k — Xn—&-k,n (234)

~ ~

Zn+k,n = Lin+k — Zn+k,n (235)
a kovarianci X, kterou lze za pomoci (2.33) vyjadrit nasledovné
Pj{i—k,n = Var[X, 1] Z,]
=E [(Xn—irk - E[Xn+k|2n]>(Xn+k - E[Xn+k’Zn])T|Zn]
=E |:(Xn+k - Xn—l—k,n)(Xn—l—k - Xn+k,n)T|Zni|

=E [jzn—&-k,n)?:-s-k,n | Z,

= Var[ X, 1x.n|2n)- (2.36)

Pokud bychom navic predpokladali, ze )?Mk,n a Z, jsou nezavislé, tak by dokonce
platilo

Var[ X, 5.0l Zn] = Var[ X, 1k (2.37)
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Dosazenim (2.37) do (2.36) ziskdme finalni podobu

PX = Var[X, 1| 2.] = Var[ X, 4.). (2.38)

Analogickym postupem bychom se dopracovali i k

PZ . = Var[Z,4| 2,] = Var[Znk.n,

Prfi-zk,n = Cov[Xntk, Zn+k|Zn] = Cov[Xntin, Zntin] = PnZ-Sc,n'

Nyni si predstavime dalsi vétu, kterou budeme potiebovat pro dalsi postup.
Véta 2.3.3 (O optimalni predikei). Plati, Ze

min E[(Y" — g(X))*|X = 2] = B[(Y — ¢"(2))*|X = a], (2.39)
g
kde g*(z) = E[Y|X = z].
Diikaz. Dikaz lze najit v [Mad08]. O

7 véty 2.3.3 plyne, ze pokud chceme minimalizovat stfedni hodnotu kvadratu chyby
predikce, tak optimalni rekonstrukci a predikci ziskdme pomoci podminéné st¥edni
hodnoty.

Nyni méame jiz vSe potfebné, abychom se dopracovali k optimélni rekonstrukci X,,.
Sta¢i nam do (2.30) a (2.31) dosadit za X = X,,, Y = Z,a Z = Z,_, , ¢im7 ziskdme
nésledujici vétu.

Véta 2.3.4 (O optimalni rekonstrukei). Optimdlni rekonstrukci X, ziskdme pomoct
rounice
)?n,n = E[Xn‘Zna anl]
= E[X,| Zn_1] + Cov[ Xy, Zn|Zn_1|Var [ Z,|Z0-1](Z, — E[Z0| Z0-1]),

kterou je mozné ddle prepsat do tvaru

~ ~

Xn,n = An7n—1 + PXZ (Pan_l)il (Zn — Zn7n_1). (240)

n,n—1

Ddle kovariance chyby rekonstrukce bude ve tvaru

~1 T
ijn = P’If,(’l’b—l - anz—l (PnZ,n—l) (Pj,(nz—l) : (241)
Diikaz. Plyne z postupu vyse. O]

Oznadcime si
_ pXZ Z -1
Kn - Pn,n—l (Pn,n—1> )

coz je nas znamy Kalmanuv priristek.
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Ze stavovych rovnic (2.24) a (2.25) plynou rovnice pro predikei na jeden krok dopredu
ve tvaru

Xpiin = FXop + Guy, (2.42)
Zoiin = HX i1 (2.43)

a prislusné rovnice predikéni chyby jsou

~ o~

KXntin = Xng1 — Xngin

= F (X, — )?nn) + Wyt

= FXpn + Wny1, (2.44)
Ziin = HX i1 + Vs (2.45)

Jeste si k predikénim chybam vyjadiime jejich kovariance

Var[X, 1] = FVar[X, JFT + Q= FPX FT +Q = PX (2.46)
Var(Zyi1,] = HVar[X, 12 H" + R, = HPX | \H" + R, = PZ,,,,, (247)
Cov[Xoi1ms Zniim) = Var[ X, o HY = P,fiLnHT = PanLn. (2.48)

Véta 2.3.5 (Kalmanuv filtr). Optimdlni linedrni rekonstrukce )/(\'nn v systému, ktery
je ddn rovnicemi (2.24) a (2.25), je ddna rovnicemi

)?n,n — An,n—l + Kn(Zn - H)?n,n—l)7 (249)
P, =P _—K,(HPS, \H " +R,) K, =P, | — K,HPY, |, (2.50)
kde Kalmaniv priristek K, je ddan rovnict
K,=PY _HT (HPX_ H'+R,) . (2.51)
Dale optimdlni linedrni predikce )?nﬂm je dana rovnicemsi
Xpstn = FXop + Gun, (2.52)
(2.54)
Pocatecni podminky jsou
)/5170 = E[Xl] = Mo, (255)
Py = Var[Xj] = V%, (2.56)

Toto tvrzeni je vysledkem Kalmanova ptavodniho ¢lanku [Kal+-60], ¢imz jsme ziskali
Kalmanuv filtr s diskrétnim ¢asem ve formé predpovédi na jeden krok doptedu.

Porovname-li si odvozené rovnice Kalmanova filtru z minulé sekce s témi ziskanymi
z véty 2.3.5, tak se nam ihned shoduji v8echny rovnice kromé (2.50), ktera neni
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ve stejném tvaru jako rovnice (2.21). Proto budeme vychéazet z rovnice (2.21) a
pokusime se ji upravit do tvaru rovnice (2.50), tj.

Pop=I—-K,H)Ppp (I - K,H)"+ K,R,K}
= I'mpn—-1 — Pn,nleTKE - KnHPn,nfl + Kn (Hpn,nleT + Rn) KE

Zacali jsme tim, Ze jsme si roznésobili zavorku. Dale si za prvni K, v poslednim
¢lenu dosadime (2.23), ¢imz ziskdme

Pn,n = Pn,nfl - Pn,nleTKg - KnHPn,nfl
+ Pop i HT (HPyp \H™ + R,) ™ (HPuu 1H™ + R,) K.

V upravovani jsme jiz skoro u konce, protoze nam zbyvéa si uvédomit, Ze soucin
vyrazi v zavorkdch dé jednotkovou matici, ¢imz se nam rovnice zjednodusi do tvaru

Pn,n = an—l - Pn,n—lHTKE - KnHPn,n—l + Pn,n—lHTKE
= I'nn-1— KnHPn,n—l

Timto postupem jsme se dopracovali k cili, jelikoZ se nam rovnic (2.21) podafilo
upravit do tvaru rovnice (2.50).

Poznamka 2.3.6. Nabizi se otézka, ktery ze zapisu rovnice aktualizace kovariance
pfi implementaci pouzit. Dle |[BJ68| je lepsi tato rovnice ve tvaru (2.21), protoze
jiz malé chyba ve vypoctu Kalmanova prirtistku mize vést k obrovskym chybam ve
vysledcich. Typicky muze néco takového zptisobit zaokrouhlovani.

Rovnici (2.52) muzeme ziskat predikei stavu na jeden krok dopiedu. Co kdyz ale
budeme chtit predikci na r € N krokiu dopredu? Toho lze pod jednou podminkou
docilit veelku jednoduse. Abychom mohli predikovat vice krokiu dopredu, musime v
rovnici (2.24) vypustit Fizeni, protoZze nezname nase budouci fizeni.

Hledame tedy predikci X, 4,, a mame n méfeni 75, ..., Z,. Nejprve si rozepiSeme
Xp4rk pomoci stiedni hodnoty a rovnice (2.24) bez fizeni, diky ¢emuz se dostaneme
k rovnici

~

Xn—i—r,n = E[Xn+r|zn] = E[FXn—i-r—l + wn—i—r—llZn]-

Budeme dale pokracovat v tpravach.

~

Xn—i—r,n = E[FXn+r—1|Zn] + E[wn—kr—l‘zn]
= FE[Xn+r—1|Zn]
= F)?n-l—r—l,n

Nyni jiz nezbyva nic jiného, nez tento postup iterativné zopakovat a dostat se k cili

)?n—ﬁ—r,n = F)?n—i-r—l,n = F(F)?n—i—r—Q,n) == Fr_l)?n—‘rl,n- (257)
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Kapitola 3

Implementace Kalmanova filtru na

realnych datech

Na zacatku této kapitoly se seznamime s daty, s kterymi budeme pracovat. Déle si
predstavime stavovy model trhu s elektfinou, na kterém bude stat nas Kalmaniv
filtr. Na to jiz navazeme samotnym Kalmanovym filtrem a LSTM, kde si pfedstavime
ziskané vysledky a pomoci riaznych metrik je vzajemné porovname. Na konec se jesté
podivame na to, jak by si Kalmanuv filtr vedl jako binarni klasifikitor a porovname

ho s bézné pouzivanymi binarnimi klasifikatory.

3.1 Data

Pro implementaci Kalmanova filtru jsme si vybrali Rakousko, které spada pod nej-
vétsi evropskou energetickou burzu EPEX. Rakouské TSO je Austrian Power Grid
AG (zkracené APG) a bude pro nas hlavnim zdrojem dat, ze kterého budeme ¢erpat.
Pro nase ucely jsme si vybrali ¢asovy horizont od 1. 9. 2021 do 17. 10. 2022.

| Odchylka [MW]  Vyroba [MW] Spotfeba [MW] Toky [MW]

Poget | 39552 39168 39552 39552
Primér | -10,43 5946 7018 1480
Smér. odch. | 127,32 1581 1223 1433
Minimum | -843,53 2486 4396 -3936
L. kvartil | -85,21 4742 6004 527
Medidn | -11,14 5731 7044 1606
3. kvartil | 62,21 6954 7876 2528
Maximum | 108825 12169 9924 5336

Tabulka 3.1: Zakladni statistiky odchylky, vyroby, spotfeby a preshrani¢nich toku
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3.1.1 Odchylka

Nejprve zaéneme s historickymi daty o odchylce, ktera jsme ziskali z [AG22a]. Vy-
sledna hodnota odchylky je udavéana v patnactiminutové agregaci a jedna se o soucet
veskeré pouzité sekundéarni a tercialni regulacni energie v danych patnacti minutéch.
Souhrnné statistiky pro celou odchylku lze vidét v tabulce 3.1, ze kterych pozoru-
jeme, ze v daném ¢asovém obdobi byla odchylka lehce vice v nedostatku, a to kon-
krétné v 54,17 % piipadi. JelikoZ se jedné o velky ¢asovy interval, podivame se jesté
na meési¢ni data, ktera jsou uvedena v tabulce 3.2.

Maésic | Pocet  Prebytek [%| Nedostatek [%] Primér [MW]
Z4¥ 2021 2880 42,17 57,83 -13,83
Rijen 2021 | 2980 54,26 45,74 16,73

Listopad 2021 | 2880 36,94 63,06 -39,82
Prosinec 2021 | 2976 46,57 53,43 9,79
Leden 2022 | 2976 42,57 57,43 23,7
Unor 2022 2688 44,35 55,65 -15,29
Biezen 2022 | 2972 44,11 55,89 -17,28
Duben 2022 | 2880 43,65 56,35 -19,68
Kvéten 2022 | 2976 50,81 49,19 7,14
Cerven 2022 | 2880 40,45 59,55 -28.14
Cervenec 2022 | 2976 53,70 46,30 12,38
Srpen 2022 | 2976 43,04 56,96 -15,67
ZAF 2022 2880 45,66 54,34 -5,26
Rijen 2022 | 1632 57,99 42,01 16,83

Tabulka 3.2: Shrnuti odchylky po mésicich

Déle si vykreslime histogram, abychom vidéli, jestli se odchylka drzi spiSe blizko u
nuly, anebo ¢asto dosahuje vysokych hodnot.
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Obrazek 3.1: Histogram odchylky
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Pro predstavu, jak se odchylka muze ménit v prubéhu dne, jsme vybrali jeden na-

hodny den, ktery muzete vidét v grafu 3.2, kde kladné hodnoty predstavuji prebytek
elektfiny v siti a zaporné nedostatek.
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Obrazek 3.2: Odchylka dne 12. 8. 2022

V grafu 3.2 je zobrazena odchylka v patnactiminutové agregaci, kde jednotlivé body
znaci hodnotu a pocatek dané ¢tvrthodiny.

3.1.2 Planovana vyroba

Dale budeme pouzivat data o predpovédi planované vyroby, které jsou dostupna na
[AG22¢]|. Cely energeticky mix Rakouska je zobrazen v grafu 3.3.
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Obrazek 3.3: Energeticky mix Rakouska

39



Jak 1ze vidét z obrazku 3.3, nejvétsi podil na vyrobé maji na svédomi vodni elek-
trarny, které jsou nasledovany spalovnami plynu a vétrnymi elektrarnami. Zajima-
vosti u Rakouska je to, ze vzhledem ke svoji celkové produkce maji zna¢ny podil
vyroby v pirecerpavacich elektrarnach.

Zakladni statistiky popisujici planovanou vyrobu je mozné najit v tabulce 3.1.

Nyni si opét vykreslime jeden den, abychom vidéli typicky tvar produkce b&hem
dne, ale kromé planované produkce pridame i realnou produkci, abychom vidéli
rozdil mezi nimi.

7000 - —e— Predikce
—e— Realizace

6500

(2]
o
o
o

5500

5000

4500

MnoZstvi elektfiny [MW]

4000

3500

RO NP SEEN . ST, SIS SIS CEE Y IR, VIS VIS VI SIS SIS
PV QYT YT ®©Y @ &09 ,&@9 ,\'b(.g ,»@9 \’%9 QN 2T O

Cas
Obrézek 3.4: Planovana a realizovana produkce dne 12. 8. 2022

V grafu 3.4 miuzeme vidét, ze predikce a realizace si drzi podobny tvar, ale misty
realizace vyrazné neodpovida predikci.

3.1.3 Planovana spotieba

K planované produkei patii planovana spotieba, ktera je publikovana na [AG22d].
Zakladni statistiky spotfeby lze vidét v tabulce 3.1.

Rovnéz si opét vykreslime planovanou spotfebu oproti reélné.
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Obrézek 3.5: Planovana a realizovana spotieba dne 12. 8. 2022

V grafu 3.5 mtizeme vidét, ze v dany den byla po celou dobu realizovana produkce
nizsi nez planovana.

3.1.4 Planované preshranic¢ni toky

Posledni udaj, ktery utvaii celkovou produkci/spotiebu a odchylku, je planovany
preshrani¢ni tok, ktery ziskavame z [AG22b|. Rakousko si ,,vyménuje* elektfinu se
vSemi svymi sousedy vyjma Slovenska, jmenovité tedy s Ceskou republikou, Madar-
skem, Slovinskem, ITtalif, év;’rcarskem a Némeckem. Pieshrani¢ni toky s témito staty
jsou planovany rocné, mésicné, den pred realizaci a béhem dne realizace. Souhrnné
statistiky jsou uvedeny v tabulce 3.1.
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Obrazek 3.6: Planované a realizované preshrani¢ni toky dne 12. 8. 2022
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V grafu 3.4 mizeme vidét, jaké byla realizace preshrani¢nich tokt oproti planovanym
Je tfeba si uvédomit, Ze v grafu 3.6 pozorujeme kumulativni preshrani¢ni toky,
tj. souhrnny stav veskerého importu a exportu se vSemi staty. Pro zajimavost si
vykreslime preshrani¢ni toky pouze s Némeckem, které lze vidét v grafu 3.7.
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Obrézek 3.7: Planované preshrani¢ni toky s Némeckem dne 12. 8. 2022

3.1.5 Zuctovaci cena a teplota
Zbyvaji nam posledni dvé proménné, které musime zminit. Prvni z nich je zuc¢tovaci
cena, za kterou TSO vyrovnaval soustavu. Tuto cenu jsme ziskali z [AG22e|. V grafu

3.8 je mozné vidét zuctovaci ceny na ¢tvrthodinach béhem jednoho dne.
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Obrézek 3.8: Zuctovaci ceny dne 12. 8. 2022
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A jako posledni proménné, kterou pouzijeme do binarniho klasifikiatoru, je teplota
ve Vidni, kterou budeme brat z [Und22]. Prubé¢h teploty v ramci jednoho dne je
zobrazen v grafu 3.9.
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Obrazek 3.9: Teplota ve Vidni dne 12. 8. 2022

3.1.6 Srovnani odchylky, vyroby, spotieby a toki

Jak jsme jiz zminili, odchylka vznika jako rozdil mezi celkovou vyrobou a celko-
vou spotiebou véetné vSech preshrani¢nich tokt. Nicméné jak jsme jiz ukézali,
tak predikce vyroby, spotfeby a toku je vzdéalena od realizace. Proto bychom radi
nazorné ukazali, jak by vypadala odchylka, pokud by predikce byly presné. Tuto
,planovanou® odchylku nasledné srovname s realizovanou odchylkou.
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Obrazek 3.10: Planované vyroba a spotfeba véetné tokl dne 12. 8. 2022
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V grafu 3.10 pozorujeme, zZe dle predikci by teoretickd odchylka, vyplyvajici z pla-
nované vyroba, spotieby a toki, méla byt rano a vecer v prebytku a ve zbytku dne
v nedostatku. Tuto ziskanou odchylku porovname s realnou odchylkou v grafu 3.11.
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Obréazek 3.11: ,,Planovana“ a realna odchylka dne 12. 8. 2022

V grafu 3.11 pozorujeme, Ze odchylky se viibec vzajemné neshoduji. Proto je tloha
predikce odchylky tak netrividlni, protoze na ni méa v realném case vliv spousta
faktoru.

3.2 Stavovy model trhu s elektiinou

Abychom mohli pouzit Kalmanuv filtr, tak potfebujeme prislusné diferencialni rov-
nice, které budou popisovat nas dynamicky systém. Pro tento tcel pfevezmeme mo-
del, ktery byl piedstaven v [Alv97]. Jedna se o model jednoho dodavatele a jednoho
spotiebitele, ktery je popsan rovnicemi

—by — cyP,+ N\ — kE

P, = : (3.1)
Tg
Pd: bd+CdPg—>\7 (32)
Td

E =P, — Py, (3.3)
—-F

A= — 3.4

=, (3.0

kde P, je mnozstvi vyrobené elektfiny, Py je mnozstvi spotfebované elektfiny, E je
nerovnovaha v soustavé a A je cena elektfiny, 7, je Casova konstanta vyroby elektriny
dodavatele, 7, je ¢asova konstanta spotieby elektriny spotiebitele, 7 je ¢asovéa kon-
stanta ceny elektfiny, ¢len b, + ¢, P, znac¢i mezni naklady dodavatele a ¢len by + cq Py
mezni néklady spottebitele.
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Ackoli se jedna o starsi model, tak je i pres to v soucasnosti stale ve formé ruznych
derivata pouzivan. V posledni dobé na néj bylo mozné narazit v ¢élancich [Das+21;
TP21; Kér+21]|, které se zabyvaji inteligentnim fizenim obnovitelnych zdroji & vy-
lepsovanim stavajictho modelu. Rovnéz je mozné najit clanky zabyvajici se predikci
ceny a spotieby.

Nyni se pokusime jednoduse a vystizné interpretovat tento systém rovnic. Vyrobce
se podle rovnice (3.1) chova tak, Zze zvySuji svoji produkei, pokud cena elektiiny
prevysuje mezi naklady na vyrobu. Obdobné je tomu tak u rovnice (3.2), kde spo-
trebitel zvysuje svoji spotfebu, kdyz mezni naklady prevysuji cenu. Jelikoz realné
neni mozné v kazdé chvili presné vyrovnat produkci a spotiebu, vznika tak systé-
mové odchylka popsana rovnici (3.3). V pfipadé prebytku energie dojde ke sniZeni
ceny dle rovnice (3.4), nacez toto snizeni ceny zptisobi zvySeni spotfeby a sniZeni
produkce, coz povede ke snizeni prebytku energie v soustavé. Aby se docililo stabil-
niho chovani trhu, je nutné zaradit do rovnic dodatecny cenovy signal, ktery je v
tomto pripadé pouze na strané producenta vyjadien ¢lenem kFE.

Cely systém rovnic muzeme diskrétné prepsat do maticové podoby nésledovné

Tpy1 = Fa, + Gu,, + wy, (3.5)
kde
d T
o= (P8 P! B, \)T,
up = (by ba 0 0)",
Cg _k 1
OTg cy OTg qu
F=1I T S | At
S T T
0o 0 -+ 0

sziag(—% Tid 0 O> At.

Suboptimalni nastaveni parametru jsme ziskali tak, ze jsme udélali sit vhodnych
hodnot pres v8echny parametry modelu a minimalizovali jsme RMSE (viz rovnice
(3.11)). Tim jsme ziskali hodnoty parametri uvedené v tabulce 3.3.

Parametr Hodnota

by 10
Cq 0,1
k 0,5
Tq 0,1
ba 10
Cd -0,75
Td 071
T 100

Tabulka 3.3: Parametry Alvaradova modelu
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Nez prejdeme k redlnym vysledktim, tak si jesté struéné predstavime LSTM. Pred-
pokladame, zZe Ctenar je seznamen s teorii neuronovych siti. Pokud by nebyl, tak
lze potiebné informace dohledat v [And95; Ras+22; Rus+10]. V nasledujici sekci
uvedeme stru¢ny zakladni popis architektury, kterou pouzivime.

3.3 LSTM

Long short-term memory (LSTM) je typ rekurentni neuronové sité, ktera je schopna
efektivné zpracovavat a analyzovat sekvencéni data. Zvlasté uziteéna je pro preklad
jazyka, jazykové modely a predikci ¢asovych rad.

LSTM byly predstaveny dvojici Sepp Hochreiter a Jiirgen Schmidhuber v 90. letech
minulého stoleti a byly publikovany v [HS97|. Tito autofi si kladli za cil vyporadat
se s problémem mizejictho gradientu, ktery je pfitomen u klasickych rekurentnich
neuronovych siti. Tento problém se projevuje tim, Ze znesnadnuje sitim naucit se
dlouhodobé zavislosti kvuli tomu, Ze gradient zacne byt velmi maly.

Zakladni struktura LSTM buinky se sklada ze t¥i bran, které slouzi k fizeni toku
informaci buiikou. Zpravidla se jedna o vstupni, vystupni a zapominaci branu. Jak jiz
samotné nazvy napovidaji, tak vstupni brana ma za tkol rozhodovat, které vstupni
informace maji vstoupit do bunky. Vystupni brana je zodpovédna za rozhodovani
o tom, které informace maji byt vystupem buiiky, a zapominaci brana rozhoduje o
vyTazeni nékterych informaci. Tyto brany jsou popsany nasledujicimi rovnicemi

iv = o(Wigze + Winhy—y + b;), (3.6)
O = U(Womxt + Wohht—l + bO)? (37)
fe = o(Wioe + Winhi—y + by), (3.8)

kde x; oznacuje vstupni vektor, W je matice vah, b je bias a ¢ je funkce sigmoid.

Kromé téchto bran ma jesté kazda bunka svij stav, ktery je zodpovédny za ucho-
vani informace v dlouhém c¢asovém horizontu. Kazda buiika jesté rovnéz obsahuje
svij skryty stav, ktery umoznuje siti vyuzit predchozi informace k predpovédim v
aktualnim kroku. Oba tyto stavy se ridi rovnicemi

Ct — ft ® Ci_1 + it ® tanh(chﬂct + Wchhtfl + bc), (39)
hy = 0y ® tanh(¢;), (3.10)

kde kromé jiz zminénych veli¢in jesté vystupuje ©, coz je nésobeni po slozkich
(neékdy téz Hadamardav soudin).

Témito péti zminénymi rovnicemi je dan proces uceni LSTM a na obrazku 3.12 lze
pozorovat schéma vymeény informaci mezi bunkami v case.
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Obrazek 3.12: Schéma LSTM

Nicméné i LSTM mé své limity. Jednim z nich je vysokd vypocetni naro¢nost, které
ve spojeni s potfebou velkého mnozstvi dat mize zpiisobit nepfimérené dlouhy cas
trénovani sité. Rovnéz je tento typ siti nachylny na pretrénovani a je citlivy na volbu
hyperparametri.

V kontextu energetiky se LSTM c¢asto vyuzivaji pro predikci spotieby, ceny elektiiny
nebo produkce obnovitelnych zdroju.

To je v8e k tvodu do LSTM a ¢tenére, ktefi by se radi dozveédeéli vice, odkazeme na
nékterou z knih [GBC16; Chal9; Ket17; Ger19; Niel9].

3.4 LSTM a Kalmanuv filtr

Hlavni prednosti Kalmanova filtru je jeho schopnost zpresnit zasuméla data, at uz
Sum vznikd méfenim ¢i samotnym procesem. Nasim cilem je predikovat nerovnovahu
v soustavé nejprve na jeden krok, a poté na dva kroky dopredu za pouziti Alvara-
dova modelu. Odchylku ovliviiuje velké mnozstvi faktoru jako produkce, spotieba
a preshrani¢ni tok, nicméné kromé téchto ziejmych faktori v sobé nesou spoustu
informace i historickd data o odchylce. Abychom této informace vyuzili co nejvice,
rozhodli jsme se zkonstruovat rekurentni neuronovou sit s LSTM architekturou,
ktera je natrénovana na historickych datech o odchylce z obdobi od 1. 9. 2021. do
31. 8. 2022 a validované na datech od 1. 9. 2022 do 10. 10. 2022.

Abychom mohli porovnavat vysledky, bude potieba si zavést vhodné metriky. My
si zvolime tii, které se pouZzivaji pravdépodobné nejéastéji. Jedna se o RMSE (Root
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Mean Square Error), MAE (Mean Absolute Error) a R?, které jsou definovany vztahy

RMSE = \/ 2“(?2 v (3.11)

1 n
MAE = =S |G — il , 3.12
PR (312)

RZ—1_ Z?:l(yi - @)2
i (Ui —Y)?

kde u; je predikovana hodnota, y; je realna hodnota a 7 = % Yoy Yie

(3.13)

3.4.1 Predikce na jeden krok dopredu

Zacneme s piipadem, kdy budeme predikovat odchylku na jeden krok dopredu, tedy
jakmile obdrzime hodnotu odchylky dané ¢tvrthodiny, tak budeme predikovat na-
sledujici. V tomto pripadé bychom méli docilit vyssi presnosti nez pri nasledujici
predikci na dva kroky dopredu. Budeme predikovat odchylku od 11. 10. 2022 do 17.
10. 2022, kdy nejprve srovname realna data s predikci pouze za vyuziti LSTM a
nasledné s kombinaci LSTM a Kalmanova filtru.

Na zacatek si predstavime naprosto zakladni model, se kterym budeme nase vysledky
porovnavat. U tohoto modelu budeme predpokladat, ze predikované odchylka bude
stejna jako posledni znamé. Jedné se o nejjednodussi predikéni model, od kterého
nemame velka o¢ekavani, ale bude dobry pro srovnani s LSTM a Kalmanovym fil-
trem. V tabulce 3.4 jsou uvedeny hodnoty metriky charakterizujici nas zakladni
model.

Nyni jiz mtuzeme piejit na LSTM. Za¢neme tim, Ze si zaneseme do grafu predikované
hodnoty oproti redlnym.
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Obréazek 3.13: Predikce LSTM vicéi redlnym hodnotam odchylky
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V grafu 3.13 mizeme pozorovat, ze LSTM si vede celkem dobie v zachycovani ex-
trémnich hodnot. Bohuzel ve chvilich, kdy je odchylka relativné klidna s malymi
zménami, ma tendenci hodnoty dost nadsazovat. Presto vSak maji nejvétsi vypovi-
dajici hodnotu naSe tii metriky, jejichz hodnoty jsou uvedeny v tabulce 3.4.

Nyni prejdeme ke Kalmanové filtru, ktery bude pro vstup vyuzivat predikovanou
hodnotu odchylky pomoci LSTM. Do Kalmanova filtru rovnéz vstupuji ziskanéa data
o planované vyrobé, spotiebé a preshrani¢nich tocich. Vysledek si opét vykreslime
spole¢né s realizaci.
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Obréazek 3.14: Predikce Kalmanova filtru vici realnym hodnotam

Na grafu 3.14 muzeme pozorovat zajimavy trade-off, ke kterému doslo. V grafu 3.13
jsme mohli pozorovat predikce s velkym rozptylem snazici se zachytit kazdou zménu,
zatimco v grafu 3.14 pozorujeme spiSe drzeni hlavniho trendu. Napocitame si i pro
tento pripad metriky, abychom mohli vSechny tii modely porovnat.

Metrika Zakladni model LSTM Kalmanuv filtr

RMSE 80,15 76,73 74,32
MAE 61,65 60,06 59,64
R? 0,302 0,258 0,298

Tabulka 3.4: Metriky pro predikci odchylky na jeden krok doptedu

Z tabulky 3.4 je zfejmé, ze si Kalmanuv filtr vedl lépe v RMSE i MAE oproti zbylym
dvéma modeliim. U zakladniho modelu miize byt prekvapivé, Ze R? ma srovnatelny
s Kalmanovym filtrem, tedy ze oba modely vysvétluji variabilitu témeér shodné.

Pro lepsi predstavu, jak si modely vedly, si jesté ke kazdému z nich vykreslime
korela¢ni diagram, ve kterém proti sobé vyneseme hodnoty predikce a realizace.
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Obrazek 3.15: Korela¢ni diagram zakladniho modelu
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Obréazek 3.16: Korela¢ni diagram LSTM
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Obrazek 3.17: Korela¢ni diagram Kalmanova filtru

U graft 3.15 a 3.16 pozorujeme velkou podobnost, kde je vétsina bodu soustiedéna
v blizkosti piimky, ale se zna¢nym oblakem bodi, které jsou vzdéalené. Na druhou
stranu v grafu 3.17 vidime vzdalenych bodu od pfimky o néco méné, ale zaroven
muzeme vidét, jak Kalmanuv filtr drzel vSechny predikované hodnoty pod 200 MW.

3.4.2 Predikce na dva kroky dopiedu

V této c¢asti analogicky zopakujeme postup z piredchozi sekce pouze s rozdilem, Ze
budeme predikovat na dva kroky dopredu. Da se ocekavat, ze predikce bude o néco
horsi a s tim i spojené metriky, ale uvidime, zdali maji i tak dostatec¢nou kvalitu.
Rovnéz zjistime, zdali si Kalmanuv filtr poradi s vyrazné méné presnymi daty i v
tomto pfipadé.

Opét nejprve sestrojime zékladni model, ktery tentokrat bude predikci na dva kroky
brat z poslednich dvou zndmych hodnot odchylky. Hodnoty metrik tohoto modelu
lze najit v tabulce 3.5, ve které lze vidét prudké zhorseni oproti zékladnimu modelu
pii predikci na jeden krok.

Dale prejdeme k LSTM, u kterého vykreslime jeho predikci oproti realizaci.
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Obrazek 3.18: Predikce LSTM vuéi readlnym hodnotam odchylky

Oproti LSTM s predikci na jeden krok doptfedu v grafu 3.18 pozorujeme znacéné
snizeni rozptylu predikovanych hodnot. Také lze vidét, Ze se zhorsila predikce vyssich
hodnot odchylky, nicméné i tak si ale predikce drzi stejny trend jako realizace.

V tabulce 3.5 pozorujeme u LSTM zhorseni ve vSech metrikach, ale neni nijak zvlast
drastické. Stale dostavame vcelku dobré predikce. Nyni se podivame, jak si vedl
Kalmanuv filtr.
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Obrézek 3.19: Predikce Kalmanova filtru vici realnym hodnotam

Na prvni pohled se zdaji byt predikce v 3.19 velmi podobné jako v grafu 3.14.
Spocteme si jesté metriky, které nam situaci vice objasni.
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Metrika Zéakladni model LSTM Kalmanuv filtr

RMSE 86,91 79,25 80,09
MAE 68,83 62,69 63,88
R? 0,051 0,210 0,193

Tabulka 3.5: Metriky pro predikci odchylky na dva kroky dopredu

Jasné miizeme v tabulce 3.5 pozorovat, ze Kalmanuv filtr nam poskytl o néco horsi
predikci nez LSTM. Ackoli neni rozdil nijak zédvratny, miuzeme alespon pozorovat, ze
Kalmanuv filtr neni vSespasny a nemusi nam vzdy nutné pomoci se ziskanim lepsich
odhadi. Co se tyce vysledktu zakladntho modelu, vidime, Ze je tento model kvili
jeho Spatnym vysledktim nepouzitelny.

3.5 Binarni klasifikator

V této casti sestrojime nékolik klasickych binarnich klasifikatorta. Nejprve pouzijeme
totozné datové vstupy, jako jsme pouzili u Kalmanova filtru, abychom porovnali vy-
sledky za stejnych podminek. Nésledné pridame dalsi vstupy (teplota, rychlost vétru)
a podivame se, o kolik se zlepsi predikce. Déle vysledky z binarnich klasifikdtori po-
rovname s vysledky z Kalmanova filtru, ktery tentokrat budeme brat jako binarni
klasifikator, tzn. bude nas zajimat, zdali bude predikovan pfebytek nebo nedostatek
elektiiny v siti.

Nez se pustime do samotnych klasifikatori, zavedeme si metriky, které budeme po-
tfebovat k jejich porovnévani. Pouzivané metriky pro binarni klasifikitory jsou pres-
nost, preciznost a senzitivita, nicméné tyto tfi pojmy jsou spiSe znamé pod anglic-
kymi nadzvy accuracy, precision a recall, které v tomto pripadé upfednostnime. Tyto
metriky jsou definovany nasledujicimi vztahy

TP + TN
A - 14
Ay = TP Y TN+ FP + FN’ (3.14)
TP
Precision = —— 1
recision = 5, (3.15)
TP
| 1
Reca TP 1PN (3.16)

kde TP znaci skute¢né pozitivni (True positive), TN skute¢né negativni (True nega-
tive), FP falesné pozitivni (False positive) a FN falesné negativni (False negative).

V kratkosti si popiSeme, co ndm jednotlivé metriky fikaji. Zacneme s nejjednodussi
accuracy, ktera nam 1ika, kolik nasich predikci bylo spravnych. Dale nam precision
urcuje pomér spravné predpovézenych pozitivnich pozorovani vii¢i celkovému poctu
predpovézenych pozitivnich pozorovani. Vysoka hodnota precision je tedy spojena
s nizkou mirou falesné pozitivnich vysledki. A posledni recall ndm urcuje, jak je
model dobry v predikovani urcité tridy.
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Zactneme s béznymi binarnimi klasifikitory jako jsou logisticka regrese, rozhodovaci
stromy, nahodny les, naivni Bayes, metoda podptrnych vektort nebo tieba nejblizsi
soused. Jelikoz mame velké mnozstvi binarnich klasifikdtort, ze kterych muzeme
vybirat, tak si zvolime jako nas zakladni referencni model logistickou regresi. Pro
prvni verzi vyuzijeme jako vstupni data historické hodnoty odchylky, predpokléada-
nou spotiebu, predpokladanou vyrobu a predpokladané preshrani¢ni toky.

Klasifikator ‘Accuraey Precision Recall

Logistické regrese 0,7464 0,6807  0,7678
Rozhodovaci stromy | 0,6480 0,6130  0,6419
Néahodny les 0,7248 0,6557  0,7440
Naivni Bayes 0,7271 0,6854  0,7322
Podptrné vektory 0,7460 0,6798  0,7675
Nejblizsi soused 0,7005 0,6442  0,7090

Tabulka 3.6: Vysledky binarnich klasifikatorta

7 tabulky 3.6 je vidét, ze si vSechny klasifikdtory vedly podobné az na rozhodovaci
stromy. Pfipomenime si, ze z dostupnych ¢lanki se ndm podafilo zjistit, Ze vicero
autoru pouzivalo logistickou regresi a nahodny les, jak lze vidét v 1.1, proto jsme
se na tyto dva klasifikdtory zamérili a vylepsili jsme nastaveni jejich hyperparame-
tri. Rovnéz jsme rozhodli tuto dvojici doplnit o HistGBoost, coz je o néco slozitéjsi
klasifikator, ktery by mohl mit dobré vysledky na nasich datech. Po vylepseni hy-
perparametru ziskavame hodnoty uvedené v tabulce 3.7.

Klasifikator ‘ Accuracy Precision Recall
Logisticka regrese | 0,7468 0,6798  0,7691
Nahodny les 0,7413 0,6695  0,7653
HistGBoost 0,7423 0,6666  0,7689

Tabulka 3.7: Vysledky trojice klasifikdtort s vylepSenymi hyperparametry

Znacny posun miizeme vidét u nahodného lesa, ktery ma témér totozné hodnoty
metrik jako logisticka regrese, jez se viceméné nezménila, protoze na rozdil od na-
hodného lesa nemé pfilis hyperparametrii, které by bylo mozné ladit. Vysledky Hist-
GBoostu jsou srovnatelné s predchozimi dvéma klasifikatory. Jesté se podivame na
ROC kitivky téchto klasifikator, které by nam mohly poodkryt dalsi informace.
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Obrazek 3.20: ROC kfivky

V grafu 3.20 pozorujeme, Ze logisticka regrese i nahodny les si vedly stejné dobte, za-
timco HistGBoost zaostaval. Timto jsme se pravdépodobné dostali na samou hranici
toho, kam lze tyto binarni klasifikitory dotdhnout na daném datasetu.

V dalsim kroku rozsitime nas dataset o relevantni proménné, které by mohly mit vliv
na odchylku. Za¢neme tim, ze pridame teplotu. Zvyseni teploty mtze mit za nasledek
napiiklad to, Ze lidé zapnou klimatizace, ¢imz zptsobi vétsi spotfebu. Nebo naopak
teplota vyrazné klesa a lidé zacinaji vice topit, coz ma opét za nasledek zvyseni
spotfeby. Teplotu budeme brét z okoli Vidné, jelikoz se jedna o nejlidnatéjsi mésto.
Protoze v Rakousku v produkeci hraje zasadni roli vitr, tak pridame i predikci vyroby
z vétru. Navic ke kazdé proménné vyjma odchylky pridame rozdil od ptedchozi
hodnoty, abychom vidéli, o kolik se dana proménna zménila. Jako posledni pridame
binarni proménnou, ktera nam bude fikat, zdali je v8edni den nebo vikend. Nékteré
tyto proménné budeme déle pouzit pod kédovymi oznaceni, které je mozné najit v
tabulce 3.8.

Proménnéa ‘ Koédové oznaceni

Rozdil teplot diff teplota
Rozdil spotieby | diff spotreba
Rozdil vyroby diff vyroba
Rozdil vétru diff vitr
Rozdil toku diff tok

Tabulka 3.8: Kédové oznaceni pridanych proménnych

Nez tento obohaceny dataset pouzijeme, tak nejprve zkontrolujeme, jestli mezi pro-
ménnymi neni vyrazna korelace.
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Obrazek 3.21: Korela¢ni matice rozsifeného datasetu

A7 na dvé malé vyjimky to vypada, ze data spolu prili§ nekoreluji, tudiz je mizeme
pouzit do naSich binarnich klasifikatort.

Klasifikator ‘Accuracy Precision Recall

Logisticka regrese 0,7453 0,6843  0,7597
Rozhodovaci stromy | 0,6363 0,6151  0,6213
Nahodny les 0,7373 0,6592  0,7601
Naivni Bayes 0,6988 0,6949  0,6819
Podpurné vektory 0,7440 0,6813  0,7591
Nejblizsi soused 0,6847 0,6293  0,6835

Tabulka 3.9: Vysledky binarnich klasifikatori na rozsifeném datasetu

V tabulce 3.9 muzeme pozorovat, ze k zadnému vyraznému zlepSeni prekvapivé
nedoslo. V nékterych ptipadech dokonce nastalo malé zhorSeni. Abychom si byli
vysledky jisti, tak opét naladime hyperparametry u logistické regrese a ndhodného
lesa a pridame HistGBoost.
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Klasifikator ‘Accuracy Precision Recall

Logistické regrese | 0,7454 0,6843  0,7597
Nahodny les 0,7447 0,6743  0,7649
HistGBoost 0,7426 0,6707  0,7627

Tabulka 3.10: Vysledky trojice klasifikatorti s vylepsenymi hyperparametry na roz-
Sifeném datasetu

Mizeme tedy vidét, ze pridanim dalsich proménnych jsme jiz vyznamného zlepSeni
klasifikatorti nedosahli. Zkusili jsme pfidat i vicekrat zpozdénou nerovnovahu, ale
nedoséhli jsme vyznamné lepsich vysledkii.

1.0

0.8

v

0.6

0.4

Relativni ¢etnost TP pFipadu

0.2 —— Logisticka regrese, AUC=0.8214
HistGBoost, AUC=0.783

0.0 —— Nahodny les, AUC=0.8208

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Relativni ¢etnost FP pfipadu

Obrazek 3.22: ROC kfivky pro rozsifeny dataset

Graf 3.22 vypada témér shodné jako graf 3.20, coz se shoduje s tim, co jsme jiz zmi-
nili, tedy ze pfidanim dalsich proménnych jsme neziskali vyznamné lepsi vysledky.

Nez se pustime do porovnani s Kalmanovym filtrem, tak se jesté pro zajimavost po-
divame, jaké proménné mély v nasem modelu nejvétsi vyznam, tzn. které proménné
nejvice prispély k presnosti predikce.
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Obréazek 3.23: Vyznamnost proménnych

7 grafu 3.23 muzeme jasné pozorovat, ze nejvétsi vypovédni hodnotu ma sama ne-
rovnovaha ve svych historickych datech, coz jsme jiz diive zminili.

Na zavér se podivame, jak si vedl Kalmanuv filtr jako binarni klasifikitor.

Klasifikator ‘Accuraey Precision Recall

Kalmanuv filtr ‘ 0,6964 0,7873  0,6917

Tabulka 3.11: Vysledky bindrniho Kalmanova filtru

7 tabulky 3.11 plyne, ze Kalmanuv filtr bohuzel nedosahuje takové accuracy a re-
call jako predchozi binarni klasifikatory. Nicméné stoji za zminku, Zze je predcil v
precision.

3.6 Navrzené zobecnéni

Cilem do budoucna je samoziejmé zlepsit predikci odchylky. Nabizi se spousta no-
vych metod, které by se daly pouzit, nicméné pokud bychom chtéli zistat u dosa-
vadniho pfistupu, tak se nabizi pouzit jiny model popisujici energeticky trh nebo
ten stavajici zobecnit. Stavajici model je preci jen velkym zjednoduSenim oproti re-
alité, a proto méa jeho zobecnéni velkou hodnotu. Zobecnénim bychom mohli 1épe
aproximovat trh a ziskat lepsi predikce.

Jako prvni se nabizi zobecnéni rovnice (3.4), kterd popisuje cenu. Zde by mohlo
byt piinosné prejit k funkci dvou promeénnych, kde by kazda z proménnych byla
zuctovaci cena zohlednujici prebytkovou a nedostatkovou soustavu. Z téchto dvou
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cen bychom udélali konvexni obal, kde by kazda z cen nastala s pravdépodobnosti
zohlednujici predikci nerovnovahy. Takovato rovnice by byla ve tvaru

1
A1, Ag) = — (@ + (1—a)ry),

A
kde 7, je 8kadlovaci konstanta, \; je ztctovaci cena piebytkové soustavy, Ay je zucto-
vaci cena nedostatkové soustavy a o = a(FE). Déle je tfeba zjistit tvar funkce o, na
kterou klademe néasledujici podminky:

1. a(FE) je spojita a ostfe rostouct,

2. pro vSechna E € R plati 0 < o(F) < 1,

Funkce « je pro nas pravdépodobnost stavu, kdy bude v siti prebytek elekttiny. Pro
tyto je vhodné pouzit funkci arctan. Tato funkce je ur¢ité spojita i ostfe rostouct,
¢imz je splnéna prvni podminka. Zbylé dvé podminky splnime jednoduse preskalo-
vanim a posunutim. Tvar funkce o zohlednujici vSechny tyto podminky tedy bude

1 1
a(E) = —arctan(F) + —.

m 2
Tim bychom mohli skoncit, ale z ¢isté praktickych divodu si jesté naskalujeme ar-
gument funkce arkus tangens. Tim docilime toho, ze budeme moci pevné nastavit

pravdépodobnost pro jednu danou hodnotu odchylky. Proto vydélime argument pa-
rametrem Kpg, ktery ma tvar

_ Egs
b =)

kde Ej je hodnota odchylky, pro kterou nastavujeme hodnotu pravdépodobnosti
S € (0,1). Dosazenim bychom ziskali finalni podobu funkce a(E) ve tvaru

a(E) = %arctan (E% tan (7r <5 - %))) e (3.17)

Pokud bychom se tedy napiiklad rozhodli nastavit pravdépodobnost pro 200 MW
prebytek na 95 %, tak by funkce a(FE) méla podobu zobrazenou v grafu 3.24.
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Obrazek 3.24: Funkce a(F) pro Ez =200 a 5 = 0,95

Timto zptisobem jsme zobecnili rovnici pro cenu. To ale neni vSe, co je potieba
udélat, protoze timto zobecnénim jsme presli od linearni diferenciélni rovnice k ne-
linearni, kvuli ¢emuz uz nebudeme moci pouzit klasicky Kalmaniv filtr. Proto je
potieba prejit na jeho zobecnénou formu, ktera by si s nelinedrnimi diferencidlnimi
rovnicemi poradila. Zobecnénych forem existuje vice, ale nejznaméjsi formou je roz-
sifeny Kalmanuv filtr, ktery pfechézi z rovnic (2.24) a (2.25) na rovnice

Ty = f(an, ug) + wy,

Vice informaci o rozsifeném Kalmanové filtru je mozné dohledat v [Hol20; CC17]. Se
zobecnovanim bychom mohli pokracovat i u ostatnich rovnic, pifipadné bychom mohli
pridat néjakou novou rovnici. Déle je mozné rozsirit datasety o nové proménné. Ve
spojitosti s obnovitelnymi zdroji elektfiny by to mohly byt napiiklad rychlost vétru
a sfla slune¢niho zafeni. Rovnéz se nabizi pejit od LSTM k transformertim, coz jsou
modely hlubokého uceni, které jsou nastupcem LSTM siti. Prostor pro zlepseni je i
u binarnich klasifikitori, kde bychom mohli zkusit pouzit néktery z tfidy ensemble
klasifikatorti.
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Zaveér

Cilem této prace bylo seznamit se s energetickym trhem, systémovou odchylkou a
Kalmanovym filtrem. Dale potom vyuzit nové znalosti ke zkonstruovani modelu pro
predikci odchylky.

V prvni kapitole jsme se zabyvali energetickym trhem. To s sebou kromé samotného
popisu obchodovani na energetické burze neslo i sezndmenti se s funkci provozovatele
prenosové soustavy, vznikem systémové odchylky a jeji regulaci pomoci regula¢ni
energie. Dale jsme pripojili souhrn ¢lanki a metod, které jsou vyuzivany k predikci
odchylky.

Druhéa kapitola seznamuje ¢tenare s Kalmanovym filtrem. Zprvu je kladen diraz
na co nejintuitivnéjsi odvozeni rovnic Kalmanova filtru v jedné dimenzi. Na to bylo
navazano odvozenim ve vice dimenzich, které bylo doplnéno o nazorny priklad. Na-
sledné jsme cely postup zasttesili veskerymi potfebnymi matematickymi predpo-
klady a nalezitostmi, ¢imz jsme zakoncili veskerou potiebnou teorii ke Kalmanoveé
filtru.

Na zacatku treti kapitoly byla predstavena veskera pouzitéd data, mezi néz spada
odchylka, planované vyroba, spotieba, pfeshrani¢ni toky, zictovaci cena a teplota.
Néasledné byl predstaven Alvaraduv stavovy model trhu s elektfinou, ktery jsme
rozsitili z pripadu jednoho vyrobce a jednoho spotiebitele na celou rakouskou sou-
stavu. Na to jsme navazali struénym tvodem k LSTM sitim. Poté jiz nasledovala
implementace v programovacim jazyku Python a vyhodnoceni vysledkt zédkladniho
referen¢niho modelu, LSTM a Kalmanova filtru. Pti predikci na jeden krok dosa-
hoval Kalmanuav filtr nejlepsich vysledki, nicméné zbylé dva modely mély rovnéz
dobré vysledky. Vyrazna zména v presnosti predikci nastala az pii predikci na dva
kroky doptedu, kde jiz zdkladni model nebyl pouzitelny. LSTM a Kalmantiv filtr
si vedly velmi podobné, nicméné LSTM byl ve finale o trochu lepsi. Dale jsme se
zabyvali bindrnimi klasifikatory, kterymi jsme predikovali pfebytek ¢i nedostatek
elektfiny v siti. Nejprve jsme zacali s bézné pouzivanymi binarnimi klasifikatory na
zékladnim datasetu, coz je dataset, ktery obsahuje totozné datové vstupy jako ty,
které jsme pouzili pii predikci Kalmanovym filtrem. Ze zakladnich bindrnich klasi-
fikdtort jsme napfiklad pouzili logistickou regresi, naivniho Bayese a nahodny les.
Néasledné jsme pridali HistGBoost a u vybranych modela jsme jesté vylepsili hy-
perparametry. Tento postup jsme analogicky aplikovali i na rozsiteny dataset, ktery
jsme obohatili o binarni proménnou rozlisujici mezi vSednim dnem a vikendem, tep-
lotu a zmény ve vSech proménnych vyjma nerovnovahy a binarni proménné. Pii
porovnavani vysledki jsme dospéli k zavéru, Ze na rozsifeném datasetu si binérni
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klasifikatory nevedly signifikantné lépe. Rovnéz jsme klasifikatory srovnali s Kalma-
novym filtrem, ktery si vedl o néco hiife ve srovnani s ostatnimi klasifikatory. Na
zévér jsme jsme navrhli sméry, kterymi se lze dale ubirat.

Vysledky této prace nam ukazuji na nové moznosti, jak tuto praci rozsitit a dostat
se tak k jesté presnéjsim predikcim. Jednou z téchto moznosti je nastinéné zobec-
néné diferencialni rovnice popisujici cenu elektfiny, ktera bere v potaz jak zic¢tovaci
cenu pii prebytku elektriny v siti, tak pfi nedostatku. Rovnéz se nabizi pouziti no-
vych proménnych (rychlost vétru, sila slune¢niho zareni), které by mohly predikci
zpresnit. Také je mozné prejit k novéjsim architekturdm, mezi které patii napiiklad
transformery, nebo se blize podivat na tfidu ensemble klasifikatorii.
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