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Bc. Ondřej Voronecký
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Obsah
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5.1 Nastaveńı optimálńıch parametr̊u MPQsort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.2 Otestováńı efektivity výsledné implementace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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zobrazuje porovnáńı všech uvažovaných algoritmů mezi sebou. . . . . . . . . . . . 53
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4.1 Ukázka souboru implementuj́ıćıho funkci main pro spouštěńı test̊u . . . . . . . . 37
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Abstrakt

V této diplomové práci je představena nová verze paralelńıho in-place Quicksort algoritmu MPQ-
sort pro řazeńı poĺı, s využit́ım OpenMP pro paralelizaci. Dosavadńı implementace využ́ıvaj́ı
pro rozdělováńı pouze jednoho pivota. MPQsort implementuje paralelńı v́ıcecestné rozdělováńı
a jedná se o prvńı algoritmus svého druhu. V práci jsou diskutována sekvenčńı v́ıcecestná
rozdělováńı, následně paralelńı dvoucestná rozdělováńı a na jejich základě navržena a imple-
mentována paralelńı v́ıcecestná varianta. Poté je provedeno experimentálńı vyhodnoceńı efek-
tivity algoritmu a porovnáńı s existuj́ıćımi implementacemi. V experimentech MPQsort dosa-
huje dobrých výsledk̊u a z uvažovaných algoritmů se umı́stil na druhém mı́stě v oblasti řazeńı
náhodných č́ısel. Naopak v př́ıpadě jiných typ̊u uspořádáńı dat dosahuje i nejlepš́ıch výsledk̊u.

Kĺıčová slova quicksort, řazeńı, paralelńı, efektivńı, v́ıcecestný, v́ıcecestné rozděleńı, openmp,
c++, algoritmus, pivot, MPQsort

Abstract

A new version of the parallel in-place Quicksort algorithm MPQsort for array sorting is presen-
ted in this thesis, using OpenMP for parallelization. Current implementations use only one pivot
for element partitioning. On the other hand, MPQsort implements parallel multi-way partitio-
ning and so is the first algorithm of its kind. Sequential multi-way partitionings are discussed
in the first part of the thesis, followed by parallel two-way partitioning. Based on the gathered
information is designed and implemented parallel multi-way partitioning. Implementation was
followed by an experimental evaluation of its efficiency and comparison with other implementati-
ons. MPQsort achieves good results in experiments and among the other considered algorithms
ranked second in terms of sorting randomly generated numbers. Conversely, it sometimes achieves
the best results for other types of data arrangements.

Keywords quicksort, sorting, parallel, effective, multi-way, multi-way partitioning, openmp,
c++, algorithm, pivot, multipivot, MPQsort
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Úvod

Problém řazeńı je jedńım z nejběžněǰśıch a nejčastěǰśıch algoritmických úloh, se kterými se
můžeme setkat. Můžeme na něj narazit prakticky kdekoliv, at’ už při analýze dat, hledáńı mediánu
nebo jako d́ılč́ı krok jiných algoritmů. Z této skutečnosti prameńı silná motivace pro jeho ma-
ximálńı efektivitu, jelikož je součást́ı tak velkého množstv́ı algoritmických úloh a zároveň se
zvyšuj́ı nároky na velikost řazených dat. Maximálńı efektivity chceme doćılit z hlediska časových
i pamět’ových nárok̊u na poč́ıtačový systém.

Algoritmů řeš́ıćıch problém řazeńı existuje nepřeberné množstv́ı, přičemž každý nab́ıźı odlǐsné
vlastnosti a dává si r̊uzné ćıle. Např́ıklad algoritmus Mergesort garantuje vždy stejnou časovou
složitost (je datově necitlivý) na úkor ńızké pamět’ové efektivity (out-of-place). Quicksort je na
druhou stranu datově citlivý, ale zpravidla implementovaný jako in-place a tedy pamět’ově efek-
tivńı. V pr̊uměru však Quicksort dosahuje stejné časové složitosti jako Mergesort. Z toho d̊uvodu
je nejv́ıce implementovaným algoritmem a součást́ı mnoha standardńıch knihoven programo-
vaćıch jazyk̊u.

S př́ıchodem v́ıcejádrových procesor̊u dává smysl tyto efektivńı sekvenčńı algoritmy imple-
mentovat jako paralelńı, t́ım prostředky procesoru lépe využ́ıt a algoritmus zrychlit. Paralelńı
verze Quicksort algoritmu je součást́ı knihovny STL jazyka C++ od standardu verze 17, ale
ne všechny překladače jej podporuj́ı. Běžné implementace paralelńıho Quicksort algoritmu však
využ́ıvaj́ı jednoho pivota, což je nejrozš́ı̌reněǰśı zp̊usob implementace. V posledńı době se však
nab́ıźı otázka, zda by se využit́ım v́ıcero pivot̊u a implementaćı tzv. v́ıcecestného paralelńıho
Quicksort algoritmu nedosáhlo vyšš́ı časově efektivity. Důvod možného zrychleńı pomoćı v́ıcero
pivot̊u je prohlubuj́ıćı se rozd́ıl v rychlosti procesoru a hlavńı paměti. Rychlost procesoru roste
ročně v́ıce, nežli rychlost pamět́ı a v dnešńı době rozd́ıl dosáhl meze, kdy by se vyplatilo sńıžit
počet př́ıstup̊u do paměti na úkor počtu operaćı procesoru.

Tato práce se zaměřuje na analýzu v́ıcecestného Quicksort algoritmu, prozkoumáńı dosa-
vadńıch variant a jeho implementaćı. Na základě této analýzy bude navržen nový v́ıcecestný
Quicksort algoritmus v prostřed́ı v́ıcevláknových aplikaćı se sd́ılenou pamět́ı. Pro paralelizaci
bude využita exterńı knihovna OpenMP, která se řad́ı k nejvyuž́ıvaněǰśım v oblasti paralelńıho
programováńı. Následovat bude rozsáhle měřeńı a vyhodnoceńı efektivity navrženého algoritmu
a porovnáńı s dosavadńımi paralelńımi implementacemi pro jazyk C++.

V kapitole 1 se seznámı́me se základńımi řad́ıćımi algoritmy. Součást́ı bude uvedeńı jejich
časové, pamět’ové složitosti a následně i dodatečných vlastnost́ı, které mohou mı́t nezanedbatelný
vliv při návrhu a implementaci našeho algoritmu.

Po zadefinováńı potřebných pojmů a uvedeńı do problematiky řazeńı poĺı následuje kapi-
tola 2 pojednávaj́ıćı o sekvenčńıch variantách algoritmu Quicksort. Probereme základńı dvou-
cestná rozdělováńı, která sloužila jako podklad pro implementaci v́ıcecestné varianty. Dı́ky tomu
źıskáme představu, jak v́ıcecestné rozdělováńı funguje, a to nám pomůže při implementaci pa-
ralelńıho v́ıcecestného rozdělováńı. Následuje empirické vyhodnoceńı jejich vlastnost́ı a výběr

1



2 Úvod

implementace, která bude využita i v rámci paralelńı verze Quicksortu.
Na začátku kapitoly 3 uvedeme dosavadńı paralelńı implementace algoritmu. Dı́ky tomu

źıskáme vhled do problematiky a zjist́ıme nutné požadavky na efektivńı implementaci. V tuto
chv́ıli máme všechny potřebné informace pro analýzu a návrh nového v́ıcecestného paralelńıho
Quicksort algoritmu s názvem MPQsort. Autor této práce si neńı vědom jiné implementace či
publikace, která by pojednávala o paralelńım v́ıcecestném rozdělováńı, a z toho d̊uvodu se jedná
o prvńı implementaci svého druhu.

Součást́ı implementace algoritmu je př́ıprava testovaćıho prostřed́ı, otestováńı korektnosti
algoritmu a př́ıprava testovaćıch dat pro vyhodnoceńı jeho výsledné efektivity. To vše je probráno
v kapitole 4.

Závěrečná kapitola 5 celé práce diskutuje nastaveńı parametr̊u algoritmu, vyhodnoceńı rych-
losti řazeńı a porovnáńı s existuj́ıćımi implementacemi. Srovnáńı algoritmů bylo provedeno na
rozsáhlých poĺıch, r̊uzných datových typech a uspořádáńıch.



Kapitola 1

Řad́ıćı algoritmy

Řazeńı dat patř́ı mezi nejzákladněǰśı problémy v informačńıch technologíıch a algoritmizaci.
Zpravidla se nutnost seřazeńı dat vyskytuje jako podproblém nějakého jiného algoritmu, a proto
je potřeba, aby byly řad́ıćı algoritmy co nejv́ıce efektivńı. Seřazeńı dat může urychlit následný běh
programu či algoritmu. Pro problém řazeńı existuje několik r̊uzných algoritmů splňuj́ıćıch odlǐsné
vlastnosti, které budou probrány v kapitole 1.2. Ač se jedná o elementárńı a jeden z nejstarš́ıch
problémů, považuje se stále za aktuálńı a snaha o jeho efektivněǰśı implementaci neustává. Jednou
ze snah je efektivńı implementace paralelńı verze řad́ıćıho algoritmu, jelikož jsou takřka všechny
procesory v́ıcejádrové a taková implementace může přinést podstatné zrychleńı v̊uči sekvenčńı
verzi.

Problém řazeńı spoč́ıvá v převedeńı vstupńı posloupnosti n prvk̊u A = (a1, a2, a3, . . . , an) na
výstupńı permutaćı prvk̊u B = (b1, b2, b3, . . . , bn) takovou, že pro všechny prvky posloupnosti B
bude platit bi ≤ bi+1 pro všechna i jdoućı od 0 do n − 1. Seřazenost výstupńıch dat záviśı na
využitém operátoru. Pro jednoduchost budeme v této práci pracovat pouze s operátorem ”<“
(menš́ı než), ale data mohou být seřazena i v opačném pořad́ı. [1] [2] Pod termı́nem posloupnost
si také můžeme představit pole, které je vstupem řad́ıćıch algoritmů v programovaćıch jazyćıch.

V této kapitole probereme základńı vlastnosti řad́ıćıch algoritmů, dle kterých se daj́ı kate-
gorizovat. Dı́ky tomu jsme schopni vybrat ten nejvhodněǰśı na základě povahy dat určených
k seřazeńı a aktuálńıch potřeb. Obecný řad́ıćı algoritmus, který by byl nejlepš́ı pro všechny typy
dat a potřeby využit́ı, totiž neexistuje. Dále probereme základńı řad́ıćı algoritmy, které se stále
široce využ́ıvaj́ı a zaměř́ıme se na ty, které nám pomohou v implementaci paralelńıho v́ıcecestného
Quicksort algoritmu. Uvedeme si možné implementace klasické dvoucestné verze Quicksortu (s
využit́ım jednoho pivota) a na závěr probereme verze, které implementuj́ı v́ıcecestné rozdělováńı
využ́ıvaj́ıćı dva a v́ıce pivot̊u. Z těchto variant Quicksort algoritmu vybereme tu nejvhodněǰśı,
kterou budeme v paralelńı verzi využ́ıvat pro řazeńı krátkých poĺı.

1.1 Vlastnosti řad́ıćıch algoritmů

Řad́ıćı algoritmy se daj́ı kategorizovat na základně jejich vlastnost́ı. Tyto vlastnosti se neomezuj́ı
jen na časovou a pamět’ovou složitost, ale i na stabilitu dat, rekurzivitu a jejich citlivost na vstupńı
data. [2] Každý řad́ıćı algoritmus v určitých vlastnostech vyniká, ale zpravidla je tomu tak na
úkor jiných. Algoritmus, který by ve všech vynikal, neexistuje. Např́ıklad datová citlivost může
v určitých př́ıpadech zcela změnit časovou složitost (předevš́ım u Quicksort algoritmu) a jinak
efektivńı algoritmus převést na neefektivńı. V naš́ı implementaci budeme Quicksort kombinovat
s jinými řad́ıćımi algoritmy, abychom jeho některé negativńı vlastnosti byli schopni potlačit
a dosáhnout vyšš́ı efektivity.
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4 Řad́ıćı algoritmy

Časová složitost
Časová složitost je jednou z nejd̊uležitěǰśıch vlastnost́ı algoritmu. Určuje asymptotický vztah
doby běhu v̊uči velikosti zpracovávaných dat. Velikost́ı rozumı́me délku vstupu (počet element̊u
určených k seřazeńı) a budeme ji značit pomoćı n. Časová složitost se udává jako tzv. asympto-
tická složitost, která určuje složitost pro veliká n a d́ıky této skutečnosti se mohou zanedbat
multiplikativńı a aditivńı konstanty. Určuj́ı se zpravidla tři typy meźı časové složitosti. Dolńı
mez časové složitosti nám ř́ıká, že algoritmus nemůže běžet rychleji a býti efektivněǰśı než sta-
novená mez (znač́ı se Ω). Pr̊uměrná složitost nám naopak ř́ıká dobu běhu algoritmu obecně,
např́ıč r̊uznými typy vstup̊u. Může se totiž stát, že je algoritmus obecně velmi rychlý a existuje
pouze velmi malé množstv́ı vstup̊u, pro které dosahuje vyšš́ı časové složitosti. V takovém př́ıpadě
je lepš́ı poč́ıtat s jeho pr̊uměrnou složitost́ı, která je přesněǰśı. Pr̊uměrná složitost je dána jako
pr̊uměr doby běhu přes všechny možné vstupy o délce n. [2] Posledńım typem je tzv. horńı mez
časové složitosti, vyjadřuj́ıćı dobu běhu algoritmu v nejhorš́ım př́ıpadě (pro nejhorš́ı možný vstup
pro daný algoritmus). Ta je v př́ıpadě popisu vlastnost́ı algoritmu uváděna nejčastěji a znač́ı se
pomoćı řeckého ṕısmene O. [3]

Běžné časové složitosti řad́ıćıch algoritmů, se kterými se můžeme setkat, jsou O(n2) nebo
O(n log n). Složitost Ω(n log n) je i dolńı mez řad́ıćıch algoritmů, pokud budeme uvažovat po-
rovnávaćı model RAM. [4] Jedná se o teoretický výpočetńı model popisuj́ıćı elementárńı operace
nad pamět’ovými buňkami. Buňky jsou celoč́ıselně adresovány, přičemž každá z nich je schopna
uložit právě jedno č́ıslo. Operacemi rozumı́me základńı aritmetické, logické operace a ř́ıd́ıćı in-
strukce. [2] Je dokázáno, že pokud budeme uvažovat algoritmus, který má být schopen seřadit
jakoukoli vstupńı posloupnost, neklást žádné nároky na jej́ı vlastnosti a pracovat v RAM mo-
delu, pak neńı schopen učinit rychleji než výše uvedená dolńı mez. Existuj́ı algoritmy jako Coun-
ting sort, schopné seřadit posloupnosti rychleji než v čase Ω(n log n), ale maj́ı poměrně striktńı
požadavky na vlastnosti vstupu (zpravidla velmi ńızká mohutnost množiny oboru hodnot, kterých
jednotlivé elementy nabývaj́ı).

Datová citlivost
Datová citlivost řad́ıćıho algoritmu určuje vliv vstupńı posloupnosti na časovou složitost algo-
ritmu. Pokud je algoritmus datově necitlivý, pak to znamená, že pro všechny délky n vstupńı
posloupnosti A bude mı́t identickou časovou složitost. Z toho vyplývá, že jsou si hodnoty všech
meźı rovny, tedy Ω = O. Pokud je datově citlivý, může vstup ovlivnit dobu běhu a počet
operaćı nutných k dosažeńı výsledku. Quicksort je př́ıkladem datově citlivého algoritmu, je-
likož uspořádáńı dat může v určitých př́ıpadech ovlivnit výběr pivota a mı́t za následek ne-
vyváženost velikosti vzniklých segment̊u a t́ım zmenšeńı/zvětšeńı celkového počtu operaćı. [2] [4]
Jako zástupce datově necitlivého algoritmu můžeme uvést Mergesort nebo Heapsort, které řad́ı
vždy v čase Θ(n log n).

Citlivost na vstupńı data může být, př́ınosem pokud v́ıme, že je posloupnost skoro seřazena
a zbývá seřadit pouze malé množstv́ı prvk̊u. V tom př́ıpadě je výhodné využ́ıt např. Shaker
sort s kontrolou seřazenosti posloupnosti, který by byl prakticky rychleǰśı než datově necitlivý
algoritmus.

Pamět’ová složitost
Pamět’ová složitost (někdy také prostorová složitost) algoritmu uvád́ı jeho nároky na operačńı
pamět’ po dobu jeho výpočtu. Stejně jako v př́ıpadě časové složitosti se uvád́ı asymptoticky
a využ́ıvá identické notace pro r̊uzné meze. Zpravidla se však zaj́ımáme čistě o nejvyšš́ı možnou
prostorovou složitost (značenou O), jelikož systém má paměti omezené množstv́ı a při běhu
algoritmu ji nesmı́me přesáhnout. Často plat́ı, že se časová složitost dá sńıžit na úkor prostorové
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a při výběru algoritmu se v př́ıpadě systému s dostatečným množstv́ım hlavńı paměti přikláńıme
sṕı̌se k lepš́ı časové než pamět’ové složitosti.

Prostorová složitost se uvád́ı ve vztahu k velikosti vstupu n. Vždy uvažujeme pouze do-
datečnou pamět’, potřebnou při výpočtu. Množstv́ı paměti, kterou zab́ıraj́ı vstupńı data př́ı
výpočtu neuvažujeme. Pokud potřebná pamět’ algoritmu neńı závislá na velikosti vstupu, pak ji
znač́ıme jako konstantńı O(1) (pro výpočet je vyžadováno pouze konstantńı množstv́ı pomocných
proměnných). [2] Na základě této skutečnosti rozlǐsujeme dva typy algoritmů (v př́ıpadě řazeńı
obzvláště d̊uležitá vlastnost) a to in-place a out-of-place.

In-place algoritmy nepožaduj́ı dodatečnou pamět’ závislou na velikosti vstupu a pro sv̊uj
běh požaduj́ı pouze konstantńı množstv́ı dodatečné paměti (lokálńı proměnné). Jejich pamět’ová
složitost je tedy O(1). Takové algoritmy jsou obzvláště výhodné, pokud máme paměti nedostatek
a algoritmus zpracovává veliké množstv́ı dat, které by se nemuselo do paměti vej́ıt. Zástupcem
z řad řad́ıćıch algoritmu je Insertion sort nebo Shaker sort.

Out-of-place algoritmy pro sv̊uj běh vyžaduj́ı alokaci dodatečné paměti a ta je závislá na
velikosti zpracovávaného vstupu. Nejznáměǰśım zástupcem z řad́ıćıch algoritmů je Mergesort,
který má prostorovou složitost O(n). Vedle vstupńıho pole si totiž potřebuje alokovat daľśı, které
bude mı́t identickou velikost n. Existuj́ı i implementace, které jsou schopny pracovat in-place,
ale je tomu tak na úkor časové složitosti.

Stabilita řazeńı
V určitých př́ıpadech chceme data seřadit dle velikosti, ale chceme přitom zachovat jejich rela-
tivńı pořad́ı v př́ıpadě, kdy jsou si elementy rovny. Přesně to vystihuje pojem stabilita řad́ıćıho
algoritmu. Pokud se tedy ve vstupńı posloupnosti vyskytuj́ı prvky, které jsou si rovny na základě
poskytnutého operátoru, pak je řad́ıćı algoritmus stabilńı právě tehdy, když se jejich vzájemné
pořad́ı na výstupu shoduje s jejich pořad́ım na vstupu. Formálněji pokud ai = aj pro i < j, pak
je ai ve výstupu před aj . [2]

Zástupci stabilńıch řad́ıćıch algoritmů jsou např́ıklad Insertion sort nebo Bubble sort.

Rekurzivita
Rekurzivita řad́ıćıho algoritmu neńı často uváděna, ale může být poměrně d̊uležitou vlastnost́ı,
jelikož může ovlivňovat výslednou implementaci řad́ıćıho algoritmu a praktickou dobu běhu.
Rekurzivńı algoritmy dávaj́ı smysl u vstup̊u větš́ıch velikost́ı, ale přinášej́ı nezanedbatelné zpo-
maleńı oproti nerekurzivńım v př́ıpadě malých vstup̊u (přesnou hranici je třeba určit empiricky).
Př́ılǐsné voláńı funkce pro malé vstupy může zp̊usobit, že jej́ı samotné voláńı, uložeńı lokálńıch
proměnných na zásobńık a jejich následné čteńı bude trvat déle, než samotné zpracováńı dat.
Opakovanému voláńı funkce se dá zamezit pomoćı simulace zásobńıku datovou strukturou stack.
To však neńı vždy vhodné, jelikož t́ım může být implementace méně přehledná a složitěǰśı. Po-
kud na řešeńı daného problému existuje nerekurzivńı algoritmus, je vhodné jej využ́ıt pro řešeńı
dostatečně malých podproblémů vzniklých v rámci rekurzivńıho algoritmu. T́ım jsme schopni
vzniklou neefektivitu eliminovat.

Nejznáměǰśımi zástupci rekurzivńıch algoritmů jsou Quicksort a Mergesort. Z řad nerekur-
zivńıch pak Insertion sort a Bubble sort.

1.2 Základńı řad́ıćı algoritmy
Základńı řad́ıćı algoritmy jsou zpravidla jednoduché na implementaci, jsou krátké, in-place, ale
maj́ı kvadratickou časovou složitost. [2] Mezi nejznáměǰśı patř́ı Bubble sort, Selection sort a Inser-
tion sort. Tyto algoritmy jsou nerekurzivńı a in-place, proto je jejich využit́ı vhodné pro řazeńı
krátkých posloupnost́ı a nebo jako součást rekurzivńıho řad́ıćıho algoritmu (d̊uvody uvedeny
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v předcházej́ıćıch odstavćıch). Z praktického hlediska je z výše uvedených nejlepš́ı Insertion sort.
V praxi totiž dosahuje vyšš́ı rychlosti a proto jej využijeme jako jeden z pomocných sekvenčńıch
nerekurzivńıch algoritmů v rámci naš́ı implementace sekvenčńıho v́ıcecestného Quicksort algo-
ritmu. [5]

O něco složitěǰśım in-place algoritmem je Heapsort. Jeho výhodou je jeho časová složitost,
která je vždy O(n log n). Bude proto druhým algoritmem využitým při implementaci. Důvody
pro jeho výběr jsou ve větš́ıch detailech probrány v sekci 2.4.

Nı́že je uvedena tabulka s přehledem známých řad́ıćıch algoritmů a jejich vlastnost́ı. Časová
složitost je uváděna v pr̊uměrném př́ıpadě (značeno symbolem Θ). [2] Ve sloupćıch, kde je uvedeno
Ano/Ne, zálež́ı na konkrétńı implementaci, zda bude mı́t algoritmus danou vlastnost. U algoritmu
Quicksort je uvedena logaritmická pamět’ová složitost, a to i v př́ıpadě, kdy je implementován
jako in-place, což může být poněkud matoućı. Je tomu proto, že z definice nemůže být konstantńı,
pokud je závislá na vstupu. Při každém rekurzivńım voláńı je třeba uložit lokálńı proměnné (pivot
a jiné proměnné potřebné k výpočtu) na zásobńık. Množstv́ı paměti je zanedbatelné, ale kv̊uli
korektnosti bylo třeba tuto skutečnost uvést.

Algoritmus Časová slož. Pamět’ová slož. Dat. cit. Stabilita Rekurzivita
Bubble sort Θ(n2) Θ(1) Ano/Ne Ano Ne

Insertion sort Θ(n2) Θ(1) Ano Ano Ne
Mergesort Θ(n log n) Θ(n) Ne Ano Ano/Ne
Heapsort Θ(n log n) Θ(1) Ne Ne Ne
Quicksort Θ(n log n) Θ(log n) Ano Ne Ano
Tabulka 1.1 Vlastnosti základńıch řad́ıćıch algoritmů.



Kapitola 2

Sekvenčńı Quicksort

Quicksort se dá považovat za nejpouž́ıvaněǰśı řad́ıćı algoritmus, za což vděč́ı jeho dobrým vlast-
nostem a faktu, že je in-place. V praxi tento algoritmus dosahuje vyšš́ı rychlosti než ostatńı algo-
ritmy, pokud je dobře implementován a optimalizován. Proto je široce využ́ıván ve standardńıch
knihovnách nejznáměǰśıch jazyk̊u jako je C++ či Java. Z toho d̊uvodu je snahou Quicksort co
nejv́ıce optimalizovat, a to pomoćı kombinaćı s jinými algoritmy, výběrem pivota či implementaćı
využ́ıvaj́ıćı v́ıce pivot̊u (v́ıce v sekci 2.2).

V této sekci si probereme strukturu algoritmu, jeho d́ılč́ı části a zadefinujeme potřebnou
terminologii využ́ıvanou v celém zbytku práce.

2.1 Struktura a popis algoritmu

Quicksort pracuje v RAM modelu a proto pro něj plat́ı stejné limitace z hlediska časové složitosti,
jako u jiných základńıch řad́ıćıch algoritmů (dolńı mez Ω(n log n)). Hlavńı myšlenkou klasického
Quicksortu je vybrat prvek ze vstupńı posloupnosti, kterému ř́ıkáme pivot, a přerozdělit vstupńı
posloupnost do dvou segment̊u. Z toho d̊uvodu se řad́ı mezi klasické algoritmy rozděl-a-panuj.
Vstupńı problém rozděĺıme na několik menš́ıch podproblémů a ty řeš́ıme obdobným zp̊usobem
rekurzivně. Prvńı segment bude obsahovat prvky menš́ı než pivot a druhý segment bude obsa-
hovat prvky větš́ı nebo rovny pivotu, jako je vidět na obrázku 2.1. Procesu přemı́stěńı prvk̊u do
správných pamět’ových buněk za účelem splněńı tohoto uspořádáńı se ř́ıká rozdělováńı. V tomto
př́ıpadě se jedná o tzv. dvoucestné rozdělováńı, protože byla posloupnost rozdělena na dvě části
a každá část seskupuje prvky na základě jejich vztahu v̊uči pivotovi. Některé publikace uváděj́ı
termı́n tř́ıcestné rozdělováńı i v př́ıpadě využit́ı jednoho pivota. Posloupnost se rozděĺı na tři
segmenty, přičemž prostředńı z nich bude obsahovat prvky rovny pivotu, což je zachyceno na
obrázku 2.2. Z našeho pohledu se stále jedná o rozdělováńı dvoucestné, jelikož prvky rovny pi-
votu jsou již na správném mı́stě a proto mohou být zcela vynechány z následuj́ıćıch výpočt̊u.
Tedy i v tomto př́ıpadě jsme problém rozdělili na dva podproblémy a ne na tři. Některé publikace
definuj́ı uvedené schéma jako rozdělováńı pomoćı tzv. širokého pivota. [2] [4] [6]

Poté co je pole rozděleno na segmenty, je na každý segment zvlášt’ zavolán Quicksort rekur-
zivně a proces se opakuje až do splněńı ukončovaćı podmı́nky. Poté co jsou seřazeny všechny
segmenty, vznikne seřazené výstupńı pole.

< P P ≥ P

Obrázek 2.1 Umı́stěńı prvk̊u pole po zpracováńı dvoucestným rozdělováńım.

7
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< P P = P > P

Obrázek 2.2 Umı́stěńı prvk̊u pole po zpracováńı se segmentem pro prvky rovny pivotu.

Tabulka 1.1 uvád́ı pr̊uměrnou časovou složitost Quicksortu jako Θ(n log n), která je však
v nejhorš́ım př́ıpadě až kvadratická O(n2). Degradaci na kvadratickou složitost je možno potlačit
výběrem vhodného pivota takovým zp̊usobem, aby rozděloval pole na segmenty o přibližně stejné
velikosti a kombinaćı s jinými řad́ıćımi algoritmy, popsanými v sekci 2.4.

Quicksort je v základńıch a běžných implementaćıch nestabilńım řad́ıćım algoritmem. Existuj́ı
implementace dodržuj́ıćı stabilitu řazeńı, ale ty vyžaduj́ı dodatečnou pamět’ během výpočtu. [2]
Také je považován za in-place algoritmus i navzdory nutné alokaci O(log n), což bylo popsáno
v 1.2. V neposledńı řadě je datově citlivý, jelikož vstupńı data maj́ı vliv na kvalitu výběru pivota
a tedy i velikost segment̊u po rozdělováńı.

Pseudokód 2.1 zachycuje triviálńı implementaci ř́ıd́ıćı části algoritmu v př́ıpadě jednoho
(dvoucestný) a dvou pivot̊u (tř́ıcestný). V př́ıpadě v́ıcecestných variant by byla ř́ıd́ıćı část im-
plementována obdobně. Můžeme si povšimnout koncové rekurze, která se dá přepsat na cyklus
a t́ım ušetřit jedno zbytečné rekurzivńı voláńı. V rámci ř́ıd́ıćı části se v praxi implementuje
voláńı jiných řad́ıćıch algoritmů na základě aktuálńı velikosti vstupu, hloubky rekurze a jiných
zvolených parametr̊u.

Výpis kódu 2.1 Pseudokód triviálńı implementace ř́ıd́ıćı části algoritmu Quicksort.

1 // Základnı́ dvoucestná varianta
2 Quicksort(A, lp, rp) {
3 if (lp < rp) {
4 pi = Partition(A, lp, rp)
5 Quicksort(A, lp, pi - 1)
6 Quicksort(A, pi + 1, rp)
7 }
8 }
9

10 // Třı́cestná varianta
11 Quicksort(A, lp, rp) {
12 if (lp < rp) {
13 [pi1, pi2] = Partition(A, lp, rp)
14 Quicksort(A, lp, pi1 - 1)
15 Quicksort(A, pi1 + 1, pi2 - 1)
16 Quicksort(A, pi2 + 1, rp)
17 }
18 }
19

20 // Dvoucestná varianta bez koncové rekurze
21 Quicksort(A, lp, rp) {
22 while (lp < rp) {
23 pi = Partition(A, lp, rp)
24 Quicksort(A, lp, pi - 1)
25 lp += pi + 1;
26 }
27 }
28
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Rozdělováńı
Rozdělováńı posloupnosti na segmenty je jádrem algoritmu Quicksort. Jeho kvalita a efektivita
určuje celkovou dobu běhu a vlastnosti algoritmu. V této sekci se stručně seznámı́me se základńımi
variantami dvoucestného rozdělováńı, což jsou Sedgewick-Hoare a Lomuto. [6] Pro následuj́ıćı
stránky definujme pivoty jako P1 ≤ . . . ≤ Ps−1, kde s vyjadřuje počet vzniklých segment̊u. Dı́ky
tomu jsme schopni při p pivotech rozdělit posloupnost na s = p + 1 segment̊u. Každý pivot Pi

je rozdělovačem segment̊u si a si+1. Segmenty se nepřekrývaj́ı a d́ıky uspořádáńı pivot̊u (pořad́ı
záviśı na zvoleném operátoru) tvoř́ı pivoti uspořádanou posloupnost. Po dokončeńı rozdělováńı
jsou tedy i segmenty v̊uči sobě správně uspořádány a máme zaručeno, že prvky v daném segmentu
z̊ustanou (neńı potřeba přesun prvk̊u mezi segmenty) a pouze se může změnit umı́stěńı prvk̊u
v rámci daného segmentu.

Na následuj́ıćıch řádćıch si probereme dva elementárńı algoritmy rozdělováńı Sedgewick-
Hoare a Lomuto využ́ıvaj́ıćı jednoho pivota, které rozděluj́ı vstupńı data do dvou segment̊u.
Pro zjednodušeńı značeńı necht’ P = P1 pro oba algoritmy. Algoritmy řeš́ı identický problém, ale
přistupuj́ı k němu dvěma r̊uznými zp̊usoby, přičemž každý má pozitiva i negativa. Jejich pocho-
peńı je kĺıčem k v́ıcecestnému rozdělováńı. To totiž zpravidla využ́ıvá kombinaci obou př́ıstup̊u
a tvoř́ı základ jejich logiky.

Sedgewick-Hoare je starš́ı variantou, která pracuje s dvěma indexy k a g, které se postupným
zpracováváńım prvk̊u posloupnosti přibližuj́ı k sobě zleva a zprava. [6] [7] Index k resp. g se
inkrementuje resp. dekrementuje, pokud je daný element ve správném segmentu. Pokud se pod
indexy nacháźı elementy, které spadaj́ı do opačného segmentu, pak se elementy prohod́ı a po-
kračuje se s daľśımi. Indexy k a g se potkaj́ı na hranici segment̊u, č́ımž rozděĺı data na dvě
části. Po vložeńı pivota na tuto hranici je na své koncové pozici a nově vytvořené segmenty
se rekurzivně zpracuj́ı obdobným zp̊usobem. Pro lepš́ı představu obrázek 2.3 zachycuje invari-
ant rozdělováńı posloupnosti. [6] Oblast označena symbolem ”?“ bude po skončeńı rozdělováńı
pokryta levým, resp. pravým segmentem.

≤ P ? ≥ P

−→
k

←−g

Obrázek 2.3 Invariant Sedgewick-Hoare rozdělováńı.

Pseudokód 2.2 přehledně ukazuje, jak funguje rozdělováńı Sedgewick-Hoare. Funkce GetPivot
z posloupnosti č́ısel vybere pivota a vrát́ı nám jeho index. Výběr pivota funkćı GetPivot může
být náhodný, medián tř́ı prvk̊u, posledńı element, či jiný vhodný zp̊usob. Oba dva segmenty
po ukončeńı rozdělováńı mohou obsahovat prvky rovny pivotu. Dı́ky tomu se dá předej́ıt degra-
daci časové složitosti v př́ıpadě velkého množstv́ı identických prvk̊u, jelikož se nepřesouvaj́ı do
jednoho segmentu a z̊ustávaj́ı na mı́stě, kde jsou. Tento typ rozdělováńı se standardně využ́ıvá
u paralelńıch implementaćı rozdělováńı s jedńım pivotem, jelikož se dá efektivně a škálovatelně
paralelizovat. [7]
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Výpis kódu 2.2 Pseudokód Sedgewick-Hoare rozdělováńı.

1 PartitionSedgewickHoare(A, lp, rp)
2 pi = GetPivot(A, lp, rp)
3 pivot = A[pi]
4 k = lp - 1, g = rp + 1
5 while (true)
6 do k += 1 while (A[k] < pivot)
7 do g -= 1 while (pivot < A[g])
8 if (k >= g) return g
9 swap(A[k], A[g])

Lomuto rozdělováńı má oproti předchoźımu jeden zásadńı rozd́ıl. Indexy nejdou proti sobě
tak dlouho, dokud se nepotkaj́ı, ale oba postupuj́ı zleva doprava. Konec rozdělováńı nastane v tu
chv́ıli, kdy je vedoućı index k větš́ı nebo roven aktuálńı délce zpracovávaného vstupu n. Indexy
jdoućı zleva postupně označ́ıme k2 a k, přičemž k2 je rozdělovačem dvou vznikaj́ıćıch segment̊u.
Po źıskáńı pivota jej umı́st́ıme jako posledńı prvek vstupu a na konci rozdělováńı jej přesuneme
na správné mı́sto. Obrázek 2.4 demonstruje schéma pr̊uběhu algoritmu. Část označená symbolem

”?“ ze začátku pokrývá celou vstupńı posloupnost.

< P ≥ P ?
−→
k2

−→
k

Obrázek 2.4 Invariant Lomuto rozdělováńı.

Tento př́ıstup je jednodušš́ı z hlediska implementace a je zpravidla uváděn jako př́ıklad im-
plementace Quicksortu. Na druhou stranu je v praxi méně efektivńı a v př́ıpadě velkého množstv́ı
identických prvk̊u docháźı k degradaci na O(n2), pokud nejsou zavedeny optimalizačńı techniky.
Dále neńı v̊ubec vhodný z hlediska paralelizace a nenab́ıźı jednoduchý zp̊usob, jak d́ılč́ı části
vstupu přerozdělit mezi vlákna. [1] Pseudokód 2.3 ukazuje možnou implementaci algoritmu.

Výpis kódu 2.3 Pseudokód Lomuto rozdělováńı.

1 PartitionLomuto(A, lp, rp)
2 pi = GetPivot(A, lp, rp)
3 pivot = A[pi]
4 swap(A[pi], A[rp])
5 k2 = lp
6 for (k = lp; k < rp; k += 1)
7 if (A[k] < pivot)
8 swap(A[k2], A[k])
9 k2 += 1

10 swap(A[k2], A[rp])
11 return k2

Správné pochopeńı algoritmů 2.3 a 2.2 je stěžejńım pro kapitolu v́ıcecestného rozdělováńı.
V implementaćıch v́ıcecestných rozdělováńı se využ́ıvaj́ı obě varianty r̊uznými zp̊usoby v závislosti
na zvoleném počtu pivot̊u. Výsledná implementace je poté složitěǰśı.
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Výběr pivota
Výběr pivota je obzvláště d̊uležitý krok pro efektivitu Quicksortu. Vlastnosti pivota určuj́ı
kvalitu rozdělováńı, od kterého chceme, aby po jeho dokončeńı byly výsledné segmenty ve-
likostně co možná nejpodobněǰśı. V takovém př́ıpadě využ́ıváme maximálńı potenciál algo-
ritmu, předcháźıme jeho degradaci na kvadratickou časovou složitost a maximálně se přibĺıž́ıme
k pr̊uměrné časové složitosti.

V př́ıpadě dvoucestné varianty chceme posloupnost rozdělit na dvě velikostně podobné části,
č́ımž problém hledáńı pivota můžeme definovat jako problém hledáńı mediánu (nebo elementu
bĺızko mediánu).

Triviálńı implementace voĺı jako pivota prvńı, resp. posledńı prvek posloupnosti. Takové řešeńı
může doćılit pr̊uměrné časové složitosti v př́ıpadě, kdy v́ıme, že je posloupnost tvořena náhodnými
prvky z uniformńıho rozděleńı a neńı seřazena. Dı́ky tomu je takový výběr vlastně náhodný prvek
z posloupnosti a to, že se tref́ıme do ”skoromediánu”, má pravděpodobnost 1

2 . To však klade velmi
striktńı požadavky na data a v praxi by byl takový algoritmus nepoužitelný. V př́ıpadě seřazené
posloupnosti by takový výběr znamenal voleńı nejmenš́ıho, resp. největš́ıho prvku, což by mělo
za d̊usledek degradaci na kvadratickou časovou složitost.

Daľśım př́ıstupem je výběr pivota jako náhodný prvek z posloupnosti. T́ım se eliminuje nej-
horš́ı př́ıpad pro předem seřazená data a v pr̊uměru bychom se měli v́ıce přibĺıžit pr̊uměrné
složitosti. Problém výběru jsme t́ımto redukovali, ale kvalita výběru pivota stále nebude op-
timálńı. Náhodně vybraný prvek nemuśı být dostatečně bĺızko mediánu a pravděpodobnost
výběru skoromediánu je stále ńızká v př́ıpadě dat z uniformńıho rozděleńı. Z toho d̊uvodu se
využ́ıvaj́ı následuj́ıćı př́ıstupy k výběru pivota, které se využ́ıvaj́ı v praxi.

Medián-tř́ı vybere tři prvky z posloupnosti a z nich vybere medián. Výběr prvk̊u může být
náhodný a nebo fixńı (element prvńı, posledńı a prostředńı). Tato varianta podstatně zvýš́ı
pravděpodobnost výběru pivota bĺızko mediánu oproti dř́ıve uvedeným př́ıstup̊um a je pro reálná
data běžně už́ıvána. Náhodný výběr s sebou přináš́ı dobu strávenou generováńım náhodných in-
dex̊u posloupnosti a proto se využ́ıvaj́ı fixńı indexy, které se v praxi osvědčily. Daľśım vylepšeńım
je varianta Medián-pěti, která obdobně vybere mı́sto tř́ı prvk̊u pět a z nich vybere medián. Třet́ı
známou technikou je výběr pivota jako medián-tř́ı-medián̊u-tř́ı-prvk̊u. Nejrychleǰśım zp̊usobem je
dle [8] technika Medián-pěti.

Nevýhodou je čas strávený na výběru prvk̊u a generováńı náhodných index̊u v poli pro kratš́ı
posloupnosti (pokud se rozhodneme pro náhodný výběr index̊u). Naopak u deľśıch posloupnost́ı
je výběr mediánu pomoćı metod výše nedostatečný a přesnost výběru se může u velmi rozsáhlých
posloupnost́ı sńıžit. Proto je vhodněǰśı možnost́ı vybrat l element̊u (tzv. sampling), ty seřadit
a z nich vybrat medián. [9] Hodnota l bude vždy relativńı v̊uči aktuálńı fázi algoritmu. V př́ıpadě
začátku Quicksort algoritmu na přesnosti výběru pivota zálež́ı v́ıce, jelikož se zpracovává největš́ı
množstv́ı dat a chceme doćılit co nejpodobněǰśıch velikost́ı jednotlivých segment̊u. Naopak ve
větš́ı hloubce rekurzivńıho stromu voláńı, kdy řad́ıme relativně o dost menš́ı posloupnosti, by
kvalitńı výběr mohl naopak přinést zpomaleńı. T́ımto zp̊usobem doćıĺıme přesněǰśıho výběru pi-
vota a eliminujeme časovou náročnost pro malé velikosti vstupu. [9] Varianta využ́ıvaj́ıćı sampling
je také vhodná pro výběr v́ıce pivot̊u, kde bude pivot Pi určen jako element z posloupnosti l vy-
braných prvk̊u, indexovaný jako l i

p+1 , kde p je počet pivot̊u a i index pivota. Následně můžeme
zvolit parametr, který určuje počet prvk̊u ze vstupu nutných na určeńı jednoho pivota. Tedy
pokud tento parametr urč́ıme jako d, pak počet prvk̊u nutných k nalezeńı i pivot̊u je roven d · i.
Uvedený zp̊usob byl využit v naš́ı implementaci řad́ıćıho algoritmu.

Jedńım z daľśıch př́ıstup̊u je určováńı pivota tzv. dynamicky, jak doporučuj́ı autoři článku
[10]. Hlavńı myšlenkou je udržováńı statistik, jako je počet prvk̊u v levém, resp. pravém seg-
mentu a jejich součet. Na konci rozdělováńı se spočte pr̊uměrná hodnota, které prvky pro daný
segment nabývaj́ı, a výsledná hodnota je využita jako pivot pro následuj́ıćı rekurzivńı rozdělováńı.
V práci autoři demonstruj́ı dosažeńı vyšš́ı efektivity v porovnáńı s př́ıstupy Medián-tř́ı a Medián-
pěti. Problém nastává v obecnosti, jelikož autoři předpokládaj́ı, že jednotlivé elementy budou



12 Sekvenčńı Quicksort

podporovat základńı aritmetické operace a t́ım se ub́ırá na obecnosti řad́ıćıho algoritmu. Je-
diné podporované operace pro zachováńı obecnosti je porovnáńı dvou prvk̊u a jejich prohozeńı.
Vyžadováńı dodatečných operaćı by mohlo přinést omezeńı na vstupńı data. Autoři dále ne-
prováděj́ı rozsáhleǰśı testováńı v př́ıpadě, kdy se ve vstupńıch datech vyskytuje veliké množstv́ı
velmi malých element̊u a malé množstv́ı velikých element̊u. V takovém př́ıpadě může být pr̊uměr
velmi vzdálený mediánu, což je daľśı z d̊uvod̊u proč tento př́ıstup výběru pivota nebudeme dále
uvažovat.

2.2 Vı́cecestné rozdělováńı
V předchoźıch sekćıch jsme si uvedli algoritmy rozdělováńı v př́ıpadě jednoho pivota a t́ım
položili základ pro pochopeńı a probráńı variant s v́ıcero pivoty. Prvńı zmı́nka a implemen-
tace v́ıcecestného rozdělováńı pocháźı z roku 1975 z doktorandské práce Roberta Sedgewicka.
[11] Jeho metoda rozdělováńı okolo dvou pivot̊u byla uvedena jako efektivńı řešeńı vstup̊u s vy-
sokým počtem opakuj́ıćıch se prvk̊u, tedy varianta tlustého pivota, kterou jsme si definovali v 2.1.
Po analýze z hlediska počtu porovnáńı, prohozeńı element̊u a počtu přečtených prvk̊u j́ım byl
tento př́ıstup označen jako neefektivńı. Celkově se na v́ıcecestné rozdělováńı (2 a v́ıce pivot̊u)
nahĺıželo v dvacátém stolet́ı velmi skepticky, jelikož teoretické analýzy algoritmu z hlediska počtu
prohozeńı element̊u dosahovaly horš́ıch výsledk̊u. [6]

V roce 2009 byla uvedena nová implementace řad́ıćıho algoritmu v jazyku Java, která dosaho-
vala nižš́ı doby běhu nežli předešlá implementace. Nový algoritmus YBB (Yaroslavskiy-Bentley-
Bloch), nesoućı název po svých autorech, je implementaćı Quicksortu s rozdělováńım pomoćı dvou
pivot̊u. Zrychleńı se dosáhlo i navzdory faktu, že algoritmus dosahuje vyšš́ıho počtu prohozeńı
prvk̊u a to skoro dvojnásobně oproti variantě s jedńım pivotem 2.1. Naopak se dosáhlo nižš́ıho
počtu porovnáńı 1.9n log n oproti implementaci s jedńım pivotem 2n log n. [12] Analýza na čistě
teoretické úrovni nám totiž nedá spolehlivý pohled na efektivitu algoritmu, jelikož nebere v potaz
dnešńı architekturu poč́ıtačových systémů, která má na rychlost algoritmu nezanedbatelný vliv.

Dosažené zrychleńı bylo ještě větš́ı, než by se dalo z počtu porovnáńı očekávat. Důvodem je již
zmı́něné opomenut́ı architektury moderńıch poč́ıtačových systémů a jejich pamět’ové hierarchie.
Rozd́ıl mezi rychlost́ı paměti a CPU se v posledńıch letech č́ım dál t́ım v́ıce zvětšuje, a proto
omezeńım př́ıstupu do hlavńı paměti na úkor náročněǰśıho výpočtu ze strany CPU a využit́ım
cache pamět́ı může algoritmus dosáhnout značného zrychleńı.

Tabulka 2.1 uvád́ı porovnáńı parametr̊u variant Quicksortu pro jednoho, dva (YBB) a tři
pivoty (Waterloo). Parametr, ve kterém se algoritmy lǐśı, je multiplikativńı konstanta. Asympto-
ticky jsou však parametry pro všechny varianty identické, což plyne z povahy řad́ıćıch algoritmů.
Parametr Cache Miss udává počet čteńı/zápisu element̊u, které se nenacházely v cache paměti
procesoru a bylo nutné je nač́ıst z hlavńı paměti. To má za následek výrazné zpomaleńı algoritmu,
jelikož je procesor zdržován čekáńım na data potřebná k výpočtu.

Můžeme si povšimnout, že z hlediska počtu prohozeńı prvk̊u je jako nejlepš́ı algoritmus brán
dvoucestný Quicksort. Obě v́ıcecestné implementace naopak dosahuj́ı téměř dvojnásobného počtu
prohozeńı element̊u v̊uči dvoucestné variantě, což však kompenzuj́ı počtem Cache Miss a nižš́ım
počtem porovnáńı. Varianta Waterloo by z tohoto pohledu měla být nejv́ıce efektivńı. V nepo-
sledńı řadě tyto algoritmy dosahuj́ı pr̊uměrně nižš́ı hloubky rekurze, což je následkem skutečnosti,
že v rámci jednoho rekurzivńıho voláńı odvedou ”větš́ı“ množstv́ı práce (data jsou rozdělena na
tři nebo čtyři segmenty, oproti p̊uvodńım dvěma).

YBB rozdělováńı
Jedná se o prvńı implementaci v́ıcecestného Quicksortu, která si našla mı́sto v standardńı kni-
hovně jazyka Java. Pro rozdělováńı je využito p = 2 pivot̊u a rozděluje vstupńı posloupnosti na
tři segmenty. Pivoty před rozdělováńım seřad́ıme a po skončeńı rozdělováńı bude prvńı segment
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Varianta Cache Miss Porovnáńı Prohozeńı
1-pivot 2 n+1

B log n+1
M+2 2n log n 0.333n log n

2-pivoti (YBB) 1.6 n+1
B log n+1

M+2 1.9n log n 0.6n log n

3-pivoti (Waterloo) 1.38 n+1
B log n+1

M+2 1.85n log n 0.62n log n

Tabulka 2.1 Porovnáńı parametr̊u r̊uzných variant Quicksort algoritmu s ohledem na počet pivot̊u.
[12] M znač́ı velikost cache paměti a B velikost jedné cache line.

obsahovat prvky menš́ı než P1, druhý segment prvky větš́ı nebo rovny P1 a prvky menš́ı nebo
rovny P2. Posledńı segment obsahuje prvky větš́ı nebo rovny P2. Hodnoty pivot̊u tedy voĺıme
takovým zp̊usobem, aby nám pole rozdělily na velikostně podobné třetiny. [6]

Pr̊uběh algoritmu je následuj́ıćı. Indexy k2 a k zač́ınaj́ı na stejném indexu v poli vlevo a po-
stupně se přibližuj́ı k indexu g jdoućımu zprava. Pod indexem k se nacháźı nový prvek, který
má být zařazen do správného segmentu. Ostatńı indexy slouž́ı jako oddělovače mezi postranńımi
segmenty a vnitřńım segmentem. Po zpracováńı všech element̊u v oblasti označené ”?“ se indexy
k a g potkaj́ı a vytvoř́ı konečnou hranici. Již ze schématu můžeme vidět silnou podobnost s dvou-
cestnými implementacemi rozdělováńı. Posun index̊u k2 a k je identický jako v př́ıpadě Lomuto
rozdělováńı a pouze se přidal dodatečný index g jdoućı zprava.

< P1 ≥ P1∧ ≤ P2 ? ≥ P2

−→
k2

−→
k

←−g

Obrázek 2.5 Invariant YBB rozdělováńı.

Pseudokód 2.4 zachycuje rozdělováńı pomoćı YBB algoritmu. Zaj́ımavou součást́ı algoritmu
je funkce CyclicShiftLeft. Funkce vezme zvolené tři indexy do vstupńıch dat A a cyklicky prohod́ı
prvky o jednu pozici vlevo. V algoritmu totiž nastává situace, která si žádá prohozeńı v́ıcero
prvk̊u najednou. K tomu docháźı v př́ıpadě, kdy jsou pod indexy k, k2 a g postupně uloženy
elementy, splňuj́ıćı ≥ P2, ≥ P1 a < P1. Identického výsledku by se dalo dosáhnout séríı dvou po
sobě jdoućıch prohozeńı, ale př́ıstup využ́ıvaj́ıćı cyklický posun je efektivněǰśı.
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Výpis kódu 2.4 Pseudokód YBB rozdělováńı.

1 PartitionYBB(A, lp, rp)
2 pi1, pi2 = GetPivot(A, lp, rp)
3 swap(A[pi1], A[lp])
4 swap(A[pi2], A[rp])
5 p1 = A[lp]
6 p2 = A[rp]
7 k2 = lp + 1, k = k2, g = rp - 1
8 while (k <= g)
9 if (A[k] < p1)

10 swap(A[k2], A[k])
11 k += 1
12 else
13 if (A[k] >= p2)
14 while (k < g && p2 < A[g])
15 g -= 1
16 if (A[g] >= p1)
17 swap(A[k], A[g])
18 else
19 CyclicShiftLeft(k, k2, g)
20 k2 += 1
21 g -= 1
22 k += 1
23 swap(A[rp], A[g + 1])
24 swap(A[lp], A[k2 - 1])
25 return k2 - 1, g + 1

Waterloo rozdělováńı
V tomto typu rozdělováńı uvažujeme počet pivot̊u p = 3, kdy se vstupńı posloupnost rozděĺı
na čtyři segmenty a jedná se tedy o čtyřcestné rozdělováńı. Po ukončeńı rozdělováńı bude prvńı
segment obsahovat prvky < P1, druhý segment ≥ P1∧ ≤ P2, třet́ı ≥ P2∧ ≤ P3 a posledńı > P3.
Algoritmus byl publikován v roce 2013 na univerzitě Waterloo, odkud plyne jeho název. [6] [12]
Dle tabulky 2.1 dosahuje nejvyšš́ı efektivity z hlediska práce s cache pamět́ı, a proto by měl být
teoreticky rychleǰśı než algoritmus YBB.

Hlavńım rozd́ılem, vyjma počtu pivot̊u, je druhý ”vedoućı“ index g, který procháźı vstupńı
posloupnost zprava doleva. Rozdělováńı skonč́ı ve chv́ıli, kdy se indexy k a g potkaj́ı a vytvoř́ı
hranici mezi vnitřńımi segmenty. Obrázek 2.6 schématicky zachycuje pr̊uběh algoritmu.

< P1 ≥ P1∧ ≤ P2 ? ≥ P2∧ ≤ P3 > P3

−→
k2

−→
k

←−g ←−g2

Obrázek 2.6 Invariant Waterloo rozdělováńı.

Pseudokód 2.5 zobrazuje čtyřcestné Waterloo rozdělováńı. Můžeme si povšimnout větš́ı sy-
metričnosti v̊uči předchoźımu algoritmu v podobě dvou vnořených while cykl̊u, kde indexy k a g
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jdou proti sobě. Také nám přibylo množstv́ı cyklických posuv̊u, jelikož se nově vyskytuj́ı situace,
kdy je třeba posunout elementy i vpravo. Nav́ıc je nově potřeba provést posun čtyř element̊u,
protože pracujeme celkově se čtyřmi indexy. Všechny posuny by se daly opět implementovat jako
série po sobě jdoućıch prohozeńı, ale z d̊uvodu vyšš́ı rychlosti posuv̊u byly nahrazeny.

Výpis kódu 2.5 Pseudokód Waterloo rozdělováńı.

1 PartitionWaterloo(A, lp, rp)
2 pi1, pi2, pi3 = GetPivot(A, lp, rp)
3 swap(A[pi1], A[lp])
4 swap(A[pi2], A[lp + 1])
5 swap(A[pi3], A[rp])
6 k2 = k = lp + 2, g = g2 = rp - 1
7 p1 = A[lp], p2 = A[lp + 1], p3 = A[rp]
8 while (k <= g)
9 while (k <= g && A[k] < p2)

10 if (A[k] < p1)
11 swap(A[k2], A[k])
12 k2 += 1
13 k += 1
14 while (k <= g && p2 < A[g])
15 if (p3 < A[g])
16 swap(A[g], A[g2])
17 g2 -= 1
18 g -= 1
19 if (k <= g)
20 if (p3 < A[k])
21 if (A[g] < p1)
22 CyclicShiftRight(k2, k, g2, g)
23 k2 += 1
24 else
25 CyclicShiftLeft(k, g, g2)
26 k += 1, g -= 1, g2 -= 1
27 else
28 if (A[g] < p1)
29 CyclicShiftRight(k2, k g)
30 ++k2;
31 else
32 swap(A[k], A[g])
33 k += 1, g -= 1
34 k2 -= 1, k -= 1, g += 1, g2 += 1
35 swap(A[lp + 1], A[k2]), swap(A[k2], A[k])
36 k2 -= 1
37 swap(A[lp], A[k2]), swap(A[rp], A[g2])
38 return k2, k, g2

2.3 Vyhodnoceńı a výběr rozdělováńı
Součást́ı paralelńıho v́ıcecestného Quicksort algoritmu bude jeho sekvenčńı verze. Paralelizace
dává smysl pro rozsáhlé posloupnosti, a proto se na kratš́ı využ́ıvá sekvenčńı varianta, jelikož
nepřináš́ı zpomaleńı zp̊usobené managementem vláken. V sekćıch 2.1 a 2.2 jsme si probrali možné
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typy rozdělováńı po jejich teoretické stránce, jejich možné implementace a vlastnosti. V této sekci
naopak prakticky změř́ıme jednotlivé ukazatele, porovnáme je s těmi teoretickými (viz. tabulka
2.1) a po vyhodnoceńı zvoĺıme tu nejlepš́ı sekvenčńı implementaci.

Byly implementovány tři Quicksort varianty výše s rozdělováńım Hoare, YBB a Waterloo.
Tyto algoritmy budeme porovnávat z hlediska počtu operaćı prohozeńı (swap), porovnáńı (com-
pare), doby řazeńı a počtu cache miss. Dı́ky kombinaci těchto parametr̊u jsme schopni algoritmy
v̊uči sobě spolehlivě porovnat a vyhodnotit. Vstupńı data jsou datového typu int a jsou gene-
rována náhodně z uniformńıho rozděleńı. Velikost vstupńıch dat byla zvolena jako 107. Dı́ky
náhodným dat̊um a jejich délce bychom měli potlačit nevhodný výběr pivota a zvýhodněńı
některého z algoritmu. Ač byla data náhodně generována, jednotlivé algoritmy pracuj́ı nad
stejnými daty, č́ımž zameźıme nekonzistenćım v měřeńı.

Pro přesné měřeńı počtu operaćı prohozeńı a porovnáńı všechny tři varianty využ́ıvaj́ı stejný
algoritmus pro výběr pivota – Medián-tř́ı. Pro varianty YBB a Waterloo je algoritmus výběru
mı́rně poupraven. V př́ıpadě YBB je nutný výběr dvou pivot̊u a proto si z vybraných tř́ı prvk̊u
nezvoĺı jejich medián, ale prvńı a posledńı prvek. Waterloo algoritmus voĺı jako pivoty všechny
tři seřazené prvky. Dı́ky tomu do těchto dvou algoritmů nezaneseme vyšš́ı počet operaci než je
potřeba. Zároveň jsme pro měřeńı zamezili optimalizaćım pro velmi krátké posloupnosti a nebo
při překročeńı hloubky rekurze při nevhodné volbě pivota.

Tabulka 2.2 prezentuje naměřené počty prohozeńı a porovnáńı jednotlivých algoritmů. Pro
přehlednost a zjednodušeńı vyhodnoceńı jsou hodnoty převedeny na poměr mezi algoritmem Ho-
are, který je brán jako výchoźı, a algoritmem YBB resp. Waterloo. Pokud tedy vyjadřujeme empi-
ricky naměřený poměr v př́ıpadě Hoare algoritmu, vyjde nám počet porovnáńı a prohozeńı 1. Pro
viditelněǰśı porovnáńı v̊uči teoretickým hodnotám byly empirické hodnoty porovnáńı vynásobeny
koeficientem 2 a empirické hodnoty prohozeńı koeficientem 0.333. Z tabulky jasně vid́ıme, že
empirické hodnoty skoro odpov́ıdaj́ı teoretickým. V př́ıpadě porovnáńı oba algoritmy dokonce
dosáhly lepš́ıch výsledk̊u, než se předpokládalo. Naměřené počty prohozeńı pro algoritmus Wa-
terloo vyšly o dvě setiny h̊uře nežli teoretické. Empiricky jsme tedy potvrdili, že v́ıcecestné
rozdělováńı přináš́ı nižš́ı počet porovnáńı v̊uči dvoucestnému, naopak skoro dvojnásobný počet
prohozeńı.

Porovnáńı Prohozeńı
Varianta Teoretické Empirické Teoretické Empirické

Hoare 2 2 0.333 0.333
YBB 1.9 1.827 0.6 0.554

Waterloo 1.85 1.701 0.62 0.643
Tabulka 2.2 Porovnáńı teoretických hodnot (pouze koeficienty) z tabulky 2.1 s empiricky naměřeným

počtem porovnáńı a prohozeńı.

Dále bylo třeba zjistit počet cache miss jednotlivých implementaćı. Pomoćı nástroje PAPI
jsme schopni tuto vlastnost algoritmu měřit na úrovni L1, L2 a L3 cache. [13] Nástroj nab́ıźı
množstv́ı parametr̊u k měřeńı, ale ne všechny muśı být na daném zař́ızeńı k dispozici. Tato
skutečnost při měřeńı zp̊usobila problémy v př́ıpadě clusteru STAR (popsán v sekci 4.1). Na
výchoźım uzlu jsou totiž k dispozici jiné parametry než na výpočetńım uzlu, kde prob́ıhaj́ı jed-
notlivá měřeńı a spouštěńı aplikace jako takové. To zp̊usobovalo chyby v měřeńı a bylo třeba
zjistit dostupné parametry př́ımo na výpočetńım uzlu. Z dostupných parametr̊u byly vybrány
PAPI L1 DCM, PAPI L2 DCM a PAPI L3 TCM. Prvńı dva parametry uváděj́ı počet cache miss
při př́ıstupu do datové cache paměti úrovně L1 a L2. V rámci měřeńı nebylo možné uvést poměr
v̊uči celkovému počtu př́ıstup̊u do těchto pamět́ı, jelikož parametry nejsou dostupné a nelze je
měřit. Z toho d̊uvodu jsou uvažovány pouze cache miss a jednotlivé implementace porovnávány
jen na základně tohoto parametru. PAPI L3 TCM pro cache úrovně L3 udává počet cache miss
pro instrukčńı a datovou cache dohromady. Měřeńı pouze datové části opět nebylo k dispozici,
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jelikož je tato úroveň sd́ılena jak pro data, tak pro instrukce programu.
Tabulka 2.3 obsahuje výsledky měřeńı parametru cache miss jednotlivých algoritmů v r̊uzných

úrovńıch cache. Algoritmus Hoare je opět brán jako referenčńı a hodnoty jsou uváděny jako poměr
mezi referenčńım algoritmem a algoritmy YBB a Waterloo. Z toho d̊uvodu je teoretický koefi-
cient roven empiricky naměřeným hodnotám. Poměr v př́ıpadě Hoare algoritmu opět vycháźı
jako 1, a proto byly pro lepš́ı porovnáńı s referenčńı tabulkou 2.1 všechny empiricky naměřené
hodnoty vynásobeny koeficientem 2. Z výsledku je jasně patrné, že oba př́ıstupy k v́ıcecestnému
rozdělováńı dosahuj́ı lepš́ı časové a prostorové lokality v̊uči dvoucestné variantě Hoare, na všech
úrovńıch cache. Situace, kdy počet cache miss mezi jednotlivými úrovněmi je v nerovnosti
L1 ≤ L2 ≤ L3, nastává u algoritmů, které obecně disponuj́ı velmi dobrou časovou a prostorovou
lokalitou. Algoritmy na malé podmnožině vstupu odvedou majoritńı množstv́ı práce a cache miss
zpravidla nastává v př́ıpadě, kdy zač́ınaj́ı zpracovávat daľśı část vstupu určeného k rozdělováńı
a ten je potřeba nač́ıst z hlavńı pamět́ı. Pokud porovnáme pr̊uměr cache miss ze všech tř́ı úrovńı
pro jednotlivé algoritmy s teoretickým koeficientem, tak vid́ıme, že maj́ı odchylku pouze v rámci
setin. Empiricky naměřené hodnoty vyšly ještě lépe, než jsme předpokládali a algoritmus Water-
loo vycháźı jako nejlepš́ı z hlediska př́ıstupu do cache pamět́ı.

Varianta Teoretické koeficienty L1 L2 L3 Pr̊uměr
Hoare 2 2 2 2 2
YBB 1.6 1.464 1.492 1.723 1.560

Waterloo 1.38 1.270 1.297 1.425 1.331
Tabulka 2.3 Porovnáńı teoretických hodnot (pouze koeficienty) z tabulky 2.1 s empiricky naměřenými

počty cache miss v jednotlivých úrovńıch cache.

Čas doby běhu algoritmu měř́ıme pomoćı knihovny GoogleBenchmark, která byla využita
i na vyhodnoceńı paralelńıho Quicksort algoritmu a na d́ılč́ı měřeńı v pr̊uběhu implementace
a laděńı parametr̊u algoritmů. Měřeńı doby běhu prob́ıhala na clusteru STAR, jehož specifikace
je uvedena v kapitole 4. Doba je uváděna s přesnost́ı na milisekundy.

Tabulka 2.4 uvád́ı dobu běhu jednotlivých algoritmů a jejich procentuálńı zrychleńı v̊uči
výchoźı variantě Hoare. Doba běhu koresponduje s předešlými tabulkami, kdy v́ıcecestné al-
goritmy vycházely z hlediska počtu operaćı prohozeńı, porovnáńı a počtu cache miss lépe než
dvoucestná varianta. Zrychleńı algoritmu Waterloo je v̊uči Hoare téměř 8% a vycháźı jako nejlepš́ı
z uvažovaných algoritmů.

Varianta Čas Zrychleńı
Hoare 13 574 ms 0 %
YBB 12 925 ms 5.02 %

Waterloo 12 579 ms 7.91 %
Tabulka 2.4 Porovnáńı doby běhu jednotlivých algoritmů na náhodné posloupnosti generované z uni-

formńıho rozděleńı.

Provedli jsme analýzu r̊uzných algoritmů pro v́ıcecestné rozdělováńı a porovnali je mezi sebou
na základě rozsáhlého množstv́ı parametr̊u a porovnali je s předpokládanými teoretickými hod-
notami. Na základě empirické analýzy vycháźı z uvažovaných algoritmů Waterloo rozdělováńı
jako nejlepš́ı zp̊usob v rámci řazeńı dat algoritmem Quicksort. Z toho d̊uvodu bude jeho imple-
mentace využita v paralelńı verzi Quicksort algoritmu pro sekvenčńı seřazeńı méně rozsáhlých
úsek̊u.
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2.4 Kombinace s ostatńımi řad́ıćımi algoritmy
Paralelizace Quicksort algoritmu přináš́ı zrychleńı oproti sekvenčńı variantě pouze od určitého
počtu vstupńıch element̊u. Pokud tuto hranici nepřesáhneme, tedy budeme cht́ıt seřadit vstup
kratš́ı než námi zvolená mez, seřad́ıme daný vstup pomoćı sekvenčńıho řad́ıćıho algoritmu. Tato
mez je stanovena empiricky na základě měřeńı doby běhu na r̊uzný datových typech a seřazenosti
vstupńı posloupnosti.

Pokud bychom paralelńı verzi algoritmu využ́ıvali i na krátké posloupnosti, dosáhli bychom
paradoxně zpomaleńı než zrychleńı v̊uči sekvenčńı verzi. To plyne ze skutečnosti, že režie vláken
začne být velice časově nákladná a paralelizace se již nevyplat́ı. K přepnut́ı na sekvenčńı verzi
může doj́ıt při již zmı́něné př́ılǐs malé vstupńı posloupnosti a nebo při hluboké rekurzi. K př́ılǐsné
hloubce rekurze může doj́ıt, pokud docháźı k nevýhodnému výběru pivot̊u (nebo v př́ıpadě
velkého počtu identických element̊u) a posloupnost po rozdělováńı neńı rozdělena na poměrově
stejné části, které vstupuj́ı do následuj́ıćıho rekurzivńıho voláńı. V nejhorš́ım př́ıpadě by se mohlo
stát, že by v př́ıpadě tř́ı-cestného rozdělováńı vznikl pouze jeden segment, který vstupuje do
následuj́ıćıch rekurzivńıch voláńı Quicksortu. Pokud bychom hloubku rekurze nehĺıdali, mohl by
takový pr̊uběh algoritmu vést až k úplné degradaci časové složitosti, což je O(n2).

Proto bude paralelńı implementace kombinována se sekvenčńım algoritmem využ́ıvaj́ıćım
Waterloo rozdělováńı. Kromě zavoláńı sekvenčńıho řad́ıćıho algoritmu se samotný sekvenčńı
Quicksort zpravidla kombinuje s Heapsort a Insertion sort. To vedlo k vytvořeńı tzv. Heap-
Insertion sort a jeho využit́ı v rámci sekvenčńıho čtyřcestného quicksort algoritmu. [5] Empiricky
nám mez pro spuštěńı sekvenčńıho řad́ıćıho algoritmu v paralelńı verzi vyšla na hodnotu mezi
100 000 a 500 000 elementy a finálńı hodnota byla stanovena na 1 << 18 = 262 144 prvk̊u
(operátor << znač́ı bitový posun doleva).

Heapsort
Přepnut́ı na Heapsort algoritmus se využ́ıvá v př́ıpadech, kdy hroźı degradace na kvadratic-
kou složitost Quicksort algoritmu v př́ıpadě neúměrné hloubky rekurze. [9] K tomu docháźı při
vytvářeńı nepoměrových velikost́ı část́ı po rozdělováńı, jak bylo popsáno v předešlém textu.
U Heapsort algoritmu máme totiž vždy zaručenou složitost Θ(n log n). Algoritmus je in-place,
datově necitlivý a nerekurzivńı, což v tomto př́ıpadě kompenzuje nedostatek Quicksortu.

Parametr hloubky rekurze u sekvenčńıho v́ıcecestného Quicksortu empiricky nejlépe vycházel
při nastaveńı depth = 1.5 log4 n. V naš́ı implementaci se vstupńı posloupnost děĺı na 4 části, proto
je využit logaritmus o základu 4 a ne 2, jako je tomu v implementaci STL knihovny. Parametr
je v algoritmu std::sort od GNU nastaven na depth = 2 log2 n.

Insertion sort
Tento algoritmus se ve standardńı implementaci využ́ıvá na řazeńı malých posloupnost́ı. Je tomu
tak proto, jelikož nab́ıźı pozitivńı vlastnosti u krátkých posloupnost́ı, jako je pamět’ová lokalita
(časté čteńı a zápis element̊u, které jsou v paměti bĺızko u sebe) a předv́ıdatelnost pro branch
predictory. Stejně jako Heapsort (popsaný výše) je algoritmus in-place a nerekurzivńı. Fakt, že
neńı rekurzivńı u malých posloupnost́ı, šetř́ı časté voláńı funkce a ukládáńı/čteńı proměnných ze
zásobńıku. Rozd́ılem je jeho datová citlivost na rozd́ıl od Heapsortu.

Heap-Insertion sort
Při testováńı efektivnosti algoritmu jsem zjistil, že je implementace Heapsort algoritmu neefek-
tivńı a neńı zřejmě určena k řazeńı (předevš́ım funkce std::make heap). To vedlo na implemen-
taci algoritmu Heap-Insertion sort dle [5]. Hlavńı myšlenkou je zkombinovat vlastnosti a śılu
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obou výše uvedených algoritmů a tuto verzi volat v př́ıpadě, kdy sekvenčńı v́ıcecestný Quicksort
přesáhne hloubku rekurze a nebo když vstupńı posloupnost dosahuje délky menš́ı než námi sta-
novená mez. Hlavńı myšlenkou tohoto algoritmu je upravit data takovým zp̊usobem, aby byla
vhodná k řazeńı pomoćı Insertion sortu. Toho se dá doćılit pomoćı vytvořeńı binárńı haldy
a následného zavoláńı Insertion sort na takto předzpracovaná data. T́ım bude algoritmus nucen
procházet méně prvk̊u a počet prohazováńı element̊u se sńıž́ı.

5 3 7 2 1 9

Obrázek 2.7 Vstupńı posloupnost určená k seřazeńı pomoćı Heap-Insertion sort algoritmu.

Obrázek 2.7 zobrazuje pole o šesti prvćıch, které má být seřazeno. Pozice prvk̊u jsou náhodné
a na jejich seřazeńı pomoćı Insertion sort je třeba 8 prohozeńı. Po vytvořeńı binárńı minimálńı
haldy nám vznikne strom, zobrazený na 2.8. Můžeme si povšimnout vlastnosti, že cesta z listu
do kořene tvoř́ı klesaj́ıćı seřazenou posloupnost.
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Obrázek 2.8 Minimálńı binárńı halda vytvořena pomoćı funkce make heap z pole.

Binárńı minimálńı halda uložena v poli je zachycena na obrázku 2.7. Prvńı element se dá
považovat za již seřazený (plyne z povahy minimálńı haldy) a ostatńı prvky jsou na výhodněǰśıch
pozićıch pro Insertion sort. Algoritmus v tomto př́ıpadě provede pouze 3 prohozeńı, než bude
pole celkově zpracováno.

Mez pro spuštěńı algoritmu Heap-Insertion sort v rámci sekvenčńıho Quicksortu byla empi-
ricky stanovena na 64 prvk̊u a hloubku rekurze popsanou v 2.4.

1 2 7 5 3 9

Obrázek 2.9 Posloupnost po zavoláńı funkce make heap určená k seřazeńı Insertion sort algoritmem.
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Kapitola 3

Paralelńı Quicksort

Během rešeršńı části práce nebyla nalezena implementace v́ıcecestného paralelńıho Quicksortu.
Všechny dosavadńı paralelńı verze využ́ıvaj́ı v paralelńım rozdělováńı pouze jednoho pivota a jsou
tedy dvoucestné. Pohled na sekvenčńı verze a analýzu v́ıcecestných variant v kapitole 1 přináš́ı
motivaci pro implementaci v́ıcecestné varianty i ve v́ıcevláknovém prostřed́ı se sd́ılenou pamět́ı,
jelikož v́ıcecestné varianty vždy přinesly zrychleńı v̊uči p̊uvodńı dvoucestné. Kv̊uli neexistenci
v́ıcecestné paralelńı verze nebylo možné navázat na předešlé práce a t́ım je tato práce unikátńı
a originálńı.

V této kapitole si probereme p̊uvodńı dvoucestnou verzi a př́ıstup, který k paralelńımu
rozdělováńı zastává. To nám umožńı pochopit základńı principy a metody, jak lze rozdělováńı
efektivně a škálovatelně paralelizovat. Následně probereme možnosti aplikace v př́ıpadě větš́ıho
množstv́ı pivot̊u a zda by se dal tento př́ıstup využ́ıt, či jaké modifikace budou nutné pro
v́ıcecestnou implementaci. Ćılem je vytvořit paralelńı v́ıcecestnou in-place variantu algoritmu.
V textu probereme r̊uzné uvažované př́ıstupy, z nichž byl vybrán jeden, který umožnil předej́ıt
limitaćım v́ıcecestné verze a umožnil jej́ı implementaci. Ostatńı uvažované př́ıstupy by již z te-
oretické analýzy nepřinesly zrychleńı. Nový algoritmus bude vysvětlen, jednotlivé části popsány
a také uvedeme dodatečné změny v implementaci po pr̊uběžných měřeńıch rychlosti algoritmu.

Důležitou součást́ı paralelńıch algoritmů je vyvažováńı zátěže rovnoměrně mezi jádra. Chceme
tedy minimalizovat př́ıpady, kdy by skupina jader intenzivně pracovala na výpočtu a druhá sku-
pina jader by neměla na čem pracovat. Pokud by tento př́ıpad nastal, vedlo by to k neefektivitě
algoritmu a špatné škálovatelnosti v př́ıpadě nar̊ustaj́ıćıho počtu jader. Jádrem mysĺıme fyzické
jádro na CPU, pro naše účely nebudeme uvažovat hyper-threading. Hyper-threading je funkcio-
nalita procesoru, kdy jedno fyzické jádro využ́ıvaj́ı dvě virtuálńı. Funkcionalita je běžnou součást́ı
moderńıch procesor̊u, ale kv̊uli sd́ıleńı cache pamět́ı mezi virtuálńımi jádry ji nebudeme v textu
uvažovat.

Pro paralelizaci byla využita knihovna OpenMP [14], která se běžně využ́ıvá a poskytuje
přehlednou a jednoduchou implementaci paralelizace algoritmů s minimálńım množstv́ım do-
datečného zdrojového kódu.

3.1 Existuj́ıćı dvoucestné varianty

Paralelńı dvoucestná varianta Quicksort vždy pracuje s jedńım pivotem a rozděluje vstupńı po-
sloupnost do dvou segment̊u. Prvńı segment obsahuje prvky menš́ı než pivot a druhý segment
prvky větš́ı nebo rovny pivotu. V této sekci probereme pouze in-place variantu algoritmu. Existuj́ı
implementace out-of-place, ale ty zde nebudeme uvažovat. Jedná se totiž o hlavńı přednost algo-
ritmu. Pokud se nejedná o nutný požadavek na algoritmus, je možné využ́ıt v́ıcecestný paralelńı

21



22 Paralelńı Quicksort

Mergesort.
V dnešńı době nejpouž́ıvaněǰśı varianta nese název F&A od autor̊u Tsigas a Zang, která

je vylepšeńım varianty algoritmu od autor̊u Francis a Pannan. [15] [16] Prvńı z algoritmů byl
představen na přednášce předmětu NI-PDP na ČVUT FIT a uveden jako paralelńı in-place
varianta algoritmu Quicksort. [7] Právě vylepšenou verzi F&A si zde probereme, uvedeme jej́ı
teoretické principy a kroky vedoućı k efektivńı paralelizaci. Pseudokód jednotlivých část́ı nebu-
deme uvádět, jelikož tato verze algoritmu nebyla implementována a slouž́ı pouze jako seznámeńı
se s problematikou paralelńıho řazeńı algoritmu Quicksort.

Paralelizace algoritmu Quicksort se provád́ı na v́ıcero úrovńıch. Prvńı úrovńı je paralelizace
ř́ıd́ıćı části algoritmu. V této části se provede dvoucestné rozdělováńı a poté se algoritmus rekur-
zivně zavolá na oba nově vzniklé segmenty. Zde se rovnou nab́ıźı paralelizace rekurzivńıch voláńı
pomoćı OpenMP konstruktu task. Nově vzniklý podproblém se vlož́ı do tzv. task poolu, odkud si
jednotlivé úlohy mohou brát ostatńı vlákna a pracovat nezávisle na disjunktńıch podproblémech.
Tato vlákna rekurzivně jednotlivé problémy řeš́ı, vkládaj́ı do task poolu nové úlohy a zároveň si
v př́ıpadě, kdy sv̊uj přidělený podproblém vyřešila, vezmou daľśı. V ř́ıd́ıćı části algoritmu se také
v př́ıpadě klesnut́ı délky podposloupnosti pod určitou mez přeṕıná algoritmus na sekvenčńı verzi
Quicksort algoritmu. Mez je určena empiricky na základě měřeńı. Při generováńı nových úloh
je vhodné rozdělit počet jader na základě velikosti vzniklých segment̊u. Ač se snaž́ıme vybrat
pivota optimálně jako skoromedián, nejlépe př́ımo medián (viz. 2.1), může se i tak stát, že bu-
dou segmenty velikostně nevyrovnané. Proto je vhodné počet jader využitých k seřazeńı daného
segmentu optimalizovat.

Výše popsaná paralelizace však neńı dostatečná a je třeba paralelizovat i daľśı kroky algo-
ritmu. Nejdéle trvaj́ıćı součást́ı algoritmu je rozdělováńı prvk̊u do dvou segment̊u a tato část
je stále sekvenčńı. V prvńı hladině stromu rekurzivńıch voláńı totiž nejsou v task poolu žádné
úlohy pro ostatńı jádra. Z toho d̊uvodu by vstupńı posloupnost př́ı prvńım voláńı rozdělovalo
pouze jedno jádro, které by d́ıky optimalizaci koncové rekurze do task poolu vložilo pouze jednu
úlohu a tedy by na daľśı hladině měla práci pouze dvě jádra a ostatńı by byla zcela nevyužitá. Již
z tohoto popisu je jasně patrné, že by byl algoritmus velmi neefektivńı a nevyuž́ıval potenciálu
CPU s v́ıce jádry. Rozdělováńı je jádrem algoritmu a jeho paralelizace je tedy nejv́ıce komplexńı,
pokud chceme dosáhnout co nejvyšš́ı efektivity. [9] [17]

V sekci 2.1 jsme probrali dva zástupce dvoucestného rozdělováńı, jimiž byly algoritmy Lomuto
a Hoare. Z hlediska paralelizace je mnohonásobně vhodněǰśı algoritmus Hoare. Oba indexy al-
goritmu Lomuto postupuj́ı zleva doprava a jsou na sobě závislé. Závislost́ı rozumı́me skutečnost,
kdy index k2 slouž́ı jako oddělovač nově vznikaj́ıćıch segment̊u a k určuje hranici konce druhého
segmentu. Hranice začátku prvńıho segmentu je implicitně brána jako začátek celé posloupnosti.
Pokud bychom algoritmus chtěli paralelizovat, musela by jednotlivá vlákna pracovat s identickými
indexy (atomické operace) a nemohla by prvky zpracovávat v bloćıch, což vede k neefektivitě
popsané dále v textu. U Hoare algoritmu indexy postupuj́ı proti sobě z levé, resp. pravé strany
posloupnosti. Oba segmenty maj́ı implicitńı začátek, resp. konec určený jako začátek, resp. konec
pole. Segmenty tedy rostou proti sobě, vlákna mohou na prvćıch pracovat nezávisle a vždy mı́t
své vlastńı privátńı indexy.

Po studiu Hoare algoritmu si všimneme skutečnosti, že vždy porovnáme prvky na indexech
k a g, v př́ıpadě nutnosti prvky prohod́ıme a inkrementujeme resp. dekrementujeme indexy dle
potřeby. Tento proces nazýváme neutralizace. Pokud tedy doćıĺıme, že každé vlákno pracuje
s disjunktńım párem index̊u, můžeme prvky porovnávat a prohazovat paralelně. Každé vlákno
své privátńı indexy k a g źıská pomoćı operace OpenMP atomic capture ze sd́ılených index̊u. Ta
umožńı atomicky źıskat p̊uvodńı hodnotu sd́ıleného indexu mezi vlákny, uložit ji do privátńıho
indexu daného vlákna a atomicky ji inkrementovat pro ostatńı vlákna. Pokud by operace inkre-
mentace nebyla atomická, nebyl by algoritmus korektńı z d̊uvodu velmi pravděpodobného race
condition. K němu docháźı v př́ıpadě, kdy v́ıce vláken zapisuje/čte do sd́ılené proměnné a źıskané
páry index̊u by nemusely být disjunktńı. Algoritmus opět konč́ı, pokud se indexy střetnou resp.
k ≥ g. V rámci paralelizace je ještě nutné provést úklid. Po skončeńı může mı́t každé vlákno je-
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den tzv. špinavý prvek, který neńı ve správném segmentu. Index tohoto prvku má každé vlákno
a vzhledem k jejich velmi malému počtu (nejvýše rovno počtu vláken) prvky umı́st́ıme na své
mı́sto sekvenčně. T́ımto zp̊usobem jsme paralelizovali i sekvenčńı část paralelńıho Quicksort al-
goritmu a źıskali dva segmenty.

Nı́že si můžeme prohlédnout jednoduché schéma algoritmu ve třech kroćıch. Prvky pole jsou
rozlǐseny barvou, abychom rozeznali, která z vláken je neutralizovala. Pivota voĺıme jako element
s hodnotou 5. Prvńı krok zobrazuje vstupńı posloupnosti deseti prvk̊u určených k rozdělováńı.
Druhý krok je po provedené neutralizaci prvk̊u jednotlivými vlákny. Jedná se o jednu z mnoha
konfiguraćı, jelikož vlákna mohou prvky źıskávat v r̊uzném pořad́ı. Toto pořad́ı je jedno z nich.
V tomto př́ıpadě vlákno T0 skončilo neutralizaci prvk̊u 2 a 7, které z̊ustaly na svých pozićıch,
tud́ıž hodnota sd́ılených index̊u k a g je 6 resp. 5 a plat́ı k ≥ g. Z pohledu T0 jsou všechny prvky
neutralizovány a čisté. Naopak vláknu T1 zbyl prvek 9, který byl brán zleva a je tedy nečistý.
Krok 3 ukazuje výsledek rozdělováńı po úklidové fázi. Pivota je možné na začátku rozdělováńı
umı́stit jako prvńı resp. posledńı element pole a při úklidové fázi jej přemı́stit na jeho finálńı
pozici. Dı́ky tomu nemuśı element vstupovat do následuj́ıćıch rekurzivńıch voláńı a zrychĺı se
doba běhu.

1 6 4 8 9 2 7 5 3 0Krok 1:

1 3 4 0 9 2 7 5 6 8Krok 2:

1 3 4 0 2 9 7 5 6 8Krok 3:

T0

T1

Obrázek 3.1 Paralelńı rozdělováńı dvoucestného Quicksort algoritmu po jednotlivých elementech.

Algoritmus popsaný v předešlém textu pracuje korektně, ale je neefektivńı. Důvodem je
falešné sd́ıleńı, ke kterému docháźı při častém zápisu v́ıce vláken do stejného řádku cache paměti
(cache line) a vysoký počet atomických operaćı. Nemuśı se tedy ani jednat o identické mı́sto
v paměti, stač́ı, když docháźı k zápisu do stejného řádku. Koherenčńı protokoly, jako např́ıklad
MESI, se staraj́ı o koherenci cache pamět́ı mezi vlákny a pracuj́ı právě v rámci celých řádk̊u,
nikoli bajt̊u. Pokud tedy vlákna T0 a T1 pracuj́ı nad daty, která jsou v rámci jednoho řádku, pak
zápis do cache line ve vláknu T0 zp̊usob́ı invalidaci a opětovné načteńı řádku v T1, i když byla
modifikována proměnná, se kterou T1 v̊ubec nepracuje. V př́ıpadě, kdy maj́ı vlákna přidělena
pouze dva prvky, bude k této situaci v pr̊uběhu algoritmu docházet neustále. I k atomickému čteńı
a zápisu do sd́ılených index̊u docháźı velmi často, což zp̊usobuje dodatečné zpomaleńı. Řešeńım
je vlákn̊um namı́sto jednotlivých prvk̊u přidělovat bloky o velikosti B (optimum určeno empi-
ricky, zpravidla násobek velikosti cache line). O bloky si vlákna žádaj́ı z levého, resp. pravého
konce pole. Prvky v přidělených dvou bloćıch neutralizuj́ı a namı́sto čistého bloku (blok obsa-
huj́ıćı pouze prvky, které do něj patř́ı) si vlákno zažádá o nový a pokračuje v neutralizaci. Bloky
jsou přidělovány identicky jako jednotlivé indexy, tedy pokud je pravý blok označen jako čistý,
vlákno atomicky źıská hodnotu sd́ıleného indexu g a jeho hodnotu dekrementuje o velikost B.
Dı́ky blokovému př́ıstupu silně redukujeme počet falešných sd́ıleńı a počet atomických operaćı
nad sd́ılenými indexy k a g.

Stejně jako u přidělováńı jednotlivých index̊u vlákn̊um, i zde mohou vzniknout tentokrát tzv.
špinavé bloky. Blok označ́ıme jako špinavý v př́ıpadě, kdy pro sd́ılené indexy plat́ı k ≥ g a blok
obsahuje prvky z dvou segment̊u. Počet špinavých blok̊u může být opět roven nejvýše počtu
vláken. Tyto špinavé bloky je opět nutné neutralizovat a prvky umı́stit do správných segment̊u.
Vzhledem k tomu, že může být prvk̊u veliké množstv́ı, je vhodně provést úklid paralelně. Imple-
mentaci neutralizace špinavých blok̊u nebudeme dále rozeb́ırat, jelikož pro nás neńı stěžejńı.

T́ımto zp̊usobem jsme doćılili efektivńı paralelizace části dvoucestného rozdělováńı algoritmu
Quicksort. Dı́ky tomu v́ıme, kde algoritmus stráv́ı nejv́ıce času a na co muśıme klást při návrhu
a implementaci v́ıcecestného paralelńıho Quicksort algoritmu d̊uraz. Práci muśıme vlákn̊um
přidělovat v bloćıch, nikoli po jednotlivých elementech. Velikost bloku by měla být optimálně
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násobkem velikosti cache line. Je nutné doćılit vyvažováńı zátěže mezi jednotlivá vlákna a práci
se pokusit rozdělit co možná nejv́ıce rovnoměrně. Po označeńı bloku jako čistého v́ıme, že jeho
prvky na daném indexu z̊ustávaj́ı a jsou tedy ve správném segmentu. Z toho d̊uvodu neńı nutný
jejich daľśı přesun v rámci aktuálńıho rekurzivńıho voláńı. Počet prohozeńı element̊u v rámci
rozdělováńı je tedy minimálńı a měli bychom se v následuj́ıćı implementaci snažit o to samé. Na
vyšš́ıch hladinách rekurze je volba pivota mnohonásobně d̊uležitěǰśı než v hlubš́ıch hladinách.
Ve vyšš́ıch hladinách je posloupnost rozsáhleǰśı, a proto má nevyváženost velikosti segment̊u
významněǰśı dopad na rychlost algoritmu.

3.2 Analýza možnost́ı paralelizace
Vůči dvoucestnému paralelńımu rozdělováńı a sekvenčńımu v́ıcecestnému rozdělováńı přináš́ı
paralelizace s počtem pivot̊u p > 1 řadu obt́ıž́ı, které bylo třeba vyřešit a navrhnout korektńı
algoritmus a postupně jej optimalizovat. Bylo uvažováno několik možných variant a návrh̊u
algoritmů, z nichž byl vybrán jeden a ten byl následně implementován. Ostatńı varianty byly
po analýze neefektivńı a nebo nebyl nalezen zp̊usob, jak paralelizace v̊ubec doćılit. Uvažované
varianty a návrhy zde probereme, uvedeme d̊uvody proč nebyly vybrány a nakonec d̊ukladně
poṕı̌seme výslednou implementaci, včetně jednotlivých optimalizačńıch krok̊u.

Na prvńı problém naraźıme, pokud bychom chtěli v́ıcecestné rozdělováńı paralelizovat ob-
dobně, jako u klasického paralelńıho rozdělováńı v 3.1. Z povahy uložeńı vstupu a toho, že se
elementy rozděluj́ı do dvou segment̊u, vyplývaj́ı implicitně dobré možnosti paralelizace a mi-
nimálńı přesun element̊u. Ze skutečnosti, že bude pole rozděleno do dvou část́ı přesně v́ıme,
odkud si maj́ı jednotlivá vlákna elementy (př́ıpadně bloky) brát a kam je maj́ı vkládat. Začátek
resp. konec vstupńıho pole implicitně označuje začátek prvńıho segmentu s0 a konec segmentu
s1. Informace o přesné hranici rozděleńı dvou segment̊u neńı na začátku algoritmu v̊ubec třeba.
Finálńı rozděleńı segment̊u se urč́ı v úklidové fázi a v pr̊uběhu neutralizace blok̊u jej neńı třeba
uvažovat. Všechna vlákna maj́ı výchoźı indexy, na základě kterých si mohou vźıt levý a pravý
blok. Po označeńı bloku jako čistého v́ıme, že prvky v daném bloku již nebude nutné v rámci
tohoto rozdělováńı přesunout a jsou tedy ve správném segmentu.

Pokud však chceme provést v́ıcecestné rozdělováńı pro p > 1, pak nám implicitńı hranice
tvořené začátkem a koncem vstupńı posloupnosti nestač́ı. Pokud budeme pro jednoduchost
uvažovat počet pivot̊u p = 3, pak máme za ćıl posloupnost rozdělit do čtyř segment̊u (viz. 2.2).
Tento algoritmus je symetrický a jedná se o kombinaci Hoare a Lomuto rozdělováńı. Nastává
zde obdobný problém, kv̊uli kterému byl v př́ıpadě dvoucestného rozdělováńı zvolen algoritmus
Hoare. Na základě pochopeńı a uvedeńı implementace 3.1 v́ıme, že je nutné vlákn̊um přidělovat
bloky element̊u vstupńı posloupnosti, nikoli jednotlivé elementy. Vı́me, kde bude začátek resp.
konec krajńıch segment̊u s0 resp. s3. Nev́ıme však, kde zač́ınaj́ı nebo konč́ı vnitřńı segmenty s1
a s2. Pokud bychom pro jednoduchost předpokládali perfektńı nalezeńı tř́ı pivot̊u, které rozděĺı
posloupnosti na čtyři segmenty ekvivalentńıch velikost́ı, pak bychom věděli, kde je konec seg-
mentu s1 a začátek segmentu s2. Počet segment̊u muśı být tedy vždy s = p + 1, aby mohl
vzniknout alespoň jeden neutralizovaný blok pro dané vlákno. Takové rozděleńı je však krajně
nepravděpodobné a v reálném prostřed́ı s takto ideálńım rozděleńım nemůžeme poč́ıtat. Mohli
bychom si tedy udržovat počet čistých blok̊u spadaj́ıćıch do každého segmentu a na základě toho
vyvažovat výběr blok̊u. I to by však neumožnilo efektivńı rozdělováńı do segment̊u. V extrémńı
situaci v př́ıpadě častého opakováńı element̊u by se mohlo stát, že by byla např́ıklad délka s1
nulová a délka s0 velmi malá s porovnáńım délek s2 a s3. V takovém př́ıpadě by segmenty s2 a s3

”rostly“ proti sobě. V určité fázi bychom zjistili, že se prvky segmentu s3 nemaj́ı kam vkládat
a bylo by nutné prvky z s2 přesouvat znovu, abychom uvolnili prvk̊um v s3 mı́sto v poli.

Problémová situace popsaná výše by mohla nastávat velmi často a teoreticky by mohly nastat
ještě horš́ı situace, což by zp̊usobilo silnou neefektivitu algoritmu. Po analýze dvoucestné varianty
v́ıme, že po neutralizaci je prvek v př́ıslušném segmentu a neńı třeba jej nadále v rámci daného
rozdělováńı přesouvat. Tato vlastnost by v tomto př́ıpadě nebyla dodržena.
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Dále v́ıme, že Lomuto algoritmus neńı možné efektivně modifikovat takovým zp̊usobem,
abychom zajistili přidělováńı element̊u jednotlivým vlákn̊um v bloćıch. Indexy k2 a k resp. g2
a g jsou na sobě v algoritmu Waterloo obdobně závislé. Indexy k2 a g2 dynamicky vytvář́ı hra-
nici mezi vnitřńım a krajńım segmentem za běhu algoritmu rozdělováńı. V př́ıpadě sekvenčńı
implementace neńı dynamické určováńı hranice problém, ale v př́ıpadě v́ıcevláknového prostřed́ı
nejsme schopni vytvořit disjunktńı indexy blok̊u a ty přidělit jednotlivým vlákn̊um. Tento př́ıstup
by vždy vedl na dodatečná prohozeńı element̊u při neznalosti hranic segment̊u.

Daľśım nápadem pro v́ıcecestnou paralelizaci bylo využit́ı v́ıcecestného Mergesort algoritmu,
konkrétně jeho paralelńı implementaci p-cestného slučováńı. Vstupńı posloupnost by se rozdělila
do c část́ı, kde c představuje počet vláken resp. jader procesoru. Na každou část by se paralelně
zavolal sekvenčńı v́ıcecestný Quicksort algoritmus. T́ım bychom źıskali c seřazených část́ı, které
by bylo nutné sĺıt dohromady a źıskat jednu seřazenou posloupnost. Také bychom se vyhnuli
paralelizaci části rozdělováńı a dosáhli vyváženosti zátěže mezi vlákna (každé vlákno by mělo
přibližně stejně velikou část pole ke zpracováńı). Dále by nebylo třeba synchronizačńıch primi-
tiv, kromě bariéry na konci paralelńıho seřazeńı c část́ı. Ač tento př́ıstup vyřešil náš problém
s velikost́ı segment̊u, zp̊usobil problémy jiné. Prvńım z nich je, že efektivńı implementace para-
lelńıho slučováńı je out-of-place. Velmi silnou a žádanou vlastnost́ı Quicksort algoritmu je právě
skutečnost, že k běhu nepotřebuje daľśı pamět’ a je tedy in-place (1.2). O tuto vlastnost nechceme
přij́ıt, jelikož je v takovém př́ıpadě někdy výhodněǰśı využ́ıt rovnou paralelńı Mergesort algorit-
mus. Existuj́ı i in-place varianty, ale ty jsou zpravidla časově neefektivńı. Posledńım d̊uvodem
vyřazeńı tohoto zp̊usobu pro řazeńı při návrhu algoritmu je skutečnost, že se pak v podstatě
nejedná o v́ıcecestný paralelńı Quicksort algoritmus. Sice se jednotlivé bloky určené pro každé
vlákno řad́ı pomoćı v́ıcecestného Quicksortu paralelně, ale hlavńı část by se v podstatě řešila
využit́ım zcela jiného algoritmu. Z těchto d̊uvod̊u jsme byli nuceni vyloučit i tento př́ıstup.

Po zkoumáńı daľśıch př́ıstup̊u a možnost́ı paralelizace rozdělováńı jsme došli k závěru, že
se bez zjǐstěńı velikosti segment̊u a źıskańı jejich hranic paralelizace v́ıcecestného Quicksort al-
goritmu provést nedá. Pokud tedy v rámci rozdělováńı vstupńı posloupnost projdeme dvakrát,
kdy si v rámci prvńıho pr̊uchodu napoč́ıtáme velikosti jednotlivých segment̊u, můžeme z nich
vlákn̊um přǐrazovat disjunktńı bloky, které mohou nezávisle neutralizovat. T́ım doćıĺıme, že po
neutralizaci bloku jsou jeho elementy ve správném segmentu a neńı nutné jejich dodatečné pro-
hazováńı. Provádět pr̊uchod dvakrát v rámci každé rekurze by však vedlo k neefektivitě. Zároveň
se ale zjǐstěńı velikosti jednotlivých segment̊u nedá vyhnout. Z toho d̊uvodu chceme provést
poč́ıtáńı velikost́ı segment̊u pouze jednou a zbytečně t́ımto výpočtem neprodlužovat dobu běhu
následuj́ıćıch rekurzivńıch voláńı. Z d̊uvodu vyvažováńı zátěže mezi vlákna je rozdělováńı na čtyři
segmenty pomoćı p = 3 pivot̊u nevýhodné a ostatńı vlákna by hladověla, v př́ıpadě procesor̊u
s v́ıce než čtyřmi jádry. Proto zvoĺıme velikost p tak, abychom vždy źıskali dostatečný počet
segment̊u, který je optimálně roven počtu přidělených jader.

Dı́ky návrhu výše dodrž́ıme vlastnosti zjǐstěné u dvoucestné varianty. Práci můžeme jed-
notlivým vlákn̊um přidělovat blokově, zátěž bude rozložena mezi vlákna (detaily v následuj́ıćım
textu) a elementy v čistém bloku již neńı třeba dodatečně přesouvat (jen zanedbatelné množstv́ı).

Popsaný př́ıstup vede na implementaci v́ıcecestného paralelńıho Quicksort algoritmu, po-
psaného v této práci, s názvem MPQsort (Multi-way Parallel Quicksort algoritm). Jedná se
o čistou implementaci s využit́ım základńıch konstrukt̊u algoritmu Quicksort, bez kombinace
s jinými řadićımi algoritmy (kromě optimalizaćı pro krátké posloupnosti) a prvńım algoritmem
svého druhu.

Paralelizace využit́ım OpenMP
OpenMP je knihovna pro jazyky Fortran a C/C++, která umožňuje přehlednou paralelizaci
algoritmů. Pro paralelizaci mohou být využity poskytované funkce knihovny a nebo direktivy
#pragma omp pro preprocesor resp. kompilátor. To umožňuje paralelizaci programů na vyšš́ı
úrovni abstrakce a nemuśıme se nutně zabývat konkrétńı implementaćı vláken a synchronizačńıch
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primitiv daného jazyka. [14]
Knihovna využ́ıvá tzv. fork-join model, kdy se p̊uvodně čistě sekvenčńı kód rozděĺı do série

paralelńıch region̊u. Na začátku regionu se vytvoř́ı požadovaný počet vláken (fork), která budou
region provádět paralelně, na konci se vlákna opět spoj́ı (join) a kód je provádět opět sekvenčně.
[7] Jednotlivé paralelńı regiony jsou ohraničeny složenými závorkami a na konci maj́ı vždy impli-
citńı bariéru, kde rychleǰśı vlákna čekaj́ı na pomaleǰśı a až poté je paralelńı region ukončen. [14]
Z d̊uvodu optimalizace knihovna implementuje thread pool. Vytvořeńı vlákna má určitou režii,
a proto se na konci paralelńıho regionu umı́st́ı do thread poolu. Pak je možné jej využ́ıt pro daľśı
výpočty. K destrukci vlákna docháźı až při ukončeńı programu.

OpenMP nab́ıźı iteračńı (datový) a funkčńı (task) paralelismus. Datový je využit v př́ıpadě
paralelizace cykl̊u, kdy se identické operace provád́ı nad disjunktńı podmnožinou dat. Jednotlivé
iterace jsou rozděleny mezi vlákna na základě specifikovaného plánováńı, které může mı́t výrazný
vliv na dobu běhu. Pro paralelizaci cykl̊u je využita direktiva #pragma omp parallel for. Vı́ce
informaćı o typech plánováńı je uvedeno v dokumentaci [14].

Funkčńı paralelismus, jinak také task, slouž́ı pro paralelizaci část́ı kódu, které jsou na sobě
nezávislé. Př́ıkladem může být prohledáváńı binárńıho stromu, nebo právě paralelizace Quicksort
algoritmu. Obecně se jedná o velmi vhodný konstrukt pro paralelizaci rekurzivńıch algoritmů.
Pro využit́ı funkčńıho paralelismu je využita direktiva #pragma omp task.

Při implementaci MPQsort byly využity oba zmı́něné konstrukty, které dopomohly k parale-
lizaci algoritmu. Pro jejich kombinaci bylo nutné nastavit vnořený paralelismus, d́ıky kterému je
možno vytvářet ”rekurzivńı“ paralelńı regiony.

U obou výše zmı́něných konstrukt̊u je možné specifikovat r̊uzné možnosti sd́ıleńı proměnných
mezi vlákny, jejich inicializaci (hodnota pro dané vlákno) a také výstupńı hodnotu. Nejv́ıce
d̊uležitými typy proměnných jsou shared (sd́ılené) a private (privátńı). [7] [14] Sd́ılené proměnné
jsou př́ıstupné ze všech vláken, a proto je třeba př́ıstup k nim ošetřit využit́ım synchronizačńıch
primitiv, jako jsou atomické operace či mutex. Sd́ılenou proměnnou má naopak každé vlákno
vlastńı, a proto neńı třeba k nim př́ıstup jakkoliv synchronizovat.

Nad diskuźı možnost́ı knihovny OpenMP bychom mohli strávit množstv́ı času. Nejd̊uležitěǰśı
informace a konstrukty jsme zde však probrali a v př́ıpadě zájmu může čtenář nahlédnou do
výsledné implementace přiložené na CD, kde uvid́ı konkrétńı parametry a využité konstrukty.

3.3 Návrh a implementace MPQsort
Hlavńı motivaćı paralelizace části rozdělováńı v př́ıpadě dvoucestné varianty je vyvažováńı zátěže
na horńıch vrstvách stromu rekurzivńıch voláńı. Paralelizace rozdělováńı je nutnost́ı i v př́ıpadě
v́ıcecestného př́ıstupu, ale z d̊uvodu nutnosti dvou pr̊uchod̊u posloupnosti bude prob́ıhat v al-
goritmu MPQsort pouze jednou. V této fázi vytvoř́ıme dostatečně velký počet úloh pro každé
vlákno a předejdeme problému hladověńı vláken. T́ım odpadá nutnost paralelizace v́ıcecestného
rozdělováńı v rámci rekurzivńıch voláńı.

MPQsort se skládá ze čtyř fáźı, které zachycuje schéma 3.2. V prvńı fázi provád́ıme paralelńı
v́ıcecestné rozdělováńı, které je jádrem algoritmu. Prob́ıhá zde př́ıprava pro následuj́ıćı fáze, kdy
vytvoř́ıme s segment̊u. Počet segment̊u je v nejlepš́ım př́ıpadě roven počtu vláken. V ojedinělých
př́ıpadech se může stát, že jich bude menš́ı počet. Implementace z d̊uvodu efektivity zařazováńı
element̊u předpokládá, že počet segment̊u bude 2k, kde k je přirozeným č́ıslem. Počet jader
procesor̊u je běžně právě mocninou dvou, a tud́ıž v drtivě většině bude počet segment̊u optimálńı.
MPQsort umožňuje nastaveńım parametru modifikovat počet pivot̊u a t́ım zvýšit počet segment̊u
na s > c. Při měřeńı v kapitole 5 jsme však došli k závěru, že takový počet neńı optimálńı.

Např́ıklad cluster STAR má jader 20 a v takovém př́ıpadě se počet segment̊u urč́ı jako nejbližš́ı
menš́ı mocnina dvou. V tomto př́ıpadě 16.

Po skončeńı v́ıcecestného rozdělováńı v prvńı fázi źıskáme s část́ı pole, které mohou být řazeny
nezávisle na sobě. Funkce paralelńıho rozdělováńı nám vráti pole index̊u s konci jednotlivých
segment̊u. Z těchto index̊u si dopoč́ıtáme i jejich začátky. Dı́ky těmto index̊um v́ıme velikosti
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Obrázek 3.2 Schéma voláńı jednotlivých část́ı algoritmu MPQsort. Přerušovaná šipka zobrazuje re-
kurzivńı voláńı a nepřerušovaná přechod mezi fázemi.

vytvořených segment̊u a jejich počet. Z d̊uvodu vyvažováńı zátěže indexy segment̊u seřad́ıme
na základě velikosti daného segmentu sestupně. Následně v paralelńım for-cyklu s dynamickým
plánováńım voláme na jednotlivé segmenty algoritmus z druhé fáze. Pivoty se snaž́ıme vyb́ırat
tak, abychom źıskali segmenty o co nejpodobněǰśı velikosti, ale i přesto mezi nimi mohou být
značné rozd́ıly. Proto je nejlepš́ı zač́ıst s t́ım největš́ım, jelikož by měl zabrat nejdeľśı dobu. Pokud
nějaké vlákno s přǐrazenou část́ı skonč́ı, vezme si daľśı pár index̊u a nebo úlohu vytvořenou jiným
vláknem, dokud nejsou všechny části seřazeny a úlohy vyřešeny.

V druhé fázi je zavolán algoritmus Waterloo s paralelńı ř́ıd́ıćı část́ı, využit́ım konstruktu
task knihovny OpenMP. Vlákno provede sekvenčńı čtyřcestné rozdělováńı přǐrazené části a źıská
čtyři segmenty. Pokud je velikost segmentu větš́ı než empiricky určená mez, vlož́ı tento seg-
ment do task poolu, odkud si mohou vytvořenou úlohu vźıt ostatńı vlákna. Jedná se o daľśı
zp̊usob vyvažováńı zátěže, pokud by segmenty vytvořené algoritmem v prvńı fázi nebyly ve-
likostně vyvážené. Pro využit́ı vnořeného paralelizmu v knihovně OpenMP je nutné jej za-
pnout pomoćı omp set nested(1), nebo nově nastavit povolenou hloubku vnořené rekurze pomoćı
omp set max active levels(std::numeric limits<int>::max()). Pro jednoduchost jsme hloubku na-
stavili jako maximálńı možnou. Pokud velikost segmentu klesne pod sekvenčńı mez, přecháźı
algoritmus do třet́ı fáze.

Ve třet́ı fázi je využita klasická implementace Quicksort algoritmu s Waterloo rozdělováńım.
Algoritmus je plně sekvenčńı a slouž́ı pro řazeńı kratš́ıch poĺı, v jejichž př́ıpadě paralelizace naopak
zp̊usobuje zpomaleńı. Po klesnut́ı segmentu pod empiricky zvolenou mez, nebo při degradaci
algoritmu a překročeńı hloubky rekurze, přecháźı algoritmus do posledńı čtvrté fáze.

V posledńı čtvrté fázi prob́ıhá řazeńı krátkých posloupnost́ı algoritmem Heap-Insertion sort,
probraným v sekci 2.4.

3.4 Paralelńı v́ıcecestné rozdělováńı

Jedná se o prvńı a stěžejńı fázi algoritmu MPQsort. Implementace se dále děĺı na tř́ı podfáze,
zachycené na schématu 3.3.

Následuje popis jednotlivých fáźı, diskuze možných implementaćı a jejich výběr. Při imple-
mentaci jsme naráželi na neefektivńı části kódu, které bylo nutné hlouběji analyzovat a navrhnout
optimálněǰśı řešeńı.
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Obrázek 3.3 Schéma jednotlivých fáźı v rámci paralelńıho v́ıcecestného rozdělováńı. Šipky určuj́ı
směr přechodu mezi fázemi.

Př́ıpravná fáze
V rámci prvńı fáze (př́ıpravné) provád́ıme několik krok̊u. Voĺıme počet pivot̊u p na základě počtu
jader poskytnutých k výpočtu. Hodnotu p źıskáme jako p = 2⌊log2 c⌋−1, kde c vyjadřuje kolik jader
má algoritmus k dispozici. Počet pivot̊u se dá nastavit jako parametr, pokud bychom si přáli počet
vytvořených segment̊u zvětšit. Muśı být však roven 2k−1, kde k je přirozené č́ıslo. Restrikce počtu
pivot̊u jakožto mocnina dvou mı́nus jedna je dán algoritmem pro určeńı segmentu, do kterého
element ze vstupńı posloupnosti spadá. Dı́ky jejich vhodně zvolenému počtu jsme schopni vytvořit
úplný binárńı vyhledávaćı strom a minimalizovat tak počet porovnáńı na hloubku stromu, která
je vždy ⌈log2 p⌉. Funkce pro zjǐstěńı segmentu prvku nese název find element segment id.

Daľśım krokem prvńı fáze je výběr a seřazeńı pivot̊u. Výběr pivot̊u prob́ıhá pomoćı tzv. sam-
pling metody, probrané v kapitole 2.1. V tento okamžik na výběru pivota velmi zálež́ı a chceme
doćılit velikostně nejpodobněǰśıch segment̊u. Počet element̊u na výběr pivota se dá modifiko-
vat pomoćı parametru. Vzhledem k tomu, že se paralelńı v́ıcecestné rozdělováńı provád́ı pouze
jednou, je vhodné uvažovat hodnoty parametru 30 a v́ıce.

Po źıskáńı pivot̊u je daľśım krokem zjǐstěńı počtu element̊u v každém segmentu. Vstupńı
posloupnost uniformně rozděĺıme mezi vlákna pomoćı paralelńıho cyklu for knihovny OpenMP
se statickým plánováńım. Každé vlákno si vytvoř́ı lokálńı privátńı pole velikosti s. Hodnotu
pole inkrementuje na indexu i právě tehdy, když naraźı na element, spadaj́ıćı do segmentu si.
Pro určeńı segmentu elementu vlákna využ́ıvaj́ı funkci find element segment id. Poté, co všechna
vlákna se svým přiděleným úsekem skonč́ı, provedeme redukci nad privátńımi poli do sd́ıleného
pole. T́ım źıskáme počty element̊u v segmentech pro celou vstupńı posloupnost. Pokud by vlákna
pracovala př́ımo nad sd́ıleným polem, musely by být zápisy atomické, což by vedlo k neefektivitě.

Po pr̊uběžných měřeńıch a optimalizaćıch MPQsort algoritmu jsme zjistili, že je výše po-
psaný zp̊usob zjǐst’ováńı velikost́ı segmentu neefektivńı. Doba strávená byla téměř rovna době
rozdělovaćı fáze. Po analýze a implementaci jiných př́ıstup̊u bylo zjǐstěno, že nevyuž́ıváme efek-
tivně cache pamět’, konkrétně úroveň L3. Tato úroveň je totiž sd́ılená všemi vlákny a pokud data
nejsou v L3, pak jsou nač́ıtána př́ımo z hlavńı paměti. Po źıskáńı disjunktńı části vstupńıho pole
vláknem jsou tato data načtena do cache pamět́ı, ale přistupuje k nim jen jedno jádro. L3 je v̊uči
hlavńı paměti mnohonásobně menš́ı a bylo by vhodněǰśı, pokud by načtená data do L3 mohlo
využ́ıt v́ıce vláken současně. V této fázi docháźı pouze ke čteńı dat, nikoli k jejich modifikaci.
Pozměńıme tedy algoritmus tak, abychom tohoto vylepšeńı doćılili.

Při implementaci nového př́ıstupu nebudeme rozdělovat vstupńı posloupnost mezi vlákna, ale
rozděĺıme mezi ně pivoty. Pro jednoduchost budeme uvažovat situaci, kdy necháme algoritmus
zvolit počet pivot̊u a neměńıme hodnotu parametrem. V takovém př́ıpadě dostane každé vlákno
nejvýše jeden pivot, kromě posledńıho vlákna. Počet segment̊u s je mocninou dvou a pokud tedy
bude k dispozici např́ıklad 8 vláken, pak je potřeba 7 pivot̊u. Pokud neńı počet vláken mocninou
dvou, pak z̊ustane nevyužitých jader v́ıce. Každé vlákno procháźı celou vstupńı posloupnost a za-
znamenává počet prvk̊u menš́ıch než přidělený pivot. Vlákna posloupnost zpracovávaj́ı přibližně
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stejnou rychlost́ı, a proto pracuj́ı v jeden čas na identických datech. Perfektně dodržuj́ı prostoro-
vou lokalitu a data načtena jedńım vláknem jsou využita i ostatńımi. Po skončeńı každé vlákno
zaṕı̌se výsledek do sd́ıleného pole. Neńı třeba atomických operaćı, jelikož jsou indexy pivot̊u
disjunktńı a index přiděleného pivota je roven indexu do sd́ıleného pole. Při zápisu do sd́ıleného
pole bude docházet k falešnému sd́ıleńı. Počet zápis̊u je však roven p a tento problém je zcela
zanedbatelný. T́ımto zp̊usobem jsme źıskali konce segment̊u, ze kterých jsme schopni spoč́ıtat
i jejich začátky.

Dı́ky úpravě výše jsme źıskali silné zrychleńı v̊uči p̊uvodńı implementaci a to i navzdory
nevyužit́ı několika vláken během výpočtu. Pomoćı parametru je možné pouze navýšit počet
využitých pivot̊u, nikoli jej sńıžit a to z d̊uvodu vyvažováńı zátěže. Pokud by byl zvolen vyšš́ı
počet pivot̊u, pak by na vlákno mohlo připadnout v́ıce než jeden pivot. V takovém př́ıpadě
rozděĺıme počty pivot̊u mezi vlákna rovnoměrně. V př́ıpadě, kdy je jednomu vláknu přǐrazeno v́ıce
pivot̊u, můžeme využ́ıt daľśı optimalizačńı techniky a to pro redukci počtu porovnáńı. Seřazené
pole pivot̊u bylo po částech rozděleno mezi jednotlivá vlákna. Porovnávańı prvk̊u zač́ıná s prvńım
pivotem vlevo, a pokud je element menš́ı než pivot, můžeme rovnou inkrementovat i č́ıtače
ostatńıch pivot̊u nacházej́ıćı se vpravo od aktuálńıho pivota. Element bude zajisté menš́ı než
hodnoty ostatńıch pivot̊u, a proto jej neńı třeba s ostatńımi pivoty porovnávat.

Po zjǐstěńı začátku a konce jednotlivých segment̊u spočteme počet výsledných segment̊u.
I přes snahu vybrat optimálńı pivoty pro dosažeńı optimálńıho rozdělováńı se může stát, že
segment nebude obsahovat žádné elementy a celkový počet uvažovaných segment̊u bude proto
nižš́ı. Zároveň v př́ıpravné fázi vytvoř́ıme lambda funkci element in segment pro zjǐstěńı, zda
element patř́ı do poskytnutého segmentu a lambda funkci pro nalezeńı nezneutralizovaného seg-
mentu find unprocessed segment. Tato lambda funkce bud’ skonč́ı neúspěchem, kdy byly všechny
segmenty zpracovány (neńı možné z nich vźıt daľśı blok) a nebo úspěchem, kdy nám vráti č́ıslo
nezneutralizovaného segmentu.

V rámci př́ıpravné fáze je nutné kromě zjǐstěńı začátk̊u resp. konc̊u segment̊u a definic
pomocných funkćı připravit i pomocné tabulky. Tyto tabulky se v př́ıpadě nutnosti naplńı
v rozdělovaćı fázi a poté se jejich obsažená data využij́ı v úklidové fázi. Budou zapotřeb́ı dvě
tabulky a dvě pole. Tabulky jsou reprezentované pomoćı jednorozměrného pole se kterým pra-
cujeme jako s dvojrozměrným z d̊uvodu efektivity a ušetřeńı zbytečné nepř́ımé indexace. Ta-
bulky vyžadované implementaćı nesou postupně název elements table insertions a elements table.
Názvy dvou poĺı jsou elements table insertions index a elements table index, které se vážou
k př́ıslušným tabulkám. Pro zkráceńı značeńı a přehlednost v textu, budeme struktury značit
pomoćı zkratek ETI s př́ıslušným pomocným polem ETIi a ET s pomocným polem ETi.

Pomocné struktury byly zapotřeb́ı z několika d̊uvod̊u, které uvedeme při popisu daľśı fáze
rozdělováńı. Prozat́ım uvedeme hodnoty, které jednotlivé struktury ukládaj́ı. Prvńı tabulka ET
udržuje elementy spadaj́ıćı do konkrétńıho segmentu si. Pokud bude např́ıklad element spadat do
segmentu si, pak jej ulož́ıme do řádku s indexem i. Zároveň inkrementujeme hodnotu na indexu
i v poli ETi, které udržuje počet element̊u pro každý řádek resp. segment. Naopak tabulka
ETI ukládá hodnoty index̊u element̊u, nikoli elementy samotné. Index elementu je uložen do
řádku i právě tehdy, když element pocháźı ze segmentu si. V poli ETIi udržujeme počet index̊u
obdobným zp̊usobem, jako v poli ETi počet element̊u.

Struktury popsané výše nám v úklidové fázi pomohou umı́stit elementy na správná mı́sta. Po
skočeńı druhé fáze (rozdělováńı) si budou hodnoty na i-tém indexu poĺı ETIi a ETi rovny (počet
element̊u odpov́ıdá počtu segment̊u). Dı́ky těmto strukturám si můžeme udržovat přehled o tom,
jaké elementy je třeba do posloupnosti vložit a také v́ıme, na přesně jakou pozici v posloupnosti
mohou být vloženy. Žádná z uvedených struktur neńı závislá na velikosti vstupu n a jediné
vstupńı hodnoty, které jejich velikost mohou ovlivnit je velikost bloku B, počet jader c využitých
k výpočtu a počet segment̊u s resp. počet pivot̊u p. Š́ı̌rka tabulek ET a ETI je (c− 1)B a jejich
výška je rovna počtu segment̊u s. Pokud neńı parametr počtu pivot̊u změněn, pak bude s ≤ c.
Dı́ky tomu i nadále dodržujeme velmi pozitivńı in-place vlastnost algoritmu.
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Rozdělovaćı fáze
Nyńı si po uvedeńı př́ıpravné fáze a využitých dodatečných struktur vysvětĺıme hlavńı část
algoritmu, kterou je paralelńı rozdělováńı, označované jako druhá fáze. Před vstupem do této
fáze nalezneme nezpracovaný výchoźı segment (tj. mohou z něj být přǐrazeny bloky) pro všechna
vlákna pomoćı funkce find unprocessed segment. Struktury uvedené v předchoźım textu budou
sd́ıleny všemi vlákny s t́ım, že si každé vlákno v privátńı proměnné udržuje aktuálńı index
(ID) zpracovávaného segmentu (na počátku maj́ı všechna vlákna společnou hodnotu) a počet
zbývaj́ıćıch segment̊u, které nebyly z pohledu daného vlákna zneutralizovány. Po vstupu do
paralelńıho regionu druhé fáze si každé vlákno vytvoř́ı daľśı dvě pomocné privátńı pole index̊u.
Velikost poĺı opět odpov́ıdá počtu segment̊u s. Pokud tedy budeme cht́ıt zjistit začátek a konec
bloku, který pocháźı ze segmentu s indexem i, pak tyto hodnoty nalezneme pod stejným indexem
v př́ıslušných poĺıch. Dı́ky analýze dvoucestného paralelńıho Quicksort algoritmu totiž v́ıme, že
je z d̊uvodu efektivity nutné, abychom vlákn̊um ze segment̊u nepřidělovali jednotlivé elementy,
ale celé bloky. T́ım zlepš́ıme přistup ke cache pamět́ım a předejdeme problému falešného sd́ıleńı.
Posledńım krokem vláken, před zahájeńım vlastńıho paralelńıho rozdělováńı, je vytvořeńı lambda
funkce find unprocessed block, která nalezne nezpracovaný blok pro dané vlákno, obdobně jako
funkce find unprocessed segment hledá nezpracovaný segment.

V tuto chv́ıli maj́ı všechna vlákna připraveno vše potřebné a mohou zahájit samotné paralelńı
v́ıcecestné rozdělováńı. Ze začátku maj́ı všechna vlákna nastavena segment se stejným ID. Na
obrázku 3.4 si můžeme prohlédnou možné přǐrazeńı blok̊u mezi vlákna s výchoźım ID = 0. Pořad́ı
přiděleńı blok̊u z tohoto segmentu vlákn̊um je náhodné a zálež́ı na rychlosti jednotlivých vláken.
Vlákno atomicky źıská p̊uvodńı hodnotu začátku segmentu a atomicky inkrementuje začátek
segmentu o velikost bloku B. K této operaci slouž́ı konstrukt OpenMP atomic capture. Následně
na tuto hodnotu nastav́ı prvek pole block start na indexu ID. Hodnotu pole block end na indexu
ID nastav́ı na hodnotu začátku bloku zvětšenou o B. Následně je třeba předej́ıt př́ıpad̊um, kdy
velikost segmentu neńı dělitelná velikost́ı bloku B, a nebo pokud v segmentu již nejsou volné
žádné bloky. Proto výsledný konec bloku nastav́ıme jako min(block end[ID], segment end[ID]).
Následně otestujeme začátek a konec bloku. Jestliže je začátek větš́ı nebo roven konci, pak
segment již neobsahoval žádné bloky k přiděleńı. Sńıž́ıme počet nezpracovaných segment̊u pro
dané vlákno a označ́ıme segment jako zpracovaný. Následně vlákno nalezne jiný nezpracovaný
blok nebo segment a začne jej zpracovávat.

s0 s1 s2 s3

P0 P1 P2

T0 T1 T2 T0 T1 T2

T0

T1

T2

Obrázek 3.4 Schéma rozděleńı vstupńı posloupnosti na segmenty a přǐrazeńı blok̊u vlákn̊um z těchto
segment̊u.

Po źıskáńı bloku vlákny se provád́ı smyčka, která procháźı jednotlivé elementy bloku a skonč́ı
právě tehdy, když naraźı na element nepatř́ıćı do segmentu, a nebo pokud byl celý blok neutra-
lizován. Pokud byl blok neutralizován, pak si vlákno zažádá o blok nový, který je ze stejného
segmentu. Pokud segment již nemá bloky k přiděleńı, pak je tento segment pro dané vlákno
označen jako zpracovaný a je třeba naj́ıt jiný rozpracovaný blok daného vlákna. Pokud vlákno
nemá žádné rozpracované bloky, pak se pokuśı vźıt blok ze segmentu, který neńı zpracovaný.
Pokud ani takový segment neexistuje, vlákno konč́ı. Naopak pokud vlákno naraźı na element
nepatř́ıćı do aktuálně zpracovávaného segmentu, je třeba pomoćı funkce find element segment id
zjistit ID segmentu, kam element patř́ı. Následně vlákno element do nalezeného segmentu umı́st́ı.
Aktuálńı segment nastav́ıme na nově zjǐstěné ID a postup popsaný výše opakujeme.

Schéma 3.4 dále ukazuje, že vlákno T0 v bloku ze segmentu s0 narazilo na element patř́ıćı do
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segmentu s1. Zažádalo si tedy o blok z nového segmentu, aby mělo element kam vložit. Element
ze segmentu s0 si vlákno uložilo do lokálńı proměnné. V této situaci nastává problém, který
je potřeba vyřešit. Prvek ze segmentu s0 patř́ı do s1, ale źıskaný prvek z druhého segmentu
může patřit do jiného, než prvńıho. Z toho d̊uvodu se prvky nedaj́ı např́ımo prohazovat pomoćı
index̊u do vstupńıho pole, ale lze je prohazovat s elementem v lokálńı proměnné. Blok z s0 se
označ́ı jako věřitel, což znamená, že jeho element nemohl být s žádným prohozen, a proto je mu
element dlužen. Dı́ky tomuto př́ıznaku mohou být elementy z r̊uzných blok̊u vždy prohazovány
s elementem v lokálńı proměnné do té doby, dokud nenalezneme element pro blok označený jako
věřitel. Takto označený blok vyp̊ujčil sv̊uj element a je potřeba tento dluh splatit. Proto element
v lokálńı proměnné do bloku pouze vlož́ıme a zruš́ıme př́ıznak věřitele. Dále vlákno pokračuje
smyčkou procházej́ıćı elementy bloku, jak bylo popsáno výše. Př́ıznak nám umožnil zachovat
in-place vlastnost algoritmu.

Takto popsaný algoritmus však neńı korektńı. Schéma 3.5 popisuje problémovou situaci.
Uvažujeme s = 2, počet jader c = 2 a výchoźı ID segmentu 0. Velikost segment̊u je nevyvážená
a plat́ı pro ni vztah s0 = 2s1. V této situaci źıskalo prvńı blok segmentu s0 vlákno T0, kde se
nacházel element z s1, a proto zažádalo i o blok z tohoto segmentu. Blok z prvńıho segmentu
však obsahoval pouze jeden element z s1 a všechny ostatńı jsou na svém mı́stě. Poté źıskalo
vlákno T1 blok z s0, kde naopak všechny elementy až na jeden patř́ı do s1. Segment s1 však ne-
obsahuje žádné volné bloky. Jediný volný blok byl přǐrazen předchoźımu vláknu, i když do něj již
žádné elementy vkládat nebude. Potřebné elementy jsou vlastněny blokem vlákna T1 a naopak.
Uvažovali jsme řešeńı problému pomoćı předáváńı rozpracovaných blok̊u mezi vlákny dle potřeby.
V takto jednoduché situaci by se mohlo jednat o možné efektivńı řešeńı, ale s přibývaj́ıćım počtem
vláken a segment̊u by bylo řešeńı mnohem složitěǰśı. Nav́ıc bychom se neobešli bez synchronizace
mezi vlákny a museli bychom řešit jejich vzájemnou komunikaci. To by přineslo nezanedbatelné
zpomaleńı. Z tohoto d̊uvodu jsou pro řešeńı problémy využity zmiňované sd́ılené tabulky ET,
ETI a jejich pomocná pole. Dı́ky tomu si nemuśı vlákna předávat bloky či vyměňovat informace
během rozdělováńı. Vlákno T1 si označ́ı segment s1 jako zpracovaný. V př́ıpadě, kdy naraźı na
elementy patř́ıćı do zpracovaného segmentu, je mı́sto umı́stěńı do bloku z ćılového segmentu
vlož́ı do tabulky ET. Následně přidá i index elementu do ETI. Pro vložeńı je potřeba opět pouze
konstrukt atomic capture. Pokud bychom situaci zobecnili na c vláken, pak by v nejv́ıce extrémńı
situaci mohlo nastat, že c− 1 vláken drž́ı všechny bloky ze segmentu i, ale elementy patř́ıćı do si

jsou v ostatńıch bloćıch přidělovaných pouze vláknu T0. Z této skutečnosti vyplývá š́ı̌rka tabulek
element̊u a index̊u (c− 1)B.
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T0 T1 T0
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Obrázek 3.5 Problémová situace, kdy blok vlákna T1 obsahuje prvky patř́ıćı do segmentu s1, ale
všechny bloky segmentu jsou vlastněny jinými vlákny.

Uvád́ıme zde i pseudokód 3.1 druhé fáze. Kód je velmi zjednodušený s vynecháńım imple-
mentačńıch detail̊u. Tyto detaily zahrnuj́ı pomocné proměnné, konstrukty knihovny OpenMP,
vstupńı a výstupńı proměnné. V implementaci se nav́ıc nejedná o separátńı funkci, ale zde tuto
část kódu z d̊uvodu přehlednosti v textu jako funkci uvád́ıme. Části algoritmu, které jsou deľśı
a ne př́ımo stěžejńı pro jeho pochopeńı, jsou nahrazeny komentáři mı́sto kódu.
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Výpis kódu 3.1 Pseudokód druhé fáze paralelńıho v́ıcecestného rozdělováńı.

1 ParallelMultiwayPartition()
2 current_segment = default_segment_index
3 while (segments_left > 0)
4 if (segment[current_segment] is neutralized)
5 if (saved_element exists)
6 // Insert in ET and increment ETi
7 if (saved_element from segment in dept)
8 // Insert element index in ETI and increment ETIi
9 block_start[segment_in_dept] += 1

10 segment_in_dept = not
11 // Reset saved_element index
12 if (not find_unprocessed_block(current_segment))
13 if (not find_unprocessed_segment(current_segment))
14 segments_left = 0
15 continue
16 else if (block_start[current_segment] >= block_end[current_segment])
17 // Get block from segment with ID as current_segment
18 // Set block_start and block_end
19 // Shrink block_end if greater than segment boundary
20 if (block_start[current_segment] >= block_end[current_segment])
21 segments_left -= 1
22 segment[current_segment] = neutralized
23 continue
24 if (current_segment == segment_in_dept)
25 // Insert saved_element and reset saved index and segment
26 block_start[current_segment] += 1
27 segment_in_dept = not
28 while (block_start[current_segment] < block_end[current_segment]
29 && element_in_segment(current_element, current_segment))
30 block_start[current_segment] += 1
31 if (block_start[current_segment] >= block_end[current_segment])
32 continue
33 if (segment_in_dept == not)
34 segment_in_dept = current_segment
35 // Save current element, its index and segment
36 else
37 // Swap saved_element with current element in a current block
38 block_start[current_segment] += 1
39 current_segment = find_element_segment_id(saved_element)

Úklidová fáze
T́ımto konč́ı druhá fáze a jej́ı paralelńı region. V posledńı třet́ı fáźı (úklidové) je potřeba elementy
z tabulky ET vložit na správné mı́sto d́ıky index̊um z tabulky ETI. Počet element̊u v řádku resp.
segmentu i tabulky ET bude odpov́ıdat počtu index̊u v řádku resp. segmentu i tabulky ETI.
Vkládáńı provád́ıme pomoćı paralelńıho cyklu for a každé vlákno zpracuje i-tý segment.

Provedli jsme paralelńı v́ıcecestné rozdělováńı a vytvořili nejvýše s segment̊u (některé nemu-
sely obsahovat žádné elementy). Zp̊usob zpracováńı vytvořených segment̊u byl již popsán.
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3.5 API algoritmu MPQsort
Při návrhu API algoritmu MPQsort jsme se snažili o co nejjednodušš́ı použit́ı z hlediska pro-
gramátora a zároveň, aby bylo co nejpodobněǰśı ostatńım knihovńım řad́ıćım algoritmům jazyka
C++.

Hlavńı implementace se nacháźı ve jmenném prostoru (namespace) mpqsort a název funkce
řazeńı je intuitivně sort. Možné zp̊usoby voláńı uvád́ıme v 3.2. Jedná se o header-only knihovnu
a pro jej́ı využit́ı ji stač́ı pomoćı include vložit mezi hlavičkové soubory. Zp̊usob výběru algoritmu
(sekvenčńı, paralelńı, . . . ) se provád́ı pomoćı tzv. execution policies. Předdefinované politiky
se nacháźı v namespace mpqsort::execution a jsou taktéž uvedeny v 3.2. Uživatel má možnost
poskytnout vlastńı porovnávaćı funkci a v př́ıpade zvoleńı paralelńı politiky i počet jader pro
výpočet.

V neposledńı řadě má programátor prostor pro změnu několika parametr̊u, které mohou ovliv-
nit dobu výpočtu a daj́ı se nastavit tak, aby na zvoleném systému algoritmus běžel co nejrychleji.
Z d̊uvodu dlouhých názv̊u parametr̊u je zde nebudeme všechny vyjmenovávat, ale jen je slovně
poṕı̌seme. Všechny parametry se nacháźı ve jmenném prostoru mpqsort::parameters. Dı́ky para-
metr̊um je možné nastavit velikost bloku, který je vlákn̊um přidělován v druhé fázi (paralelńı
v́ıcecestné rozdělováńı). Můžeme také nastavit meze, kdy po klesnut́ı délky vstupńı posloupnosti
řad́ıme data pouze v́ıcecestným sekvenčńım algoritmem a v př́ıpadě velmi krátkých posloup-
nost́ı dojde k seřazeńı Heap-Insertion algoritmem. Dále je možné zvolit počet pivot̊u určených
k v́ıcecestnému paralelńımu rozdělováńı. T́ım zároveň nastav́ıme počet výsledných segment̊u. Na
závěr jsme schopni nastavit počet element̊u pro výběr jednoho pivota v paralelńım v́ıcecestném
rozdělováńı a také jejich počet v paralelńım v́ıcecestném Quicksort algoritmu.

Výpis kódu 3.2 Rozhrańı API řad́ıćıho algoritmu MPQsort a jeho možné voláńı.

1 #include <mpqsort.h>
2 #include <vector>
3

4 using namespace mpqsort;
5

6 int main() {
7 std::vector<int> v{2, 3, 5, 3};
8 auto cmp = [](int a, int b) { return a > b; };
9 int cores = 8;

10

11 // Possible MPQsort overloads for two-way sequential qsort
12 sort(v.begin(), v.end());
13 sort(v.begin(), v.end(), cmp);
14 // Possible MPQsort overloads for three-way and four-way sequential qsort
15 sort(execution::seq_three_way, v.begin(), v.end());
16 sort(execution::seq_three_way, v.begin(), v.end(), cmp);
17 sort(execution::seq_four_way, v.begin(), v.end());
18 sort(execution::seq_four_way, v.begin(), v.end(), cmp);
19 //Possible MPQsort overloads for parallel multi-way qsort
20 sort(execution::par, v.begin(), v.end());
21 sort(execution::par, cores, v.begin(), v.end());
22 sort(execution::par, v.begin(), v.end(), cmp);
23 sort(execution::par, cores, v.begin(), v.end(), cmp);
24 }
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Kapitola 4

Testováńı implementace

Ned́ılnou součást́ı vývoje a implementace paralelńıho v́ıcecestného quicksort algoritmu MPQsort
je jeho d̊ukladné otestováńı. Testováńı zahrnuje jak korektnost implementace pomoćı unit test̊u,
tak d̊ukladné naměřeńı a vyhodnoceńı jeho efektivnosti.

Pro otestováńı korektnosti byla využita knihovna Catch2 a pro měřeńı efektivnosti řazeńı
knihovna Google benchmark, což usnadnilo, zpřehlednilo a dopomohlo k vyhodnoceńı dosažených
výsledk̊u implementace. Obě z uvedených knihoven jsou často využ́ıvány v jazyku C++.

Google benchmark umožňuje provádět měřeńı část́ı kódu podobným zp̊usobem, jako testováńı
korektnosti implementace pomoćı unit test̊u. [18] Psańı benchmark̊u je obdobné jako psańı unit
test̊u v kapitole 4.2 s využit́ım knihovny Catch2. Google benchmark umožňuje využit́ı tzv. fix-
tures, což jsou pomocné tř́ıdy slouž́ıćı k př́ıpravě testovaćıho prostřed́ı v rámci testu. V našem
př́ıpadě chceme otestovat v́ıcero řad́ıćıch algoritmů s identickými vstupńımi daty. Fixtures nám
umožńı implementovat generováńı dat pouze jednou a vygenerovat data znovu při každém voláńı
benchmark funkce. Daľśı výhodou knihovny je psańı parametrizovaných test̊u, což např́ıklad
umožňuje implementovat test pouze jednou a následně jej spouštět pro r̊uzně veliké vstupy či
datové typy. Součást́ı knihovny je také nástroj na porovnáváńı naměřených dat mezi sebou
a vytvářeńı tabulek, což během implementace umožnilo přehledně a jasně odladit implementaci
za ćılem vyšš́ı efektivity. Knihovna nab́ıźı široké možnosti a nástroje. My jsme si shrnuli jen ty
nejd̊uležitěǰśı funkcionality pro měřeńı efektivity implementace MPQsort a porovnáńı s ostatńımi.

V této kapitole si nejdř́ıve ve stručnosti probereme testovaćı prostřed́ı clusteru STAR a výše
zmı́něné knihovny využité pro testováńı korektnosti a efektivity výsledné implementace. Poté
poṕı̌seme př́ıpravu a generováńı testovaćıch dat, včetně jejich vlastnost́ı z hlediska uspořádáńı.

Následuje kapitola vyhodnoceńı a měřeńı efektivity pro r̊uzné hodnoty parametr̊u algoritmu
MPQsort a jejich vliv na rychlost řazeńı. V kapitole 5 prob́ıhá vyhodnoceńı rychlosti algoritmu
pro r̊uzné datové typy, uspořádáńı vstupńıch dat, mohutnost množiny oboru hodnot a škálováńı
se zvětšuj́ıćım se počtem jader.

S řádně naměřenou a otestovanou efektivitou algoritmu MPQsort následuje porovnáńı s exis-
tuj́ıćımi implementacemi paralelńıch řad́ıćıch algoritmů pro jazyk C++. Porovnáńı bude prob́ıhat
v̊uči standardńım a rozš́ı̌reným paralelńım řad́ıćım algoritmům od GNU a dále s algoritmy AQ-
sort [17] a cpp11sort [9].

4.1 Testovaćı prostřed́ı

Všechna měřeńı byla prováděna na clusteru STAR. Uživatel se po připojeńı ke clusteru nacháźı
na front-end uzlu, kde může kompilovat sv̊uj algoritmus a přidávat úlohy do výpočetńı fronty.

Př́ımé spuštěńı na back-end uzlech neńı možné a je potřeba využ́ıt plánovač, který úlohu
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do fronty vlož́ı. Úlohy jsou plánovačem odeb́ırány a spouštěny takovým zp̊usobem, aby nedošlo
k ovlivněńı měřeńı jinými úlohami. Na jednom back-end uzlu by tedy vždy měla být spuštěna
pouze jedna úloha, č́ımž jsme schopni źıskat neovlivněné výsledky.

Výpočetńı back-end uzly jsou osazeny procesorem Intel Xeon E5-2630 v4 2.20GHz s celkem
dvaceti jádry. Základńı deska osazena t́ımto procesorem totiž obsahuje dva sockety a v každém
socketu je jeden procesor. Jedná se tedy o architekturu NUMA a každý procesor má deset
jader. Procesor sice podporuje technologii hyper-threading, ale pro přesněǰśı měřeńı je na uzlu
vypnuta. Hlavńı pamět’ má v́ıce než dostatečnou velikost pro naše potřeby a to 64 GB. Velikosti
jednotlivých úrovńı cache L1, L2 a L3 jsou 32 KB, 256 KB a 25600 KB.

V době měřeńı měl STAR systém CentOS ve verzi 7.9.2009 (Core) 64bit a verzi překladače
GCC 10.2.1, který byl využit pro kompilaci všech komponent a algoritmů. Verze standardu C++
byla při kompilaci nastavena na C++ 17.

4.2 Korektnost implementace
Pro ověřeńı korektnosti implementace řad́ıćıho algoritmu, pomocných metod a d́ılč́ıch krok̊u jsme
vybrali testováńı pomoćı unit test̊u. V našem př́ıpadě se jedná o nejlepš́ı zp̊usob jak testovat
korektnost jednotlivých krok̊u algoritmu. Jednotlivé části kódu jsou rozděleny do jednoduchých
pomocných funkćı, a proto mohou být testovány nezávisle na sobě. Jedná se o nejmenš́ı možnou
testovatelnou jednotku programu a to nám umožńı podchytit chyby včas a zjednoduš́ı jejich
lokalizaci.

V rámci testováńı budeme také využ́ıvat AddressSanitizer. [19] AddressSanitizer nám pomůže
detekovat nekorektńı práci s pamět́ı jako je př́ıstup mimo hranice pole, dereference nullptr uka-
zatele a v neposledńı řadě úniky paměti. ThreadSanitizer zvládne detekovat současný př́ıstup
vláken ke stejné proměnné v př́ıpadě současného zápisu v́ıcero vláken, nebo současného čteńı
a zápisu v́ıcero vláken. V př́ıpadě, že tato situace nastane, nás na ni upozorńı. Oba nástroje se
spoušt́ı pouze přidáńım parametru v době kompilace, což může běh programu zpomalit až 20x.
Z toho d̊uvodu bude kód kompilován s těmito přeṕınači jen v př́ıpadě testováńı korektnosti a ne
efektivnosti.

Při testováńı jsme narazili na chybu v knihovně Catch2 ve spojeńı s detekćı ThreadSanitizer
a v́ıcevláknovou aplikaćı. Kv̊uli této chybě źıskáváme množstv́ı chyb, které však nejsou zp̊usobeny
nekorektńı implementaćı v́ıcevláknového algoritmu a jsou tedy falešně pozitivńı. Kv̊uli tomuto
problému byla kontrola odebrána a při testováńı nebyla uvažována.

Pro unit testy v C++ existuje řada knihoven, z nichž nejznáměǰśı jsou Google Test, Boost.Test,
doctest a Catch2. Všechny uvedené knihovny poskytuj́ı kvalitńı testovaćı framework, a proto bylo
poměrně složité vybrat tu nejlepš́ı pro naše účely. Naše požadavky na testovaćı framework jsou
následuj́ıćı:

Assert makra Testovaćı framework muśı obsahovat předdefinovaná assert makra slouž́ıćı na
ověřeńı pravdivosti výrazu. Dále by měla umožňovat přerušeńı zbývaj́ıćıch test̊u v př́ıpadě
neúspěchu, ale také jejich pokračováńı.

Generátory Implementujeme řad́ıćı algoritmus, a proto by bylo vhodné mı́t možnost generovat
data jako vstup do algoritmu. Data by mělo být možné generovat náhodně a nebo jako pole
s definovanými vlastnostmi.

Vytvářeńı skupin Umožnit jednotlivé testy seskupovat do větš́ıch celk̊u a mı́t možnost spustit
pouze definovanou množinu test̊u.

Fixtures Často se stává, že r̊uzné testy vyžaduj́ı stejné prostřed́ı (data, komponentu, . . . ).
V našem př́ıpadě můžeme mı́t testy, které testuj́ı r̊uzné parametry řad́ıćıho algoritmu, ale
všechny vyžaduj́ı data co maj́ı seřadit. Př́ıprava dat může být implementována jednou pro
všechny tyto testy.
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Jednoduchost a přehlednost Požadujeme co nejjednodušš́ı použit́ı a instalaci testovaćıho fra-
meworku, ale ne na úkor funkcionalit výše. Také požadujeme přehlednost výsledk̊u a možnost
výpisu proměnných.

Google Test je pravděpodobně nejrozsáhleǰśı testovaćı framework z dř́ıve vyjmenovaných.
Zahrnuje velké množstv́ı předdefinovaných assert maker, poskytuje možnost mocks (dokáže si-
mulovat chováńı jiného objektu). Má však složitěǰśı konfiguraci, je potřeba stáhnout a nalinkovat
knihovnu. Poskytuje fixtures, ale nemá implementované generátory. [20]

Boost.Test je součást́ı knihovny Boost a poskytuje assert makra s možnost́ı C++ logických
operátor̊u, obsahuje generátory, seskupováńı test̊u a dokáže implementovat fixtures. Je jednodušš́ı
na instalaci, ale z mého pohledu nejsou testy tolik přehledné. [21]

Doctest framework implementace je header-only, tud́ıž stač́ı stáhnout jeden soubor, přidat ho
mezi include a vše je připraveno. Neńı nutné kompilovat a linkovat exterńı knihovny. Testy mohou
běžet paralelně a oproti Catch2 se testy rychleji kompiluj́ı a prováděj́ı. Neposkytuje implementaci
generátor̊u. [22]

Catch2 je posledńım z vyjmenovaných framework̊u. Stejně jako doctest poskytuje implemen-
taci header-only, jeho využit́ı je jednoduché a přehledné. Implementuje generátory a také tzv.
matchers, což jsou speciálńı funkce na vyhodnoceńı složitěǰśıch podmı́nek (porovnáńı dvou vek-
tor̊u, texty výjimky, porovnáńı č́ısel s plovoućı desetinnou čárkou, . . . ). Z hlediska funkcionalit
disponuje i speciálńımi makry pro testováńı template tř́ıd, funkćı a struktur jazyka C++. Dı́ky
tomu je možné spustit identický test pro v́ıcero typ̊u velice jednoduše. Výpis test̊u je přehledný
a dostatečně expresivńı pro následný debugging. V neposledńı řadě disponuje i možnost́ı micro
benchmarking, což umožňuje měřeńı času vykonáváńı vybraných funkćı či fragmentu kódu. Pro
tato měřeńı jsem se však rozhodl využ́ıt Google benchmark knihovnu, která nab́ıźı rozsáhleǰśı
možnosti měřeńı. [23]

Na základě možnost́ı r̊uzných testovaćıch knihoven jsem se rozhodl využ́ıt Catch2. Splňuje
všechny mnou kladené požadavky na testovaćı framework, je jednoduchá na použit́ı a dispo-
nuje přehlednou dokumentaćı. Př́ıklady definice test̊u a jejich spouštěńı si stručně ukážeme
v následuj́ıćı sekci.

Spouštěńı test̊u a jejich definice
Pro implementaci test̊u je potřeba přidat header-only knihovnu Catch2 do námi implemento-
vaného programu, přidáńım hlavičkového souboru catch2.hpp. Implementace test̊u se děĺı do
dvou soubor̊u. Testy jako takové jsou umı́stěny v souboru test/source/mpqsort.cpp a soubor
test/source/main.cpp slouž́ı na jejich spouštěńı a implementuje funkci main.

Výpis kódu 4.1 Ukázka souboru implementuj́ıćıho funkci main pro spouštěńı test̊u

1 // File main.cpp
2 #define CATCH_CONFIG_MAIN
3 #include <catch2/catch.hpp>

Výpis kódu 4.1 předvád́ı jednoduchost implementace funkce main pro spouštěńı test̊u. Makro
preprocesoru CATCH CONFIG MAIN automaticky vygeneruje definici main včetně přeṕınač̊u.
Pokud bychom chtěli, máme možnost funkci main implementovat sami a upravit jej́ı možnosti
a chováńı. To však v našem př́ıpadě nebude potřeba, jelikož originálńı varianta poskytuje vše, co
budeme pro testováńı řad́ıćıch algoritmů potřebovat.

Na výpisu 4.2 si můžeme prohlédnou jeden z př́ıklad̊u testováńı korektnosti řazeńı imple-
mentovaného algoritmu mpqsort::sort. Makro GENERATE knihovny Catch2 zp̊usob́ı to, že
test bude spouštěn opakovaně a proměnná size bude postupně nabývat hodnot (1, 2, 4, 6). Na
základně toho uprav́ıme velikost vektoru. Dı́ky tomu můžeme vytvořit jeden test, který přitom
testuje v́ıcero velikost́ı vstupu. T́ım ušetř́ıme velké množstv́ı kódu a umožńı nám definovat testy
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rychleji a přehledněji. Následuj́ıćı makro SECTION zp̊usob́ı podmı́něné vykonáváńı kódu v těle
testu. Obdobně jako u makra GENERATE se test spust́ı opakovaně a v každém spuštěńı se
vykoná pouze jedna sekce. Obě sekce předpokládaj́ı, že bude připraven vektor s daty, která se
maj́ı seřadit. Kód pro takovou př́ıpravu bude pro všechny sekce společný. Následně každá sekce
volá řad́ıćı algoritmy s jinými parametry a očekává jiné výsledky. Dı́ky tomu můžeme zkombi-
novat v́ıcero test̊u dohromady a opět zpřehlednit a zkrátit výsledný kód. Korektnost výsledku je
v tomto př́ıpadě zkontrolována pomoćı makra REQUIRE THAT a funkce Catch::Equals, která
je jednou z předdefinovaných matcher funkćı. Tento zápis na jeden řádek porovná identičnost
dvou vektor̊u a v př́ıpadě nerovnosti nahláśı chybu, vyṕı̌se ji a následuj́ıćı testy nespoušt́ı. Pokud
bychom chtěli v testech pokračovat i v př́ıpadě chyby a jen ji vypsat, můžeme využ́ıt makro
CHECK THAT.

Framework Catch2 nab́ıźı širš́ı množstv́ı typ̊u test̊u, maker, generátor̊u a pomocných funkćı,
které v testováńı využ́ıvám. Výpis 4.2 slouž́ı jako demonstrace a d̊uvod, proč jsem si tento
testovaćı framework vybral.

Spuštěńı test̊u je jednoduché, jelikož po kompilaci se nám vytvoř́ı spustitelný soubor po jehož
spuštěńı se provedou námi definované testy. Při spouštěńı můžeme využ́ıt dodatečné argumenty
a parametry. T́ım jsme schopni ovlivnit, které testy se spust́ı, jaký formát výpisu požadujeme
(json, csv, cmd) a jiné užitečné možnosti.

Výpis kódu 4.2 Ukázka testováńı kódu pomoćı Catch2

1 #include <catch2/catch.hpp>
2 #include <vector>
3 // Test if mpqsort:sort returns correct results. Expected result is computed

using std::sort↪→

4 TEST_CASE("Sorting vector of different sizes and custom comparators") {
5 // Runs once per generator value
6 auto size = GENERATE(1, 2, 4, 6);
7 std::vector<int> test_vector{5, 3, 3, 6, 6, 7};
8 auto first = test_vector.begin();
9 auto last = test_vector.end();

10 auto res = test_vector;
11 // Resize based on size value. For each test run is size different
12 test_vector.resize(size);
13 SECTION("Default comparator") {
14 mpqsort::sort(first, last);
15 std::sort(res.begin(), res.end());
16 REQUIRE_THAT(test_vector, Catch::Equals(res));
17 }
18 SECTION("Greater comparator") {
19 mpqsort::sort(first, last, std::greater<int>());
20 std::sort(res.begin(), res.end(), std::greater<int>());
21 REQUIRE_THAT(test_vector, Catch::Equals(res));
22 }
23 }

4.3 Př́ıprava testovaćıch dat
Nejd̊uležitěǰśım požadavkem na testovaćı data u variant Quicksort algoritmu jsou identická
vstupńı pole při opakovaných měřeńıch. Na rozd́ıl od datově necitlivých algoritmů (Mergesort,
Heapsort, . . . ) je Quicksort a jeho varianty datově citlivý a i v př́ıpadě permutaćı identického
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vstupu bychom mohli dostat velmi odlǐsné výsledky. Při testováńı je také d̊uležité mı́t dostatečně
veliké vstupy, jelikož jsou řad́ıćı algoritmy zpravidla rychlé (obzvláště paralelńı verze). Velikost
také pomůže k využit́ı všech jader daného CPU a naměřené výsledky budou přesněǰśı. Délka
posloupnosti, splňuj́ıćı tyto požadavky, je od 8 GB dat a v́ıce.

Vlastnosti dat
Vlastnosti testovaćıch dat se lǐsily v datovými typy, vstupńım uspořádáńım a mohutnost́ı oboru
hodnot. V rámci měřeńı byly uvažovány tři základńı datové typy, které se běžně využ́ıvaj́ı v praxi:

int - celá č́ısla (velikosti 4 B)

short - celá č́ısla polovičńı délky (velikosti 2 B)

double - desetinná č́ısla s dvojitou přesnost́ı dle IEEE 754

Interface MPQsort a ostatńıch řad́ıćıch algoritmů umožňuje uživateli poskytnout porovnávaćı
funkci a seřadit libovolné datové typy. Ostatńı datové typy jsme však vynechali, jelikož základńı
datové typy považujeme za dostatečné a jsou také běžně využ́ıvány při prezentaci výsledk̊u
řad́ıćıch algoritmů.

Velikost vstupńıch dat je vždy určena s ohledem na to, aby se data vešla do paměti. Řad́ıćı
algoritmus si může a bude alokovat dodatečnou pamět’ i v př́ıpadě in-place verze (záloha registr̊u
na stack v př́ıpadě rekurze, pomocné struktury).

Abychom mohli korektně porovnat efektivitu mezi r̊uznými datovými typy, muśı jich být
identický počet. Kv̊uli skutečnosti, že datový typ double je zpravidla dvakrát větš́ı (8 B) oproti
datovému typu int (4 B), muśı brán zřetel právě na double. Tento datový typ určuje maximálńı
množstv́ı alokované paměti algoritmem během měřeńı a nesmı́ přesáhnout pamět’ systému.

Z hlediska vstupńıho uspořádáńı posloupnost́ı jsou uvažovány následuj́ıćı typy:

Pseudonáhodná posloupnost

Seřazená posloupnost

Opačně seřazená posloupnost

Varhanově seřazená posloupnost

Rotovaná seřazená posloupnost

Pseudonáhodná posloupnost je generována z uniformńıho rozděleńı pomoćı Mersenne Twister
19937 a je využita jako vstup pro ostatńı typy uspořádáńı. Detaily ohledně generováńı dat jsou
uvedeny v kapitole 4.3. Schéma náhodného uspořádáńı je pro lepš́ı představu vyobrazeno na 4.1a.

Seřazená posloupnost se mysĺı ve vztahu v̊uči využité porovnávaćı funkci. Tedy pokud po-
rovnávaćı funkce f vrát́ı hodnotu true pro prvky, kdy plat́ı a < b, a v ostatńıch př́ıpadech hodnotu
false, pak je vstupńı seřazená posloupnost vzestupná. Ukázku, jak seřazená data vypadaj́ı, si
můžeme prohlédnout na obrázku 4.1b.

Opačně seřazená posloupnost je myšlena opět v̊uči porovnávaćı funkci. V př́ıpadě využit́ı
funkce f a jej́ı negace budou vstupńı data opačně seřazená v̊uči dat̊um na obrázku 4.1b a výsledné
uspořádáńı vid́ıme na 4.1c.

Varhanově seřazená data jsou tvořena dvěma posloupnostma. Obě maj́ı délku n/2, kde n je
celková délka pole. Prvńı je neklesaj́ıćı od indexu pole 0 až po n/2 − 1. Druhá je nerostoućı od
indexu n/2 až po n− 1. Výsledek tvarově připomı́ná varhany a odtud nese sv̊uj název 4.1d.

Posledńı ze vstupńıch posloupnost́ı je tzv. rotovaná. Jedná se o seřazenou posloupnost s t́ım
rozd́ılem, že jsou všechny prvky cyklicky posunuty o jednu pozici vlevo.
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(a) Schéma náhodného seřazeńı čtyřiceti element̊u.

(b) Schéma seřazených čtyřiceti element̊u.

(c) Schéma opačně seřazených čtyřiceti element̊u.

(d) Schéma varhanově seřazených čtyřiceti element̊u.

(e) Schéma seřazených čtyřiceti element̊u a následně cyklicky
posunutých o jednu pozici vlevo.

Obrázek 4.1 Různé typy vstupńıho uspořádáńı pro otestováńı implementaćı.
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Součást́ı testováńı efektivnosti bylo otestováno chováńı algoritmu v př́ıpadě r̊uzných mo-
hutnost́ı oboru hodnot. V praxi se zpravidla setkáváme s posloupnostmi, kde jednotlivé prvky
nabývaj́ı omezeného množstv́ı hodnot, což zp̊usobuje opakováńı jednotlivých element̊u. Při tes-
tech, které se nezaměřuj́ı na tuto vlastnost, mohly prvky nabývat jakékoli validńı hodnoty vy-
braného datového typu.

Generováńı dat
Prvotńım záměrem bylo vygenerováńı vstupńıch dat a uložeńı do souboru. To přinášelo několik
velmi nepraktických problémů. V prvńı řadě by vygenerovaná vstupńı data zab́ırala nepřiměřené
mı́sto na disku, jelikož pro každý datový typ by bylo potřeba vytvořit jiný typ posloupnosti
a jen tato vygenerovaná data by zab́ırala nejméně 120 GB (v př́ıpadě velikosti 8 GB pro jeden
vstup). Druhou nevýhodou byla doba generováńı a nač́ıtáńı těchto dat. Generováńı dat a alokace
potřebné paměti je rychlá operace, úzkým hrdlem se jev́ı přenosová rychlost disku. Proto budeme
data generovat vždy nově a př́ımo do paměti bez zbytečného zápisu a čteńı ze souboru.

Pro generováńı využijeme Mersenne Twister 19937, což je nejrozš́ı̌reněǰśı generátor pseu-
donáhodných č́ısel knihovny STL. [24] Tento generátor přij́ımá jako vstupńı parameter tzv. seed,
který slouž́ı k jeho inicializaci. Pokud je seed mezi voláńımi identický, pak generátor vyprodukuje
vždy stejnou pseudonáhodnou posloupnost. Hodnoty posloupnosti jsou generovány z uniformńıho
rozděleńı, tedy každou hodnotu z intervalu [a, b] vygenerujeme se stejnou pravděpodobnost́ı.

Generováńı dat je možno paralelizovat, kde každé vlákno dostane instanci generátoru Mer-
senne Twister 19937 s odlǐsnou hodnotou seed, kde seed odpov́ıdá č́ıslu vlákna. Č́ıslo vlákna je
jeho unikátńı identifikátor a nabývá hodnot {0, . . . , p−1}, kde p je počet vláken. Dı́ky unikátńımu
seed bude každé vlákno generovat svou unikátńı pseudonáhodnou podposloupnost výsledné po-
sloupnosti. V opačném př́ıpadě by každé vlákno generovalo podposloupnost identickou. Při para-
lelizaci for-cyklu generuj́ıćıho vstupńı posloupnosti je využito OpenMP a tzv. static scheduling.
Dı́ky tomu dostane každé vlákno p stejný seed a stejnou část vstupńıho pole, do kterého vygene-
ruje vždy stejnou podposloupnost. To zajist́ı vždy stejná vstupńı data při opakovaném spuštěńı
testu.

Náhodně vygenerovaná data slouž́ı jako vstup pro daľśı typy seřazeńı vstupńı posloupnosti.
Ve všech ostatńıch př́ıpadech (kromě pseudonáhodné posloupnosti) bylo potřeba data efek-
tivně a hlavně korektně seřadit. K tomu byla využita implementace paralelńıho balancovaného
Quicksort algoritmu od GNU. V době psańı benchmark test̊u ještě nebyl MPQsort implemen-
tován a v pr̊uběhu jeho psańı bylo potřeba provést testováńı efektivnosti d́ılč́ıch krok̊u (zpravidla
pomocných funkćı). Původně testy využ́ıvaly implementaci standardńı knihovny STD a jej́ı para-
lelńı verzi algoritmu sort. V pr̊uběhu testováńı se však vyskytly pot́ıže, jelikož algoritmus alokoval
neúměrné množstv́ı paměti v̊uči velikosti problému a následně ji neuvolnil. To vedlo k zaplněńı
celé paměti systému a pádu aplikace. Z toho d̊uvodu byl i vyřazen z porovnáńı efektivnosti v̊uči
MPQsort v následuj́ıćı kapitole.
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Kapitola 5

Diskuze naměřených výsledk̊u

Efektivita byla měřena na r̊uzných uspořádáńıch dat, kdy jsme uvažovali náhodně vygenerovaná
vstupńı data, předem seřazená vstupńı data, opačně seřazená data, varhanově seřazená data
a seřazená data, která byla cyklicky posunuta o jednu pozici vlevo. Zkoumána byla i efektivita
na r̊uzných datových typech a mohutnostech množiny oboru hodnot. Mezi uvažované celoč́ıselné
typy patř́ı int, short a mezi uvažované typy s plovoućı řádovou čárkou typ double.

Optimálńı parametry implementace byly hledány na náhodných datech, která jsou zpravidla
považována za nejnáročněǰśı vstup pro řad́ıćı algoritmy. Po nalezeńı optimálńıch parametr̊u byla
provedena měřeńı a hodnoty parametr̊u se již nadále neměnily. Je možné, že pro specifické kon-
figurace vstupńıch dat existuj́ı i optimálněǰśı parametry, ale naš́ım ćılem je, aby byl algoritmus
efektivńı obecně a ne pro specifický typ uspořádáńı či datový typ.

Pokud nebude uvedeno jinak, pak byla pro měřeńı zvolena náhodná vstupńı posloupnost
s optimálńımi parametry algoritmu na maximálńım počtu dostupných jader. V našem př́ıpadě
cluster STAR nab́ıźı nejvýše 20 jader.

5.1 Nastaveńı optimálńıch parametr̊u MPQsort

Již v sekci 3.2 jsme uvedli parametry, které se daj́ı algoritmu MPQsort nastavit a ovlivnit tak dobu
běhu. Jednotlivé parametry byly nastavovány již během implementace, když jsme rozpracovanou
implementaci postupně optimalizovali a hledali zdroje neefektivity. V této sekci již pracujeme
s výslednou implementaćı, která obsahuje dodatečné optimalizace. Ćılem této sekce je naj́ıt op-
timálńı konfiguraci parametr̊u pro finálńı implementaci. S výslednou konfiguraćı následně provést
ostatńı měřeńı a porovnáńı s dosavadńımi implementacemi. Pro źıskáńı co nejlepš́ıch výsledk̊u
voĺıme vstupńı uspořádáńı jako pseudonáhodnou posloupnost. Jedná se zpravidla o nejnáročněǰśı
vstup řad́ıćıch algoritmů, což nám umožńı parametry optimálně nastavit.

Velikost bloku
Jedńım z nejzásadněǰśıch parametr̊u je právě velikost přǐrazovaného bloku vlákn̊um. Přǐrazováńı
prob́ıhá v bloćıch za účelem zmı́rněńı či naprosté eliminace falešného sd́ıleńı a omezeńı počtu
atomických operaćı. Bloky jsou přǐrazovány z jednotlivých segment̊u, jejichž pozice byla zjǐstěna
v př́ıpravné fázi paralelńıho v́ıcecestného rozdělováńı.

Malou velikost́ı blok̊u se zpravidla omeźı využit́ı pomocných struktur v př́ıpadě nevyrovna-
nosti velikosti segment̊u a velikost samotných struktur, která je na velikosti bloku závislá. Naopak
zp̊usob́ı vyšš́ı počet synchronizačńıch konstrukt̊u mezi vlákny (atomické operace). Veliké bloky

43
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maj́ı tendenci zp̊usobit intenzivněǰśı využit́ı pomocných struktur a také zvětš́ı jejich pamět’ovou
náročnost.
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Obrázek 5.1 Vliv velikosti bloku na rychlost řazeńı n = 109 náhodných celých č́ısel (int).

Provedli jsme sadu měřeńı pro r̊uzně velikosti bloku a naměřili jej́ı vliv na rychlost běhu
algoritmu. V grafu 5.1 vid́ıme silný nár̊ust pro velikost bloku 1 a jej́ı strmý pokles už při zvětšeńı
velikosti na 23. Z naměřených hodnot vyšla velikost 210 = 1024 jako nejvhodněǰśı. Rychlost
algoritmu je pro bloky od velikosti 27 po 214 velmi podobná, ale pro vybranou velikost byla
o několik deśıtek milisekund lepš́ı. V př́ıpadě menš́ıch velikost́ı blok̊u nebo naopak větš́ıch docháźı
ke zpomaleńı algoritmu. Počet element̊u 1024 je také vhodných z hlediska paměti, jelikož se od
velikosti bloku B odv́ıj́ı velikost pomocných struktur a tu je vhodné také udržet minimálńı.

Počet pivot̊u
Daľśım nastavitelným parametrem algoritmu MPQsort je počet pivot̊u p využitých během fáze
paralelńıho v́ıcecestného rozdělováńı 3.2. Při zvoleńı p pivot̊u źıskáme s segment̊u a vztah mezi
počtem pivot̊u a segment̊u je p + 1 = s. Vzhledem k nutné př́ıpravné fázi provád́ıme v́ıcecestné
rozdělováńı jen jednou a ćılem je źıskat dostatečný počet segment̊u, aby v daľśıch fáźıch mělo
každé vlákno přǐrazenou práci a nedocházelo k hladověńı. Povolený počet pivot̊u muśı odpov́ıdat
p = 2k − 1, kde k je přirozené č́ıslo.

Při měřeńı byl pro výpočet nastaven fixńı počet jader 4. Důvodem je r̊uzná implementace
př́ıpravné fáze pro p < c, kde c je počet přidělených jader, a pro p > c. V prvńım př́ıpadě každé
vlákno zpracovává jen jednoho pivota, který je uložen do registru a počet element̊u menš́ı než
pivot je taktéž v registru. V druhém př́ıpadě je zpracováváno v́ıcero pivot̊u, které jsou čteny
z vektoru a počty element̊u menš́ı než pivoti jsou také ukládány do vektoru.

Graf 5.2 zachycuje dobu řazeńı dat pro r̊uzný počet pivot̊u v př́ıpadě zapojeńı čtyř jader.
V př́ıpadě kdy p < c je doba řazeńı velmi podobná, ale při rozdělováńı na v́ıce segment̊u (s > c)
se řazeńı výrazně zpomaĺı. Zpomaleńı je nejpatrněǰśı při přechodu ze tř́ı pivot̊u na sedm. S daľśım
přidáváńım pivot̊u se zpomaleńı pouze v́ıce prohlubuje a při rozděleńı vstupu do 64 segment̊u je
doba řazeńı až 1.6 krát pomaleǰśı než při rozděleńı do čtyř segment̊u. Takto výrazné zpomaleńı je
přinejmenš́ım podezřelé a z toho d̊uvodu jsme se rozhodli změřit dobu strávenou v jednotlivých
fáźıch algoritmu a přij́ıt na hlavńı př́ıčinu.

Pro vytvořeńı grafu 5.3 byla použita identická konfigurace parametr̊u algoritmu a vstupńı
data, jako u 5.2. V grafu jsou zachyceny časy strávené v jednotlivých fáźıch v́ıcecestného para-
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Obrázek 5.2 Vliv počtu pivot̊u na rychlost řazeńı n = 109 náhodných celých č́ısel (int). Počet jader
byl po dobu měřeńı nastaven na fixńı hodnotu c = 4.
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Obrázek 5.3 Doba strávená v jednotlivých fáźıch algoritmu pro r̊uzný počet pivot̊u. Do posledńıho
sloupce je vykreslena doba řazeńı, pokud bychom nezapoč́ıtávali dobu strávenou v př́ıpravné fázi.

lelńıho rozdělováńı, společně s celkovou dobou běhu algoritmu MPQsort. V posledńım sloupci
je vykreslena celková doba řazeńı s př́ıpravnou fáźı a bez př́ıpravné fáze, za účelem lepš́ıho po-
rovnáńı jednotlivých konfiguraćı.

Z grafu je jasně patrné, že pro př́ıpad kdy s < c je doba př́ıpravy zcela zanedbatelná v̊uči
celkové době řazeńı. Naopak v ostatńıch př́ıpadech doba př́ıpravy přesahuje čas strávený v sa-
motném paralelńım rozdělováńı. Úklidová fáze je ve všech uvažovaných př́ıpadech zanedbatelná.

Skokové zpomaleńı je tedy zp̊usobeno př́ıpravnou fáźı a skutečnost́ı, že v př́ıpadě větš́ıho
počtu pivot̊u na vlákno je potřeba pracovat s vektory. Č́ıtače element̊u menš́ıch než pivot tedy
nejsou uloženy v registru procesoru. Daľśım problémem je fakt, že pro každý element nastává
inkrementace v́ıcero prvk̊u ve vektoru č́ıtač̊u. I kdybychom pro př́ıpady p > c dosáhli podobné
rychlosti př́ıpravné fáze, jako u p < c, nedosáhli bychom s vyšš́ım počtem pivot̊u zrychleńı. Při
porovnáńı modrých sloupc̊u (MPQsort bez př́ıpravy) se s vyšš́ım počtem pivot̊u prodlužuje doba
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paralelńıho v́ıcecestného rozdělováńı.
Z analýzy naměřených hodnot v grafech 5.2 a 5.3 vycháźı nejlépe konfigurace, kdy p < c

a z d̊uvodu vyvažováńı zátěže je nejvhodněǰśım volit počet pivot̊u takovým zp̊usobem, aby počet
segment̊u s odpov́ıdal počtu přiděleným jádr̊um. Dnešńı procesory maj́ı zpravidla počet jader
roven mocnině dvou. V takovém př́ıpadě voĺıme p = 2⌊log2c⌋ − 1, č́ımž źıskáme optimálńı počet
segment̊u. Cluster STAR však nab́ıźı dvacet jader a v takovém př́ıpadě algoritmus zvoĺı p = 15,
č́ımž źıskáme s = 16. Úlohy pro zbylá jádra budou vytvořeny během daľśı fáze 3.2, č́ımž př́ıpadně
vzniklé nevyvážeńı zátěže vykompenzujeme.

Výběr pivota
Výběr pivota je obzvláště d̊uležitým parametrem v př́ıpadě klasických dvoucestných Quicksort
algoritmů, např. AQsort a cpp11sort. Skutečnost, že je po dobu paralelńıho rozdělováńı využit
pouze jeden pivot, klade na jeho výběr silný d̊uraz, a proto je snaha jej vybrat jako medián
vstupńıch dat resp. skoromedián. Daľśım faktorem je, že výběr pivota prob́ıhá na každé hla-
dině stromu rekurzivńıch voláńı, a proto v př́ıpadě metody výběru sampling může vysoký počet
sampling element̊u algoritmus zpomalit.

V př́ıpadě námi navrženého algoritmu MPQsort prob́ıhá výběr pivot̊u pro paralelńı v́ıcecestné
rozdělováńı pouze jednou, a z toho d̊uvodu si můžeme dovolit výběrem strávit vice času. V di-
plomové práci Kláry Schovánkové [9] byl počet element̊u pro výběr pivota nastaven na hodnotu
30. Ze vstupńıch dat se vybere třicet element̊u, ty se následně seřad́ı a medián se voĺı jako pivot.
Tento postup je opakován při každém rekurzivńım voláńı paralelńıho Quicksort algoritmu.

V našem algoritmu využ́ıváme v́ıce zp̊usob̊u volby pivota a to v závislosti na fázi 3.2, ve
které se algoritmus nacháźı. V př́ıpadě paralelńıho v́ıcecestného rozdělováńı provád́ıme výběr
pivota metodou sampling a parametr počtu element̊u na výběr jednoho pivota má hodnotu 100
(zd̊uvodněńı dále v textu). To znamená, že při výběru p pivot̊u provád́ıme výběr z 100p element̊u
vstupńıch dat. V př́ıpadě nar̊ustaj́ıćıho počtu jader pro výpočet algoritmus ve výchoźım nastaveńı
zároveň zpřesňuje výběr pivot̊u, jelikož je počet pivot̊u na počtu jader závislý (za předpokladu
identických velikost́ı vstupu). Právě z d̊uvodu větš́ıho množstv́ı pivot̊u neměl tento parametr až
tak markantńı vliv na rychlost algoritmu jako v př́ıpadě dvoucestných variant a doba řazeńı se
lǐsila v rámci stovek milisekund.

V následuj́ıćı fázi je vstupńı pole rozděleno do nejvýše s segment̊u a v optimálńım př́ıpadě
je s = c. Pokud plat́ı, že s < c, pak se v této fázi vytvoř́ı práce i pro nevyužitá jádra. Z této
skutečnosti plyne, že neńı potřeba dosahovat vysoké přesnosti výběru pivot̊u. Nově zavedený
parametr nabývá hodnoty 3 a během měřeńı nebyl dále modifikován. Parametr určuje počet
element̊u na výběr jednoho pivota s t́ım rozd́ılem, že v této fázi je počet pivot̊u fixńı (čtyřcestné
rozdělováńı).

V př́ıpadě čistě sekvenčńı fáze jsou pivoti vybráni z fixńıch pozic pole a sampling metodu
neuplatňujeme. Délka vstupńıho pole je již relativně malá a sampling se nadále nevyplat́ı.

Na grafu 5.4 vid́ıme malý vliv parametru na dobu řazeńı algoritmu. Při měřeńı pouze na
náhodných datech nebyl vliv na dobu řazeńı patrný, a proto graf obsahuje i daľśı typy uspořádáńı
dat. Chováńı algoritmu bylo předevš́ım u seřazených dat poměrně nepředv́ıdatelné. U takto
uspořádaných dat algoritmus dosahoval nejnižš́ı doby běhu pro 3 elementy na výběr jednoho
pivota a u vyšš́ıch počt̊u se doba mı́rně prodlužovala až do hodnoty 30. Naopak všechna ostatńı
uspořádáńı dosahovala nejlepš́ıch výsledk̊u při parametru hodnoty 100 a pro nižš́ı hodnoty byla
jejich doba řazeńı mı́rně nestabilńı. Z toho d̊uvodu byla hodnota 100 zvolena jako výchoźı pro
paralelńı v́ıcecestné rozdělováńı.

Mez sekvenčńıho algoritmu
Daľśım parametrem algoritmu je mez přepnut́ı paralelńıho řazeńı na sekvenčńı. Sekvenčńı řazeńı
je výhodné pro kratš́ı posloupnosti, kdy by naopak režie vláken mohla mı́t za následek zpomaleńı
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Obrázek 5.4 Vliv počtu element̊u na výběr jednoho pivota při řazeńı dat délky n = 109 celých č́ısel
(int) a r̊uzných typech uspořádáńı dat.

doby běhu.
K přepnut́ı docháźı během druhé fáze 3.2 paralelńıho řazeńı. Měřeńı prob́ıhalo s celkem

dev́ıti hodnotami v rozmeźı od 214 do 226. Graf 5.5 zachycuje vyrovnanost rychlosti algoritmu
s přibývaj́ıćı velikost́ı parametru až do 218. Naopak pro pro větš́ı hodnoty vid́ıme nar̊ustaj́ıćı
zpomaleńı, které je pro hodnotu 226 až několik sekund.

Z prvńıch pěti hodnot může být zvolena jakákoli jako výchoźı, jelikož jejich vliv na dobu
řazeńı je v podstatě zanedbatelný. My jsme se rozhodli pro mez 218.
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Obrázek 5.5 Vliv na rychlost řazeńı n = 109 náhodných celých č́ısel (int), při r̊uzných meźıch přepnut́ı
na sekvenčńı algoritmus.
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Mez nerekurzivńıho algoritmu
Součást́ı optimalizaćı sekvenčńıho algoritmu je mez, kdy se algoritmus přepne na nerekurzivńı,
pro velmi krátké vstupy. T́ım se předejde zbytečnému voláńı funkce, což má za následek kratš́ı
dobu řazeńı. Také se předejde degradaci na kvadratickou složitost v př́ıpadě nevhodného výběru
pivota, čemuž by se ale mělo předej́ıt již na základě precizńıho a přesného výběru popsaného
v sekci 5.1.

I když se jedná o optimalizaci sekvenčńı verze, rozhodli jsme se optimálńı hodnotu parametru
zjistit až při kombinaci s paralelńım algoritmem. Původńı hodnota parametru byla nastavena
na 64 element̊u, která při měřeńı pouze sekvenčńı verze Quicksort algoritmu vycházela jako
nejvhodněǰśı.
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Obrázek 5.6 Vliv velikosti meze pro spuštěńı Heap-Insertion sort na rychlost algoritmu při řazeńı
n = 109 náhodných celých č́ısel (int).

Optimálńı mez byla volena celkově z osmi r̊uzných konfiguraćı, jejichž vliv na dobu řazeńı zob-
razuje graf 5.6. Vliv tohoto parametru neńı tak markantńı jako u ostatńıch. Rychlost algoritmu
je ve všech př́ıpadech takřka identická a vid́ıme pouze mı́rné navýšeńı doby běhu pro hodnoty do
velikosti 96 včetně. Z toho d̊uvodu voĺıme 128 element̊u jako výchoźı hodnotu parametru a bude
využita při měřeńı a porovnáńı s ostatńımi algoritmy.

Počet využitých jader
Toto měřeńı má za ćıl odhalit vliv počtu jader na rychlost řazeńı algoritmu MPQsort a jeho
škálovatelnost. Z d̊uvodu porovnáńı se sekvenčńı verźı byla volena délka vstupńıho pole p̊ul
miliardy náhodných celých č́ısel. T́ım źıskáme věrohodné výsledky pro vyhodnoceńı a zameźıme
velmi dlouhé době řazeńı sekvenčńıho algoritmu.

Jako sekvenčńı algoritmus byla zvolena varianta Waterloo, která je i součást́ı MPQsort algo-
ritmu. Standardńı algoritmus STL knihovny std::sort neuvažujeme, jelikož obsahuje řadu daľśıch
optimalizaćı a předevš́ım neńı v́ıcecestný.

Výsledky měřeńı pro r̊uzný počet jader jsou zobrazeny na grafu 5.7. Pro představu op-
timálńıho škálováńı je v grafu vykreslena křivka lineárńıho zrychleńı, pokud by ho algoritmus
dosahoval. Z grafu je patrné, že při využit́ı pouze jednoho jádra je MPQsort pomaleǰśı než
sekvenčńı algoritmus. Konkrétńı zpomaleńı čińı 1.09. Naopak již se spuštěńım na dvou jádrech
vid́ıme silné zrychleńı algoritmu, které je téměř dvojnásobné v̊uči variantě s jedńım jádrem a 1.82
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Obrázek 5.7 Škálováńı algoritmu se zvětšuj́ıćım se počet jader při řazeńı p̊ul miliardy náhodných
celých č́ısel (int). Graf zachycuje i teoretické zrychleńı algoritmu a sekvenčńı Waterloo Quicksort.

krát rychleǰśı než sekvenčńı. S nar̊ustaj́ıćım počtem jader doba řazeńı až do deseti jader klesá
a téměř ct́ı lineárńı zrychleńı. Pro deset jader je pouze 1.11 krát pomaleǰśı než lineárńı zrychleńı.
Naopak u 16 a 20 jader docháźı k mı́rně výrazněǰśımu zpomaleńı a nižš́ımu škálováńı. U dvaceti
jader MPQsort dosahuje zrychleńı 16.6.

Nižš́ı mı́ra škálováńı pro vyšš́ı počet jader je zp̊usobena velikost́ı uvažovaného vstupu. Pro
kontrolu bylo provedeno měřeńı za ćılem porovnat dobu řazeńı při délce vstupu n = 2 · 109

a v takovém př́ıpadě jsme dosáhli až osmnáctinásobného zrychleńı.

5.2 Otestováńı efektivity výsledné implementace

V této sekci již pracujeme s výslednou implementaćı algoritmu včetně nastavených výchoźıch
parametr̊u pro dosažeńı nejvyšš́ı efektivity při řazeńı dat. Ćılem je, aby byl algoritmus co nejv́ıce
univerzálńı a při jakémkoli ”nevhodném“ vstupu dosahoval dobrých výsledk̊u. Proto se zde
zaměř́ıme na r̊uzné konfigurace vstupńıch dat. Mezi konfigurace patř́ı r̊uzné uspořádáńı element̊u
ve vstupńım poli, r̊uzné datové typy a četnost opakuj́ıćıch se prvk̊u (mohutnost oboru hodnot).

Mohutnost oboru hodnot
V rámci měřeńı výkonnosti algoritmu MPQsort jsme provedli měřeńı s r̊uznými mohutnostmi
oboru hodnot. Jednotlivé elementy byly typu int a nabývaly náhodných hodnot v rozsahu 1 až
108. Rozsah datového typu int je typicky 232−1, ale pro odhaleńı chováńı algoritmu nám uvedený
rozsah naprosto postačuje.

V grafu 5.8 je zřetelný pokles při mohutnosti oboru hodnot 102 v̊uči mohutnosti 1 v rámci
několika sekund. Naopak s nabývaj́ıćı mohutnost́ı roste doba řazeńı algoritmu, což je zp̊usobeno
vyšš́ım počtem prohazováńı element̊u mezi segmenty a vyšš́ım počtem porovnáńı element̊u s pi-
voty. V př́ıpadě středńı mohutnosti je vytvořen menš́ı počet segment̊u a z toho d̊uvodu je většina
element̊u již ve správném segmentu a neńı potřeba jejich přesunu do jiných. Naopak u velmi malé
mohutnosti je vytvářen nedostatečný počet segment̊u a docháźı k horš́ımu vyvažováńı zátěže mezi
vlákna.
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Obrázek 5.8 Porovnáńı doby řazeńı při r̊uzných mohutnostech oboru hodnot u n = 2 ·109 náhodných
celých č́ısel (int).

Z měřeńı vyplývá, že algoritmus pracuje pro malé mohutnosti oboru hodnot optimálně a dosa-
huje obdobných výsledk̊u jako u větš́ıch mohutnost́ı. Na základně provedených měřeńı nebyly od-
haleny žádné anomálie z pohledu nár̊ustu doby řazeńı u malých mohutnost́ı. Naopak u středńıch
byl pozorován pokles doby řazeńı.

Uspořádáńı vstupńıch dat
Důležitou součást́ı vyhodnoceńı výkonnosti řad́ıćıho algoritmu je jeho chováńı při r̊uzných typech
uspořádáńı vstupńıch dat a datového typu element̊u. Pro přehlednost a porovnáńı vše zobraźıme
v jednom grafu.

MPQsort byl testován na č́ıselných datových typech int, short a double. V grafu 5.9 vid́ıme
pokles doby řazeńı pro datový typ short, který má polovičńı velikost v porovnáńı s typem int.
Naopak pro typ double, určený pro desetinná č́ısla, doba řazeńı stoupla až o deset sekund. Double
bývá naopak větš́ı než datový typ int, a proto je náročněǰśı elementy seřadit. Naměřené hodnoty
jsou očekávané a chováńı algoritmu odpov́ıdá předpoklad̊um.

Uvažované typy seřazeńı vstupńıch dat byly probrány v 4.3. Řazeńı náhodně generovaných
dat je zpravidla pro řad́ıćı algoritmy nejnáročněǰśı a tato skutečnost je i zachycena v grafu 5.9.
Řazeńı náhodných dat v př́ıpadě všech datových typ̊u trvá až dvakrát deľśı dobu než pro ostatńı
uspořádáńı. Pro náhodnou posloupnost je využit maximálńı potenciál algoritmu. Zpravidla muśı
provést nejvyšš́ı počet operaćı porovnáńı a prohozeńı element̊u.

V př́ıpadě seřazené posloupnosti rychlost řazeńı klesne o v́ıce než polovinu u datového typu
int a double. Pro short je pokles lehce pod polovinu. U seřazených dat neńı potřeba elementy pro-
hazovat mezi segmenty a v pr̊uběhu algoritmu z̊ustávaj́ı na svém mı́stě. Je však potřeba všechny
prvky v poli porovnat s pivoty. Algoritmus by bylo možné př́ıpadně optimalizovat v př́ıpadě, že
bychom očekávali časté zpracováváńı seřazených dat. V př́ıpravné fázi by se zavedla kontrola
seřazenosti pole. V takovém př́ıpadě bychom mohli algoritmus rovnou ukončit a nevstupovat do
následuj́ıćıch fáźı.

Opačně seřazená posloupnost je pro algoritmus mı́rně náročněǰśı než seřazená. V př́ıpadě
datového typu short bylo naopak řazeńı rychleǰśı. Tento typ uspořádáńı dat je náročný pro
algoritmy s nevhodným výběrem pivota, kdy je jako pivot zvolen prvńı a nebo posledńı element
pole. V takovém př́ıpadě může u dvoucestných Quicksort algoritmů docházet k nevyváženosti
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Obrázek 5.9 Vliv datového typu a uspořádáńı na dobu řazeńı n = 2 · 109 element̊u.

segment̊u.
Obdobnou rychlost řazeńı pozorujeme i na varhanově seřazených datech. Vstup může ovliv-

nit rychlost algoritmu obdobným zp̊usobem jako opačně seřazená data. Prvńı polovina pole je
korektně seřazena a druhá polovina v přesně opačném pořad́ı. Opět může ovlivnit výběr pivota,
konkrétně zp̊usob výběru jako medián-tř́ı z fixńıch pozic (prvńı, posledńı a prostředńı element).

Posledńım typem uspořádáńı jsou rotovaná data. Elementy byly seřazeny a následně cyklicky
posunuty o jednu pozici vlevo. Při vhodném výběru pivota byl měla být doba řazeńı velmi
podobná době zpracováńı seřazené posloupnosti. Naopak při voleńı pivota jako posledńı element
může algoritmus silně zpomalit.

Pro všechny typy uspořádáńı algoritmus MPQsort dosahuje skvělých výsledk̊u. Pro žádné
uspořádáńı dat nedošlo ke zpomaleńı v̊uči náhodným dat̊um a algoritmus byl naopak v pr̊uměru
dvakrát rychleǰśı. Všem výše zmı́něným problémům jsme se vyhnuli t́ım, že výběrem pivota
v prvńıch fáźıch tráv́ıme deľśı čas a dáváme si na volbě optimálńıho pivota záležet. Kromě
precizńıho výběru pivota má nemalý vliv i fakt, že je algoritmus v́ıcecestný a pivot̊u je veliké
množstv́ı.

5.3 Porovnáńı s existuj́ıćımi implementacemi
V této sekci jsme provedli porovnáńı výsledné implementace MPQsort s ostatńımi implemen-
tacemi paralelńıho Quicksortu. Všechny ostatńı implementace využ́ıvaj́ı dvoucestné paralelńı
rozdělováńı. Během analýzy dosavadńıch implementaćı nebyla nalezena verze implementuj́ıćı
v́ıcecestné paralelńı rozdělováńı a z toho d̊uvodu uvád́ıme pouze verze dvoucestné. Dı́ky této
analýze můžeme rozhodnout, zda má nadále smysl zabývat se studíı paralelńıho v́ıcecestného
Quicksortu a jestli může v̊uči dosavadńım implementaćım přinést zrychleńı. V př́ıpadě sek-
venčńıch verźı se v́ıcecestným rozdělováńım algoritmus zrychlil 2.3. Všechny z uvedených al-
goritmů jsou in-place.

Mezi implementacemi uvažovanými při vyhodnoceńı jsou:

AQsort
Implementace paralelńıho Quicksort algoritmu umožňuj́ıćı řazeńı tzv. multielement̊u [17].

cpp11sort
Implementace založená na C++ vláknech [9].
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GNU QS
Implementace ze standardńı knihovny libstdc++ od GNU [25].

GNU BQS
Implementaci ze standardńı knihovny libstdc++ od GNU ve vyvážené verzi [25].

AQsort umožňuje řazeńı multielement̊u, tedy řazeńı větš́ıho množstv́ı poĺı najednou. Pro
řazeńı se algoritmu poskytne pouze operátor pro prohozeńı a porovnáńı element̊u a neńı nutná
dodatečná znalost o datech či jakékoli jiné operátory. MPQsort si však pri řazeńı pouze s těmito
operátory nevystač́ı. V pr̊uběhu algoritmu je nutné elementy nav́ıc koṕırovat a vytvořit pomocné
struktury při znalosti datového typu elementu a jeho velikosti. Z toho d̊uvodu nebude vyhodno-
ceńı doby řazeńı multielement̊u v následuj́ıćım textu uvažováno.

V př́ıpadě implementaćı od GNU se jedná o široce rozš́ı̌rené implementace, se kterými se
můžeme v praxi setkat. Na algoritmy se budeme v následuj́ıćım textu odkazovat přes jejich
zkrácené názvy. Porovnáńı bude prob́ıhat na r̊uzných typech uspořádáńı a datových typech.
Zároveň do porovnáńı zahrneme i měřeńı doby řazeńı při r̊uzných mohutnostech oboru hodnot.

Různé uspořádáńı a datové typy element̊u
Z našeho pohledu je nejd̊uležitěǰśı chováńı algoritmu na náhodných datech. Nı́že jsme vytvořili
porovnáńı doby řazeńı na n = 2 · 109 náhodných č́ıslech typu int a algoritmy uvedené v předešlé
sekci mezi sebou srovnali. Kv̊uli přehlednosti bude algoritmus MPQsort vždy uprostřed grafu,
v levé část́ı algoritmy GNU a v pravé ostatńı.
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Obrázek 5.10 Porovnáńı doby řazeńı n = 2 · 109 celých č́ısel (int) s náhodným uspořádáńım. Graf
zobrazuje porovnáńı všech uvažovaných algoritmů mezi sebou.

Graf 5.10 ukazuje skvělou efektivitu algoritmu MPQsort v̊uči ostatńım algoritmům. Nej-
rychleǰśı z implementaćı je algoritmus GNU BQS, který je pouze 1.10 krát rychleǰśı než naše
implementace. Celkově se MPQsort umı́stil na druhém mı́stě v př́ıpadě řazeńı náhodných dat
a dosahuje zrychleńı 1.45 resp. 1.69 v̊uči pomaleǰśım implementaćım cpp11sort a AQsort.

Pro implementaci v́ıcecestného paralelńıho rozdělováńı bylo nutné provést př́ıpravnou fázi,
alokovat několik pomocných struktur a následně provést i úklidovou fázi.

Po porovnáńı algoritmů pouze na náhodných datech následuje vyhodnoceńı jejich rychlosti
řazeńı v př́ıpadě r̊uzných typ̊u uspořádáńı. Ostatńımi typy uspořádáńı jsou seřazená data, opačně
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seřazená data, varhanově seřazená data a rotovaná data. Elementy vstupńıho pole nabývaj́ı
datových typ̊u int, short a double pro desetinná č́ısla. Počet element̊u v poli je vždy n = 2 · 109

bez ohledu na pamět’, kterou zab́ıraj́ı. Z toho d̊uvodu pravděpodobně budou pamět’ové nároky
element̊u typu short menš́ı než v př́ıpadě int nebo double.
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Obrázek 5.11 Porovnáńı doby řazeńı n = 2 · 109 celých č́ısel (int) s r̊uzným uspořádáńım. Graf
zobrazuje porovnáńı všech uvažovaných algoritmů mezi sebou.

V př́ıpadě řazeńı seřazené posloupnosti element̊u typu int dosahovaly nejlepš́ıch výsledk̊u al-
goritmy GNU BQS, AQsort a GNU QS. Jejich doba řazeńı se lǐśı pouze v rámci stovek milisekund
a dosahuj́ı velmi dobrých výsledk̊u. O několik sekund horš́ıho výsledku dosahuje MPQsort. Na-
opak pro cpp11sort seřazená data zp̊usobuj́ı velmi výrazné zpomaleńı několik deśıtek sekund
a doba řazeńı je 1.65 krát vyšš́ı než v př́ıpadě náhodných dat. V porovnáńı s ostatńımi algoritmy
je rychlost MPQsort uspokojuj́ıćı.

Daľśım typem testovaćıho uspořádáńı jsou opačně seřazená data. Pro všechny algoritmy,
kromě cpp11sort, zp̊usobuj́ı zpomaleńı v̊uči seřazeným. Nejrychleǰśım algoritmem je GNU QS,
s implementaćı MPQsort o několik stovek milisekund pomaleǰśı. Implementace tedy dosahuje
skvělých výsledk̊u. Naopak AQsort výrazně zpomalil v porovnáńı se seřazenými daty a dosáhl
téměř doby řazeńı náhodných dat.

Varhanově seřazená data maj́ı na algoritmy velmi podobný vliv jako opačně seřazené pole.
Pro skoro všechny algoritmy je doba řazeńı téměř identická. Výrazněǰśı nár̊ust zaznamenal pouze
cpp11sort lǐśıćı se o několik sekund.

Posledńım typem uspořádáńı s velmi překvapivými výsledky jsou rotovaná data. Všechny
elementy jsou seřazeny a následně cyklicky posunuty o jednu pozici vlevo. MPQsort v tomto
př́ıpadě dosahuje excelentńıch výsledk̊u a je v̊uči všem implementaćım mnohonásobně rychleǰśı.
Vůči nejrychleǰśımu z ostatńıch algoritmů je naše implementace téměř pětkrát rychleǰśı. U al-
goritmů GNU BQS a AQsort se naopak jednalo o nejnáročněǰśı vstup a doba řazeńı byla větš́ı
než u náhodně seřazených dat. Implementace cpp11sort dosahovala lepš́ıch výsledk̊u než pro
předchoźı uspořádáńı, ale i tak řazeńı trvalo v porovnáńı s náhodně seřazenými daty déle.

Na daľśıch grafech 5.12 a 5.13 jsou ukázány stejné typy uspořádáńı vstupńıch dat. V př́ıpadě
datového typu short by algoritmy měly dosahovat kratš́ı doby řazeńı než u typu int. Zab́ırá
v paměti méně mı́sta a při nač́ıtáńı dat z hlavńı paměti jsme schopni do cache pamět́ı nač́ıst
vyšš́ı počet element̊u. Naopak typ pro reprezentaci desetinných č́ısel double zab́ırá mı́sta v́ıce
a očekáváme zpomaleńı.

Překvapeńım u řazeńı element̊u typu short je algoritmus cpp11sort. Všechny ostatńı algo-
ritmy dosáhly na menš́ım datovém typu zrychleńı, ale tento algoritmus naopak zpomalil ve všech
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Obrázek 5.12 Porovnáńı doby řazeńı n = 2 · 109 celých č́ısel (short) s r̊uzným uspořádáńım. Graf
zobrazuje porovnáńı všech uvažovaných algoritmů mezi sebou.

uvažovaných typech seřazeńı vstupńıch dat.
Vliv uspořádáńı dat je v zásadě shodný s grafem 5.11. Největš́ı odlǐsnost pozorujeme u MPQ-

sort, kde je v př́ıpadě short typu je doba řazeńı opačně a varhanově seřazených dat kratš́ı v po-
rovnáńı se seřazenými daty. Rozd́ıly však nejsou nijak markantńı. Naopak u typu double pozoru-
jeme nár̊ust u rotovaných dat, který je v̊uči ostatńım uspořádáńım nejpomaleǰśı. Stále ale plat́ı,
že jsou rotovaná data nejrychleji řazena právě naš́ım algoritmem.
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řa

ze
ńı
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Obrázek 5.13 Porovnáńı doby řazeńı n = 2 · 109 desetinných č́ısel (double) s r̊uzným uspořádáńım.
Graf zobrazuje porovnáńı všech uvažovaných algoritmů mezi sebou.

Mohutnost oboru hodnot
Posledńım druhem srovnáńı s ostatńımi implementacemi je doba řazeńı pro r̊uzné mohutnosti
oboru hodnot. O MPQsort v́ıme, že je poměrně stabilńı v̊uči ńızkému počtu r̊uzných element̊u.
To ale neznamená, že dosahuje dobrých výsledk̊u a že ostatńı implementace pro malé mohutnosti
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oboru hodnot nezpracuj́ı vstup naopak mnohonásobně rychleji. Proto jsme se rozhodli začlenit i
tato mařeńı do kapitoly testováńı.
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ńı

(s
)

1 3 5 10 100 103 105 108

Obrázek 5.14 Vliv mohutnosti oboru hodnot na dobu řazeńı n = 2 · 109 náhodných celých č́ısel (int)
a porovnáńı s ostatńımi implementacemi.

Testováńı prob́ıhalo na identickém rozsahu mohutnost́ı obor̊u hodnot jako při testováńı pouze
algoritmu MPQsort. V porovnáńı s ostatńımi algoritmy se MPQsort jev́ı jako nejméně senzitivńı
a poskytuje stabilńı dobu řazeńı dat 5.14. Pro všechny mohutnosti je doba běhu téměř dvacet
sekund. Naprosto excelentńıch výsledk̊u dosahuje AQsort. Vůči MPQsort je v př́ıpadě mohutnosti
1 osmkrát rychleǰśı a nejlepš́ım ze všech algoritmů pro malé mohutnosti. Pro mohutnost oboru
hodnot nejvýše 10 je ideálńım algoritmem a v porovnávaných implementaćıch nemá konkurenci.
Naopak s vyšš́ı mohutnost́ı zač́ıná AQsort zpomalovat a pro 108 je nejpomaleǰśım.

Při zvoleńı mohutnosti 1 došlo u algoritmů GNU QS a cpp11sort k velmi výraznému zpoma-
leńı. V porovnáńı s MPQsort byly algoritmy v́ıce než dvakrát pomaleǰśı. Naopak s přibývaj́ıćı
mohutnost́ı doba řazeńı prudce klesla a naš́ı implementaci se přibĺıžila.
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Závěr

V diplomové práci jsme se zabývali efektivńı implementaćı v́ıcecestného paralelńıho Quicksort
algoritmu pro řazeńı rozsáhlých poĺı v jazyce C++. Během rešeršńı části práce nebyla na-
lezena implementace v́ıcecestného paralelńıho Quicksortu. Všechny dosavadńı paralelńı verze
využ́ıvaj́ı v paralelńım rozdělováńı pouze jednoho pivota a jsou tedy dvoucestné. Kv̊uli nee-
xistenci v́ıcecestné paralelńı verze nebylo možné navázat na předešlé práce a t́ım je tato práce
unikátńı a originálńı. Vı́cecestné varianty rozdělováńı existuj́ı pouze u sekvenčńıch implementaćı,
kde přináš́ı zrychleńı doby řazeńı, což bylo hlavńı motivaćı této práce.

V rešeršńı části práce byly probrány r̊uzné varianty v́ıcecestných sekvenčńıch rozdělováńı pro
pochopeńı základńıch princip̊u a následně vybrána ta nejv́ıce efektivńı pro využit́ı ve spojeńı
s paralelńım algoritmem. Také jsme probrali dosavadńı př́ıstupy k paralelńımu dvoucestnému
rozdělováńı. Po studii těchto informaćı byl navržen nový efektivńı in-place algoritmus MPQsort.

Pro paralelizaci MPQsort byla využita rozš́ı̌rená knihovna OpenMP a jej́ı úlohový resp. da-
tový paralelismus. Při návrhu rozhrańı byl kladen d̊uraz na jednoduché použit́ı a začleněńı do
stávaj́ıćıch aplikaćı. Z toho d̊uvodu má algoritmus rozhrańı podobné algoritmům ze standardńı
knihovny a celá implementace je header-only.

Po otestováńı korektnosti algoritmu MPQsort následovalo rozsáhlé měřeńı rychlosti imple-
mentace a následné porovnáńı s daľśımi. Navzdory očekáváńı dle rešerše implementace MPQsort
dosahuje překvapivě velmi dobrých výsledk̊u. Jediný rychleǰśı algoritmus v př́ıpadě náhodných
dat byl GNU BQS, který byl pr̊uměrně o deset procent rychleǰśı. Ostatńı uvedené algoritmy byly
pomaleǰśı. Naše implementace zároveň nab́ıźı velmi dobrou stabilitu doby řazeńı pro r̊uzné typy
uspořádáńı vstupńıch dat a v určitých př́ıpadech byla i nejrychleǰśı.

Práce by mohla sloužit jako podklad a být motivaćı pro výzkum v́ıcecestných paralelńıch
rozdělováńı v Quicksort algoritmu, jelikož zde demonstrujeme jejich potenciál. Zaj́ımavá by mohla
být implementace v prostřed́ı CUDA na grafických kartách, které jsou masivně paralelńı.
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3. LEGERSKÝ, Jan. Základy diskrétńı matematiky [online]. 2022. [cit. 2022-10-20]. Dostupné
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src

implementation.........................................zdrojové kódy implementace
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