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Abstrakt

V této diplomové praci je predstavena nova verze paralelniho in-place Quicksort algoritmu MPQ-
sort pro Tazeni poli, s vyuzitim OpenMP pro paralelizaci. Dosavadni implementace vyuzivaji
pro rozdélovani pouze jednoho pivota. MPQsort implementuje paralelni vicecestné rozdélovani
a jednd se o prvni algoritmus svého druhu. V praci jsou diskutovana sekvencni vicecestna
rozdélovani, nasledné paralelni dvoucestna rozdélovani a na jejich zakladé navrzena a imple-
mentovana paralelni vicecestna varianta. Poté je provedeno experimentalni vyhodnoceni efek-
tivity algoritmu a porovnani s existujicimi implementacemi. V experimentech MPQsort dosa-
huje dobrych vysledkl a z uvazovanych algoritmu se umistil na druhém misté v oblasti fazeni
nahodnych ¢isel. Naopak v pripadé jinych typu usporadani dat dosahuje i nejlepsich vysledki.

Klicova slova quicksort, fazeni, paralelni, efektivni, vicecestny, vicecestné rozdéleni, openmp,
c++, algoritmus, pivot, MPQsort

Abstract

A new version of the parallel in-place Quicksort algorithm MPQsort for array sorting is presen-
ted in this thesis, using OpenMP for parallelization. Current implementations use only one pivot
for element partitioning. On the other hand, MPQsort implements parallel multi-way partitio-
ning and so is the first algorithm of its kind. Sequential multi-way partitionings are discussed
in the first part of the thesis, followed by parallel two-way partitioning. Based on the gathered
information is designed and implemented parallel multi-way partitioning. Implementation was
followed by an experimental evaluation of its efficiency and comparison with other implementati-
ons. MPQsort achieves good results in experiments and among the other considered algorithms
ranked second in terms of sorting randomly generated numbers. Conversely, it sometimes achieves
the best results for other types of data arrangements.

Keywords quicksort, sorting, parallel, effective, multi-way, multi-way partitioning, openmp,
c++, algorithm, pivot, multipivot, MPQsort

viii



API
BQS

ET

ETi

ETI
ETT
F&A
GCC
GNU
MPQsort
OpenMP
QS

RAM
STL
YBB

Application Programming Interface
Balanced Quicksort

elements_table
elements_table_insertions
elements_table_insertions
elements_table_insertions_index
fetch-and-add

GNU Compiler Collection

GNU’s Not Unix!

Multi-way Parallel Quicksort Algorithm
Open Multi-Processing

Quicksort

Random Access Machine

Standard Template Library
Yaroslavskiy-Bentley-Bloch

ix

Seznam zkratek



Seznam zkratek



Uvod

Problém razeni je jednim z nejbéznéjsich a nejcastéjsich algoritmickych tloh, se kterymi se
mizeme setkat. Mizeme na né&j narazit prakticky kdekoliv, af uz p¥i analyze dat, hledani medidnu
nebo jako dil¢i krok jinych algoritmii. Z této skutecnosti prameni silnd motivace pro jeho ma-
ximalni efektivitu, jelikoz je soucédsti tak velkého mnozstvi algoritmickych tloh a zaroven se
zvysSuji naroky na velikost razenych dat. Maximalni efektivity chceme docilit z hlediska ¢asovych
i pamé&tfovych ndrokil na poéitacovy systém.

Algoritmu Tesicich problém razeni existuje nepreberné mnozstvi, pticemz kazdy nabizi odlisné
vlastnosti a dava si rizné cile. Napriklad algoritmus Mergesort garantuje vzdy stejnou ¢asovou
sloZitost (je datové necitlivy’) na tikor nizké pamétové efektivity (out-of-place). Quicksort je na
druhou stranu datové citlivy, ale zpravidla implementovany jako in-place a tedy pamé&tové efek-
tivni. V praméru vsak Quicksort dosahuje stejné ¢asové slozitosti jako Mergesort. Z toho divodu
je nejvice implementovanym algoritmem a soucasti mnoha standardnich knihoven programo-
vacich jazykt.

S prichodem vicejadrovych procesora dava smysl tyto efektivni sekvenc¢ni algoritmy imple-
mentovat jako paralelni, tim prostfedky procesoru lépe vyuzit a algoritmus zrychlit. Paralelni
verze Quicksort algoritmu je soucdsti knihovny STL jazyka C++ od standardu verze 17, ale
ne vSechny prekladace jej podporuji. Bézné implementace paralelniho Quicksort algoritmu vSak
vyuzivaji jednoho pivota, coz je nejrozsirenéjsi zpusob implementace. V posledni dobé se vSak
nabizi otazka, zda by se vyuzitim vicero pivotd a implementaci tzv. vicecestného paralelniho
Quicksort algoritmu nedoséhlo vyssi casové efektivity. Dtivod mozného zrychleni pomoci vicero
pivotu je prohlubujici se rozdil v rychlosti procesoru a hlavni paméti. Rychlost procesoru roste
rocné vice, nezli rychlost paméti a v dnesni dobé rozdil dosdhl meze, kdy by se vyplatilo snizit
pocet pristupt do paméti na tikor po¢tu operaci procesoru.

Tato prace se zaméfuje na analyzu vicecestného Quicksort algoritmu, prozkoumani dosa-
vadnich variant a jeho implementaci. Na zakladé této analyzy bude navrzen novy vicecestny
Quicksort algoritmus v prostiedi vicevlaknovych aplikaci se sdilenou paméti. Pro paralelizaci
bude vyuzita externi knihovna OpenMP, ktera se radi k nejvyuzivanéjsim v oblasti paralelniho
programovani. Nasledovat bude rozsahle méfeni a vyhodnoceni efektivity navrzeného algoritmu
a porovnani s dosavadnimi paralelnimi implementacemi pro jazyk C++.

V kapitole |1| se sezndmime se zdkladnimi fadicimi algoritmy. Soucéasti bude uvedeni jejich
Casové, paméfové sloZitosti a nasledné i dodateénych vlastnosti, které mohou mit nezanedbatelny
vliv pfi ndvrhu a implementaci naseho algoritmu.

Po zadefinovani potrebnych pojmia a uvedeni do problematiky fazeni poli nasleduje kapi-
tola [2 pojednavajici o sekvenénich variantdch algoritmu Quicksort. Probereme zakladni dvou-
cestnd rozdélovani, ktera slouzila jako podklad pro implementaci vicecestné varianty. Diky tomu
ziskame predstavu, jak vicecestné rozdélovani funguje, a to ndm pomuze pri implementaci pa-
ralelniho vicecestného rozdélovani. Nasleduje empirické vyhodnoceni jejich vlastnosti a vybér
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implementace, kterd bude vyuzita i v rdmci paralelni verze Quicksortu.

Na zacatku kapitoly |3 uvedeme dosavadni paralelni implementace algoritmu. Diky tomu
ziskdme vhled do problematiky a zjistime nutné pozadavky na efektivni implementaci. V tuto
chvili mame vsechny potfebné informace pro analyzu a navrh nového vicecestného paralelniho
Quicksort algoritmu s ndzvem MPQsort. Autor této préce si neni védom jiné implementace ¢i
publikace, ktera by pojednévala o paralelnim vicecestném rozdélovani, a z toho diivodu se jedna
o prvni implementaci svého druhu.

Soucasti implementace algoritmu je priprava testovaciho prostredi, otestovani korektnosti
algoritmu a priprava testovacich dat pro vyhodnoceni jeho vysledné efektivity. To vSe je probréano
v kapitole

Zévéreénd kapitola 5| celé prace diskutuje nastaveni parametrii algoritmu, vyhodnoceni rych-
losti Tazeni a porovnani s existujicimi implementacemi. Srovnani algoritmi bylo provedeno na
rozsahlych polich, raznych datovych typech a usporadénich.



Kapitola 1

Radici algoritmy

Razeni dat pat¥ mezi nejzakladnéjsi problémy v informacnich technologiich a algoritmizaci.
Zpravidla se nutnost sefazeni dat vyskytuje jako podproblém néjakého jiného algoritmu, a proto
je potieba, aby byly radici algoritmy co nejvice efektivni. Setazeni dat mtze urychlit nasledny béh
programu ¢i algoritmu. Pro problém fazeni existuje nékolik riznych algoritmu splnujicich odlisné
vlastnosti, které budou probrany v kapitole[1.2| A¢ se jednd o elementdrn{ a jeden z nejstarsich
problémt, povazuje se stile za aktualni a snaha o jeho efektivnéjsi implementaci neustava. Jednou
ze snah je efektivni implementace paralelni verze radiciho algoritmu, jelikoz jsou takfka vSechny
procesory vicejadrové a takovéd implementace muze prinést podstatné zrychleni viuci sekvenéni
verzi.

Problém fazeni spoé¢ivé v prevedeni vstupni posloupnosti n prvki A = (a1, a9, as,...,a,) na
vystupni permutaci prvki B = (b1, b2, b3, ..., b,) takovou, ze pro vSechny prvky posloupnosti B
bude platit b; < b;11 pro vSechna i jdouci od 0 do n — 1. Sefazenost vystupnich dat zavisi na
vyuzitém operadtoru. Pro jednoduchost budeme v této praci pracovat pouze s operdtorem ,, <“
(mensi nez), ale data mohou byt sefazena i v opatném poradi. [1] [2] Pod terminem posloupnost
si také muzeme predstavit pole, které je vstupem radicich algoritmt v programovacich jazycich.

V této kapitole probereme zdkladni vlastnosti fadicich algoritmi, dle kterych se daji kate-
gorizovat. Diky tomu jsme schopni vybrat ten nejvhodnéjsi na zakladé povahy dat urcenych
k sefazeni a aktualnich potfeb. Obecny fadici algoritmus, ktery by byl nejlepsi pro vSechny typy
dat a potreby vyuziti, totiz neexistuje. Dale probereme zikladni radici algoritmy, které se stale
Siroce vyuzivaji a zamérime se na ty, které nam pomohou v implementaci paralelniho vicecestného
Quicksort algoritmu. Uvedeme si mozné implementace klasické dvoucestné verze Quicksortu (s
vyuzitim jednoho pivota) a na zavér probereme verze, které implementuji vicecestné rozdélovani
vyuzivajici dva a vice pivoti. Z téchto variant Quicksort algoritmu vybereme tu nejvhodnéjsi,
kterou budeme v paralelni verzi vyuzivat pro fazeni kratkych poli.

1.1 Vlastnosti radicich algoritmu

Radicf algoritmy se daji kategorizovat na zakladné jejich vlastnosti. Tyto vlastnosti se neomezuji
jen na ¢asovou a pamétovou slozitost, ale i na stabilitu dat, rekurzivitu a jejich citlivost na vstupni
data. [2] Kazdy fadici algoritmus v uréitych vlastnostech vyniké, ale zpravidla je tomu tak na
ukor jinych. Algoritmus, ktery by ve vSech vynikal, neexistuje. Naptiklad datové citlivost muze
v uréitych pripadech zcela zménit ¢asovou slozitost (pfedevsim u Quicksort algoritmu) a jinak
efektivni algoritmus prevést na neefektivni. V nasi implementaci budeme Quicksort kombinovat
s jinymi fadicimi algoritmy, abychom jeho nékteré negativni vlastnosti byli schopni potlacit
a dosdhnout vyssi efektivity.



Radici algoritmy

Casova slozitost

doby béhu vudi velikosti zpracovavanych dat. Velikosti rozumime délku vstupu (pocet elementii
uréenych k sefazeni) a budeme ji znacit pomoci n. Casové slozitost se udava jako tzv. asympto-
tickd slozitost, kterd urcuje slozitost pro velikd n a diky této skutecnosti se mohou zanedbat
multiplikativni a aditivni konstanty. Urcuji se zpravidla tii typy mezi casové slozitosti. Dolni
mez ¢asové slozitosti nam 1ika, ze algoritmus nemuze béZzet rychleji a byti efektivnéjsi nez sta-
novend mez (znaéi se ). Prumérnd slozitost ndm naopak ikd dobu béhu algoritmu obecné,
napri¢ riznymi typy vstupt. Muze se totiz stat, ze je algoritmus obecné velmi rychly a existuje
pouze velmi malé mnozstvi vstupti, pro které dosahuje vyssi casové slozitosti. V takovém piipadé
je lepsi pocitat s jeho prumérnou slozitosti, kterd je presnéjsi. Prumérnéa slozitost je ddna jako
prumér doby béhu pies vSechny mozné vstupy o délce n. [2] Poslednim typem je tzv. horn{ mez
¢asové slozitosti, vyjadiujici dobu béhu algoritmu v nejhorsim piipadé (pro nejhorsi mozny vstup
pro dany algoritmus). Ta je v piipadé popisu vlastnost{ algoritmu uvddéna nejcéastéji a znadi se
pomoci feckého pismene O. [3]

Bézné ¢asové slozitosti fadicich algoritmt, se kterymi se mtzeme setkat, jsou O(n?) nebo
O(nlogn). Slozitost 2(nlogn) je i dolni mez fadicich algoritmi, pokud budeme uvazovat po-
rovnavaci model RAM. [4] Jedn4 se o teoreticky vypocetni model popisujici elementdrni operace
nad pamétovymi buiikami. Buiiky jsou celoéiselné adresovany, pricemz kazda z nich je schopna
ulozit pravé jedno cislo. Operacemi rozumime zdkladni aritmetické, logické operace a ridici in-
strukce. [2] Je dokdzéno, Ze pokud budeme uvazovat algoritmus, ktery ma byt schopen seradit
jakoukoli vstupni posloupnost, neklast zadné naroky na jeji vlastnosti a pracovat v RAM mo-
delu, pak neni schopen ucinit rychleji nez vyse uvedend dolni mez. Existuji algoritmy jako Coun-
ting sort, schopné sefadit posloupnosti rychleji nez v ¢ase Q(nlogn), ale maji pomérné striktni
pozadavky na vlastnosti vstupu (zpravidla velmi nizkd mohutnost mnoZiny oboru hodnot, kterych
jednotlivé elementy nabyvajf).

Datova citlivost

Datova citlivost fadiciho algoritmu uréuje vliv vstupni posloupnosti na ¢asovou slozitost algo-
ritmu. Pokud je algoritmus datové necitlivy, pak to znamend, Ze pro vSechny délky n vstupni
posloupnosti A bude mit identickou ¢asovou slozitost. Z toho vyplyva, Ze jsou si hodnoty vSech
mezi rovny, tedy © = O. Pokud je datové citlivy, muze vstup ovlivnit dobu béhu a pocet
operaci nutnych k dosazeni vysledku. Quicksort je prikladem datové citlivého algoritmu, je-
likoz usporadani dat muze v urcitych pfripadech ovlivnit vybér pivota a mit za néasledek ne-
vyvéazenost velikosti vzniklych segmentt a tim zmenseni/zvétseni celkového poctu operaci. 2] [4]
Jako zastupce datové necitlivého algoritmu muzeme uvést Mergesort nebo Heapsort, které radi
vzdy v Case O(nlogn).

Citlivost na vstupni data muze byt, prinosem pokud vime, Ze je posloupnost skoro sefazena
a zbyva sefadit pouze malé mnozstvi prvki. V tom pripadé je vyhodné vyuzit napt. Shaker
sort s kontrolou sefazenosti posloupnosti, ktery by byl prakticky rychlejsi nez datové necitlivy
algoritmus.

Pamétova slozitost

Pamétova slozitost (nékdy také prostorova sloZitost) algoritmu uvadi jeho ndroky na operaéni
pamét po dobu jeho vypoctu. Stejné jako v piipadé Casové sloZitosti se uvadi asymptoticky
a vyuziva identické notace pro rizné meze. Zpravidla se vSak zajimame ¢isté o nejvyssi moznou
prostorovou sloZitost (znacenou O), jelikoz systém méa paméti omezené mnozstvi a pfi béhu
algoritmu ji nesmime pfesahnout. Casto plati, Ze se ¢asova slozitost d& snizit na tikor prostorové
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a pri vybéru algoritmu se v pripadé systému s dostatecnym mnozstvim hlavni paméti priklanime
spise k lepsi ¢asové nez pamétové slozitosti.

Prostorova slozitost se uvadi ve vztahu k velikosti vstupu n. Vzdy uvazujeme pouze do-
dateénou pamét, potiebnou pii vypoétu. MnoZstvi paméti, kterou zabiraji vstupni data pii
vypoétu neuvazujeme. Pokud potiebnd pamét algoritmu neni zavislad na velikosti vstupu, pak ji
znatime jako konstantni O(1) (pro vypocet je vyzadovdno pouze konstantn{ mnozstvi pomocnych
proménnych). [2] Na zdkladé této skutecnosti rozliSujeme dva typy algoritmu (v piipadé fazeni
obzvl4sté dulezitd vlastnost) a to in-place a out-of-place.

In-place algoritmy nepozaduji dodatetnou pamét zivislou na velikosti vstupu a pro sviij
bé&h pozaduji pouze konstantni mnoZstvi dodatetné paméti (lokalni proménné). Jejich pamétova
slozitost je tedy O(1). Takové algoritmy jsou obzvlasté vihodné, pokud méme paméti nedostatek
a algoritmus zpracovava veliké mnozstvi dat, které by se nemuselo do paméti vejit. Zastupcem
z Tad Tadicich algoritmu je Insertion sort nebo Shaker sort.

Out-of-place algoritmy pro sviij béh vyzaduji alokaci dodatecné paméti a ta je zavisla na
velikosti zpracovavaného vstupu. NejznaméjsSim zastupcem z fadicich algoritmt je Mergesort,
ktery mé prostorovou slozitost O(n). Vedle vstupniho pole si totiz potiebuje alokovat dalsi, které
bude mit identickou velikost n. Existuji i implementace, které jsou schopny pracovat in-place,
ale je tomu tak na tkor casové slozitosti.

Stabilita razeni

V urcitych ptipadech chceme data seradit dle velikosti, ale chceme pritom zachovat jejich rela-
tivni poradi v pripadé, kdy jsou si elementy rovny. Presné to vystihuje pojem stabilita fadiciho
algoritmu. Pokud se tedy ve vstupni posloupnosti vyskytuji prvky, které jsou si rovny na zakladé
poskytnutého operatoru, pak je radici algoritmus stabilni pravé tehdy, kdyz se jejich vzajemné
poradi na vystupu shoduje s jejich pofadim na vstupu. Formalnéji pokud a; = a; pro 7 < j, pak
je a; ve vystupu pred a;. [2]

Zastupci stabilnich radicich algoritmu jsou naptiklad Insertion sort nebo Bubble sort.

Rekurzivita

Rekurzivita fadictho algoritmu neni ¢asto uvadéna, ale muze byt pomérné dulezitou vlastnosti,
jelikoz muze ovliviiovat vyslednou implementaci fadiciho algoritmu a praktickou dobu béhu.
Rekurzivni algoritmy davaji smysl u vstupii vétsich velikosti, ale pfinaseji nezanedbatelné zpo-
maleni oproti nerekurzivnim v pfipadé malych vstupt (pfesnou hranici je tfeba uréit empiricky).
Prilisné volani funkce pro malé vstupy muze zpusobit, ze jeji samotné voldni, uloZeni lokalnich
proménnych na zasobnik a jejich néasledné ¢teni bude trvat déle, nez samotné zpracovani dat.
Opakovanému voldni funkce se da zamezit pomoci simulace zasobniku datovou strukturou stack.
kud na feseni daného problému existuje nerekurzivni algoritmus, je vhodné jej vyuzit pro reseni
dostatecné malych podproblémi vzniklych v rdmci rekurzivniho algoritmu. Tim jsme schopni
vzniklou neefektivitu eliminovat.

Nejznameéjsimi zastupci rekurzivnich algoritmii jsou Quicksort a Mergesort. Z fad nerekur-
zivnich pak Insertion sort a Bubble sort.

1.2 Zakladni radici algoritmy

Zakladni radici algoritmy jsou zpravidla jednoduché na implementaci, jsou kratké, in-place, ale
maji kvadratickou ¢asovou slozitost. [2] Mezi nejznaméjsi patii Bubble sort, Selection sort a Inser-
tion sort. Tyto algoritmy jsou nerekurzivni a in-place, proto je jejich vyuziti vhodné pro fazeni
kratkych posloupnosti a nebo jako soucédst rekurzivniho fadiciho algoritmu (divody uvedeny

(9}
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v predchézejicich odstavcich). Z praktického hlediska je z vyse uvedenych nejlepsi Insertion sort.
V praxi totiz dosahuje vyssi rychlosti a proto jej vyuzijeme jako jeden z pomocnych sekvenénich
nerekurzivnich algoritmi v ramci nasi implementace sekvencniho vicecestného Quicksort algo-
ritmu. [5]

kterd je vzdy O(nlogn). Bude proto druhym algoritmem vyuzitym pri implementaci. Davody
pro jeho vybér jsou ve vétsich detailech probrany v sekei [2.4]

Nize je uvedena tabulka s prehledem znamych radicich algoritmu a jejich vlastnosti. Casové
slozitost je uvddéna v prumérném piipadé (znaceno symbolem 0). [2] Ve sloupcich, kde je uvedeno
Ano/Ne, zélezi na konkrétni implementaci, zda bude mit algoritmus danou vlastnost. U algoritmu
Quicksort je uvedena logaritmicks pamétova sloZitost, a to i v piipadé, kdy je implementovan
jako in-place, coz mize byt ponékud matouci. Je tomu proto, ze z definice nemuze byt konstantni,
pokud je zavisld na vstupu. P¥i kazdém rekurzivnim volani je t¥eba ulozit lokdln{ proménné (pivot
a jiné proménné potfebné k vypoctu) na zasobnik. MnoZstvi paméti je zanedbatelné, ale kvuli
korektnosti bylo tfeba tuto skutecnost uvést.

Algoritmus ‘ Casova sloz. ‘ Pamétova sloZ. ‘ Dat. cit. ‘ Stabilita ‘ Rekurzivita ‘

Bubble sort 0(n?) o(1) Ano/Ne Ano Ne
Insertion sort 0(n?) O(1) Ano Ano Ne
Mergesort ©(nlogn) O(n) Ne Ano Ano/Ne
Heapsort O(nlogn) O(1) Ne Ne Ne
Quicksort ©(nlogn) O(logn) Ano Ne Ano

B Tabulka 1.1 Vlastnosti zdkladnich fadicich algoritmfi.
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nostem a faktu, Ze je in-place. V praxi tento algoritmus dosahuje vyssi rychlosti nez ostatni algo-
ritmy, pokud je dobfe implementovan a optimalizovan. Proto je Siroce vyuzivan ve standardnich
knihovnach nejznameéjsich jazyki jako je C++ ¢i Java. Z toho divodu je snahou Quicksort co
nejvice optimalizovat, a to pomoci kombinaci s jinymi algoritmy, vybérem pivota ¢i implementaci
vyuzivajici vice pivotu (vice v sekci ’ﬁb

V této sekci si probereme strukturu algoritmu, jeho dil¢i Casti a zadefinujeme potiebnou
terminologii vyuzivanou v celém zbytku prace.

2.1 Struktura a popis algoritmu

Quicksort pracuje v RAM modelu a proto pro néj plati stejné limitace z hlediska casové slozitosti,
jako u jinych zakladnich fadicich algoritmt (dolni mez Q(nlogn)). Hlavni myslenkou klasického
Quicksortu je vybrat prvek ze vstupni posloupnosti, kterému fikdme pivot, a prerozdélit vstupni
posloupnost do dvou segmentti. Z toho divodu se radi mezi klasické algoritmy rozdél-a-panuj.
Vstupni problém rozdélime na nékolik mensich podproblému a ty resime obdobnym zptisobem
rekurzivné. Prvni segment bude obsahovat prvky mensi nez pivot a druhy segment bude obsa-
hovat prvky vétsi nebo rovny pivotu, jako je vidét na obrazku|2.1. Procesu pfemisténi prvka do
spravnych paméfovych bunék za tcelem splnéni tohoto uspotradani se ¥ikd rozdélovdni. V tomto
pripadé se jedna o tzv. dvoucestné rozdélovani, protoze byla posloupnost rozdélena na dvé Casti
a kazda cast seskupuje prvky na zakladé jejich vztahu vaci pivotovi. Nékteré publikace uvadéji
termin tticestné rozdélovani i v pripadé vyuziti jednoho pivota. Posloupnost se rozdéli na tri
segmenty, pricemz prostiedni z nich bude obsahovat prvky rovny pivotu, coz je zachyceno na
obrézku|2.2. Z naseho pohledu se stéle jednd o rozdélovani dvoucestné, jelikoz prvky rovny pi-
votu jsou jiz na spravném misté a proto mohou byt zcela vynechany z nésledujicich vypocti.
Tedy i v tomto pripadé jsme problém rozdélili na dva podproblémy a ne na tii. Nékteré publikace
definuji uvedené schéma jako rozdélovani pomoci tzv. sirokého pivota. E] g] ﬂgﬂ

Poté co je pole rozdéleno na segmenty, je na kazdy segment zvlast zavoldn Quicksort rekur-
zivné a proces se opakuje az do splnéni ukoncovaci podminky. Poté co jsou sefazeny vsSechny
segmenty, vznikne sefazené vystupni pole.

<P [P] =P |

B Obrazek 2.1 Umistén{ prvkd pole po zpracovani dvoucestnym rozdélovanim.
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B Obrazek 2.2 Umisténi prvkii pole po zpracovani se segmentem pro prvky rovny pivotu.

Tabulka ’ﬁ‘ uvadi prameérnou ¢asovou slozitost Quicksortu jako ©(nlogn), kterd je vsak
v nejhor$im ptipadé az kvadraticka O(n?). Degradaci na kvadratickou sloZitost je mozno potlagit
vybérem vhodného pivota takovym zpusobem, aby rozdéloval pole na segmenty o priblizné stejné
velikosti a kombinaci s jinymi fadicimi algoritmy, popsanymi v sekei 2.4

Quicksort je v zékladnich a béznych implementacich nestabilnim radicim algoritmem. Existuji
implementace dodrzujici stabilitu fazeni, ale ty vyZzaduji dodate¢nou pamét béhem vypoctu. [2]
Také je povazovén za in-place algoritmus i navzdory nutné alokaci O(logn), coz bylo popséno
v|1.2. V neposledni fadé je datové citlivy, jelikoz vstupni data maji vliv na kvalitu vybéru pivota
a tedy i velikost segmentt po rozdélovani.

Pseudokéd (2.1 zachycuje trividlni implementaci Fidici ¢dsti algoritmu v piipadé jednoho
(dvoucestny) a dvou pivotu (t¥icestny). V piipadé vicecestnych variant by byla fidici ¢ast im-
plementovana obdobné. MuzZeme si povsimnout koncové rekurze, kterd se da prepsat na cyklus
a tim usettit jedno zbytecné rekurzivni volani. V radmci fidici ¢asti se v praxi implementuje
volani jinych radicich algoritmu na zakladé aktualni velikosti vstupu, hloubky rekurze a jinych
zvolenych parametri.

M Vypis kédu 2.1 Pseudokéd trividlni implementace fidici ¢asti algoritmu Quicksort.

// Zakladni dvoucestna varianta
Quicksort(A, 1lp, rp) {
if (Ip < rp) {
pi = Partition(A, 1lp, rp)
Quicksort(A, lp, pi - 1)
Quicksort(A, pi + 1, rp)

}

// Tticestnd varianta
Quicksort(A, 1lp, rp) {
if (Ip < rp) {
[pil, pi2] = Partition(A, lp, rp)
Quicksort(A, 1lp, pil - 1)
Quicksort(A, pil + 1, pi2 - 1)
Quicksort(A, pi2 + 1, rp)

}

// Dvoucestnd varianta bez koncové rekurze
Quicksort(A, 1lp, rp) {
while (1p < rp) {
pi = Partition(A, lp, rp)
Quicksort(A, lp, pi - 1)
lp += pi + 1;
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Rozdélovani

Rozdélovani posloupnosti na segmenty je jadrem algoritmu Quicksort. Jeho kvalita a efektivita
urcuje celkovou dobu béhu a vlastnosti algoritmu. V této sekci se strucné sezndmime se zékladnimi
variantami dvoucestného rozdélovani, coz jsou Sedgewick-Hoare a Lomuto. [6] Pro néasledujici
stranky definujme pivoty jako P, < ... < Ps_1, kde s vyjadiuje pocet vzniklych segmentu. Diky
tomu jsme schopni pfi p pivotech rozdélit posloupnost na s = p + 1 segmenti. Kazdy pivot P;
je rozdélova¢em segmentu s; a $;41. Segmenty se nepfekryvaji a diky usporddani pivotl (pofadi
zévisi na zvoleném operatoru) tvori pivoti usporddanou posloupnost. Po dokonéeni rozdélovani
jsou tedy i segmenty viic¢i sobé spravné usporadany a méame zaruceno, ze prvky v daném segmentu
zustanou (neni potieba pfesun prvki mezi segmenty) a pouze se muZze zménit umisténi prvka
v rdmci daného segmentu.

Na nasledujicich tadcich si probereme dva elementarni algoritmy rozdélovani Sedgewick-
Hoare a Lomuto vyuzivajici jednoho pivota, které rozdéluji vstupni data do dvou segmenti.
Pro zjednoduseni znaéeni necht P = P; pro oba algoritmy. Algoritmy fes{ identicky problém, ale
pristupuji k nému dvéma rtznymi zplsoby, pficemz kazdy ma pozitiva i negativa. Jejich pocho-
peni je klicem k vicecestnému rozdélovani. To totiz zpravidla vyuzivd kombinaci obou pristupt
a tvori zaklad jejich logiky.

Sedgewick-Hoare je starsi variantou, ktera pracuje s dvéma indexy k a g, které se postupnym
zpracovavanim prvka posloupnosti priblizuji k sobé zleva a zprava. [6] [7] Index k resp. g se
inkrementuje resp. dekrementuje, pokud je dany element ve spravném segmentu. Pokud se pod
indexy nachézi elementy, které spadaji do opa¢ného segmentu, pak se elementy prohodi a po-
kracuje se s dalsimi. Indexy k a g se potkaji na hranici segment, ¢imz rozdéli data na dvé
¢asti. Po vlozeni pivota na tuto hranici je na své koncové pozici a nové vytvorené segmenty
se rekurzivné zpracuji obdobnym zptisobem. Pro lepsi predstavu obrézek 2.3 zachycuje invari-
ant rozdélovani posloupnosti. [6] Oblast oznafena symbolem ,, 7 bude po skonéeni rozdélovani
pokryta levym, resp. pravym segmentem.

=P

|
¥

=

B Obrazek 2.3 Invariant Sedgewick-Hoare rozd&lovani.

Pseudok6d|2.2| piehledné ukazuje, jak funguje rozdélovani Sedgewick-Hoare. Funkce GetPivot
z posloupnosti Cisel vybere pivota a vrati ndm jeho index. Vybér pivota funkci GetPivot muze
byt ndhodny, medidn t¥{ prvki, posledni element, ¢i jiny vhodny zplisob. Oba dva segmenty
po ukonceni rozdélovani mohou obsahovat prvky rovny pivotu. Diky tomu se da predejit degra-
daci ¢asové slozitosti v pripadé velkého mnozstvi identickych prvka, jelikoz se nepfesouvaji do
jednoho segmentu a zustavaji na misté, kde jsou. Tento typ rozdélovani se standardné vyuziva
u paralelnich implementaci rozdélovani s jednim pivotem, jelikoz se da efektivné a skalovatelné
paralelizovat. |7]
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B Vypis kédu 2.2 Pseudokdd Sedgewick-Hoare rozdélovani.

PartitionSedgewickHoare(A, 1lp, rp)

pi = GetPivot(A, lp, rp)

pivot = A[pil

k=1p-1, g=1rp + 1

while (true)
do k += 1 while (A[k] < pivot)
do g -= 1 while (pivot < A[g])
if (k >= g) return g
swap(A[k], Algl)

Lomuto rozdélovani méa oproti predchozimu jeden zasadni rozdil. Indexy nejdou proti sobé
tak dlouho, dokud se nepotkaji, ale oba postupuji zleva doprava. Konec rozdélovani nastane v tu
chvili, kdy je vedouci index k vétsi nebo roven aktualni délce zpracovavaného vstupu n. Indexy
jdouci zleva postupné oznacime ko a k, pricemz ko je rozdélovac¢em dvou vznikajicich segmentu.
Po ziskani pivota jej umistime jako posledni prvek vstupu a na konci rozdélovani jej presuneme
na spravné misto. Obrézek 2.4 demonstruje schéma pribéhu algoritmu. Cést oznacens symbolem
,» 1 ze zacatku pokryva celou vstupni posloupnost.

| < > P ?

i

|

B Obrazek 2.4 Invariant Lomuto rozdélovani.

Tento pristup je jednodussi z hlediska implementace a je zpravidla uvadén jako priklad im-
plementace Quicksortu. Na druhou stranu je v praxi méné efektivni a v pripadé velkého mnozstvi
identickych prvki dochdzi k degradaci na O(n?), pokud nejsou zavedeny optimaliza¢ni techniky.
Dale neni vibec vhodny z hlediska paralelizace a nenabizi jednoduchy zptsob, jak diléi casti
vstupu prerozdélit mezi vldkna. [1] Pseudokdd 2.3/ ukazuje moznou implementaci algoritmu.

B Vypis kédu 2.3 Pseudokdéd Lomuto rozd&lovani.

PartitionLomuto(A, 1lp, rp)

pi = GetPivot(A, lp, rp)

pivot = Alpil

swap (A[pil, Alrpl)

k2 = 1p

for (k = 1p; k < rp; k += 1)

if (A[k] < pivot)

swap(A[k2], A[k])

k2 += 1
swap(A[k2], Alrpl)
return k2

Spravné pochopeni algoritmu a je stézejnim pro kapitolu vicecestného rozdélovani.
V implementacich vicecestnych rozdélovani se vyuzivaji obé varianty riaznymi zpusoby v zavislosti
na zvoleném poctu pivoti. Vysledna implementace je poté slozitéjsi.
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Vybér pivota

Vybér pivota je obzvlasté dulezity krok pro efektivitu Quicksortu. Vlastnosti pivota urcuji
kvalitu rozdélovani, od kterého chceme, aby po jeho dokonceni byly vysledné segmenty ve-
likostné co mozna nejpodobnéjsi. V takovém pripadé vyuzivame maximalni potencial algo-
ritmu, predchazime jeho degradaci na kvadratickou ¢asovou slozitost a maximélné se priblizime
k primérné casové slozitosti.

V pripadé dvoucestné varianty chceme posloupnost rozdélit na dvé velikostné podobné c¢asti,
¢imz problém hledéni pivota mtzeme definovat jako problém hledédni medidnu (nebo elementu
blizko medidnu).

Triviadlni implementace voli jako pivota prvni, resp. posledni prvek posloupnosti. Takové reseni
miuze docilit pramérné ¢asové slozitosti v pripadé, kdy vime, Ze je posloupnost tvorena ndhodnymi
prvky z uniformniho rozdéleni a neni sefazena. Diky tomu je takovy vybér vlastné ndhodny prvek
z posloupnosti a to, Ze se trefime do "skoromedianu”, mé pravdépodobnost % To vsak klade velmi
striktni pozadavky na data a v praxi by byl takovy algoritmus nepouzitelny. V pripadé serazené
posloupnosti by takovy vybér znamenal voleni nejmensiho, resp. nejvétsitho prvku, coz by mélo
za dusledek degradaci na kvadratickou ¢asovou slozitost.

Dalsim pristupem je vybér pivota jako ndhodny prvek z posloupnosti. Tim se eliminuje nej-
horsi pripad pro predem sefazend data a v prumeéru bychom se méli vice priblizit prumérné
slozitosti. Problém vybéru jsme timto redukovali, ale kvalita vybéru pivota stdle nebude op-
timalni. Ndhodné vybrany prvek nemusi byt dostatecné blizko medianu a pravdépodobnost
vybéru skoromedidnu je stdle nizka v piipadé dat z uniformniho rozdéleni. Z toho divodu se
vyuzivaji nasledujici pristupy k vybéru pivota, které se vyuzivaji v praxi.

Medidan-tri vybere tii prvky z posloupnosti a z nich vybere medidn. Vybér prvku muze byt
ndhodny a nebo fixni (element prvni, posledni a prostfedni). Tato varianta podstatné zvysi
pravdépodobnost vybéru pivota blizko medidanu oproti diive uvedenym pristuptim a je pro realna
data bézné uzivana. Nahodny vybér s sebou prinasi dobu stravenou generovanim ndhodnych in-
dexii posloupnosti a proto se vyuzivaji fixni indexy, které se v praxi osvédcily. Dalsim vylepSenim
je varianta Medidn-péti, ktera obdobné vybere misto t¥{ prvkd pét a z nich vybere medidn. TTeti
znamou technikou je vybér pivota jako medidn-tri-medidni-tri-prokid. Nejrychlejsim zptisobem je
dle [8] technika Medidn-péti.

Nevyhodou je ¢as straveny na vybéru prvku a generovani ndhodnych indext v poli pro kratsi
posloupnosti (pokud se rozhodneme pro ndhodny vybér indext). Naopak u delsich posloupnosti
je vybér medidanu pomoci metod vyse nedostateény a presnost vybéru se muze u velmi rozsahlych
posloupnosti snizit. Proto je vhodnéjsi moznosti vybrat | elementt (tzv. sampling), ty seradit
a z nich vybrat medidn. [9] Hodnota ! bude vzdy relativni viéi aktudlni fazi algoritmu. V pfipadé
zacatku Quicksort algoritmu na presnosti vybéru pivota zalezi vice, jelikoz se zpracovava nejveétsi
mnozstvi dat a chceme docilit co nejpodobnéjsich velikosti jednotlivych segmentt. Naopak ve
vétsi hloubce rekurzivniho stromu volani, kdy rfadime relativné o dost mensi posloupnosti, by
kvalitni vybér mohl naopak pfinést zpomaleni. Timto zpusobem docilime presnéjsiho vybéru pi-
vota a eliminujeme ¢asovou ndro¢nost pro malé velikosti vstupu. [9] Varianta vyuzivajici sampling
je také vhodnd pro vybér vice pivoti, kde bude pivot P; urcen jako element z posloupnosti [ vy-
branych prvka, indexovany jako l#l, kde p je pocet pivoti a ¢ index pivota. Nasledné muzeme
zvolit parametr, ktery urcuje pocet prvkia ze vstupu nutnych na urceni jednoho pivota. Tedy
pokud tento parametr urc¢ime jako d, pak pocet prvku nutnych k nalezeni i pivoti je roven d - i.
Uvedeny zpusob byl vyuzit v nasi implementaci fadiciho algoritmu.

Jednim z dalSich pfistupu je urCovani pivota tzv. dynamicky, jak doporucuji autori ¢lanku
[10]. Hlavni myslenkou je udrzovéni statistik, jako je pocet prvki v levém, resp. pravém seg-
mentu a jejich soucet. Na konci rozdélovani se spocte primérnd hodnota, které prvky pro dany
segment nabyvaji, a vysledna hodnota je vyuzita jako pivot pro nasledujici rekurzivni rozdélovani.
V préci autori demonstruji dosazeni vyssi efektivity v porovnani s pristupy Median-ti{ a Median-
péti. Problém nastiava v obecnosti, jelikoz autori predpoklddaji, Zze jednotlivé elementy budou

11
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podporovat zakladni aritmetické operace a tim se ubird na obecnosti fadiciho algoritmu. Je-
diné podporované operace pro zachovani obecnosti je porovnani dvou prvki a jejich prohozeni.
Vyzadovani dodateénych operaci by mohlo pfinést omezeni na vstupni data. Autori déle ne-
provadéji rozsahlejsi testovani v pripadé, kdy se ve vstupnich datech vyskytuje veliké mnozstvi
velmi malych elementt a malé mnozstvi velikych elementii. V takovém piipadé mize byt pramér
velmi vzdaleny medidnu, coz je dalsi z davodi pro¢ tento pristup vybéru pivota nebudeme dale
uvazovat.

2.2 Vicecestné rozdélovani

V ptedchozich sekcich jsme si uvedli algoritmy rozdélovani v pfipadé jednoho pivota a tim
polozili zaklad pro pochopeni a probrani variant s vicero pivoty. Prvni zminka a implemen-
tace vicecestného rozdélovani pochézi z roku 1975 z doktorandské prace Roberta Sedgewicka.
[11] Jeho metoda rozdélovéni okolo dvou pivott byla uvedena jako efektivni Feseni vstupt s vy-
sokym poctem opakujicich se prvki, tedy varianta tlustého pivota, kterou jsme si definovali v|2.1.
Po analyze z hlediska poc¢tu porovnani, prohozeni elementi a poc¢tu prectenych prvka jim byl
tento pristup oznacen jako neefektivni. Celkové se na vicecestné rozdélovani (2 a vice pivoti)
nahlizelo v dvacdtém stoleti velmi skepticky, jelikoz teoretické analyzy algoritmu z hlediska poc¢tu
prohozeni elementti dosahovaly horsich vysledki. [6]

V roce 2009 byla uvedena nova implementace fadictho algoritmu v jazyku Java, kterd dosaho-
vala nizs{ doby béhu nezli predesld implementace. Novy algoritmus YBB (Yaroslavskiy-Bentley-
Bloch), nesouci ndzev po svych autorech, je implementaci Quicksortu s rozdélovanim pomoci dvou
pivotd. Zrychleni se dosdhlo i navzdory faktu, ze algoritmus dosahuje vyssiho poc¢tu prohozeni
prvki a to skoro dvojndsobné oproti varianté s jednim pivotem [2.1. Naopak se dosdhlo nizsiho
poctu porovnani 1.9nlogn oproti implementaci s jednim pivotem 2nlogn. [12] Analyza na Cisté
teoretické irovni ndm totiz nedd spolehlivy pohled na efektivitu algoritmu, jelikoZ nebere v potaz
dnesni architekturu pocitacovych systému, ktera ma na rychlost algoritmu nezanedbatelny vliv.

Dosazené zrychleni bylo jesté vétsi, nez by se dalo z po¢tu porovnani o¢ekdvat. Diivodem je jiz
zminéné opomenut{ architektury modernich poéitacovych systémi a jejich pamétové hierarchie.
Rozdil mezi rychlosti paméti a CPU se v poslednich letech ¢im d&l tim vice zvétsuje, a proto
omezenim piistupu do hlavni paméti na tikor narocnéjsiho vypoctu ze strany CPU a vyuzitim
cache paméti muze algoritmus dosdhnout zna¢ného zrychleni.

Tabulka ﬂ uvadi porovnan{ parametria variant Quicksortu pro jednoho, dva (YBB) a tfi
pivoty (Waterloo). Parametr, ve kterém se algoritmy lisi, je multiplikativni konstanta. Asympto-
ticky jsou vSak parametry pro vSechny varianty identické, coz plyne z povahy radicich algoritm.
Parametr Cache Miss udava pocet ¢teni/zépisu elementii, které se nenachédzely v cache paméti
procesoru a bylo nutné je nacist z hlavni paméti. To mé za nasledek vyrazné zpomaleni algoritmu,
jelikoz je procesor zdrzovan ¢ekanim na data potiebna k vypoctu.

Muzeme si povsimnout, ze z hlediska poc¢tu prohozeni prvki je jako nejlepsi algoritmus bran
dvoucestny Quicksort. Obé vicecestné implementace naopak dosahuji témér dvojnasobného poctu
prohozeni elementt vici dvoucestné varianté, coz vsak kompenzuji poctem Cache Miss a nizsim
poctem porovnani. Varianta Waterloo by z tohoto pohledu méla byt nejvice efektivni. V nepo-
sledni fadeé tyto algoritmy dosahuji prumeérné nizsi hloubky rekurze, coz je nasledkem skutecnosti,
ze v ramci jednoho rekurzivniho voldni odvedou ,,vétsi“ mnozstvi prace (data jsou rozdélena na
tfi nebo Ctyfi segmenty, oproti ptivodnim dvéma).

YBB rozdélovani

Jednd se o prvni implementaci vicecestného Quicksortu, kterd si nasla misto v standardni kni-
hovné jazyka Java. Pro rozdélovani je vyuzito p = 2 pivotl a rozdéluje vstupni posloupnosti na
tii segmenty. Pivoty pred rozdélovanim sefadime a po skonceni rozdélovani bude prvni segment



Vicecestné rozdélovani

Varianta \ Cache Miss Porovnani | Prohozeni

1-pivot 27 log 715 2nlogn 0.333nlogn
2-pivoti (YBB) 1.6’%1 log 2\72—:12 1.9nlogn 0.6nlogn
3-pivoti (Waterloo) | 1.38%  log #75 | 1.85nlogn [ 0.62nlogn

B Tabulka 2.1 Porovnani parametri riiznjch variant Quicksort algoritmu s ohledem na pocet pivoti.
[12] M znadi velikost cache paméti a B velikost jedné cache line.

obsahovat prvky mensi nez P, druhy segment prvky vétsi nebo rovny P; a prvky mensi nebo
rovny Ps. Posledni segment obsahuje prvky vétsi nebo rovny P,. Hodnoty pivota tedy volime
takovym zptisobem, aby ndm pole rozdélily na velikostné podobné t¥etiny. [6]

Prubéh algoritmu je nasledujici. Indexy ks a k zacinaji na stejném indexu v poli vlevo a po-
stupné se priblizuji k indexu g jdoucimu zprava. Pod indexem k se nachéazi novy prvek, ktery
ma byt zarazen do spravného segmentu. Ostatni indexy slouzi jako oddélovace mezi postrannimi
segmenty a vnitinim segmentem. Po zpracovani vsech elementt v oblasti oznacené ,, 7 se indexy
k a g potkaji a vytvori kone¢nou hranici. Jiz ze schématu muzeme vidét silnou podobnost s dvou-
cestnymi implementacemi rozdélovani. Posun indext k5 a k je identicky jako v pripadé Lomuto
rozdélovani a pouze se pfidal dodate¢ny index g jdouci zprava.

<P1 Zpl/\SPg ? ZPQ
%
ks % G

B Obrazek 2.5 Invariant YBB rozdélovani.

Pseudokéd 2.4 zachycuje rozdélovani pomoci YBB algoritmu. Zajimavou souéésti algoritmu
je funkce CyclicShiftLeft. Funkce vezme zvolené tii indexy do vstupnich dat A a cyklicky prohodi
prvky o jednu pozici vlevo. V algoritmu totiz nastavé situace, kterd si zad4 prohozeni vicero
prvku najednou. K tomu dochazi v pripadé, kdy jsou pod indexy k, ko a g postupné ulozeny
elementy, splnujici > P, > P; a < P;. Identického vysledku by se dalo dosdhnout sérii dvou po
sobé jdoucich prohozeni, ale pristup vyuzivajici cyklicky posun je efektivnéjsi.
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B Vypis kédu 2.4 Pseudokéd YBB rozdélovéni.

PartitionYBB(A, 1lp, rp)
pil, pi2 = GetPivot(A, 1lp, rp)
swap(A[pill, A[lp]l)
swap(A[pi2], Alrpl)
pl = A[lp]
p2 = Alrpl
k2 =1p+1, k=k2, g=1rp - 1
while (k <= g)
if (A[k] < pD)
swap(A[k2], A[k])
k+=1
else
if (A[k] >= p2)
while (k < g && p2 < Algl)
g =1
if (Alg]l >= p1)
swap(A[kl, Algl)

else
CyclicShiftLeft(k, k2, g)
k2 += 1

g =1

k+=1
swap(A[rpl, Alg + 1])
swap(A[lpl, A[k2 - 1])
return k2 - 1, g + 1

Waterloo rozdélovani

V tomto typu rozdélovani uvazujeme pocet pivoti p = 3, kdy se vstupni posloupnost rozdéli
na Ctyri segmenty a jedna se tedy o ¢tyrcestné rozdélovani. Po ukonéeni rozdélovani bude prvni
segment obsahovat prvky < P;, druhy segment > PA < P, treti > P,A < P3 a posledni > Ps.
Algoritmus byl publikovdn v roce 2013 na univerzité Waterloo, odkud plyne jeho nazev. [6] [12]
Dle tabulky 2.1 dosahuje nejvyssi efektivity z hlediska prace s cache paméti, a proto by mél byt
teoreticky rychlejsi nez algoritmus YBB.

Hlavnim rozdilem, vyjma poctu pivoti, je druhy ,,vedouci® index g, ktery prochézi vstupni
posloupnost zprava doleva. Rozdélovani skonci ve chvili, kdy se indexy k a g potkaji a vytvori
hranici mezi vnitfnimi segmenty. Obrazek schématicky zachycuje pribéh algoritmu.

> P

<P >P1/\§P2| ? |2P2/\§P3
—
i 7

5

B Obrazek 2.6 Invariant Waterloo rozdélovani.

Pseudokdd zobrazuje Ctyfcestné Waterloo rozdélovani. Mizeme si povSimnout vétsi sy-
metricnosti vici predchozimu algoritmu v podobé dvou vnorenych while cykli, kde indexy k a g
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Vyhodnoceni a vybér rozdélovani

jdou proti sobé. Také nam pribylo mnozstvi cyklickych posuvii, jelikoZ se nové vyskytuji situace,
kdy je tfeba posunout elementy i vpravo. Navic je nové potieba provést posun ¢ty elementi,
protoze pracujeme celkové se ¢tyimi indexy. Vsechny posuny by se daly opét implementovat jako
série po sobé jdoucich prohozeni, ale z diivodu vyssi rychlosti posuvi byly nahrazeny.

B Vypis kédu 2.5 Pseudokéd Waterloo rozdélovani.

PartitionWaterloo(A, 1lp, rp)
pil, pi2, pi3 = GetPivot(A, lp, rp)
swap(A[pill, A[lpl)
swap(A[pi2], Allp + 11)
swap(A[pi3], Alrpl)
k2 =k =1p + 2, g=g2 =rp - 1
pl = A[lpl, p2 = A[lp + 11, p3 = A[rp]
while (k <= g)
while (k <= g && A[k] < p2)
if (A[k] < pl)
swap(A[k2], A[k])
k2 += 1
k += 1
while (k <= g && p2 < Algl)
if (p3 < Algl)
swap(Algl, Alg2])

g2 =1
g =1
if (k <= g)

if (p3 < A[k])
if (Algl < p1)
CyclicShiftRight (k2, k, g2, g)
k2 += 1
else
CyclicShiftLeft(k, g, g2)
k+=1, g =1, g2 =1
else
if (Algl < p1)
CyclicShiftRight (k2, k g)
++k2;
else
swap(A[k], Algl)
k+=1, g =1
k2 =1,k =1, g+=1, g2 += 1
swap(A[lp + 11, A[k2]), swap(A[k2], A[k])
k2 -= 1
swap(A[lpl, A[k2]), swap(Alrpl, Alg2])
return k2, k, g2

2.3 Vyhodnoceni a vybér rozdélovani

Soucasti paralelnfho vicecestného Quicksort algoritmu bude jeho sekvencni verze. Paralelizace
dava smysl pro rozsahlé posloupnosti, a proto se na kratsi vyuzivd sekvencni varianta, jelikoz
nepfinasi zpomaleni zptisobené managementem vlaken. V sekcich|2.1/a|2.2 jsme si probrali mozné
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typy rozdélovani po jejich teoretické strance, jejich mozné implementace a vlastnosti. V této sekci
naopak prakticky zméfime jednotlivé ukazatele, porovndme je s témi teoretickymi (viz. tabulka
2.1) a po vyhodnocen{ zvolime tu nejlepsi sekvenéni implementaci.

Byly implementovany t¥i Quicksort varianty vyse s rozdélovanim Hoare, YBB a Waterloo.
Tyto algoritmy budeme porovnavat z hlediska poc¢tu operaci prohozeni (swap), porovnéni (com-
pare), doby Tazeni a po¢tu cache miss. Diky kombinaci téchto parametrt jsme schopni algoritmy
vici sobé spolehlivé porovnat a vyhodnotit. Vstupni data jsou datového typu int a jsou gene-
rovana nahodné z uniformniho rozdéleni. Velikost vstupnich dat byla zvolena jako 107. Diky
nidhodnym datim a jejich délce bychom méli potlac¢it nevhodny vybér pivota a zvyhodnéni
nékterého z algoritmu. A¢ byla data nidhodné generovana, jednotlivé algoritmy pracuji nad
stejnymi daty, ¢imz zamezime nekonzistencim v méreni.

Pro pfesné méreni poctu operaci prohozeni a porovnani vSechny tii varianty vyuzivaji stejny
algoritmus pro vybér pivota — Medidn-tri. Pro varianty YBB a Waterloo je algoritmus vybéru
mirné poupraven. V pripadé YBB je nutny vybér dvou pivotl a proto si z vybranych ti{ prvka
nezvoli jejich medidn, ale prvni a posledni prvek. Waterloo algoritmus voli jako pivoty vsechny
tTi sefazené prvky. Diky tomu do téchto dvou algoritmi nezaneseme vyssi pocCet operaci nez je
potfeba. Zaroven jsme pro méfeni zamezili optimalizacim pro velmi kratké posloupnosti a nebo
pri pfekroceni hloubky rekurze pii nevhodné volbé pivota.

Tabulka [2.2 prezentuje naméfené pocty prohozeni a porovndni jednotlivych algoritmi. Pro
prehlednost a zjednoduseni vyhodnoceni jsou hodnoty prevedeny na pomér mezi algoritmem Ho-
are, ktery je bran jako vychozi, a algoritmem YBB resp. Waterloo. Pokud tedy vyjadiujeme empi-
ricky naméfeny pomér v pripadé Hoare algoritmu, vyjde nam pocet porovnani a prohozeni 1. Pro
viditelnéjsi porovnani viici teoretickym hodnotam byly empirické hodnoty porovnani vynasobeny
koeficientem 2 a empirické hodnoty prohozeni koeficientem 0.333. Z tabulky jasné vidime, ze
empirické hodnoty skoro odpovidaji teoretickym. V pripadé porovnani oba algoritmy dokonce
dosahly lepsich vysledku, nez se predpokladalo. Namérené pocty prohozeni pro algoritmus Wa-
terloo vysly o dvé setiny hife nezli teoretické. Empiricky jsme tedy potvrdili, ze vicecestné
rozdélovani prinasi nizsi pocet porovnani viuci dvoucestnému, naopak skoro dvojnasobny pocet
prohozeni.

Porovnani Prohozeni
Varianta | Teoretické \ Empirické | Teoretické \ Empirické
Hoare 2 2 0.333 0.333
YBB 1.9 1.827 0.6 0.554
Waterloo 1.85 1.701 0.62 0.643

B Tabulka 2.2 Porovnan{ teoretickych hodnot (pouze koeficienty) z tabulkyms empiricky naméfenym
poctem porovnani a prohozeni.

Déle bylo treba zjistit pocet cache miss jednotlivych implementaci. Pomoci néstroje PAPI
jsme schopni tuto vlastnost algoritmu mé¥it na trovni L1, L2 a L3 cache. [13] Néastroj nabizi
mnozstvi parametri k meéreni, ale ne vsechny musi byt na daném zafizeni k dispozici. Tato
skuteCnost pri méfeni zpusobila problémy v piipadé clusteru STAR (popsdn v sekci ]HD Na
vychozim uzlu jsou totiz k dispozici jiné parametry nez na vypocetnim uzlu, kde probihaji jed-
notlivd méreni a spousténi aplikace jako takové. To zpusobovalo chyby v méfeni a bylo tfeba
zjistit dostupné parametry primo na vypocetnim uzlu. Z dostupnych parametri byly vybrany
PAPI L1_DCM, PAPI.L2.DCM a PAPI_L3_TCM. Prvni dva parametry uvadéji pocet cache miss
pri pristupu do datové cache paméti trovné L1 a L2. V rdmci méreni nebylo mozné uvést pomeér
vici celkovému poctu pristupt do téchto paméti, jelikoz parametry nejsou dostupné a nelze je
mérit. Z toho divodu jsou uvazovany pouze cache miss a jednotlivé implementace porovnavany
jen na zakladné tohoto parametru. PAPI_L3_TCM pro cache trovné L3 udava pocet cache miss
pro instrukéni a datovou cache dohromady. Méfeni pouze datové ¢asti opét nebylo k dispozici,
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jelikoz je tato uroven sdilena jak pro data, tak pro instrukce programu.

Tabulka|2.3 obsahuje vysledky méfen{ parametru cache miss jednotlivych algoritmi v riiznych
urovnich cache. Algoritmus Hoare je opét bran jako referenéni a hodnoty jsou uvadény jako pomeér
mezi referencnim algoritmem a algoritmy YBB a Waterloo. Z toho davodu je teoreticky koefi-
cient roven empiricky namérenym hodnotdm. Pomér v pripadé Hoare algoritmu opét vychazi
jako 1, a proto byly pro lepsi porovndni s referenéni tabulkou 2.1] vSechny empiricky namérené
hodnoty vynéasobeny koeficientem 2. Z vysledku je jasné patrné, zZe oba pristupy k vicecestnému
rozdélovani dosahuji lepsi ¢asové a prostorové lokality viici dvoucestné varianté Hoare, na vSech
urovnich cache. Situace, kdy pocet cache miss mezi jednotlivymi drovnémi je v nerovnosti
L1 < L2 < L3, nastava u algoritmi, které obecné disponuji velmi dobrou ¢asovou a prostorovou
lokalitou. Algoritmy na malé podmnoziné vstupu odvedou majoritni mnozstvi prace a cache miss
zpravidla nastava v pripadé, kdy zacinaji zpracovavat dalsi ¢ast vstupu urceného k rozdélovani
a ten je potreba nacist z hlavni paméti. Pokud porovname priimeér cache miss ze vSech tii trovni
pro jednotlivé algoritmy s teoretickym koeficientem, tak vidime, Zze maji odchylku pouze v ramci
setin. Empiricky namérené hodnoty vysly jesté 1épe, nez jsme predpokladali a algoritmus Water-
loo vychézi jako nejlepsi z hlediska pristupu do cache paméti.

Varianta | Teoretické koeficienty L1 L2 L3 Primeér
Hoare 2 2 2 2 2
YBB 1.6 1.464 | 1.492 | 1.723 1.560

Waterloo 1.38 1.270 | 1.297 | 1.425 1.331

B Tabulka 2.3 Porovnén{ teoretickych hodnot (pouze koeficienty) z tabulkym‘s empiricky naméfenymi
pocty cache miss v jednotlivych trovnich cache.

Cas doby béhu algoritmu méfime pomoci knihovny GoogleBenchmark, ktera byla vyuzita
i na vyhodnoceni paralelniho Quicksort algoritmu a na dilé¢i méfeni v prubéhu implementace
a ladéni parametra algoritmu. Méreni doby béhu probihala na clusteru STAR, jehoz specifikace
je uvedena v kapitole 4. Doba je uvddéna s presnost{ na milisekundy.

Tabulka [2.4] uvdd{ dobu béhu jednotlivych algoritmi a jejich procentudlni zrychleni vuci
vychozi varianté Hoare. Doba béhu koresponduje s predeslymi tabulkami, kdy vicecestné al-
goritmy vychézely z hlediska poctu operaci prohozeni, porovnani a poctu cache miss lépe nez
dvoucestna varianta. Zrychlenf algoritmu Waterloo je viuéi Hoare témér 8% a vychéazi jako nejlepsi
z uvazovanych algoritmi.

Varianta Cas Zrychleni
Hoare 13 574 ms 0%
YBB 12 925 ms 5.02 %

Waterloo | 12 579 ms 791 %

B Tabulka 2.4 Porovnani doby b&hu jednotlivych algoritmti na ndhodné posloupnosti generované z uni-
formniho rozdéleni.

Provedli jsme analyzu riznych algoritmu pro vicecestné rozdélovani a porovnali je mezi sebou
na zakladé rozsahlého mnozstvi parametru a porovnali je s pfedpokladanymi teoretickymi hod-
notami. Na zdkladé empirické analyzy vychazi z uvazovanych algoritmi Waterloo rozdélovani
jako nejlepsi zpisob v ramci fazeni dat algoritmem Quicksort. Z toho divodu bude jeho imple-
mentace vyuzita v paralelni verzi Quicksort algoritmu pro sekvencni sefazeni méné rozsadhlych
usekil.

17



18

Sekvenéni Quicksort

2.4 Kombinace s ostatnimi radicimi algoritmy

Paralelizace Quicksort algoritmu piindsi zrychleni oproti sekvenc¢ni varianté pouze od urc¢itého
poctu vstupnich elementt. Pokud tuto hranici nepresdhneme, tedy budeme chtit sefadit vstup
kratsi nez ndmi zvolend mez, setadime dany vstup pomoci sekvencniho radiciho algoritmu. Tato
mez je stanovena empiricky na zédkladé méreni doby béhu na rizny datovych typech a sefazenosti
vstupni posloupnosti.

Pokud bychom paralelni verzi algoritmu vyuzivali i na kratké posloupnosti, dosahli bychom
paradoxné zpomaleni nez zrychleni viéi sekvenéni verzi. To plyne ze skuteCnosti, ze rezie vldken
zacne byt velice Casové nakladna a paralelizace se jiz nevyplati. K prepnuti na sekvencni verzi
muze dojit pri jiz zminéné prilis malé vstupni posloupnosti a nebo pti hluboké rekurzi. K prilisné
hloubce rekurze muze dojit, pokud dochdzi{ k nevyhodnému vybéru pivoti (nebo v piipadé
velkého poctu identickych elementi) a posloupnost po rozdélovéni neni rozdélena na pomérové
stejné casti, které vstupuji do néasledujiciho rekurzivniho volani. V nejhorsim pripadé by se mohlo
stat, ze by v pripadé tfi-cestného rozdélovani vznikl pouze jeden segment, ktery vstupuje do
nasledujicich rekurzivnich volani Quicksortu. Pokud bychom hloubku rekurze nehlidali, mohl by
takovy pritbéh algoritmu vést az k iplné degradaci ¢asové slozitosti, coz je O(n?).

Proto bude paralelni implementace kombinovana se sekvenénim algoritmem vyuzivajicim
Waterloo rozdélovani. Kromé zavolani sekvencniho radictho algoritmu se samotny sekvencéni
Quicksort zpravidla kombinuje s Heapsort a Insertion sort. To vedlo k vytvoreni tzv. Heap-
Insertion sort a jeho vyuziti v rdmeci sekvenéniho ¢tyfcestného quicksort algoritmu. [5] Empiricky
nam mez pro spusténi sekvencniho radiciho algoritmu v paralelni verzi vysla na hodnotu mezi
100 000 a 500 000 elementy a finalni hodnota byla stanovena na 1 << 18 = 262 144 prvka
(operator << znad¢i bitovy posun doleva).

Heapsort

Prepnuti na Heapsort algoritmus se vyuziva v pripadech, kdy hrozi degradace na kvadratic-
kou slozitost Quicksort algoritmu v pfipadé neimérné hloubky rekurze. [9] K tomu dochdzi p¥i
vytvareni nepomérovych velikosti ¢asti po rozdélovani, jak bylo popsano v predeslém textu.
U Heapsort algoritmu mame totiz vzdy zarucenou slozitost ©(nlogn). Algoritmus je in-place,
datové necitlivy a nerekurzivni, coz v tomto pripadé kompenzuje nedostatek Quicksortu.

Parametr hloubky rekurze u sekven¢niho vicecestného Quicksortu empiricky nejlépe vychazel
pri nastaveni depth = 1.5log, n. V nasi implementaci se vstupni posloupnost déli na 4 ¢ésti, proto
je vyuzit logaritmus o zakladu 4 a ne 2, jako je tomu v implementaci STL knihovny. Parametr
je v algoritmu std::sort od GNU nastaven na depth = 2log, n.

Insertion sort

Tento algoritmus se ve standardni implementaci vyuziva na razeni malych posloupnosti. Je tomu
tak proto, jelikoz nabizi pozitivni vlastnosti u kratkych posloupnosti, jako je paméfova lokalita
(Casté Cteni a zapis elementt, které jsou v paméti blizko u sebe) a predvidatelnost pro branch
predictory. Stejné jako Heapsort (popsany vySe) je algoritmus in-place a nerekurzivni. Fakt, zZe
neni rekurzivni u malych posloupnosti, Set¥{ ¢asté volani funkce a ukladéni/¢teni proménnych ze
zasobniku. Rozdilem je jeho datova citlivost na rozdil od Heapsortu.

Heap-Insertion sort

Pri testovani efektivnosti algoritmu jsem zjistil, Zze je implementace Heapsort algoritmu neefek-
tivni a nenf zfejmé urCena k fazeni (predevsim funkce std::make_heap). To vedlo na implemen-
taci algoritmu Heap-Insertion sort dle [5]. Hlavni myslenkou je zkombinovat vlastnosti a silu
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obou vyse uvedenych algoritmu a tuto verzi volat v pripadé, kdy sekvenéni vicecestny Quicksort
presahne hloubku rekurze a nebo kdyz vstupni posloupnost dosahuje délky mensi nez nami sta-
novend mez. Hlavni myslenkou tohoto algoritmu je upravit data takovym zptisobem, aby byla
vhodna k razeni pomoci Insertion sortu. Toho se da docilit pomoci vytvoreni bindrni haldy
a nasledného zavolani Insertion sort na takto predzpracovana data. Tim bude algoritmus nucen
prochdzet méné prvka a pocet prohazovani elementt se snizi.

[(513[7[2[1]9]

B Obrazek 2.7 Vstupni posloupnost uréend k sefazeni pomoci Heap-Insertion sort algoritmu.

Obrazek 2.7|zobrazuje pole o Sesti prvcich, které ma byt sefazeno. Pozice prvki jsou ndhodné
a na jejich sefazeni pomoci Insertion sort je tfeba 8 prohozeni. Po vytvoreni bindrni minimalni
haldy ndm vznikne strom, zobrazeny na Muzeme si povSimnout vlastnosti, ze cesta z listu
do kotene tvori klesajici serazenou posloupnost.

B Obrazek 2.8 Minim4lni bindrn{ halda vytvofena pomoci funkce make_heap z pole.

Bindrn{ minimédlni halda ulozena v poli je zachycena na obrazku[2.7. Prvni element se da
povazovat za jiz sefazeny (plyne z povahy miniméln{ haldy) a ostatn{ prvky jsou na vyhodnéjsich
pozicich pro Insertion sort. Algoritmus v tomto pfipadé provede pouze 3 prohozeni, nez bude
pole celkové zpracovano.

Mez pro spusténi algoritmu Heap-Insertion sort v rdmci sekven¢éniho Quicksortu byla empi-
ricky stanovena na 64 prvki a hloubku rekurze popsanou v |2.4.

[t]2]7[5][3]9]

B Obrazek 2.9 Posloupnost po zavolani funkce make_heap uréend k sefazeni Insertion sort algoritmem.
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Kapitola 3

Paralelni Quicksort

Béhem resSersni Casti prace nebyla nalezena implementace vicecestného paralelniho Quicksortu.
Vsechny dosavadni paralelni verze vyuzivaji v paralelnim rozdélovani pouze jednoho pivota a jsou
tedy dvoucestné. Pohled na sekvenéni verze a analyzu vicecestnych variant v kapitole [1 prinasi
motivaci pro implementaci vicecestné varianty i ve vicevlaknovém prostredi se sdilenou paméti,
jelikoz vicecestné varianty vzdy pfinesly zrychleni vi¢i ptivodni dvoucestné. Kvuli neexistenci
vicecestné paralelni verze nebylo mozné navazat na predeslé prace a tim je tato prace unikatni
a originalni.

V této kapitole si probereme puvodni dvoucestnou verzi a piistup, ktery k paralelnimu
rozdélovani zastava. To ndm umozni pochopit zdkladni principy a metody, jak lze rozdélovani
efektivné a skdlovatelné paralelizovat. Ndsledné probereme moznosti aplikace v pripadé vétsiho
mnozstvi pivoti a zda by se dal tento pristup vyuzit, ¢i jaké modifikace budou nutné pro
vicecestnou implementaci. Cilem je vytvorit paralelni vicecestnou in-place variantu algoritmu.
V textu probereme rizné uvazované pristupy, z nichz byl vybran jeden, ktery umoznil predejit
limitacim vicecestné verze a umoznil jeji implementaci. Ostatni uvazované piistupy by jiz z te-
oretické analyzy neprinesly zrychleni. Novy algoritmus bude vysvétlen, jednotlivé ¢asti popsany
a také uvedeme dodatecné zmény v implementaci po pribéznych méfenich rychlosti algoritmu.

Dtlezitou soucasti paralelnich algoritmi je vyvazovani zatéze rovnomérné mezi jadra. Chceme
tedy minimalizovat pripady, kdy by skupina jader intenzivné pracovala na vypoctu a druha sku-
pina jader by neméla na ¢em pracovat. Pokud by tento pripad nastal, vedlo by to k neefektivité
algoritmu a Spatné skalovatelnosti v pripadé nartstajictho poc¢tu jader. Jadrem myslime fyzické
jadro na CPU, pro nase tcely nebudeme uvazovat hyper-threading. Hyper-threading je funkcio-
nalita procesoru, kdy jedno fyzické jadro vyuzivaji dvé virtualni. Funkcionalita je béznou soucasti
modernich procesort, ale kvtli sdileni cache paméti mezi virtudlnimi jadry ji nebudeme v textu
uvazovat.

Pro paralelizaci byla vyuzita knihovna OpenMP [14], kterd se béZné vyuzivd a poskytuje
prehlednou a jednoduchou implementaci paralelizace algoritmii s minimalnim mnozstvim do-
datecného zdrojového kodu.

3.1 Existujici dvoucestné varianty

Paralelni dvoucestna varianta Quicksort vzdy pracuje s jednim pivotem a rozdéluje vstupni po-
sloupnost do dvou segmenti. Prvni segment obsahuje prvky mensi nez pivot a druhy segment
prvky vétsi nebo rovny pivotu. V této sekci probereme pouze in-place variantu algoritmu. Existuji
implementace out-of-place, ale ty zde nebudeme uvazovat. Jedna se totiz o hlavni prednost algo-
ritmu. Pokud se nejedna o nutny pozadavek na algoritmus, je mozné vyuzit vicecestny paralelni
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Mergesort.

V dnesni dobé nejpouzivanéjsi varianta nese nazev F&A od autoru Tsigas a Zang, kterd
je vylepSenim varianty algoritmu od autort Francis a Pannan. [15] [16] Prvni z algoritmt byl
predstaven na prednasce predmétu NI-PDP na CVUT FIT a uveden jako paralelni in-place
varianta algoritmu Quicksort. [7] Pravé vylepSenou verzi F&A si zde probereme, uvedeme jeji
teoretické principy a kroky vedouci k efektivni paralelizaci. Pseudokdd jednotlivych ¢asti nebu-
deme uvadét, jelikoz tato verze algoritmu nebyla implementovana a slouzi pouze jako sezndmeni
se s problematikou paralelniho fazeni algoritmu Quicksort.

Paralelizace algoritmu Quicksort se provadi na vicero trovnich. Prvni drovni je paralelizace
fidici ¢asti algoritmu. V této ¢éasti se provede dvoucestné rozdélovani a poté se algoritmus rekur-
zivné zavola na oba nové vzniklé segmenty. Zde se rovnou nabizi paralelizace rekurzivnich volani
pomoci OpenMP konstruktu task. Nové vznikly podproblém se vlozi do tzv. task poolu, odkud si
jednotlivé ulohy mohou brat ostatni vlikna a pracovat nezavisle na disjunktnich podproblémech.
Tato vldkna rekurzivné jednotlivé problémy resi, vkladaji do task poolu nové tdlohy a zaroven si
v pripadé, kdy sviij pridéleny podproblém vyftesila, vezmou dalsi. V ridici ¢asti algoritmu se také
v pripadé klesnuti délky podposloupnosti pod uréitou mez prepina algoritmus na sekvenéni verzi
Quicksort algoritmu. Mez je urcena empiricky na zakladé méreni. Pfi generovani novych tloh
je vhodné rozdélit pocet jader na zakladé velikosti vzniklych segmenti. A¢ se snazime vybrat
pivota optimélné jako skoromedidn, nejlépe piimo medidn (viz. m, muze se i tak stat, ze bu-
dou segmenty velikostné nevyrovnané. Proto je vhodné pocet jader vyuzitych k sefazeni daného
segmentu optimalizovat.

Vyse popsana paralelizace vSsak neni dostatecna a je tfeba paralelizovat i dalsi kroky algo-
ritmu. Nejdéle trvajici soucdsti algoritmu je rozdélovani prvkia do dvou segmenti a tato c¢ast
je stale sekvencéni. V prvni hladiné stromu rekurzivnich volani totiz nejsou v task poolu zadné
ulohy pro ostatni jadra. Z toho duvodu by vstupni posloupnost pri prvnim volani rozdélovalo
pouze jedno jadro, které by diky optimalizaci koncové rekurze do task poolu vlozilo pouze jednu
tlohu a tedy by na dalsi hladiné méla praci pouze dvé jadra a ostatni by byla zcela nevyuzita. Jiz
z tohoto popisu je jasné patrné, ze by byl algoritmus velmi neefektivni a nevyuzival potencidlu
CPU s vice jadry. Rozdélovani je jadrem algoritmu a jeho paralelizace je tedy nejvice komplexni,
pokud chceme dosdhnout co nejvyssi efektivity. [9] [17]

V sekei|2.1 jsme probrali dva zdstupce dvoucestného rozdélovéni, jimiz byly algoritmy Lomuto
a Hoare. Z hlediska paralelizace je mnohonasobné vhodnéjsi algoritmus Hoare. Oba indexy al-
goritmu Lomuto postupuji zleva doprava a jsou na sobé zavislé. Zavislosti rozumime skutec¢nost,
kdy index ko slouzi jako oddélova¢ nové vznikajicich segmentt a k urcuje hranici konce druhého
segmentu. Hranice zac¢atku prvniho segmentu je implicitné brana jako zacatek celé posloupnosti.
Pokud bychom algoritmus chtéli paralelizovat, musela by jednotliva vlakna pracovat s identickymi
indexy (atomické operace) a nemohla by prvky zpracovavat v blocich, coz vede k neefektivité
popsané dale v textu. U Hoare algoritmu indexy postupuji proti sobé z levé, resp. pravé strany
posloupnosti. Oba segmenty maji implicitni zacatek, resp. konec urceny jako zacatek, resp. konec
pole. Segmenty tedy rostou proti sobé, vlakna mohou na prvcich pracovat nezavisle a vzdy mit
své vlastni privatni indexy.

Po studiu Hoare algoritmu si vSimneme skutecnosti, Ze vzdy porovname prvky na indexech
k a g, v pripadé nutnosti prvky prohodime a inkrementujeme resp. dekrementujeme indexy dle
potfeby. Tento proces nazyvame neutralizace. Pokud tedy docilime, ze kazdé vladkno pracuje
s disjunktnim parem indext, muzeme prvky porovnavat a prohazovat paralelné. Kazdé vldkno
své privatni indexy k a g ziskd pomoci operace OpenMP atomic capture ze sdilenych indexi. Ta
umozni atomicky ziskat puvodni hodnotu sdileného indexu mezi vldkny, ulozit ji do privatniho
indexu daného vldkna a atomicky ji inkrementovat pro ostatni vlakna. Pokud by operace inkre-
mentace nebyla atomickd, nebyl by algoritmus korektni z divodu velmi pravdépodobného race
condition. K nému dochdzi v pripadé, kdy vice vldken zapisuje/¢te do sdilené proménné a ziskané
pary indexu by nemusely byt disjunktni. Algoritmus opét koné¢i, pokud se indexy stfetnou resp.
k > g. V ramci paralelizace je jesté nutné provést uklid. Po skon¢eni mize mit kazdé vlakno je-
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den tzv. spinavy prvek, ktery neni ve spravném segmentu. Index tohoto prvku mé kazdé vldkno
a vzhledem k jejich velmi malému poctu (nejvyse rovno poctu vldken) prvky umistime na své
misto sekvencéné. Timto zpusobem jsme paralelizovali i sekvencni ¢ast paralelniho Quicksort al-
goritmu a ziskali dva segmenty.

Nize si muzeme prohlédnout jednoduché schéma algoritmu ve tiech krocich. Prvky pole jsou
rozliSeny barvou, abychom rozeznali, ktera z vlaken je neutralizovala. Pivota volime jako element
s hodnotou 5. Prvni krok zobrazuje vstupni posloupnosti deseti prvka ur¢enych k rozdélovani.
Druhy krok je po provedené neutralizaci prvka jednotlivymi vldkny. Jedna se o jednu z mnoha
konfiguraci, jelikoz vldkna mohou prvky ziskavat v rizném potradi. Toto poradi je jedno z nich.
V tomto pripadé vldkno Ty skoncilo neutralizaci prvka 2 a 7, které zustaly na svych pozicich,
tudiz hodnota sdilenych indext k a g je 6 resp. 5 a plati k > g. Z pohledu Tp jsou vSechny prvky
neutralizovany a Cisté. Naopak vldknu T3y zbyl prvek 9, ktery byl bran zleva a je tedy necisty.
Krok 3 ukazuje vysledek rozdélovani po uklidové fazi. Pivota je mozné na zacatku rozdélovani
umistit jako prvni resp. posledni element pole a pri uklidové fazi jej premistit na jeho finalni
pozici. Diky tomu nemusi element vstupovat do nésledujicich rekurzivnich volani a zrychli se
doba béhu.

Krok 1: [ 1]6]4]s8]9]2]7]5][3]0]

keok 2: [0 B i;ﬁ;

Kook 3: [1]3 2 [0] 2 [ SO

B Obrazek 3.1 Paralelni rozdélovani dvoucestného Quicksort algoritmu po jednotlivych elementech.

Algoritmus popsany v predeslém textu pracuje korektné, ale je neefektivni. Divodem je
falesné sdilent, ke kterému dochazi pri castém zapisu vice vldken do stejného radku cache paméti
(cache line) a vysoky pocet atomickych operaci. Nemusi se tedy ani jednat o identické misto
v paméti, staci, kdyz dochazi k zapisu do stejného radku. Koherenéni protokoly, jako naptiklad
MESI, se staraji o koherenci cache paméti mezi vldkny a pracuji pravé v ramci celych radku,
nikoli bajtt. Pokud tedy vldkna Ty a T pracuji nad daty, kterd jsou v ramci jednoho radku, pak
zapis do cache line ve vlaknu Ty zpusobi invalidaci a opétovné nacteni radku v 77, i kdyz byla
modifikovana proménnd, se kterou 77 vubec nepracuje. V pripadé, kdy maji vlakna pridélena
pouze dva prvky, bude k této situaci v priubéhu algoritmu dochazet neustéale. I k atomickému ¢teni
a zapisu do sdilenych indexti dochazi velmi ¢asto, coz zplisobuje dodate¢né zpomaleni. Regenfm
je vldknum namisto jednotlivych prvka pridélovat bloky o velikosti B (optimum uréeno empi-
ricky, zpravidla ndsobek velikosti cache line). O bloky si vldkna zddaji z levého, resp. pravého
konce pole. Prvky v pfidélenych dvou blocich neutralizuji a namisto ¢istého bloku (blok obsa-
hujici pouze prvky, které do néj patii) si vldkno zazdd4 o novy a pokracuje v neutralizaci. Bloky
jsou pridélovany identicky jako jednotlivé indexy, tedy pokud je pravy blok oznacen jako Cisty,
vlakno atomicky ziskd hodnotu sdileného indexu g a jeho hodnotu dekrementuje o velikost B.
Diky blokovému pfistupu silné redukujeme pocet faleSnych sdileni a pocet atomickych operaci
nad sdilenymi indexy k a g.

Stejné jako u pridélovani jednotlivych indext vlakntim, i zde mohou vzniknout tentokrat tzv.
spinavé bloky. Blok oznac¢ime jako Spinavy v pripadé, kdy pro sdilené indexy plati k > g a blok
obsahuje prvky z dvou segmentu. Pocet Spinavych bloki muze byt opét roven nejvyse poctu
vlaken. Tyto Spinavé bloky je opét nutné neutralizovat a prvky umistit do spravnych segment.
Vzhledem k tomu, Ze muze byt prvka veliké mnozstvi, je vhodné provést tklid paralelné. Imple-
mentaci neutralizace spinavych bloki nebudeme dale rozebirat, jelikoz pro nas neni stézejni.

Timto zptsobem jsme docilili efektivni paralelizace ¢asti dvoucestného rozdélovani algoritmu
Quicksort. Diky tomu vime, kde algoritmus stravi nejvice ¢asu a na co musime kldst pii ndvrhu
a implementaci vicecestného paralelniho Quicksort algoritmu duraz. Praci musime vladkntm
pridélovat v blocich, nikoli po jednotlivych elementech. Velikost bloku by méla byt optimalné
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nasobkem velikosti cache line. Je nutné docilit vyvazovani zatéze mezi jednotliva vlakna a praci
se pokusit rozdélit co mozna nejvice rovnomérné. Po oznaceni bloku jako ¢istého vime, ze jeho
prvky na daném indexu zistavaji a jsou tedy ve spravném segmentu. Z toho diivodu neni nutny
jejich dalsi presun v ramci aktualniho rekurzivniho volani. Pocet prohozeni elementtd v ramci
rozdélovani je tedy minimalni a méli bychom se v nasledujici implementaci snazit o to samé. Na
Ve vyssich hladindch je posloupnost rozsahlejsi, a proto ma nevyvazenost velikosti segmenti
vyznamnéjsi dopad na rychlost algoritmu.

3.2 Analyza moznosti paralelizace

Vic¢i dvoucestnému paralelnimu rozdélovani a sekvenénimu vicecestnému rozdélovani prinasi
paralelizace s po¢tem pivoti p > 1 fadu obtizi, které bylo treba vyfesit a navrhnout korektni
algoritmus a postupné jej optimalizovat. Bylo uvazovano nékolik moznych variant a navrhu
algoritmu, z nichz byl vybran jeden a ten byl nasledné implementovan. Ostatni varianty byly
po analyze neefektivni a nebo nebyl nalezen zpusob, jak paralelizace vibec docilit. Uvazované
varianty a navrhy zde probereme, uvedeme divody pro¢ nebyly vybrany a nakonec dikladné
popiseme vyslednou implementaci, véetné jednotlivych optimalizacnich kroki.

Na prvni problém narazime, pokud bychom chtéli vicecestné rozdélovani paralelizovat ob-
dobné, jako u klasického paralelniho rozdélovani v [3.1. Z povahy ulozen{ vstupu a toho, Ze se
elementy rozdéluji do dvou segmentt, vyplyvaji implicitné dobré moznosti paralelizace a mi-
nimalni presun elementti. Ze skutecnosti, ze bude pole rozdéleno do dvou ¢asti presné vime,
odkud si maji jednotliva vldkna elementy (pfipadné bloky) brat a kam je maji vkladat. Zacatek
resp. konec vstupniho pole implicitné oznacuje zacatek prvniho segmentu sg a konec segmentu
s1. Informace o presné hranici rozdéleni dvou segmentt neni na zac¢atku algoritmu viibec treba.
Finalni rozdéleni segmentt se urci v uklidové fazi a v pribéhu neutralizace blokt jej neni tieba
uvazovat. VSechna vlakna maji vychozi indexy, na zakladé kterych si mohou vzit levy a pravy
blok. Po oznaceni bloku jako ¢istého vime, ze prvky v daném bloku jiz nebude nutné v ramci
tohoto rozdélovani presunout a jsou tedy ve spravném segmentu.

Pokud vsak chceme provést vicecestné rozdélovani pro p > 1, pak ndm implicitni hranice
tvofené zacCatkem a koncem vstupni posloupnosti nestaci. Pokud budeme pro jednoduchost
uvazovat pocet pivotu p = 3, pak mame za cil posloupnost rozdélit do ¢tyf segmenti (viz. ’ﬁb
Tento algoritmus je symetricky a jednd se o kombinaci Hoare a Lomuto rozdélovani. Nastava
zde obdobny problém, kvili kterému byl v ptipadé dvoucestného rozdélovani zvolen algoritmus
Hoare. Na zdkladé pochopeni a uvedeni implementace vime, Ze je nutné vlaknum pridélovat
bloky elementii vstupni posloupnosti, nikoli jednotlivé elementy. Vime, kde bude zacatek resp.
konec krajnich segmentt sg resp. s3. Nevime vsak, kde zac¢inaji nebo koné¢i vnitini segmenty s;
a So. Pokud bychom pro jednoduchost predpoklddali perfektni nalezeni tii pivoti, které rozdéli
posloupnosti na ¢tyri segmenty ekvivalentnich velikosti, pak bychom védéli, kde je konec seg-
mentu s; a zacatek segmentu ss. PoCet segmenti musi byt tedy vzdy s = p + 1, aby mohl
vzniknout alespon jeden neutralizovany blok pro dané vlakno. Takové rozdéleni je vsak krajné
nepravdépodobné a v redlném prostiedi s takto idedlnim rozdélenim nemutzeme pocitat. Mohli
bychom si tedy udrzovat pocet ¢istych blokt spadajicich do kazdého segmentu a na zakladé toho
vyvazovat vybér bloki. I to by vSak neumoznilo efektivni rozdélovani do segmentti. V extrémni
situaci v pripadé ¢astého opakovani elementt by se mohlo stat, ze by byla napiiklad délka sy
nulové a délka sy velmi malé s porovnanim délek ss a s3. V takovém ptipadé by segmenty so a s3
,rostly proti sobé. V urc¢ité fazi bychom zjistili, Ze se prvky segmentu s3 nemaji kam vkladat
a bylo by nutné prvky z ss presouvat znovu, abychom uvolnili prvktim v s3 misto v poli.

Problémova situace popsana vyse by mohla nastdvat velmi casto a teoreticky by mohly nastat
jesté horsi situace, coz by zptisobilo silnou neefektivitu algoritmu. Po analyze dvoucestné varianty
vime, ze po neutralizaci je prvek v pfislusSném segmentu a neni tfeba jej nadédle v ramci daného
rozdélovani presouvat. Tato vlastnost by v tomto pripadé nebyla dodrzena.



Analyza mozZnosti paralelizace

Déle vime, ze Lomuto algoritmus neni mozné efektivné modifikovat takovym zpusobem,
abychom zajistili pridélovani elementi jednotlivym vldkntum v blocich. Indexy ko a k resp. go
a ¢ jsou na sobé v algoritmu Waterloo obdobné zavislé. Indexy ko a go dynamicky vytvarii hra-
nici mezi vnitinim a krajnim segmentem za béhu algoritmu rozdélovani. V pripadé sekvenéni
implementace neni dynamické urc¢ovani hranice problém, ale v piipadé vicevlaknového prostredi
nejsme schopni vytvorit disjunktni indexy bloku a ty pridélit jednotlivym vldkntm. Tento pristup
by vzdy vedl na dodatetna prohozeni elementti pi neznalosti hranic segment.

Dalsim napadem pro vicecestnou paralelizaci bylo vyuziti vicecestného Mergesort algoritmu,
konkrétné jeho paralelni implementaci p-cestného sluc¢ovani. Vstupni posloupnost by se rozdélila
do c c¢asti, kde ¢ predstavuje pocet vlaken resp. jader procesoru. Na kazdou ¢ast by se paralelné
zavolal sekvené¢ni vicecestny Quicksort algoritmus. Tim bychom ziskali ¢ sefazenych c¢asti, které
by bylo nutné slit dohromady a ziskat jednu sefazenou posloupnost. Také bychom se vyhnuli
paralelizaci ¢4sti rozdélovani a dosahli vyvazenosti zatéze mezi vldkna (kazdé vldkno by mélo
piiblizné stejné velikou ¢ast pole ke zpracovéni). Déle by nebylo tfeba synchronizaénich primi-
tiv, kromé bariéry na konci paralelniho sefazeni ¢ ¢asti. A¢ tento pristup vyfesil nds problém
s velikosti segmentti, zptsobil problémy jiné. Prvnim z nich je, ze efektivni implementace para-
lelniho slu¢ovéani je out-of-place. Velmi silnou a zddanou vlastnosti Quicksort algoritmu je pravé
skute¢nost, Ze k béhu nepotiebuje dalsf pamét a je tedy in-place @) O tuto vlastnost nechceme
prijit, jelikoz je v takovém pripadé nékdy vyhodnéjsi vyuzit rovnou paralelni Mergesort algorit-
mus. Existuji i in-place varianty, ale ty jsou zpravidla casové neefektivni. Poslednim diivodem
vyrazeni tohoto zplisobu pro fazeni pfi ndvrhu algoritmu je skutec¢nost, ze se pak v podstaté
nejedné o vicecestny paralelni Quicksort algoritmus. Sice se jednotlivé bloky urc¢ené pro kazdé
vlakno radi pomoci vicecestného Quicksortu paralelné, ale hlavni ¢ast by se v podstaté fesila
vyuzitim zcela jiného algoritmu. Z téchto duvodu jsme byli nuceni vyloucit i tento pristup.

Po zkouméni dalsich pristupti a moznosti paralelizace rozdélovani jsme dosli k zavéru, ze
se bez zjisténi velikosti segmentt a ziskani jejich hranic paralelizace vicecestného Quicksort al-
goritmu provést neda. Pokud tedy v ramci rozdélovani vstupni posloupnost projdeme dvakrat,
kdy si v rdmci prvniho prichodu napocitime velikosti jednotlivych segmentti, mtzeme z nich
vlakntim pfirazovat disjunktni bloky, které mohou nezavisle neutralizovat. Tim docilime, Ze po
neutralizaci bloku jsou jeho elementy ve spravném segmentu a neni nutné jejich dodate¢né pro-
hazovani. Provadét pruchod dvakrat v ramci kazdé rekurze by vsak vedlo k neefektivité. Zaroven
se ale zjisténi velikosti jednotlivych segmentti nedd vyhnout. Z toho divodu chceme provést
pocitani velikosti segmentti pouze jednou a zbytecné timto vypoctem neprodluzovat dobu béhu
nasledujicich rekurzivnich volani. Z divodu vyvazovani zatéze mezi vlakna je rozdélovani na Ctyri
segmenty pomoci p = 3 pivotl nevyhodné a ostatni vldkna by hladovéla, v pripadé procesori
s vice nez ¢tyfmi jadry. Proto zvolime velikost p tak, abychom vzdy ziskali dostateény pocet
segmentt, ktery je optimalné roven poctu pridélenych jader.

Diky navrhu vyse dodrzime vlastnosti zjisténé u dvoucestné varianty. Praci muzeme jed-
notlivym vldknim pridélovat blokové, z&téz bude rozloZena mezi vldkna (detaily v ndsledujicim
textu) a elementy v ¢istém bloku jiz neni tfeba dodateéné presouvat (jen zanedbatelné mnozstvi).

Popsany pristup vede na implementaci vicecestného paralelniho Quicksort algoritmu, po-
psaného v této praci, s ndzvem MPQsort (Multi-way Parallel Quicksort algoritm). Jednd se
o Cistou implementaci s vyuzitim zakladnich konstrukta algoritmu Quicksort, bez kombinace
s jinymi Fadicimi algoritmy (kromé optimalizaci pro kratké posloupnosti) a prvnim algoritmem
svého druhu.

Paralelizace vyuzitim OpenMP

OpenMP je knihovna pro jazyky Fortran a C/C++, kterd umoziiuje pfehlednou paralelizaci
algoritmti. Pro paralelizaci mohou byt vyuzity poskytované funkce knihovny a nebo direktivy
#pragma omp pro preprocesor resp. kompilator. To umoznuje paralelizaci programu na vyssi
drovni abstrakce a nemusime se nutné zabyvat konkrétni implementaci vldken a synchronizac¢nich
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primitiv daného jazyka. [14]

Knihovna vyuziva tzv. fork-join model, kdy se ptivodné ¢isté sekvencni kod rozdéli do série
paralelnich regiont. Na zacdtku regionu se vytvori pozadovany pocet vldken (fork), kterd budou
region provadét paralelné, na konci se vldkna opét spoji (join) a kéd je provadét opét sekvenéné.
[7] Jednotlivé paralelni regiony jsou ohranic¢eny sloZzenymi zédvorkami a na konci maji vzdy impli-
citn{ bariéru, kde rychlejsi vldkna cekaji na pomalejsi a az poté je paralelni region ukonden. [14]
7 duvodu optimalizace knihovna implementuje thread pool. Vytvoreni vldkna méa urcitou rezii,
a proto se na konci paralelniho regionu umisti do thread poolu. Pak je mozné jej vyuzit pro dalsi
vypocty. K destrukei vlakna dochézi az pri ukonceni programu.

OpenMP nabizi iteracni (datovy) a funkéni (task) paralelismus. Datovy je vyuzit v pfipadé
paralelizace cykll, kdy se identické operace provadi nad disjunktni podmnozinou dat. Jednotlivé
iterace jsou rozdéleny mezi vlakna na zakladé specifikovaného planovani, které muze mit vyrazny
vliv na dobu béhu. Pro paralelizaci cykla je vyuzita direktiva #pragma omp parallel for. Vice
informaci o typech pldnovéni je uvedeno v dokumentaci [14].

Funkéni paralelismus, jinak také task, slouzi pro paralelizaci c¢asti kodu, které jsou na sobé
nezavislé. Piikladem miuze byt prohledavani binarniho stromu, nebo pravé paralelizace Quicksort
algoritmu. Obecné se jedna o velmi vhodny konstrukt pro paralelizaci rekurzivnich algoritmi.
Pro vyuziti funkéniho paralelismu je vyuzita direktiva #pragma omp task.

Pri implementaci MPQsort byly vyuzity oba zminéné konstrukty, které dopomohly k parale-
lizaci algoritmu. Pro jejich kombinaci bylo nutné nastavit vnoreny paralelismus, diky kterému je
mozno vytvaret , rekurzivni* paralelni regiony.

U obou vyse zminénych konstrukti je mozné specifikovat ruzné moznosti sdileni proménnych
mezi vldkny, jejich inicializaci (hodnota pro dané vldkno) a také vystupni hodnotu. Nejvice
dulezitymi typy proménnych jsou shared (sdilené) a private (privatni). [7] [14] Sdilené proménné
jsou pristupné ze vsech vlaken, a proto je tfeba pristup k nim osetfit vyuzitim synchroniza¢nich
primitiv, jako jsou atomické operace ¢i mutex. Sdilenou proménnou mé naopak kazdé vlikno
vlastni, a proto neni tfeba k nim pristup jakkoliv synchronizovat.
informace a konstrukty jsme zde vsSak probrali a v pripadé zajmu muze ctenai nahlédnou do
vysledné implementace prilozené na CD, kde uvidi konkrétni parametry a vyuzité konstrukty.

3.3 Navrh a implementace MPQsort

Hlavni motivaci paralelizace ¢asti rozdélovani v pripadé dvoucestné varianty je vyvazovani zatéze
na hornich vrstvach stromu rekurzivnich volani. Paralelizace rozdélovani je nutnosti i v pripadé
vicecestného pristupu, ale z divodu nutnosti dvou prichodu posloupnosti bude probihat v al-
goritmu MPQsort pouze jednou. V této fazi vytvorime dostatecné velky pocet tloh pro kazdé
vlakno a predejdeme problému hladovéni vlaken. Tim odpada nutnost paralelizace vicecestného
rozdélovani v rdmci rekurzivnich volani.

MPQsort se skladd ze ¢ty fazi, které zachycuje schéma 3.2. 'V prvni fazi provddime paralelni
vicecestné rozdélovani, které je jadrem algoritmu. Probiha zde priprava pro nasledujici faze, kdy
vytvorime s segmentu. Pocet segmentu je v nejlepsim pripadé roven poc¢tu vldken. V ojedinélych
pripadech se muze stat, ze jich bude mensi pocet. Implementace z davodu efektivity zarazovani
element? predpoklddd, ze pocet segment@ bude 2¥, kde k je pfirozenym é&islem. Pocet jader
procesoru je bézné pravé mocninou dvou, a tudiz v drtivé vétsiné bude pocet segmenti optimalni.
MPQsort umoznuje nastavenim parametru modifikovat pocet pivotu a tim zvysit pocet segmentt
na s > c. Pii méFeni{ v kapitole 5| jsme vSak dosli k zavéru, ze takovy pocet neni optimdlni.

Napriklad cluster STAR m4 jader 20 a v takovém pripadé se pocet segmenti urci jako nejblizsi
mensi mocnina dvou. V tomto ptipadé 16.

Po skonceni vicecestného rozdélovani v prvni fazi ziskdme s ¢asti pole, které mohou byt rfazeny
nezavisle na sobé. Funkce paralelniho rozdélovani nam vrati pole indexa s konci jednotlivych
segmentl. Z téchto indexu si dopocitame i jejich zacatky. Diky témto indextim vime velikosti
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B Obrazek 3.2 Schéma volani jednotlivych ¢asti algoritmu MPQsort. Pierusovand sipka zobrazuje re-
kurzivni volani a nepferusovana prechod mezi fazemi.

vytvorenych segmentu a jejich pocet. Z divodu vyvazovani zatéze indexy segmentu sefadime
na zakladé velikosti daného segmentu sestupné. Nasledné v paralelnim for-cyklu s dynamickym
planovanim volame na jednotlivé segmenty algoritmus z druhé faze. Pivoty se snazime vybirat
tak, abychom ziskali segmenty o co nejpodobnéjsi velikosti, ale i pfesto mezi nimi mohou byt
znacné rozdily. Proto je nejlepsi zacist s tim nejvétsim, jelikoz by mél zabrat nejdelsi dobu. Pokud
néjaké vldkno s prirazenou ¢asti skonci, vezme si dalsi par indext a nebo tlohu vytvorenou jinym
vlaknem, dokud nejsou vSechny Casti serazeny a tlohy vyreseny.

V druhé fazi je zavolan algoritmus Waterloo s paralelni ridici ¢asti, vyuzitim konstruktu
task knihovny OpenMP. V1dkno provede sekvenéni ctytcestné rozdélovani prirazené casti a ziska
CtyTi segmenty. Pokud je velikost segmentu veétsi nez empiricky urcend mez, vlozi tento seg-
ment do task poolu, odkud si mohou vytvofenou tlohu vzit ostatni vldkna. Jednad se o dalsi
zpusob vyvazovani zatéze, pokud by segmenty vytvorené algoritmem v prvni fazi nebyly ve-
likostné vyvazené. Pro vyuziti vnofeného paralelizmu v knihovné OpenMP je nutné jej za-
pnout pomoci omp_set_nested(1), nebo nové nastavit povolenou hloubku vnotené rekurze pomoci
omp_set_maz_active_levels(std::numeric_limits<int>::maz()). Pro jednoduchost jsme hloubku na-
stavili jako maximéalni moznou. Pokud velikost segmentu klesne pod sekvenéni mez, prechazi
algoritmus do treti faze.

Ve treti fazi je vyuzita klasickd implementace Quicksort algoritmu s Waterloo rozdélovanim.
Algoritmus je plné sekvenéni a slouzi pro fazeni kratsich poli, v jejichz pripadé paralelizace naopak
zpusobuje zpomaleni. Po klesnuti segmentu pod empiricky zvolenou mez, nebo pti degradaci
algoritmu a prekroceni hloubky rekurze, prechézi algoritmus do posledni ¢tvrté faze.

V posledni ¢tvrté fazi probihd razeni kratkych posloupnosti algoritmem Heap-Insertion sort,
probranym v sekci|2.4.

3.4 Paralelni vicecestné rozdélovani

Jedna se o prvni a stézejni fazi algoritmu MPQsort. Implementace se dale déli na t¥i podfaze,
zachycené na schématu|3.3.

Nésleduje popis jednotlivych fazi, diskuze moznych implementaci a jejich vybér. Pfi imple-
mentaci jsme narazeli na neefektivni ¢asti kédu, které bylo nutné hloubéji analyzovat a navrhnout
optimalnéjsi feseni.
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B Obrazek 3.3 Schéma jednotlivych fiz{ v rdmci paralelniho vicecestného rozdélovani. Sipky uréuji
smér prechodu mezi fizemi.

Pripravna faze

V ramci prvni faze (pfipravné) provadime nékolik krokt. Volime pocet pivott p na zdkladé poctu
jader poskytnutych k vypoétu. Hodnotu p ziskame jako p = 2!1°82¢] —1, kde ¢ vyjadiuje kolik jader
ma algoritmus k dispozici. Pocet pivotu se da nastavit jako parametr, pokud bychom si prali pocet
vytvofenych segmentii zvétsit. Musi byt viak roven 2F —1, kde k je piirozené ¢islo. Restrikce poctu
pivotd jakozto mocnina dvou minus jedna je ddn algoritmem pro urceni segmentu, do kterého
element ze vstupni posloupnosti spadé. Diky jejich vhodné zvolenému poc¢tu jsme schopni vytvorit
uplny binarni vyhledavaci strom a minimalizovat tak pocet porovnani na hloubku stromu, ktera
je vzdy [logs p]. Funkce pro zjisténi segmentu prvku nese nazev find_element_segment_id.

Dalsim krokem prvni faze je vybér a sefazeni pivoti. Vybér pivoti probiha pomoci tzv. sam-
pling metody, probrané v kapitole V tento okamzik na vybéru pivota velmi zalezi a chceme
docilit velikostné nejpodobnéjsich segmentt. Pocet elementii na vybér pivota se dd modifiko-
vat pomoci parametru. Vzhledem k tomu, Ze se paralelni vicecestné rozdélovani provadi pouze
jednou, je vhodné uvazovat hodnoty parametru 30 a vice.

Po ziskani pivoti je dalsim krokem zjisténi poctu elementd v kazdém segmentu. Vstupni
posloupnost uniformné rozdélime mezi vlakna pomoci paralelniho cyklu for knihovny OpenMP
se statickym pldnovanim. Kazdé vlakno si vytvori lokalni privatni pole velikosti s. Hodnotu
pole inkrementuje na indexu ¢ pravé tehdy, kdyz narazi na element, spadajici do segmentu s;.
Pro urceni segmentu elementu vlakna vyuzivaji funkci find_element_segment_id. Poté, co vsechna
vlakna se svym pridélenym tisekem skonci, provedeme redukci nad privatnimi poli do sdileného
pole. Tim ziskame pocty elementt v segmentech pro celou vstupni posloupnost. Pokud by vldkna
pracovala primo nad sdilenym polem, musely by byt zapisy atomické, coz by vedlo k neefektivité.

Po prubéznych méfrenich a optimalizacich MPQsort algoritmu jsme zjistili, ze je vySe po-
psany zpisob zjisfovani velikosti segmentu neefektivni. Doba stravena byla téméf rovna dobé
rozdélovaci faze. Po analyze a implementaci jinych pristupi bylo zjisténo, ze nevyuzivame efek-
tivné cache pamét, konkrétné troven L3. Tato trover je totiz sdilend vSemi vldkny a pokud data
nejsou v L3, pak jsou nac¢itana primo z hlavni paméti. Po ziskani disjunktni ¢asti vstupniho pole
vlaknem jsou tato data naCtena do cache paméti, ale pristupuje k nim jen jedno jadro. L3 je vaci
hlavni paméti mnohonasobné mensi a bylo by vhodnéjsi, pokud by nactena data do L3 mohlo
vyuzit vice vlaken soucasné. V této fazi dochazi pouze ke cteni dat, nikoli k jejich modifikaci.
Pozménime tedy algoritmus tak, abychom tohoto vylepseni docilili.

Pri implementaci nového ptistupu nebudeme rozdélovat vstupni posloupnost mezi vlakna, ale
rozdélime mezi né pivoty. Pro jednoduchost budeme uvazovat situaci, kdy nechame algoritmus
zvolit pocet pivotl a neménime hodnotu parametrem. V takovém pripadé dostane kazdé vldkno
nejvyse jeden pivot, kromé posledniho vlakna. Pocet segmentii s je mocninou dvou a pokud tedy
bude k dispozici naptiklad 8 vldken, pak je potfeba 7 pivotii. Pokud neni pocet vldken mocninou
dvou, pak zustane nevyuzitych jader vice. Kazdé vlakno prochéazi celou vstupni posloupnost a za-
znamenava pocet prvki mensich nez pridéleny pivot. Vlakna posloupnost zpracovavaji priblizné
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stejnou rychlosti, a proto pracuji v jeden ¢as na identickych datech. Perfektné dodrzuji prostoro-
vou lokalitu a data nac¢tena jednim vldknem jsou vyuzita i ostatnimi. Po skonceni kazdé vldkno
zapise vysledek do sdileného pole. Neni tfeba atomickych operaci, jelikoz jsou indexy pivoti
disjunktni a index ptidéleného pivota je roven indexu do sdileného pole. Pti zapisu do sdileného
pole bude dochézet k faleSnému sdileni. Pocet zdpisu je vSak roven p a tento problém je zcela
zanedbatelny. Timto zpusobem jsme ziskali konce segmentii, ze kterych jsme schopni spocitat
i jejich zacétky.

Diky tpravé vyse jsme ziskali silné zrychleni via¢i pivodni implementaci a to i navzdory
nevyuziti nékolika vldken béhem vypoctu. Pomoci parametru je mozné pouze navysit pocet
vyuzitych pivoti, nikoli jej snizit a to z duvodu vyvazovani zatéze. Pokud by byl zvolen vyssi
pocet pivott, pak by na vldkno mohlo pripadnout vice nez jeden pivot. V takovém piipadé
rozdélime pocty pivott mezi vldkna rovnomérné. V pripadé, kdy je jednomu vlaknu prirazeno vice
pivotd, muzeme vyuzit dalsi optimalizac¢ni techniky a to pro redukci poc¢tu porovnani. Serazené
pole pivott bylo po ¢dstech rozdéleno mezi jednotliva vldkna. Porovndvani prvku zac¢ind s prvnim
pivotem vlevo, a pokud je element mensi nez pivot, muZzeme rovnou inkrementovat i ¢itace
ostatnich pivotd nachézejici se vpravo od aktualniho pivota. Element bude zajisté mensi nez
hodnoty ostatnich pivotd, a proto jej neni tfeba s ostatnimi pivoty porovnavat.

Po zjisténi zacatku a konce jednotlivych segmentt spocteme pocet vyslednych segmentu.
I pres snahu vybrat optimalni pivoty pro dosaZeni optimdalniho rozdélovani se muze stat, ze
segment nebude obsahovat zaddné elementy a celkovy pocet uvazovanych segmenti bude proto
nizsi. Zaroven v pripravné fazi vytvorime lambda funkci element_in_segment pro zjisténi, zda
element patfi do poskytnutého segmentu a lambda funkci pro nalezeni nezneutralizovaného seg-
mentu find_unprocessed_segment. Tato lambda funkce bud skonéi netispéchem, kdy byly vsechny
segmenty zpracovany (nen{ mozné z nich vzit dalsi blok) a nebo tspéchem, kdy ndm vrati ¢islo
nezneutralizovaného segmentu.

V ramci piipravné faze je nutné kromeé zjisténi zacatkd resp. konci segmenti a definic
pomocnych funkei pripravit i pomocné tabulky. Tyto tabulky se v pripadé nutnosti naplni
v rozdélovact fazi a poté se jejich obsazend data vyuziji v dklidové fazi. Budou zapotiebi dveé
tabulky a dvé pole. Tabulky jsou reprezentované pomoci jednorozmérného pole se kterym pra-
cujeme jako s dvojrozmérnym z davodu efektivity a uSetfeni zbytecné nepiimé indexace. Ta-
bulky vyzadované implementaci nesou postupné nazev elements_table_insertions a elements_table.
Néazvy dvou poli jsou elements_table_insertions_index a elements_table_index, které se vazou
k prislusnym tabulkdm. Pro zkraceni znaceni a prehlednost v textu, budeme struktury znacit
pomoci zkratek ETI s prisluSnym pomocnym polem ETIi a ET s pomocnym polem ET4.

Pomocné struktury byly zapotfebi z nékolika divodt, které uvedeme pii popisu dalsi faze
rozdélovani. Prozatim uvedeme hodnoty, které jednotlivé struktury ukladaji. Prvni tabulka ET
udrzuje elementy spadajici do konkrétniho segmentu s;. Pokud bude napriklad element spadat do
segmentu s;, pak jej ulozime do fadku s indexem ¢. Zaroven inkrementujeme hodnotu na indexu
1 v poli ETi, které udrzuje pocet elementt pro kazdy radek resp. segment. Naopak tabulka
ETI ukladd hodnoty indext elementti, nikoli elementy samotné. Index elementu je ulozen do
radku ¢ pravé tehdy, kdyz element pochazi ze segmentu s;. V poli ETIi udrzujeme pocet indext
obdobnym zptsobem, jako v poli ETi pocet elementi.

Struktury popsané vyse nam v uklidové fazi pomohou umistit elementy na spravna mista. Po
skoceni druhé faze (rozdélovani) si budou hodnoty na i-tém indexu poli ETTi a ETi rovny (pocet
elementit odpovidd pottu segmentit). Diky témto strukturdm si muZzeme udrzovat prehled o tom,
jaké elementy je tfeba do posloupnosti vlozit a také vime, na presné jakou pozici v posloupnosti
mohou byt vlozeny. Zadna z uvedenych struktur neni zavisld na velikosti vstupu n a jediné
vstupni hodnoty, které jejich velikost mohou ovlivnit je velikost bloku B, pocet jader ¢ vyuzitych
k vypoctu a pocet segmentu s resp. pocet pivotu p. Siika tabulek ET a ETI je (¢ —1)B a jejich
vyska je rovna poctu segmentti s. Pokud neni parametr poc¢tu pivotti zménén, pak bude s < c.
Diky tomu i nadéle dodrzujeme velmi pozitivni in-place vlastnost algoritmu.
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Rozdélovaci faze

Nyni si po uvedeni pripravné faze a vyuzitych dodateénych struktur vysvétlime hlavni cast
algoritmu, kterou je paralelni rozdélovdni, oznacované jako druhd faze. Pred vstupem do této
faze nalezneme nezpracovany vychozi segment (tj. mohou z néj byt pfifazeny bloky) pro vSechna
vlakna pomoci funkce find_unprocessed_segment. Struktury uvedené v predchozim textu budou
sdileny vSemi vlakny s tim, zZe si kazdé vldkno v privatni proménné udrzuje aktualni index
(ID) zpracovavaného segmentu (na po¢atku maji vSechna vldkna spoletnou hodnotu) a pocet
zbyvajicich segmentti, které nebyly z pohledu daného vlakna zneutralizovany. Po vstupu do
paralelniho regionu druhé faze si kazdé vlakno vytvori dalsi dvé pomocné privatni pole indexii.
Velikost poli opét odpovida poctu segmentti s. Pokud tedy budeme chtit zjistit zacatek a konec
bloku, ktery pochéazi ze segmentu s indexem i, pak tyto hodnoty nalezneme pod stejnym indexem
v prislusnych polich. Diky analyze dvoucestného paralelniho Quicksort algoritmu totiz vime, ze
je z duvodu efektivity nutné, abychom vlakntum ze segmentt nepridélovali jednotlivé elementy,
ale celé bloky. Tim zlepsime pristup ke cache pamétim a predejdeme problému falesného sdileni.
Poslednim krokem vlaken, pred zahajenim vlastniho paralelniho rozdélovani, je vytvoreni lambda
funkce find_unprocessed_block, kterd nalezne nezpracovany blok pro dané vldkno, obdobné jako
funkce find_unprocessed_segment hleda nezpracovany segment.

V tuto chvili maji vSsechna vlakna pripraveno vse potiebné a mohou zahdjit samotné paralelni
vicecestné rozdélovani. Ze zacatku maji vSechna vlakna nastavena segment se stejnym ID. Na
obrézku 3.4/si mtzeme prohlédnou mozné pfirazen{ blokt mezi vlakna s vychozim ID = (. Poradi
pridéleni blok z tohoto segmentu vldknim je ndhodné a zalezi na rychlosti jednotlivych vldken.
Vldkno atomicky ziskd ptvodni hodnotu zacatku segmentu a atomicky inkrementuje zacCatek
segmentu o velikost bloku B. K této operaci slouzi konstrukt OpenMP atomic capture. Nasledné
na tuto hodnotu nastavi prvek pole block_start na indexu I D. Hodnotu pole block_end na indexu
ID nastavi na hodnotu zac¢atku bloku zvétsenou o B. Nésledné je tfeba predejit pripadim, kdy
velikost segmentu neni délitelna velikosti bloku B, a nebo pokud v segmentu jiz nejsou volné
z&dné bloky. Proto vysledny konec bloku nastavime jako min(block_end[I D], segment_end[ID]).
Néasledné otestujeme zacatek a konec bloku. Jestlize je zacatek vétsi nebo roven konci, pak
segment jiz neobsahoval zadné bloky k pridéleni. Snizime pocet nezpracovanych segmentti pro
dané vldkno a oznac¢ime segment jako zpracovany. Nasledné vldkno nalezne jiny nezpracovany
blok nebo segment a zacne jej zpracovavat.
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B Obrazek 3.4 Schéma rozdéleni vstupni posloupnosti na segmenty a pfifazeni blokii vldkntim z téchto
segmentil.

Po ziskani bloku vldkny se provadi smycka, kterd prochazi jednotlivé elementy bloku a skon¢i
praveé tehdy, kdyz narazi na element nepatiici do segmentu, a nebo pokud byl cely blok neutra-
lizovan. Pokud byl blok neutralizovan, pak si vldkno zazdda o blok novy, ktery je ze stejného
segmentu. Pokud segment jiz nemé bloky k pridéleni, pak je tento segment pro dané vlakno
oznacen jako zpracovany a je tieba najit jiny rozpracovany blok daného vlakna. Pokud vldkno
nemd zadné rozpracované bloky, pak se pokusi vzit blok ze segmentu, ktery neni zpracovany.
Pokud ani takovy segment neexistuje, vlakno kon¢i. Naopak pokud vldkno narazi na element
nepattici do aktualné zpracovavaného segmentu, je tfeba pomoci funkce find_element_segment_id
zjistit ID segmentu, kam element patii. Nasledné vldkno element do nalezeného segmentu umfisti.
Aktuélni segment nastavime na nové zjisténé ID a postup popsany vyse opakujeme.

Schéma [3.4|ddle ukazuje, ze vldkno Tp v bloku ze segmentu sy narazilo na element pattici do



Paralelni vicecestné rozdélovani

segmentu s1. Zazadalo si tedy o blok z nového segmentu, aby mélo element kam vlozit. Element
ze segmentu sg si vlakno ulozilo do lokélni proménné. V této situaci nastdva problém, ktery
je potreba vytesit. Prvek ze segmentu sy patii do si, ale ziskany prvek z druhého segmentu
muze patfit do jiného, nez prvniho. Z toho divodu se prvky nedaji napiimo prohazovat pomoci
indexu do vstupniho pole, ale lze je prohazovat s elementem v lokdlni proménné. Blok z sg se
oznaci jako veéritel, coz znamena, ze jeho element nemohl byt s Zddnym prohozen, a proto je mu
element dluzen. Diky tomuto priznaku mohou byt elementy z riznych blokt vzdy prohazovany
s elementem v lokdlni proménné do té doby, dokud nenalezneme element pro blok oznaceny jako
veritel. Takto oznaceny blok vypiijcil svij element a je potfeba tento dluh splatit. Proto element
v lokalni proménné do bloku pouze vlozime a zrusime priznak véritele. Dale vlakno pokracuje
smyckou prochdazejici elementy bloku, jak bylo popsano vyse. Priznak nam umoznil zachovat
in-place vlastnost algoritmu.

Takto popsany algoritmus vSak neni korektni. Schéma [3.5 popisuje problémovou situaci.
Uvazujeme s = 2, pocet jader ¢ = 2 a vychozi ID segmentu 0. Velikost segmentti je nevyvazena
a plati pro ni vztah sg = 2s;. V této situaci ziskalo prvni blok segmentu sy vldkno Tp, kde se
nachazel element z si, a proto zazadalo i o blok z tohoto segmentu. Blok z prvniho segmentu
vSak obsahoval pouze jeden element z s; a vSechny ostatni jsou na svém misté. Poté ziskalo
vlakno T; blok z sg, kde naopak vsechny elementy az na jeden patri do s;. Segment s; vsak ne-
obsahuje zadné volné bloky. Jediny volny blok byl prifazen predchozimu vldknu, i kdyz do néj jiz
zadné elementy vkladat nebude. Potrebné elementy jsou vlastnény blokem vlakna 7T; a naopak.
Uvazovali jsme TeSeni problému pomoci predavani rozpracovanych blokti mezi vlakny dle potteby.
V takto jednoduché situaci by se mohlo jednat o mozné efektivni feSeni, ale s pribyvajicim poctem
mezi vldkny a museli bychom Tesit jejich vzdjemnou komunikaci. To by pfineslo nezanedbatelné
zpomaleni. Z tohoto divodu jsou pro feseni problémy vyuzity zminované sdilené tabulky ET,
ETT a jejich pomocné pole. Diky tomu si nemusi vlakna predavat bloky ¢i vyménovat informace
béhem rozdélovani. V1dkno T si oznaci segment s; jako zpracovany. V pripadé, kdy narazi na
elementy patiici do zpracovaného segmentu, je misto umisténi do bloku z cilového segmentu
vlozi do tabulky ET. Nasledné prida i index elementu do ETI. Pro vloZeni je potfeba opét pouze
konstrukt atomic capture. Pokud bychom situaci zobecnili na ¢ vlaken, pak by v nejvice extrémni
situaci mohlo nastat, ze ¢ — 1 vldken drzi vSsechny bloky ze segmentu i, ale elementy pattici do s;
jsou v ostatnich blocich pridélovanych pouze vlaknu Ty. Z této skuteénosti vyplyva sitka tabulek
elementi a indexu (¢ — 1)B.

EXR
B

o

B Obrazek 3.5 Problémova situace, kdy blok vladkna T) obsahuje prvky patiici do segmentu s, ale
vSechny bloky segmentu jsou vlastnény jinymi vldkny.

Uvadime zde i pseudokéd [3.1] druhé faze. Kéd je velmi zjednoduSeny s vynechdnim imple-
mentacnich detailt. Tyto detaily zahrnuji pomocné proménné, konstrukty knihovny OpenMP,
vstupni a vystupni proménné. V implementaci se navic nejedné o separdtni funkci, ale zde tuto
¢ast kédu z diivodu prehlednosti v textu jako funkci uvadime. Casti algoritmu, které jsou delsi
a ne primo stézejni pro jeho pochopeni, jsou nahrazeny komentafri misto kédu.
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B Vypis kédu 3.1 Pseudokéd druhé faze paralelniho vicecestného rozdélovani.

ParallelMultiwayPartition()
current_segment = default_segment_index
while (segments_left > 0)
if (segment[current_segment] is neutralized)
if (saved_element exists)
// Insert in ET and increment ETi
if (saved_element from segment in dept)
// Insert element index in ETI and increment ETIi
block_start[segment_in_dept] += 1
segment_in_dept = not
// Reset saved_element index
if (not find_unprocessed_block(current_segment))
if (not find_unprocessed_segment (current_segment))
segments_left = 0
continue
else if (block_start[current_segment] >= block_end[current_segment])
// Get block from segment with ID as current_segment
// Set block_start and block_end
// Shrink block_end if greater than segment boundary
if (block_start[current_segment] >= block_end[current_segment])
segments_left -= 1
segment [current_segment] = neutralized
continue
if (current_segment == segment_in_dept)
// Insert saved_element and reset saved index and segment
block_start[current_segment] += 1
segment_in_dept = not
while (block_start[current_segment] < block_end[current_segment]
%% element_in_segment (current_element, current_segment))
block_start [current_segment] += 1
if (block_start[current_segment] >= block_end[current_segment])
continue
if (segment_in_dept == not)
segment_in_dept = current_segment
// Save current element, its index and segment
else
// Swap saved_element with current element in a current block
block_start [current_segment] += 1
current_segment = find_element_segment_id(saved_element)

Uklidova faze

Timto koné¢i druh4 faze a jeji paralelni region. V posledni tieti fazi (iklidové) je potfeba elementy
z tabulky ET vlozit na spravné misto diky indextim z tabulky ETI. Pocet elementt v radku resp.
segmentu ¢ tabulky ET bude odpovidat po¢tu indexi v fadku resp. segmentu ¢ tabulky ETTI.
Vkladani provadime pomoci paralelntho cyklu for a kazdé vldkno zpracuje i-ty segment.

Provedli jsme paralelni vicecestné rozdélovani a vytvorili nejvyse s segmenti (nékteré nemu-
sely obsahovat zaddné elementy). Zptsob zpracovan{ vytvofenych segmentt byl jiz popsén.
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3.5 API algoritmu MPQsort

Pti ndvrhu API algoritmu MPQsort jsme se snazili o co nejjednodussi pouziti z hlediska pro-
gramatora a zaroven, aby bylo co nejpodobnéjsi ostatnim knihovnim radicim algoritmum jazyka
C++.

Hlavni implementace se nachézi ve jmenném prostoru (namespace) mpgsort a nazev funkce
fazeni je intuitivné sort. Mozné zptsoby voldn{ uvddime v|3.2. Jedna se o header-only knihovnu
a pro jeji vyuziti ji sta¢i pomoci include vlozit mezi hlavickové soubory. Zptsob vybéru algoritmu
(sekvenéni, paralelni, ...) se provadi pomoci tzv. execution policies. Pfeddefinované politiky
se nachdz{ v namespace mpgsort::execution a jsou taktéz uvedeny v|[3.2. Uzivatel ma moznost
poskytnout vlastni porovnavaci funkci a v pripade zvoleni paralelni politiky i pocet jader pro
vypocet.

V neposledni fadé mé programétor prostor pro zménu nékolika parametru, které mohou ovliv-
nit dobu vypoctu a daji se nastavit tak, aby na zvoleném systému algoritmus bézel co nejrychleji.
Z davodu dlouhych nazvu parametra je zde nebudeme vSechny vyjmenovavat, ale jen je slovné
popiseme. VSechny parametry se nachdzi ve jmenném prostoru mpgsort::parameters. Diky para-
metrum je mozné nastavit velikost bloku, ktery je vldkntm pridélovén v druhé fazi (paralelni
vicecestné rozdélovéni). Muzeme také nastavit meze, kdy po klesnuti délky vstupni posloupnosti
fadime data pouze vicecestnym sekvenénim algoritmem a v pripadé velmi kratkych posloup-
nosti dojde k serazeni Heap-Insertion algoritmem. Déle je mozné zvolit pocet pivotu urcenych
k vicecestnému paralelnimu rozdélovani. Tim zaroven nastavime pocet vyslednych segmenti. Na
zaver jsme schopni nastavit pocet elementi pro vybér jednoho pivota v paralelnim vicecestném
rozdélovani a také jejich pocet v paralelnim vicecestném Quicksort algoritmu.

B Vypis kédu 3.2 Rozhrani API fadiciho algoritmu MPQsort a jeho mozné volani.

#include <mpgsort.h>
#include <vector>

using namespace mpqgsort;

int main() {
std: :vector<int> v{2, 3, 5, 3};
auto cmp = [J(int a, int b) { return a > b; };
int cores = 8;

// Possible MPQsort overloads for two-way sequential gsort
sort(v.begin(), v.end());

sort(v.begin(), v.end(), cmp);

// Possible MPQsort overloads for three-way and four-way sequential gsort
sort (execution: :seq_three_way, v.begin(), v.end());

sort (execution: :seq_three_way, v.begin(), v.end(), cmp);
sort (execution: :seq_four_way, v.begin(), v.end());

sort (execution: :seq_four_way, v.begin(), v.end(), cmp);
//Possible MPQsort overloads for parallel multi-way gsort
sort (execution: :par, v.begin(), v.end());

sort (execution: :par, cores, v.begin(), v.end());

sort (execution: :par, v.begin(), v.end(), cmp);

sort (execution: :par, cores, v.begin(), v.end(), cmp);
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Kapitola 4

Testovani implementace

Nedilnou soucasti vyvoje a implementace paralelniho vicecestného quicksort algoritmu MPQsort
je jeho dikladné otestovani. Testovani zahrnuje jak korektnost implementace pomoci unit testi,
tak dikladné naméreni a vyhodnoceni jeho efektivnosti.

Pro otestovani korektnosti byla vyuzita knihovna Catch?2 a pro méreni efektivnosti razeni
knihovna Google benchmark, coz usnadnilo, zptrehlednilo a dopomohlo k vyhodnoceni dosazenych
vysledkti implementace. Obé z uvedenych knihoven jsou casto vyuzivany v jazyku C++.

Google benchmark umoznuje provadét méreni casti kodu podobnym zptsobem, jako testovani
korektnosti implementace pomoci unit testi. [18] Psani benchmarki je obdobné jako psani unit
test v kapitole s vyuzitim knihovny Catch2. Google benchmark umoziiuje vyuziti tzv. fiz-
tures, coz jsou pomocné tridy slouzici k ptipraveé testovaciho prostfedi v ramci testu. V nasem
pripadé chceme otestovat vicero radicich algoritmu s identickymi vstupnimi daty. Fixtures nam
umozni implementovat generovani dat pouze jednou a vygenerovat data znovu pri kazdém volani
benchmark funkce. Dalsi vyhodou knihovny je psani parametrizovanych testti, coz naptiklad
umoznuje implementovat test pouze jednou a nasledné jej spoustét pro rizné veliké vstupy ¢i
datové typy. Soucdsti knihovny je také nastroj na porovnavani namérenych dat mezi sebou
a vytvareni tabulek, coz béhem implementace umoznilo prehledné a jasné odladit implementaci
za cilem vyssi efektivity. Knihovna nabizi Siroké moznosti a nastroje. My jsme si shrnuli jen ty

V této kapitole si nejdrive ve struénosti probereme testovaci prostiedi clusteru STAR a vyse
zminéné knihovny vyuzité pro testovani korektnosti a efektivity vysledné implementace. Poté
popiseme pripravu a generovani testovacich dat, vcetné jejich vlastnosti z hlediska usporadani.

Nésleduje kapitola vyhodnoceni a méfeni efektivity pro ruzné hodnoty parametru algoritmu
MPQsort a jejich vliv na rychlost fazeni. V kapitole |5 probihd vyhodnoceni rychlosti algoritmu
pro ruzné datové typy, usporadani vstupnich dat, mohutnost mnoziny oboru hodnot a skdlovani
se zvétsujicim se poctem jader.

S fadné namétrenou a otestovanou efektivitou algoritmu MP@sort nasleduje porovnani s exis-
tujicimi implementacemi paralelnich radicich algoritmiu pro jazyk C++4. Porovnéni bude probihat
vidi standardnim a rozsifenym paralelnim fadicim algoritmim od GNU a déle s algoritmy AQ-
sort [17] a cppllsort [9].

4.1 Testovaci prostredi
Vsechna méreni byla provddéna na clusteru STAR. Uzivatel se po pfipojeni ke clusteru nachdzi

na front-end uzlu, kde mtze kompilovat svij algoritmus a pridavat tlohy do vypocetni fronty.
Primé spusténi na back-end uzlech neni mozné a je potieba vyuzit planovac¢, ktery tlohu
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do fronty vlozi. leohy jsou planova¢em odebirany a spoustény takovym zpusobem, aby nedoslo
k ovlivnéni méfeni jinymi tlohami. Na jednom back-end uzlu by tedy vzdy méla byt spusténa
pouze jedna tloha, ¢imz jsme schopni ziskat neovlivnéné vysledky.

Vypocetni back-end uzly jsou osazeny procesorem Intel Xeon E5-2630 v4 2.20GHz s celkem
dvaceti jadry. Zékladni deska osazena timto procesorem totiz obsahuje dva sockety a v kazdém
socketu je jeden procesor. Jednd se tedy o architekturu NUMA a kazdy procesor mé deset
jader. Procesor sice podporuje technologii hyper-threading, ale pro presnéjsi méfeni je na uzlu
vypnuta. Hlavni pamét mé vice nez dostateénou velikost pro nase potfeby a to 64 GB. Velikosti
jednotlivych drovni cache L1, L2 a L3 jsou 32 KB, 256 KB a 25600 KB.

V dobé méfeni mél STAR systém CentOS ve verzi 7.9.2009 (Core) 64bit a verzi piekladace
GCC 10.2.1, ktery byl vyuzit pro kompilaci vSech komponent a algoritmu. Verze standardu C++
byla pri kompilaci nastavena na C+-+ 17.

4.2 Korektnost implementace

Pro ovéreni korektnosti implementace radiciho algoritmu, pomocnych metod a dil¢ich krokt jsme
vybrali testovani pomoci unit testi. V nasem pripadé se jedna o nejlepsi zptsob jak testovat
korektnost jednotlivych kroki algoritmu. Jednotlivé ¢dsti kodu jsou rozdéleny do jednoduchych
pomocnych funkci, a proto mohou byt testovany nezavisle na sobé. Jedna se o nejmensi moznou
testovatelnou jednotku programu a to ndm umozni podchytit chyby vcas a zjednodusi jejich
lokalizaci.

V rdmci testovani budeme také vyuzivat AddressSanitizer. [19] AddressSanitizer ndm pomuze
detekovat nekorektni praci s paméti jako je pristup mimo hranice pole, dereference nullptr uka-
zatele a v neposledni fadé tniky paméti. ThreadSanitizer zvladne detekovat souCasny pristup
vldken ke stejné proménné v piipadé soucasného zapisu vicero vlaken, nebo soucasného ¢teni
a zapisu vicero vldken. V pripadé, Ze tato situace nastane, nds na ni upozorni. Oba nastroje se
spousti pouze priddnim parametru v dobé kompilace, coz muze béh programu zpomalit az 20x.
Z toho davodu bude kéd kompilovan s témito prepinaci jen v pripadé testovani korektnosti a ne
efektivnosti.

P1i testovani jsme narazili na chybu v knihovné Catch2 ve spojeni s detekci ThreadSanitizer
a vicevlaknovou aplikaci. Kvili této chybé ziskdvame mnozstvi chyb, které vSak nejsou zpusobeny
nekorektni implementaci vicevldknového algoritmu a jsou tedy falesné pozitivni. Kvuli tomuto
problému byla kontrola odebrana a pri testovani nebyla uvazovana.

Pro unit testy v C++ existuje fada knihoven, z nichz nejznaméjsi jsou Google Test, Boost. Test,
doctest a Catch2. Vsechny uvedené knihovny poskytuji kvalitni testovaci framework, a proto bylo
pomérné slozité vybrat tu nejlepsi pro nase ucely. Nase pozadavky na testovaci framework jsou
néasledujici:

Assert makra Testovaci framework musi obsahovat preddefinovana assert makra slouzici na
ovéreni pravdivosti vyrazu. Dale by méla umoznovat preruseni zbyvajicich testid v pripadé
neuspéchu, ale také jejich pokracovani.

Generatory Implementujeme fadici algoritmus, a proto by bylo vhodné mit moznost generovat
data jako vstup do algoritmu. Data by mélo byt mozné generovat nadhodné a nebo jako pole
s definovanymi vlastnostmi.

Vytvéareni skupin Umoznit jednotlivé testy seskupovat do vétsich celkll a mit moznost spustit
pouze definovanou mnozinu testi.

Fixtures Casto se stdvd, ze rizné testy vyzaduji stejné prostiedi (data, komponentu, ...).
V nasem piipadé mizeme mit testy, které testuji riizné parametry radictho algoritmu, ale
vSechny vyzaduji data co maji sefadit. Pfiprava dat muze byt implementovana jednou pro
vSechny tyto testy.



Korektnost implementace

Jednoduchost a prehlednost Pozadujeme co nejjednodussi pouziti a instalaci testovaciho fra-
meworku, ale ne na tkor funkcionalit vysSe. Také pozadujeme prehlednost vysledki a moznost
vypisu proménnych.

Google Test je pravdépodobné nejrozsahlejsi testovaci framework z diive vyjmenovanych.
Zahrnuje velké mnozstvi preddefinovanych assert maker, poskytuje moznost mocks (dokaze si-
knihovnu. Poskytuje fixtures, ale nemé implementované generatory. [20]

Boost. Test je soucasti knihovny Boost a poskytuje assert makra s moznosti C++ logickych
operatori, obsahuje generatory, seskupovani testti a dokéze implementovat fixtures. Je jednodussi
na instalaci, ale z mého pohledu nejsou testy tolik pfehledné. [21]

Doctest framework implementace je header-only, tudiz staci stahnout jeden soubor, pridat ho
mezi include a vSe je pripraveno. Neni nutné kompilovat a linkovat externi knihovny. Testy mohou
bézet paralelné a oproti Catch2 se testy rychleji kompiluji a provadéji. Neposkytuje implementaci
generatori. [22]

Catch2 je poslednim z vyjmenovanych frameworki. Stejné jako doctest poskytuje implemen-
taci header-only, jeho vyuziti je jednoduché a prehledné. Implementuje generdtory a také tzv.
torl, texty vyjimky, porovnani ¢isel s plovouci desetinnou ¢drkou, ... ). Z hlediska funkcionalit
disponuje i specidlnimi makry pro testovani template trid, funkci a struktur jazyka C++. Diky
tomu je mozné spustit identicky test pro vicero typu velice jednoduse. Vypis testt je prehledny
a dostatecné expresivni pro nasledny debugging. V neposledni fadé disponuje i moznosti micro
benchmarking, coz umoznuje métreni casu vykondvani vybranych funkci ¢i fragmentu kédu. Pro
tato méfeni jsem se vSak rozhodl vyuzit Google benchmark knihovnu, kterd nabizi rozsdhlejsi
moznosti méfeni. [23]

Na zédkladé moznosti riznych testovacich knihoven jsem se rozhodl vyuzit Catch2. Splnuje
vSechny mnou kladené pozadavky na testovaci framework, je jednoducha na pouziti a dispo-
nuje prehlednou dokumentaci. Ptiklady definice testu a jejich spousténi si strucné ukazeme
v nasledujici sekci.

Spousténi testd a jejich definice

Pro implementaci testu je potreba pridat header-only knihovnu Catch2 do ndmi implemento-
vaného programu, priddanim hlavickového souboru catch2.hpp. Implementace testa se déli do
dvou soubori. Testy jako takové jsou umistény v souboru test/source/mpgsort.cpp a soubor
test/source/main.cpp slouzi na jejich spousténi a implementuje funkeci main.

M Vypis kédu 4.1 Ukézka souboru implementujictho funkci main pro spousténi testt

// File main.cpp
#define CATCH_ CONFIG_MAIN
#include <catch2/catch.hpp>

Vypis kédu|4.1|predvadi jednoduchost implementace funkce main pro spousténi testt. Makro
preprocesoru CATCH_CONFIG_MAIN automaticky vygeneruje definici main véetné prepinacu.
Pokud bychom chtéli, madme moznost funkci main implementovat sami a upravit jeji moznosti
a chovani. To vSak v nasem ptipadé nebude potieba, jelikoz originalni varianta poskytuje vse, co
budeme pro testovani radicich algoritmu potiebovat.

Na vypisu [4.2 si mizeme prohlédnou jeden z piikladi testovani korektnosti Fazeni imple-
mentovaného algoritmu mpgsort::sort. Makro GENERATE knihovny Catch2 zpiuisobi to, ze
test bude spoustén opakované a proménné size bude postupné nabyvat hodnot (1,2,4,6). Na
zékladné toho upravime velikost vektoru. Diky tomu muZzeme vytvorit jeden test, ktery pritom
testuje vicero velikosti vstupu. Tim usSetiime velké mnozstvi kédu a umozni nam definovat testy
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rychleji a prehlednéji. Nésledujici makro SECTION zpuisobi podminéné vykonavani kédu v téle
testu. Obdobné jako u makra GENERATE se test spusti opakované a v kazdém spusténi se
vykond pouze jedna sekce. Obé sekce predpokladaji, ze bude pripraven vektor s daty, kterd se
maji seradit. Kéd pro takovou pripravu bude pro vSechny sekce spoleé¢ny. Nasledné kazdé sekce
vold Tadici algoritmy s jinymi parametry a oCekava jiné vysledky. Diky tomu muzeme zkombi-
novat vicero testi dohromady a opét zptrehlednit a zkratit vysledny kéd. Korektnost vysledku je
v tomto pripadé zkontrolovana pomoci makra REQUIRE_THAT a funkce Catch::Equals, ktera
je jednou z preddefinovanych matcher funkci. Tento zapis na jeden fadek porovnd identi¢nost
dvou vektorti a v pripadé nerovnosti nahlasi chybu, vypiSe ji a nasledujici testy nespousti. Pokud
bychom chtéli v testech pokracovat i v pripadé chyby a jen ji vypsat, muZzeme vyuzit makro
CHECK_THAT.

Framework Catch2 nabizi $irsi mnozstvi typt test, maker, generatori a pomocnych funkei,
které v testovani vyuzivam. Vypis [4.2] slouzi jako demonstrace a divod, pro¢ jsem si tento
testovaci framework vybral.

Spusténi testh je jednoduché, jelikoz po kompilaci se ndm vytvori spustitelny soubor po jehoz
spusténi se provedou nami definované testy. Pii spousténi mizeme vyuzit dodatecné argumenty
a parametry. Tim jsme schopni ovlivnit, které testy se spusti, jaky format vypisu pozadujeme
(json, csv, cmd) a jiné uzitetné moznosti.

B Vypis kédu 4.2 Ukézka testovani kédu pomoci Catch2

#include <catch2/catch.hpp>
#include <vector>
// Test if mpgsort:sort returns correct results. Expected result is computed
— using std::sort
TEST_CASE("Sorting vector of different sizes and custom comparators") {
// Runs once per generator value
auto size = GENERATE(1, 2, 4, 6);
std: :vector<int> test_vector{5, 3, 3, 6, 6, 7};
auto first = test_vector.begin();
auto last = test_vector.end();
auto res = test_vector;
// Resize based on size value. For each test run is size different
test_vector.resize(size);
SECTION("Default comparator") {
mpgsort: :sort(first, last);
std: :sort(res.begin(), res.end());
REQUIRE_THAT (test_vector, Catch::Equals(res));
}
SECTION("Greater comparator") {
mpgsort: :sort(first, last, std::greater<int>());
std: :sort(res.begin(), res.end(), std::greater<int>());
REQUIRE_THAT (test_vector, Catch::Equals(res));

4.3 Priprava testovacich dat

vstupni pole pfi opakovanych méfenich. Na rozdil od datové necitlivych algoritmu (Mergesort,
Heapsort, ...) je Quicksort a jeho varianty datové citlivy a i v piipadé permutaci identického
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vstupu bychom mohli dostat velmi odlisné vysledky. Pri testovani je také dilezité mit dostatecné
veliké vstupy, jelikoz jsou Fadici algoritmy zpravidla rychlé (obzvlasté paralelni verze). Velikost
také pomuze k vyuziti vsech jader daného CPU a namérené vysledky budou presnéjsi. Délka
posloupnosti, spliujici tyto pozadavky, je od 8 GB dat a vice.

Vlastnosti dat

Vlastnosti testovacich dat se lisily v datovymi typy, vstupnim usporadanim a mohutnosti oboru
hodnot. V rdmci méreni byly uvazovany tri zakladni datové typy, které se bézné vyuzivaji v praxi:

m int - celd &isla (velikosti 4 B)
m short - celd ¢isla poloviéni délky (velikosti 2 B)

= double - desetinnd ¢isla s dvojitou presnosti dle IEEE 754

Interface MPQsort a ostatnich fadicich algoritmi umoznuje uzivateli poskytnout porovnéavaci
funkci a sefadit libovolné datové typy. Ostatni datové typy jsme vSak vynechali, jelikoz zdkladni
datové typy povazujeme za dostatetné a jsou také bézné vyuzivany pri prezentaci vysledku
fadicich algoritm.

Velikost vstupnich dat je vzdy urcena s ohledem na to, aby se data vesla do paméti. Radict
algoritmus si miZe a bude alokovat dodatetnou pamét i v p¥ipadé in-place verze (zaloha registrii
na stack v pfipadé rekurze, pomocné struktury).

Abychom mohli korektné porovnat efektivitu mezi riznymi datovymi typy, musi jich byt
identicky pocet. Kvuli skuteénosti, ze datovy typ double je zpravidla dvakrét vétsi (8 B) oproti
datovému typu int (4 B), musi bran zfetel pravé na double. Tento datovy typ uréuje maximalni
mnozstvi alokované paméti algoritmem béhem méfeni a nesmi pfesdhnout pamét systému.

7Z hlediska vstupniho usporadani posloupnosti jsou uvazovany nésledujici typy:

m Pseudondhodné posloupnost

m Serazend posloupnost

= Opacné sefazend posloupnost

= Varhanové sefazend posloupnost

= Rotovand sefazend posloupnost

Pseudondhodnd posloupnost je generovana z uniformniho rozdéleni pomoci Mersenne Twister
19937 a je vyuzita jako vstup pro ostatni typy usporadani. Detaily ohledné generovani dat jsou
uvedeny v kapitole 4.3| Schéma ndhodného uspofadéani je pro lepsi pfedstavu vyobrazeno nal4.1a.

Setazena posloupnost se mysli ve vztahu vici vyuzité porovnavaci funkci. Tedy pokud po-
rovnavaci funkce f vrat{ hodnotu true pro prvky, kdy plati a < b, a v ostatnich piipadech hodnotu
false, pak je vstupni sefazend posloupnost vzestupna. Ukazku, jak sefazend data vypadaji, si
muzeme prohlédnout na obrdzku|4.1b)

Opacné sefazena posloupnost je myslena opét vici porovnéavaci funkci. V pripadé vyuziti
funkce f a jeji negace budou vstupn{ data opacéné sefazend viici dattim na obrazku(4.1b a vysledné
usporadani vidime na|4.1c.

Varhanové sefazend data jsou tvorena dvéma posloupnostma. Obé maji délku n/2, kde n je
celkové délka pole. Prvni je neklesajici od indexu pole 0 az po n/2 — 1. Druhd je nerostouci od
indexu n/2 az po n — 1. Vysledek tvarové pripomind varhany a odtud nese sviij nizev m

Posledni ze vstupnich posloupnosti je tzv. rotovana. Jednd se o sefazenou posloupnost s tim
rozdilem, Ze jsou vSechny prvky cyklicky posunuty o jednu pozici vlevo.
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(a) Schéma ndhodného sefazeni EtyFiceti elementu.

(b) Schéma sefazenych ctyticeti elementi.

(c) Schéma opacné serazenych ctyficeti elementi.

(d) Schéma varhanové sefazenych ctyticeti elementii.

(e) Schéma sefazenych CtyFiceti element a nésledné cyklicky
posunutych o jednu pozici vlevo.

B Obrazek 4.1 Rizné typy vstupniho uspotfadani pro otestovani implementaci.
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Soucasti testovani efektivnosti bylo otestovano chovani algoritmu v pripadé raznych mo-
hutnosti oboru hodnot. V praxi se zpravidla setkdvame s posloupnostmi, kde jednotlivé prvky
nabyvaji omezeného mnozstvi hodnot, coz zptsobuje opakovani jednotlivych elementti. Pri tes-
tech, které se nezaméruji na tuto vlastnost, mohly prvky nabyvat jakékoli validni hodnoty vy-
braného datového typu.

Generovani dat

Prvotnim zamérem bylo vygenerovani vstupnich dat a uloZeni do souboru. To ptinaselo nékolik
velmi nepraktickych problému. V prvni radé by vygenerovana vstupni data zabirala neprimérené
misto na disku, jelikoz pro kazdy datovy typ by bylo potifeba vytvorit jiny typ posloupnosti
a jen tato vygenerovand data by zabirala nejméné 120 GB (v ptipadé velikosti 8 GB pro jeden
vstup). Druhou nevyhodou byla doba generovani a nac¢itani téchto dat. Generovéni dat a alokace
potfebné pameéti je rychlé operace, izkym hrdlem se jevi pfenosova rychlost disku. Proto budeme
data generovat vzdy nové a primo do paméti bez zbytecného zapisu a ¢teni ze souboru.

Pro generovani vyuzijeme Mersenne Twister 19937, coz je nejrozsirenéjsi generdtor pseu-
dondhodnych &fsel knihovny STL. [24] Tento generédtor pfijimé jako vstupni parameter tzv. seed,
ktery slouzi k jeho inicializaci. Pokud je seed mezi volanimi identicky, pak generator vyprodukuje
vzdy stejnou pseudondhodnou posloupnost. Hodnoty posloupnosti jsou generovany z uniformniho
rozdéleni, tedy kazdou hodnotu z intervalu [a, b] vygenerujeme se stejnou pravdépodobnosti.

Generovani dat je mozno paralelizovat, kde kazdé vlakno dostane instanci generatoru Mer-
senne Twister 19937 s odlisnou hodnotou seed, kde seed odpovida ¢islu vlakna. Cislo vldkna je
jeho unikétni identifikdtor a nabyva hodnot {0, ...,p—1}, kde p je pocet vldken. Diky unikdtnimu
seed bude kazdé vlakno generovat svou unikatni pseudondhodnou podposloupnost vysledné po-
sloupnosti. V opa¢ném pripadé by kazdé vlakno generovalo podposloupnost identickou. Pti para-
lelizaci for-cyklu generujiciho vstupni posloupnosti je vyuzito OpenMP a tzv. static scheduling.
Diky tomu dostane kazdé vlakno p stejny seed a stejnou ¢ast vstupniho pole, do kterého vygene-
ruje vzdy stejnou podposloupnost. To zajisti vzdy stejna vstupni data pri opakovaném spusténi
testu.

Nahodné vygenerovana data slouzi jako vstup pro dalsi typy sefazeni vstupni posloupnosti.
Ve vSech ostatnich pfipadech (kromé pseudondhodné posloupnosti) bylo potfeba data efek-
tivné a hlavné korektné seradit. K tomu byla vyuzita implementace paralelniho balancovaného
Quicksort algoritmu od GNU. V dobé psani benchmark test jesté nebyl MPQsort implemen-
tovén a v prubéhu jeho psani bylo potieba provést testovani efektivnosti diléich kroku (zpravidla
pomocnych funkei). Pavodné testy vyuzivaly implementaci standardni knihovny STD a jeji para-
lelni verzi algoritmu sort. V prubéhu testovani se vsak vyskytly potize, jelikoz algoritmus alokoval
neumeérné mnozstvi paméti vuci velikosti problému a néasledné ji neuvolnil. To vedlo k zaplnéni
celé paméti systému a padu aplikace. Z toho divodu byl i vyrazen z porovnani efektivnosti vici
MPQsort v nésledujici kapitole.
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Kapitola 5

Diskuze nameérenych vysledki

Efektivita byla mérena na ruznych usporadanich dat, kdy jsme uvazovali ndhodné vygenerovana
vstupni data, predem sefazena vstupni data, opacné sefazend data, varhanové sefazena data
a sefazena data, ktera byla cyklicky posunuta o jednu pozici vlevo. Zkouména byla i efektivita
na ruznych datovych typech a mohutnostech mnoziny oboru hodnot. Mezi uvazované celoCiselné
typy patii int, short a mezi uvazované typy s plovouci fadovou ¢arkou typ double.

Optimalni parametry implementace byly hledany na nahodnych datech, ktera jsou zpravidla
povazovana za nejnaro¢néjsi vstup pro radici algoritmy. Po nalezeni optimélnich parametr byla
provedena méfeni a hodnoty parametri se jiz naddle neménily. Je mozné, ze pro specifické kon-
figurace vstupnich dat existuji i optimalnéjsi parametry, ale nasim cilem je, aby byl algoritmus
efektivni obecné a ne pro specificky typ usporadani ¢i datovy typ.

Pokud nebude uvedeno jinak, pak byla pro méreni zvolena nadhodna vstupni posloupnost
s optimélnimi parametry algoritmu na maximalnim poc¢tu dostupnych jader. V nasem piipadé
cluster STAR nabizi nejvyse 20 jader.

5.1 Nastaveni optimalnich parametri MPQsort

Jiz v sekei|3.2 jsme uvedli parametry, které se daji algoritmu MPQsort nastavit a ovlivnit tak dobu
béhu. Jednotlivé parametry byly nastavovany jiz béhem implementace, kdyz jsme rozpracovanou
implementaci postupné optimalizovali a hledali zdroje neefektivity. V této sekci jiz pracujeme
s vyslednou implementaci, kterd obsahuje dodatecné optimalizace. Cilem této sekce je najit op-
timélni konfiguraci parametra pro finalni implementaci. S vyslednou konfiguraci nasledné provést
ostatni méreni a porovnani s dosavadnimi implementacemi. Pro ziskani co nejlepsich vysledki

Vv

vstup Tadicich algoritmi, coz ndm umozni parametry optimalné nastavit.

Velikost bloku

Jednim z nejzdsadnéjsich parametrt je pravé velikost prirazovaného bloku vldknim. Pritazovani
probihd v blocich za tcelem zmirnéni ¢i naprosté eliminace faleSného sdileni a omezeni poctu
atomickych operaci. Bloky jsou prifazovany z jednotlivych segment, jejichz pozice byla zjisténa
v pripravné fazi paralelniho vicecestného rozdélovani.

Malou velikosti bloki se zpravidla omezi vyuziti pomocnych struktur v pripadé nevyrovna-
nosti velikosti segmenti a velikost samotnych struktur, ktera je na velikosti bloku zavisla. Naopak
zpusobi vyssi poCet synchronizaénich konstruktt mezi vldkny (atomické operace). Veliké bloky
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maji tendenci zptisobit intenzivnéjs vyuziti pomocnych struktur a také zvétsi jejich pamétovou
narocnost.
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B Obrazek 5.1 Vliv velikosti bloku na rychlost fazeni n = 10° ndhodnych celych &isel (int).

Provedli jsme sadu méfeni pro rtzné velikosti bloku a namérili jeji vliv na rychlost béhu
algoritmu. V grafu/5.1]vidime silny nartst pro velikost bloku 1 a jeji strmy pokles uz pfi zvétSeni
velikosti na 23. Z naméfenych hodnot vysla velikost 2'© = 1024 jako nejvhodnéjsi. Rychlost
algoritmu je pro bloky od velikosti 27 po 2'4 velmi podobn4, ale pro vybranou velikost byla
o nékolik desitek milisekund lepsi. V pripadé mensich velikosti blokti nebo naopak vétsich dochazi
ke zpomaleni algoritmu. Pocet elementt 1024 je také vhodnych z hlediska paméti, jelikoz se od
velikosti bloku B odviji velikost pomocnych struktur a tu je vhodné také udrzet minimalni.

Pocet pivott

Dalsim nastavitelnym parametrem algoritmu MPQsort je pocet pivotu p vyuzitych béhem faze
paralelnfho vicecestného rozdélovani[3.2. Pfi zvoleni p pivotl ziskdme s segmentl a vztah mezi
poctem pivotl a segmentii je p + 1 = s. Vzhledem k nutné pripravné fazi provadime vicecestné
rozdélovani jen jednou a cilem je ziskat dostatetny pocet segmenti, aby v dalsich fazich mélo
kazdé vlakno prirazenou praci a nedochézelo k hladovéni. Povoleny pocet pivota musi odpovidat
p=2% — 1, kde k je pfirozené é&islo.

Pti méfeni byl pro vypocet nastaven fixni pocCet jader 4. Divodem je riznéd implementace
pripravné faze pro p < ¢, kde ¢ je pocet pridélenych jader, a pro p > ¢. V prvnim ptipadé kazdé
vlakno zpracovava jen jednoho pivota, ktery je ulozen do registru a pocet elementii mensi nez
pivot je taktéz v registru. V druhém pripadé je zpracovavano vicero pivotu, které jsou cteny
z vektoru a pocty elementit mensi nez pivoti jsou také ukladany do vektoru.

Graf [5.2] zachycuje dobu Fazeni dat pro rizny pocet pivoti v piipadé zapojeni ¢tyt jader.
V ptipadé kdy p < ¢ je doba Fazeni velmi podobnd, ale pfi rozdélovani na vice segmentii (s > ¢)
se Fazeni vyrazné zpomali. Zpomaleni je nejpatrnéjsi pri prechodu ze tii pivotd na sedm. S dalsim
priddvanim pivot se zpomaleni pouze vice prohlubuje a pfi rozdéleni vstupu do 64 segmenti je
doba fazeni az 1.6 krat pomalejsi nez pii rozdéleni do ¢tyt segmenti. Takto vyrazné zpomaleni je
prinejmensim podezielé a z toho diivodu jsme se rozhodli zméfit dobu stravenou v jednotlivych
fazich algoritmu a prijit na hlavni pri¢inu.

Pro vytvoreni grafu byla pouzita identickd konfigurace parametru algoritmu a vstupni
data, jako u[5.2. V grafu jsou zachyceny Casy stravené v jednotlivych fazich vicecestného para-
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B Obrazek 5.2 Vliv poétu pivotd na rychlost fazeni n = 10° ndhodnych celych &isel (int). Pocet jader
byl po dobu méreni nastaven na fixni hodnotu ¢ = 4.
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B Obrazek 5.3 Doba stridvend v jednotlivych fazich algoritmu pro riizny pocet pivotii. Do posledniho
sloupce je vykreslena doba fazeni, pokud bychom nezapocitdvali dobu stravenou v ptipravné fazi.

lelniho rozdélovani, spole¢né s celkovou dobou béhu algoritmu MPQsort. V poslednim sloupci
je vykreslena celkova doba Tazeni s pripravnou fazi a bez pripravné faze, za tcelem lepsiho po-
rovnani jednotlivych konfiguraci.

7 grafu je jasné patrné, ze pro pripad kdy s < c¢ je doba pripravy zcela zanedbatelnd vuci
celkové dobé razeni. Naopak v ostatnich pripadech doba pripravy pfesahuje Cas straveny v sa-
motném paralelnim rozdélovani. Uklidov faze je ve vsech uvazovanych pripadech zanedbateln4.

Skokové zpomaleni je tedy zpisobeno pripravnou fazi a skute¢nosti, ze v pripadé vétsiho
poctu pivott na vldkno je potreba pracovat s vektory. Citace elementt mensich nez pivot tedy
nejsou ulozeny v registru procesoru. Dalsim problémem je fakt, ze pro kazdy element nastava
inkrementace vicero prvka ve vektoru ¢itacu. I kdybychom pro pripady p > ¢ doséhli podobné
rychlosti piipravné faze, jako u p < ¢, nedosahli bychom s vysS$im poctem pivota zrychleni. Pii
porovnani modrych sloupctt (MPQsort bez piipravy) se s vyS$im poétem pivotu prodluzuje doba
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paralelniho vicecestného rozdélovani.

Z analyzy naméfenych hodnot v grafech [5.2 a [5.3 vychézi nejlépe konfigurace, kdy p < ¢
a z duvodu vyvazovani zatéze je nejvhodnéjsim volit pocet pivotu takovym zptisobem, aby pocet
segmentl s odpovidal poctu pfidélenym jadrim. Dnesni procesory maji zpravidla pocet jader
roven mocniné dvou. V takovém piipadé volime p = 2L092¢) — 1, &im7 ziskdme optimélni pocet
segmentl. Cluster STAR vsak nabizi dvacet jader a v takovém piipadé algoritmus zvoli p = 15,
&imz ziskdme s = 16. Ulohy pro zbylé jadra budou vytvofeny behem dalsf faze ’37, ¢imz piipadné
vzniklé nevyvazeni zatéze vykompenzujeme.

Vybér pivota

Vybér pivota je obzvlasté dulezitym parametrem v pripadé klasickych dvoucestnych Quicksort
algoritmu, napr. AQsort a cppllsort. Skutecnost, ze je po dobu paralelniho rozdélovani vyuzit
pouze jeden pivot, klade na jeho vybér silny diraz, a proto je snaha jej vybrat jako median
vstupnich dat resp. skoromedidn. Dalsim faktorem je, ze vybér pivota probihd na kazdé hla-
diné stromu rekurzivnich voldni, a proto v pripadé metody vybéru sampling muze vysoky pocet
sampling elementu algoritmus zpomalit.

V pripadé ndmi navrzeného algoritmu MPQsort probihd vybér pivotu pro paralelni vicecestné
rozdélovani pouze jednou, a z toho divodu si muzeme dovolit vybérem stravit vice ¢asu. V di-
plomové préci Kldry Schovankové [9] byl pocet elementti pro vybér pivota nastaven na hodnotu
30. Ze vstupnich dat se vybere tficet elementi, ty se nasledné sefadi a median se voli jako pivot.
Tento postup je opakovan pii kazdém rekurzivnim voldni paralelniho Quicksort algoritmu.

V naSem algoritmu vyuzivame vice zptisobi volby pivota a to v zavislosti na fazi|[3.2, ve
které se algoritmus nachézi. V pripadé paralelniho vicecestného rozdélovani provadime vybér
pivota metodou sampling a parametr poctu elementii na vybér jednoho pivota ma hodnotu 100
(zduvodnéni déle v textu). To znamend, Ze pti vybéru p pivotl provadime vybér z 100p elementt
vstupnich dat. V pripadé nartistajiciho poctu jader pro vypocet algoritmus ve vychozim nastaveni
zéroven zpfesnuje vybér pivoti, jelikoz je poCet pivoti na poctu jader zavisly (za predpokladu
identickych velikosti vstupu). Pravé z diivodu vétsitho mnozstvi pivoti nemél tento parametr az
tak markantni vliv na rychlost algoritmu jako v pripadé dvoucestnych variant a doba fazeni se
lisila v ramci stovek milisekund.

V nasledujici fazi je vstupni pole rozdéleno do nejvyse s segmentt a v optimalnim pripadé
je s = c. Pokud plati, ze s < ¢, pak se v této fazi vytvori prace i pro nevyuzita jadra. Z této
skutecnosti plyne, Ze neni potieba dosahovat vysoké presnosti vybéru pivott. Nové zavedeny
parametr nabyva hodnoty 3 a béhem méfeni nebyl dile modifikovan. Parametr uréuje pocet
elementi na vybér jednoho pivota s tim rozdilem, ze v této fdzi je pocet pivott fixn{ (Etyfcestné
rozdélovani).

V pripadé cisté sekvencni faze jsou pivoti vybrani z fixnich pozic pole a sampling metodu
neuplatnujeme. Délka vstupniho pole je jiz relativné mald a sampling se nadéle nevyplati.

Na grafu [5.4 vidime maly vliv parametru na dobu fazen{ algoritmu. Pii méfeni pouze na
nahodnych datech nebyl vliv na dobu fazeni patrny, a proto graf obsahuje i dalsi typy usporadani
dat. Chovani algoritmu bylo predevsim u serazenych dat pomérné nepredvidatelné. U takto
usporadanych dat algoritmus dosahoval nejnizsi doby béhu pro 3 elementy na vybér jednoho
pivota a u vyssich po¢tl se doba mirné prodluzovala az do hodnoty 30. Naopak vSechna ostatni
usporadani dosahovala nejlepsich vysledki pti parametru hodnoty 100 a pro nizsi hodnoty byla
jejich doba fazeni mirné nestabilni. Z toho divodu byla hodnota 100 zvolena jako vychozi pro
paralelni vicecestné rozdélovani.

Mez sekvencniho algoritmu

Dal$im parametrem algoritmu je mez prepnuti paralelniho fazeni na sekvenéni. Sekvenéni fazeni
je vyhodné pro kratsi posloupnosti, kdy by naopak rezie vlaken mohla mit za nasledek zpomaleni
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B Obrazek 5.4 Vliv poétu elementi na vybér jednoho pivota p¥i fazeni dat délky n = 10° celych &isel
(int) a riznych typech usporadani dat.

doby béhu.

K prepnuti dochdz{ béhem druhé féze [3.2 paralelniho Fazeni. Méfeni probihalo s celkem
deviti hodnotami v rozmezi od 24 do 226. Graf @ zachycuje vyrovnanost rychlosti algoritmu
s pribyvajici velikosti parametru az do 2'®. Naopak pro pro vétsi hodnoty vidime nartstajici
zpomaleni, které je pro hodnotu 226 az nékolik sekund.

Z prvnich péti hodnot mutze byt zvolena jakakoli jako vychozi, jelikoz jejich vliv na dobu
fazeni je v podstaté zanedbatelny. My jsme se rozhodli pro mez 2'8.
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B Obrazek 5.5 Vliv na rychlost fazeni n = 10° ndhodnyrch celjch &isel (int), p¥i riznych mezich prepnuti
na sekvenc¢ni algoritmus.
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Mez nerekurzivniho algoritmu

Soucasti optimalizaci sekvencniho algoritmu je mez, kdy se algoritmus prepne na nerekurzivni,
pro velmi kratké vstupy. Tim se predejde zbytecnému volani funkce, coz mé za nasledek kratsi
dobu tazeni. Také se predejde degradaci na kvadratickou slozitost v pfipadé nevhodného vybéru
pivota, ¢emuz by se ale mélo predejit jiz na zakladé precizniho a presného vybéru popsaného
v sekei[5.11

I kdyz se jednd o optimalizaci sekvencni verze, rozhodli jsme se optimalni hodnotu parametru
zjistit az pri kombinaci s paralelnim algoritmem. Ptuvodni hodnota parametru byla nastavena
na 64 elementd, kterd pri méfeni pouze sekvencni verze Quicksort algoritmu vychazela jako
nejvhodnéjsi.
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Mez prepnuti algoritmu (pocet elementit)

B Obrazek 5.6 Vliv velikosti meze pro spusténi Heap-Insertion sort na rychlost algoritmu pii fazeni
n = 10° ndhodnych celych &isel (int).

Optimalni mez byla volena celkové z osmi ruznych konfiguraci, jejichz vliv na dobu razeni zob-
razuje graf[5.6. Vliv tohoto parametru neni tak markantni jako u ostatnich. Rychlost algoritmu
je ve vsech pripadech takika identicka a vidime pouze mirné navyseni doby béhu pro hodnoty do
velikosti 96 véetné. Z toho diivodu volime 128 elementii jako vychozi hodnotu parametru a bude
vyuzita pii méfeni a porovnani s ostatnimi algoritmy.

Pocet vyuzitych jader

Toto méreni mé za cil odhalit vliv po¢tu jader na rychlost fazeni algoritmu MPQsort a jeho
skalovatelnost. Z divodu porovnéni se sekvencni verzi byla volena délka vstupniho pole pul
miliardy ndhodnych celych ¢isel. Tim ziskame vérohodné vysledky pro vyhodnoceni a zamezime
velmi dlouhé dobé fazeni sekvencniho algoritmu.

Jako sekvencni algoritmus byla zvolena varianta Waterloo, ktera je i souc¢asti MPQsort algo-
ritmu. Standardni algoritmus STL knihovny std::sort neuvazujeme, jelikoz obsahuje fadu dalsich
optimalizaci a predevsim neni vicecestny.

Vysledky méreni pro rizny pocet jader jsou zobrazeny na grafu 5.7. Pro pfedstavu op-
timalniho skdlovani je v grafu vykreslena kfivka linedrniho zrychleni, pokud by ho algoritmus
dosahoval. Z grafu je patrné, ze pri vyuziti pouze jednoho jadra je MPQsort pomalejsi nez
sekvencni algoritmus. Konkrétni zpomaleni ¢ini 1.09. Naopak jiz se spusténim na dvou jadrech
vidime silné zrychleni algoritmu, které je témér dvojnasobné vici varianté s jednim jadrem a 1.82
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B Obrazek 5.7 Skélovéni algoritmu se zvétsujicim se pocet jader pfi razeni pul miliardy ndhodnych
celych &isel (int). Graf zachycuje i teoretické zrychleni algoritmu a sekvencni Waterloo Quicksort.

krat rychlejsi nez sekvencni. S nartstajicim poc¢tem jader doba razeni az do deseti jader klesa
a témeér cti linearni zrychleni. Pro deset jader je pouze 1.11 krat pomalejsi nez linearni zrychleni.
Naopak u 16 a 20 jader dochézi k mirné vyraznéjsimu zpomaleni a nizsimu skalovani. U dvaceti
jader MPQsort dosahuje zrychleni 16.6.

Nizsi mira skalovani pro vyssi pocet jader je zpusobena velikosti uvazovaného vstupu. Pro
kontrolu bylo provedeno méfeni za cilem porovnat dobu fazeni pii délce vstupu n = 2 - 10°
a v takovém pripadé jsme dosdhli az osmnéactindsobného zrychleni.

5.2 Otestovani efektivity vysledné implementace

V této sekci jiz pracujeme s vyslednou implementaci algoritmu vcéetné nastavenych vychozich
parametru pro dosazeni nejvyssi efektivity pii fazeni dat. Cilem je, aby byl algoritmus co nejvice
univerzalni a pii jakémkoli ,nevhodném“ vstupu dosahoval dobrych vysledki. Proto se zde
zamérime na ruzné konfigurace vstupnich dat. Mezi konfigurace patii rizné usporadani elementt
ve vstupnim poli, rizné datové typy a Cetnost opakujicich se prvkia (mohutnost oboru hodnot).

Mohutnost oboru hodnot

V rdmci méreni vykonnosti algoritmu MPQsort jsme provedli méfeni s riznymi mohutnostmi
oboru hodnot. Jednotlivé elementy byly typu int a nabyvaly ndhodnych hodnot v rozsahu 1 az
108. Rozsah datového typu int je typicky 232 —1, ale pro odhaleni chovéni algoritmu ndm uvedeny
rozsah naprosto postacuje.

V grafu je zfetelny pokles pii mohutnosti oboru hodnot 10% v@¢i mohutnosti 1 v rameci
nékolika sekund. Naopak s nabyvajici mohutnosti roste doba fazeni algoritmu, coz je zpusobeno
vys$sSim poctem prohazovani elementii mezi segmenty a vySsim poctem porovnani elementi s pi-
voty. V pripadé stfedni mohutnosti je vytvoren mensi pocet segmentti a z toho diivodu je vétsina
element jiz ve spravném segmentu a neni potieba jejich presunu do jinych. Naopak u velmi malé
mohutnosti je vytvaren nedostatecny pocCet segmentii a dochézi k horsimu vyvazovani zatéze mezi
vlakna.
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B Obrazek 5.8 Porovnan{ doby fazen{ p¥i riiznjch mohutnostech oboru hodnot u n = 2-10° ndhodnych
celych ¢isel (int).

7 méteni vyplyva, ze algoritmus pracuje pro malé mohutnosti oboru hodnot optimalné a dosa-
huje obdobnych vysledki jako u vétsich mohutnosti. Na zakladné provedenych méreni nebyly od-
haleny zadné anomaélie z pohledu narastu doby fazeni u malych mohutnosti. Naopak u stfednich
byl pozorovan pokles doby razeni.

Usporadani vstupnich dat

Diilezitou soucésti vyhodnoceni vykonnosti fadictho algoritmu je jeho chovani pfi riznych typech
usporadani vstupnich dat a datového typu elementti. Pro prehlednost a porovnani vse zobrazime
v jednom grafu.

MPQsort byl testovan na ¢iselnych datovych typech int, short a double. V grafu vidime
pokles doby fazeni pro datovy typ short, ktery mé poloviéni velikost v porovnani s typem int.
Naopak pro typ double, uréeny pro desetinna ¢isla, doba razeni stoupla az o deset sekund. Double
byva naopak vétsi nez datovy typ int, a proto je naro¢néjsi elementy seradit. Namérené hodnoty
jsou ocekavané a chovani algoritmu odpovida predpokladim.

Uvazované typy sefazeni vstupnich dat byly probrany v|4.3. Razen{ nadhodné generovanych
Razeni ndhodnych dat v piipadé vsech datovych typt trvd az dvakrat delsi dobu nez pro ostatni
usporadani. Pro ndhodnou posloupnost je vyuzit maximalni potenciél algoritmu. Zpravidla musi
provést nejvyssi pocet operaci porovnani a prohozeni element.

V pripadé serazené posloupnosti rychlost razeni klesne o vice nez polovinu u datového typu
int a double. Pro short je pokles lehce pod polovinu. U sefazenych dat neni potieba elementy pro-
hazovat mezi segmenty a v prubéhu algoritmu zlstavaji na svém misté. Je vSak potieba vsechny
prvky v poli porovnat s pivoty. Algoritmus by bylo mozné piripadné optimalizovat v pripadé, ze
bychom ocekavali casté zpracovavani sefazenych dat. V pripravné fazi by se zavedla kontrola
sefazenosti pole. V takovém pripadé bychom mohli algoritmus rovnou ukoncit a nevstupovat do
nasledujicich fazi.

Opacné serazena posloupnost je pro algoritmus mirné narocnéjsi nez sefazena. V pripadé
datového typu short bylo naopak razeni rychlejsi. Tento typ usporadani dat je naro¢ny pro
algoritmy s nevhodnym vybérem pivota, kdy je jako pivot zvolen prvni a nebo posledni element
pole. V takovém pripadé muze u dvoucestnych Quicksort algoritmt dochézet k nevyvazenosti
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B Obrazek 5.9 Vliv datového typu a usporddani na dobu fazeni n = 2-10° elementti.

segment.

Obdobnou rychlost fazeni pozorujeme i na varhanové serazenych datech. Vstup muze ovliv-
nit rychlost algoritmu obdobnym zplsobem jako opacné sefazend data. Prvni polovina pole je
korektné sefazena a druha polovina v pfesné opacném poradi. Opét mize ovlivnit vybér pivota,
konkrétné zptusob vybéru jako medidn-tii z fixnich pozic (prvni, posledni a prostfedni element).

Poslednim typem usporadéani jsou rotovana data. Elementy byly sefazeny a nésledné cyklicky
posunuty o jednu pozici vlevo. Pfi vhodném vybéru pivota byl méla byt doba fazeni velmi
podobna dobé zpracovani sefazené posloupnosti. Naopak pfi voleni pivota jako posledni element
miuze algoritmus silné zpomalit.

Pro vSechny typy usporddani algoritmus MPQsort dosahuje skvélych vysledkt. Pro zadné
usporadani dat nedoslo ke zpomaleni vii¢i ndhodnym dattim a algoritmus byl naopak v primeéru
dvakrat rychlejsi. VSem vySe zminénym problémtum jsme se vyhnuli tim, Zze vybérem pivota
v prvnich fazich travime del$i ¢as a davame si na volbé optimélniho pivota zalezet. Kromé
precizniho vybéru pivota ma nemaly vliv i fakt, Ze je algoritmus vicecestny a pivotu je veliké
mnozstvi.

5.3 Porovnani s existujicimi implementacemi

V této sekci jsme provedli porovnani vysledné implementace MPQsort s ostatnimi implemen-
tacemi paralelniho Quicksortu. Vsechny ostatni implementace vyuzivaji dvoucestné paralelni
rozdélovani. Béhem analyzy dosavadnich implementaci nebyla nalezena verze implementujici
vicecestné paralelni rozdélovani a z toho duvodu uvadime pouze verze dvoucestné. Diky této
analyze muzeme rozhodnout, zda ma nadéle smysl zabyvat se studii paralelniho vicecestného
Quicksortu a jestli muze vuci dosavadnim implementacim prinést zrychleni. V pripadé sek-
venénich verzi se vicecestnym rozdélovéanim algoritmus zrychlil 2.3| VSechny z uvedenych al-
goritmt jsou in-place.
Mezi implementacemi uvazovanymi pii vyhodnoceni jsou:

AQsort
Implementace paralelniho Quicksort algoritmu umoznujici fazeni tzv. multielementi [Tﬂ

cppllsort
Implementace zalozend na C++ vldknech @
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GNU QS
Implementace ze standardni knihovny libstde++ od GNU [Z5]

GNU BQS
Implementaci ze standardni knihovny libstdc++ od GNU ve vyvazené verzi m

AQsort umoznuje razeni multielementt, tedy fazeni vétsiho mmnoZstvi poli najednou. Pro
Fazeni se algoritmu poskytne pouze operator pro prohozeni a porovnani elementt a neni nutna
dodatecna znalost o datech ¢i jakékoli jiné operatory. MPQsort si vSak pri fazeni pouze s témito
operdtory nevystaci. V pribéhu algoritmu je nutné elementy navic kopirovat a vytvorit pomocné
struktury pri znalosti datového typu elementu a jeho velikosti. Z toho divodu nebude vyhodno-
ceni doby razeni multielementi v nasledujicim textu uvazovano.

V pripadé implementaci od GNU se jedna o Siroce rozsifené implementace, se kterymi se
muzeme v praxi setkat. Na algoritmy se budeme v néasledujicim textu odkazovat pres jejich
zkracené nazvy. Porovnani bude probihat na rtznych typech usporddani a datovych typech.
Zaroven do porovnani zahrneme i méfeni doby fazeni pfi riznych mohutnostech oboru hodnot.

Rzné usporadani a datové typy elementi

vvvvv

porovnani doby fazeni na n = 2-10° ndhodnjch é&islech typu int a algoritmy uvedené v predeslé
sekci mezi sebou srovnali. Kvili prehlednosti bude algoritmus MPQsort vzdy uprostied grafu,
v levé ¢asti algoritmy GNU a v pravé ostatni.
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B Obrazek 5.10 Porovnani doby fazeni n = 2 - 10° celych &isel (int) s ndhodnym uspofaddanim. Graf
zobrazuje porovnani vSech uvazovanych algoritmi mezi sebou.

Graf 5.10) ukazuje skvélou efektivitu algoritmu MPQsort viéi ostatnim algoritmim. Nej-
rychlejsi z implementaci je algoritmus GNU BQS, ktery je pouze 1.10 krat rychlejsi nez nase
implementace. Celkové se MPQsort umistil na druhém misté v pripadé razeni nahodnych dat
a dosahuje zrychleni 1.45 resp. 1.69 vudi pomalejsim implementacim cppllsort a AQsort.

Pro implementaci vicecestného paralelniho rozdélovani bylo nutné provést pripravnou fazi,
alokovat nékolik pomocnych struktur a nésledné provést i iklidovou fazi.

Po porovnani algoritmti pouze na nahodnych datech nasleduje vyhodnoceni jejich rychlosti
Fazeni v pripadé ruznych typu usporadani. Ostatnimi typy usporadani jsou sefazend data, opacné
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sefazend data, varhanové sefazend data a rotovand data. Elementy vstupniho pole nabyvaji
datovych typt int, short a double pro desetinn &isla. Pocet elementt v poli je vidy n = 2 - 10°
bez ohledu na pamét, kterou zabiraji. Z toho diivodu pravdépodobné budou pamétfové naroky
elementt typu short mensi nez v pripadé int nebo double.

50 |- Nahodné data
I8 Setazena data
I8 Opa¢né sefazena data

I8 Varhanové sefazena data
I Rotovand data

40

T

30

20

Doba rfazeni (s)

10

GNU QS GNU BQS MPQsort cppllsort AQsort

B Obrazek 5.11 Porovnani doby fazeni n = 2 - 10° celych &isel (int) s riiznym uspofddanim. Craf
zobrazuje porovnani vSech uvazovanych algoritmi mezi sebou.

V piipadé razeni serazené posloupnosti elementti typu int dosahovaly nejlepsich vysledki al-
goritmy GNU BQS, AQsort a GNU QS. Jejich doba fazeni se 1isi pouze v ramci stovek milisekund
a dosahuji velmi dobrych vysledki. O nékolik sekund horsiho vysledku dosahuje MPQsort. Na-
opak pro cppllsort sefazend data zpusobuji velmi vyrazné zpomaleni nékolik desitek sekund
a doba Tazeni je 1.65 krat vyssi nez v pripadé ndhodnych dat. V porovnani s ostatnimi algoritmy
je rychlost MPQsort uspokojujici.

Dalsim typem testovaciho usporadani jsou opacné sefazend data. Pro vsechny algoritmy,
kromé cppllsort, zptsobuji zpomaleni viuci serazenym. Nejrychlejsim algoritmem je GNU QS,
s implementaci MPQsort o nékolik stovek milisekund pomalejsi. Implementace tedy dosahuje
skvélych vysledki. Naopak AQsort vyrazné zpomalil v porovnani se sefazenymi daty a dosahl
témér doby fazeni ndhodnych dat.

Varhanové sefazena data maji na algoritmy velmi podobny vliv jako opac¢né sefazené pole.
Pro skoro vSechny algoritmy je doba fazeni témér identicka. Vyraznéjsi nartst zaznamenal pouze
cppllsort lisici se o nékolik sekund.

Poslednim typem uspotfadani s velmi prekvapivymi vysledky jsou rotovana data. Vsechny
elementy jsou sefazeny a nasledné cyklicky posunuty o jednu pozici vlevo. MPQsort v tomto
pripadé dosahuje excelentnich vysledkl a je vici vSem implementacim mnohonasobné rychlejsi.
V¢ nejrychlejSimu z ostatnich algoritmi je nase implementace témeér pétkrat rychlejsi. U al-
goritmu GNU BQS a AQsort se naopak jednalo o nejndroénéjsi vstup a doba tazeni byla vétsi
nez u nadhodné serazenych dat. Implementace cppllsort dosahovala lepsich vysledkti nez pro
predchozi usporadéni, ale i tak fazeni trvalo v porovnani s ndhodné sefazenymi daty déle.

Na dalsich grafech|5.12|a[5.13 jsou ukdzany stejné typy usporddani vstupnich dat. V pripadé
datového typu short by algoritmy mély dosahovat kratsi doby fazeni nez u typu int. Zabira
v paméti méné mista a pri nac¢itani dat z hlavni paméti jsme schopni do cache paméti nacist
vyssi pocet element. Naopak typ pro reprezentaci desetinnych ¢isel double zabird mista vice
a ocekdvame zpomaleni.

Prekvapenim u Tazeni elementt typu short je algoritmus cppllsort. Vsechny ostatni algo-
ritmy dosdhly na mensim datovém typu zrychleni, ale tento algoritmus naopak zpomalil ve vSech
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B Obrazek 5.12 Porovnin{ doby fazeni n = 2 - 10° celych &isel (short) s riiznym uspofadanim. Graf
zobrazuje porovnani vSech uvazovanych algoritmu mezi sebou.

uvazovanych typech sefazeni vstupnich dat.

Vliv uspofddéni dat je v zdsadé shodny s grafem 5.111 Nejvétsi odlisnost pozorujeme u MPQ-
sort, kde je v pripadé short typu je doba fazeni opacné a varhanové sefazenych dat kratsi v po-
rovnani se sefazenymi daty. Rozdily vSak nejsou nijak markantni. Naopak u typu double pozoru-
jeme narust u rotovanych dat, ktery je vuci ostatnim usporadanim nejpomalejsi. Stale ale plati,
Ze jsou rotovana data nejrychleji fazena pravé nasim algoritmem.
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B Obrazek 5.13 Porovnan{ doby Fazeni n = 2 - 10° desetinnych &isel (double) s riznym usporadanim.
Graf zobrazuje porovnani vsech uvazovanych algoritmia mezi sebou.

Mohutnost oboru hodnot

Poslednim druhem srovnani s ostatnimi implementacemi je doba fazeni pro rtuzné mohutnosti
oboru hodnot. O MPQsort vime, Ze je pomérné stabilni vic¢i nizkému poctu riznych elementi.
To ale neznamena, ze dosahuje dobrych vysledku a Ze ostatni implementace pro malé mohutnosti
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oboru hodnot nezpracuji vstup naopak mnohonasobné rychleji. Proto jsme se rozhodli zaclenit i
tato mafeni do kapitoly testovani.
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B Obréazek 5.14 Vliv mohutnosti oboru hodnot na dobu fazeni n = 2 - 10° ndhodnych celych &isel (int)
a porovnani s ostatnimi implementacemi.

Testovani probihalo na identickém rozsahu mohutnosti oborta hodnot jako pri testovani pouze
algoritmu MPQsort. V porovnani s ostatnimi algoritmy se MPQsort jevi jako nejméné senzitivni
a poskytuje stabilni dobu fazeni dat Pro vSechny mohutnosti je doba béhu témér dvacet
sekund. Naprosto excelentnich vysledkt dosahuje AQsort. Vuci MPQsort je v pripadé mohutnosti
1 osmkrat rychlejsi a nejlepsim ze vSech algoritmii pro malé mohutnosti. Pro mohutnost oboru
hodnot nejvyse 10 je idedlnim algoritmem a v porovnavanych implementacich nema konkurenci.
Naopak s vyssi mohutnosti za¢ind AQsort zpomalovat a pro 10® je nejpomalej$im.

P11 zvoleni mohutnosti 1 doslo u algoritmi GNU QS a cppllsort k velmi vyraznému zpoma-
leni. V porovnani s MPQsort byly algoritmy vice nez dvakrat pomalejsi. Naopak s pribyvajici
mohutnosti doba Tazeni prudce klesla a nasi implementaci se priblizila.
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V diplomové praci jsme se zabyvali efektivni implementaci vicecestného paralelntho Quicksort
algoritmu pro fazeni rozsahlych poli v jazyce C++. Béhem reSersni ¢asti prace nebyla na-
lezena implementace vicecestného paralelniho Quicksortu. VSechny dosavadni paralelni verze
vyuzivaji v paralelnim rozdélovani pouze jednoho pivota a jsou tedy dvoucestné. Kvuli nee-
xistenci vicecestné paralelni verze nebylo mozné navéazat na predeslé prace a tim je tato prace
unikatni a originalni. Vicecestné varianty rozdélovani existuji pouze u sekvencnich implementaci,
kde prinasi zrychleni doby fazeni, coz bylo hlavni motivaci této prace.

V resSersni Casti prace byly probrany rizné varianty vicecestnych sekven¢nich rozdélovani pro
pochopeni zakladnich principti a nasledné vybrana ta nejvice efektivni pro vyuziti ve spojeni
s paralelnim algoritmem. Také jsme probrali dosavadni pristupy k paralelnimu dvoucestnému
rozdélovani. Po studii téchto informaci byl navrzen novy efektivni in-place algoritmus MPQsort.

Pro paralelizaci MPQsort byla vyuzita rozsitena knihovna OpenMP a jeji tilohovy resp. da-
tovy paralelismus. Pfi ndvrhu rozhrani byl kladen diraz na jednoduché pouziti a zaclenéni do
stavajicich aplikaci. Z toho divodu méa algoritmus rozhrani podobné algoritmum ze standardni
knihovny a celd implementace je header-only.

Po otestovani korektnosti algoritmu MPQsort nasledovalo rozsdhlé méreni rychlosti imple-
mentace a nasledné porovnani s dalsimi. Navzdory ocekavani dle reserse implementace MP Qsort
dosahuje piekvapivé velmi dobrych vysledki. Jediny rychlejsi algoritmus v piipadé ndhodnych
dat byl GNU BQS, ktery byl prumeérné o deset procent rychlejsi. Ostatni uvedené algoritmy byly
pomalejsi. Nase implementace zaroven nabizi velmi dobrou stabilitu doby fazeni pro ruzné typy
usporadani vstupnich dat a v urcitych pripadech byla i nejrychlejsi.

Prace by mohla slouzit jako podklad a byt motivaci pro vyzkum vicecestnych paralelnich
rozdélovani v Quicksort algoritmu, jelikoz zde demonstrujeme jejich potencial. Zajimavé by mohla
byt implementace v prostiedi CUDA na grafickych kartach, které jsou masivné paralelni.
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