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Abstrakt

Tato prace je zamérend na odhad emise mikroplasti po Spojenych Statech
Americkych. Budeme fesit linearni regresi ve tvaru y = Mz, kde za y do-
sadime data z méricich pristroji umisténych v Narodnich parcich Spojenych
Statt Americkych. Matice M je tvorena modelem Siteni Castic v atmosfére.
Ukolem je spoéitat vektor z, jez reprezentuje odhad emise s pouzitim aprior-
niho odhadu ziskaného z literatury. Odhad, ktery jsem ziskal vypocltem m&
80% korelovanost v Pearsonové korela¢nim koeficientu a odhaduje 2.20 x 107
¢astic na metr ¢tverecni za rok pro data suché depozice.

Klicova slova mikroplasty, linedrn{ regrese, atmosfericky transport ¢astic,
variacni Bayestv algoritmus
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Abstract

This thesis is focused on the estimation of microplastic emission in the United
States of America. The linear regression problem y = Max will be solved,
where y is data obtained from measuring stations in national parks in the US.
The matrix M is derived from the model of atmospheric particle dispersion.
The goal is to obtain vector x, which represents the estimate of microplas-
tic emission, with usage of the estimate from literature as an a priori. The
estimate I calculated has an 80 % correlation in the Pearson correlation co-
efficient and estimates 2.20 x 107 particles per square meter per year for the
dry deposition data.

Keywords microplastics, linear regresion, atmospheric particle transport,
variational Bayes algorithm
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Uvod

Plasty jsou dnes jednim z nejcastéji pouzivanych materiali. Nicméné jejich
pouziti vede i k jejich degradaci na mikroplasty. O mikroplastech slychavame
posledni dobou stale vice. Nevime jisté, co vSechno ndm mohou zpusobit, ale
jejich vyskyt se prokazuje na mistech jako tfeba v placenté [[l], nebo i tam,
kde se clovek témér nepohybuje, napf. ledovee v Tibetu [2] ¢i na Antarktidé
[B]. Na tato mista se tak musi dostdvat z jinych mist pomoci vzduchu nebo
vody. Nicméné mame zde podobny problém jako s jinymi skodlivinami si¥ici
se vzduchem, nejsou vidét. K meéreni vyskytu jsou potieba pristroje, které
nejsou jednoduché na sestaveni. Nelze tedy dat do kazdé ulice jeden a mit
meéreni primo u zdroje.

Narodni parky ve Spojenych Statech Americkych jsou pro Ameri¢any vel-
kou prirodni paméatkou. S trochou nadsazky lze fici, ze berou vazné kazdy
odpadek vhozeny mimo kos a v reakci na studie ohledné vyskytu mikroplasti
po svété se rozhodli umistit do nékolika narodnich parkt pfistroje na méreni
vyskytu mikroplastu a mikrovldken [4]. Z téchto dat a z vefejné dostupnych
open-source modelu sifeni mikroplastti a mikrovldken vzduchem se budu na-
sledné snazit rekonstruovat emisi a jeji prostorovou distribuci.

V prvni kapitole si priblizime statistickou teorii potfebnou v této praci
a ukazeme si jakym zpusobem funguje metoda Variac¢niho Bayese. Dozvime
se, jak funguje Bayesovo pravidlo pro aktualizaci nasich znalosti, zjistime,
ze existuji rozdéleni, kterd po aplikaci Bayesova pravidla zustavaji ve stejné
formé, jen s jinymi tvarovacimi parametry. Téz si ukdzeme jakym zpusobem
muzeme mérit chybu modelid a jak na zakladé chyby lze najit lepsi model.
V neposledni fadé si zadefinujeme algoritmus varia¢niho Bayese (VB) a tento
algoritmus si ukazeme na jednoduchém prikladu rozkladu soucinu dvou ska-
larnich proménnych.

V druhé kapitole si nejdrive ukdzeme problém linearni regrese, ktery bu-
deme Tesit, a jaké jsou limitace dat. Poté si odvodime nejjednodussi model,
ktery dokaze danou rovnici alespon na testovacich datech vytesit. Dale pri-
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dédme vlastnosti, jako je ridkost a nezdpornost, a uvidime, jakym zptsobem
to zméni nas model.

V tfeti kapitole si nejdiive predstavime data. Ukazeme si, kde se nachazi
mérici pristroje a jak vypadaji atmosferickd data o prenosu ¢astic. Dale pro-
zkoumame atlasy odhadt emisi mikroplastii, které jsou k dispozici. Ukazeme
si, jakym zpusobem se vytvori apriorni odhad, ktery vyuzijeme pri vypoctu
aposteriornich odhad emisi.



KAPITOLA

Statisticka teorie

V dnesnim svété potfebujeme Casto udélat zavér o vybrané skupiné jevi.
Existuje k tomu néastroj zvany statistické modelovani. Diky této metodé jsme
schopni napiiklad Tici, jestli je 1ék efektivni, zda nam hospodsky naschval dava
pod miru, nebo i zda ndm jedna z mnoha dodavatelskych firem dlouhodobé
nedodava horsi soucastky, nez jejich konkurence. Muzeme tedy resit jednodu-

N2

jako hledani ztracené vodikové bomby [B].

1.1 Uvod do statistické teorie

Nez se ponotrime do bayesovské statistiky, je potrebné si zadefinovat nékteré
dulezité pojmy. V této ¢asti budu vychézet predevsim z [6].

Néhodny jev je takovy jev z mnoziny vsech moznych jevi, kterou typicky
znacime 2, jemuz muzeme priradit néjakou pravdépodobnost. Tento jev tedy
neni deterministicky, nebo aspon nedokazeme zjistit a spocitat vSechny para-
metry, které do tohoto jevu vstupuji. Mtzeme si dat jako priklad jednoduchy
hod kostkou. Pokud bychom se snazili predpovidat, jaké ¢islo padne na kostce,
museli bychom znat smér hodu, rychlost rotace podle vSech os, tfeni, které
kosta vytvaii a spoustu dalsich parametrii. Coz je aktudlné velice obtizné.

Pravdépodobnost je zobrazeni z prostoru jevil na realnd ¢isla splnujici ne-
zapornost, normalizaci a disjunktni aditivitu. Nezdpornost znamend, ze zadny
jev nemiize mit zapornou pravdépodobnost. Druhé pravidlo normalizace zna-
mena, ze pravdépodobnost, ze nastane néjaky ze vSech moznych jevi je 1. Po-
sledni pravidlo mluvi o tom, jak pracovat s pravdépodobnosti, Ze nastane jeden
z vicero jevu. Pokud dané jevy nemaji pranik, neboli jsou disjunktni, tak mu-
zeme jejich pravdépodobnosti jednoduse secist. Opét priklad na kostce, prvni
pravidlo nam 1ika, Ze nemiuzeme zadnému ¢islu prifadit zdpornou pravdépo-
dobnost. Normalizace zarucuje, ze pravdépodobnost vSech jevii nepresahne 1.
Disjunktni aditivita zase déva pravidla o tom, jak zjistit pravdépodobnost,

3



1. STATISTICKA TEORIE

ze padne napr. sudé cislo. Protoze vSechny stény jsou disjunktni, nemizou
padnout zaroven, muzeme jednoduse secist pravdépodobnosti padu stén se
sudymi ¢isly a ziskame nasi cilenou. Pokud vSsak mame jevy padne sudé cislo
nebo padne 2, pak tyto jevy maji prinik a nelze secist pravdépodobnost téchto
jevil.

Podminéné pravdépodobnosti budeme vyuzivat v této praci hojné. Mame-li
dva jevy s pravdépodobnostmi P(A) a P(B) > 0, je pak podminéna pravdeé-
podobnost P(A|B) definovana jako

P(AN B)

P(AIB) = =55

Pokud ndm po hodu kostkou nékdo oznami, ze vysledek je sudé cislo, tak se
prostor moznych jevi zmensi. To reflektujeme zvysenim pravdépodobnosti pro
sudé stény a nastavenim pravdépodobnosti na 0 pro liché stény.

Nahodnad veli¢ina je zobrazeni, jez kazdému jevu prifadi hodnotu z mno-
ziny realnych ¢isel, toto zobrazeni musi vsak splinovat podminku méritelnosti,
ktera vlastné jen 1ikd, ze musime byt schopni spocitat P(X < x). Pokud vSak
nebudeme pouzivat néjaka podivuhodna zobrazeni, nestane se, ze bychom
tuto podminku porusili. Ndhodnou veli¢inu si vSak definujeme pravé proto,
ze chceme umét spocitat P(X < z), protoze pak mizeme s ndhodnymi velici-
nami razné pocitat. Da se treba zjistit, jaka je oc¢ekdvand hodnota, nebo jak
moc miuzeme ¢ekat jinou hodnotu od té ocekavané.

Nahodné veliciny se déli do dvou kategorii. Pokud je prostor jeva €2 ko-
necny a nebo alespon spocetné nekonecény, je dany prostor diskrétni. Prikladem
budiz nase jiz oblibena kostka, ma 6 stén, coz je konecny prostor. Priklad spo-
¢etné nekonecného prostoru muze byt tieba hrac¢ sipek v hospodé snazici se
trefit ter¢. U ného nas pak bude zajimat po kolika hodech trefi cil. Coz v za-
vislosti na tom, jak moc se posilil pred danym hodem, mize byt ¢islo nizké,
ale i vysoké. Nas hrac¢ muze hazet mimo, ale stale se bude pohybovat na mno-
ziné N, kterd je spocetnd, takze rozdéleni je diskrétni. Druhy typ rozdéleni
je spojité. Sem patii prostor jevil, ktery neni konecény. Piikladem mize byt
samotny hod Sipkou na ter¢, prostor kam vsude se miize trefit je nekonecny.

Pokud mame velké mnozstvi dat, tak nas vétsinou nezajimaji jednotlivé
datové body, ale tfeba jejich pramér. Podobné bychom si radi popsali i na-
hodnou veli¢inu. Typicky pouzivame dvé veli¢iny, Stredni hodnotu a Rozptyl.
Stredni hodnotu miuzeme spocitat nasledovné:

EX = Z zp(z) pro diskrétni ndhodné veliciny,
e

+o0
EX = / xp(x)dz pro spojité ndhodné veliiny,
—0o0

kde x je hodnota ndhodné veli¢iny a p(x) pravdépodobnost, Ze nastane dany
jev. Muze se stat, ze suma nekonverguje nebo integral neni konecny, v tako-
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1.2. Bayesovska statistika

vém pripadé stiedni hodnota neexistuje. Stfedni hodnota nam popisuje pri-
meérnou hodnotu ndhodné veli¢iny. Mizeme to pouzit napt. pro zjisténi zda
je néjaka pravdépodobnostni hra férova. Napr. u rulety, pokud bychom mohli
kvili zjednoduseni sazet jen na ¢ernou nebo bilou, tak mame 37 pozic, které
mohou padnout. 18 z nich nam da vyhru, zbylych 19 je bud jiné barvy, nebo
je to nula. Pokud si jevy, jez nam vyplati odménu, ohodnotime 1 a ostatni -1,
tak pokud by ruleta byla v nas prospéch, sttedni hodnota by byla vétsi nez 0.
Nicméné tomu tak neni, a k nasi smiile ruleta neni ani férova. Stfedni hodnota
je totiz %, takze pokud bychom ji hrali dlouhodobé, tak spis vic ztratime nez
vydélame.

Dalsim zptsobem, jakym mutzeme popsat nahodnou veli¢inu je rozptyl.
Ten nam 1ika, jak moc muzeme ocekavat deviaci od stredni hodnoty. Pocita
se nasledovné:

varX = E(X — EX)? pro diskrétni nahodné veli¢iny,

o0
varX = / (z — EX)2dz pro spojité ndhodné veli¢iny.
—o0

Variance existuje za podminky, Ze suma v prvnim piipadé konverguje, nebo
ze integral je koneény v pripadé druhém.

V nékterych piipadech nam vsak variance a stfedni hodnota nebudou sta-
¢it. Proto si definujeme moment. K-ty moment se d& spocitat jako:

D
EXF = Z(xj)kp(:rj) pro diskrétni veli¢iny,
j=1

oo
EXF = / f(x)dx pro spojité veli¢iny,
—0o0

kde f(x), resp. p(x) jsou pravdépodobnostni funkce. I pro momenty plati, ze
suma musi konvergovat, resp. integral musi byt konecny. Muzeme si vS§imnout
podobnosti se stfedni hodnotou, stfedni hodnota je vlastné prvni moment.
Pti trosce premysleni uvidime obecny moment i ve varianci, ktera je vlastné
centrovanym druhym momentem. Vys$si momenty v této praci nebudeme po-
tfebovat, nicméné je vhodné znat jak se obecny moment pocita. Pokud budu
v praci zminovat, ze potiebuji vypocitat momenty, tak je tim mysleno stredni
hodnotu a prip. varianci.

1.2 Bayesovska statistika

Tato sekce bude primarné vychézet z literatury [7]. Pokud mame soubor dat
D a chtéli bychom modelovat zdroj téchto dat, radi bychom védéli, jaké para-
metry vstupuji do procesu generace. Tuto mnozinu si oznac¢ime symbolem 6
a pri modelovani je snaha nalézt takové §, které jsou co nejvice podobné sku-
teCnosti. Samozrejmeé je velice tézké nalézt vSechny parametry, které vstupuji

5



1. STATISTICKA TEORIE

do procesu, proto ten proces nazyvame ndhodny. On mozna ndhodny neni, ale
nemame dostatek informaci nebo vypocetniho vykonu, abychom dany proces
nazvali deterministicky. Tu ¢éast, kterou nedokdzeme dostatecné dobie mode-
lovat, nazveme Sumem. Samotna data D muzou byt také zanesend Sumem. At
uz to jsou nepresnosti v navrhu mériciho pristroje, pripadné pii vyrobé, nebo
tfeba kosmické zarfeni, které ndm piehodi bit a udéld nam chybné méreni [g].
S chybou je tedy vzdy potieba pocitat.

Bayesovska statistika se nasledné snazi odhadnout z dat, nebo spise z na-
seho presvédceni o datech, parametry modelu, ktery nad daty predpokladdame.
Timto modelem pak modelujeme systém, ktery generuje datové body D. Bu-
deme se snazit ziskat f(6|D), coz je aposteriorni rozdéleni, které v sobé vaze
nase presvédceni o systému, ktery generuje D. Nicméné na zacatku mame
jen apriorni rozdéleni f(6), ve kterém mame jiz zminéné presvédceni o sys-
tému, avSak nijak ovlivnéné daty, a model pozorovani f(D|#). Zde nasledené
pouzijeme bayesovu vétu, podle které cely tento smér statistiky dostal sviij
nizev, a muzeme tak ziskat aposteriorni model f(0|D), ktery jiz obsahuje
nase presvédceni o datech ovlivnéné samotnymi datovymi body. Tato véta zni
nasledovné:

P(B|A)P(A)

PAIB) = =5

Umoznuje ndm tedy ziskat podminénou pravdépodobnost opac¢nou. Diky
této vété jsme schopni aktualizovat nase presvédceni a adaptovat se na nové
jevy nebo datova pozorovani. Tato véta samoziejmé funguje jen za néjakych
podminek, ze zlomku plyne, ze P(B) # 0, a také je vhodné aby P(A) i P(B)
nebyly rovné 1. Protoze pak neni moc co zjistovat, kdyz uz jsme si na 100%
jisti. Tudiz aby dobfe fungovala tato aktualizace, musime si byt alespon trochu
nejisti, coz bychom méli byt vzdy, uz jen kvuali Sumu.

My si ji vSak trosku upravime, nebo spis pouzijeme operator, ktery nam
trosku pomuze zpirehlednit nékteré vzorce. Je to operator rovno az na kon-
stantu oc, nebo taky proporcialné rovno. Pokud za A dosadime 6 jako nas
model a za B datovy bod D a predchozi rovnici tedy prepiseme jako

P(6|D)  P(D|0)P(6),

¢imz dostaneme rovnici, kterd nam rika, jakym zptsobem dostat z apriorniho
modelu 6 na zdkladé dat D aposteriorni model, ktery zavisi na datech. Kdyz
nam prijde dalsi datovy bod, tak jednoduse prohlasime predchozi aposteriorni
model jako apriorni a provedeme stejny krok. Toto ma velkou vyhodu pro sys-
témy, kde data prichazi postupné, coz je nazyvano online aktualizace, nicméné
muzeme tento model pouzit i pro datovou sadu, kde mame vsechna data od
zacatku. V druhém pripadé model jednoduse dostane vsechny datové body
jednorazové, proto to nazyvame offline update. V této Gpravé ndm zmizela
¢ast P(B) ve zlomku. Za to muze pravé operdtor o, protoZe tato ¢ast je kon-
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stanta. Zaroven diky tomu, ze dokdzeme model aktualizovat datovymi body,
jsme i schopni z vysledného modelu jednoduse dostat stav, ktery byl p,p < n
datovych bodu zpatky. To mize byt vhodné pro pripad, Zze se ndm model
dostane do néjakého nevhodného stavu, napt. sérii Spatnych datovych bodu.
Samotny krok aplikace Bayesova pravidla budeme nazyvat jako inference.

1.3 Konjugovana rozdéleni

Vlastnost rozdéleni, kterou mé smysl rozebrat pred dalsi ¢asti, je konjugova-
nost. Rozdéleni je uré¢ovano néjakymi tvarovacimi parametry s. Méjme apo-
steriorni rozdéleni f. Toto rozdéleni vzniklo inferenci z dat a tvarovanim apri-
orntho modelu, je tedy zavislé nejen na D, ale i na startovnich tvarovacich
parametrech apriorniho modelu fy(f]sg). Z vypocetnich i programdtorskych
davodi se hodi, kdyz tvar aposteriorniho rozdéleni je stejny, jako tvar aprior-
niho rozdéleni fy. K tomu si potfebujeme zadefinovat suficientni statistiku s
jako vektor dat a poc¢atecni hodnoty sg

s=s(D,sg),s € R, q < 0.

Specidlnim ptipadem je s(, sg) = so. Suficientni statistika s urcuje poradi, ja-
kym model projde inferenci. Pokud nam po aplikaci bayesova pravidla vznikne
stejny typ rozdéleni, tak lze aposteriorni rozdéleni zapsat ve tvaru apriorniho
rozdéleni

fo(0]s) = f(DI0) f(0]so)-

Takové rozdéleni jsou nazyvany v angli¢tiné jako self-replicating [9] neboli
sebe-replikujici, v ¢estiné bych ale volil alternativni pojmenovani — konjugo-
vané rozdéleni. Této vlastnosti je vhodné vyuzit, snizuje nam totiz slozitost
aposteriornitho modelu. Prevazné proto, ze budeme pracovat stéle se stejnym
typem rozdéleni a zjednodusime si vypocet momentii. Prikladem budiz nor-
malni a Gamma rozdéleni.

1.4 Proménné parametry

Pii pouziti Bayesova vzorce pro aktualizaci modelu mizeme narazit na pro-
blémy, ze nevime, na jaké hodnoty nastavit nékteré neménné parametry mo-
delu. Modely, které popisuji jednoduché pripady, Spatné vstupni parametry
kroplastu v ovzdusi, tak chyba v nastaveni varianci muze zpusobit, ze model
nezkonverguje, pripadné jeho konvergence povede k nastavenému apriornu.
Oboji je pro nas spatné, kvili prvni chybé nam vyjdou hodnoty, které jsou
Casto vysoké a nedévaji smysl, v druhém pripadé zase se muze stat, ze data
nam nase apriorni presvédceni nijak nebo témér nijak neovlivni. Parametry
pak budou velmi blizko apriornich hodnot, coz tplné neni chténé zalezitost.
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Zde by se hodilo mit model tvoreny vice parametry, které jsme schopni v prii-
béhu ménit, at uz v zavislosti na ¢ase a nebo v zavislosti na datech. Z urcitych
davodi by se nam hodilo mit parametry nezavislé mezi sebou. Hlavni divod
pro tuto vlastnost je, ze zvladneme parametry od sebe jednoduse rozdélit. Pro-
toze jak vime ze Sekce [1.1], jsou-li ndhodné veli¢iny nezavislé, tak jejich soucin
je pravdépodobnost jevu sdruzeného. Tim padem pokud bychom chtéli ziskat
ze sdruzeného jevu néjakou ¢ast, rfikejme tomu marginala, jde to jednoduchym
délenim. Na nas problém se to prevede nasledovné:

f(61D) = f(61]D)f(62|D)... {6,/ D),

s n parametry 0. Pocet téchto parametru je zavisly od vybéru modelu a volbé
modelate. VSechny tyto margindly vsak zavisi tvarovacimi parametry na mo-
mentech ostatnich parametri. Tedy ne nutné vsech, ale kazdy moment je
pouzit alespon pri vypocétu jedné z marginal. Proto je potfeba k tspésné op-
timalizaci parametri mit moznost spocitat vSechny potfebné momenty [{7].

Pro samotny vypocet momentt parametrii budeme potiebovat ziskat pod-
minéné marginalni rozdéleni f(6,|D). To ziskame vyintegrovanim vsech ostat-
nich parametri z modelu 6. Pro jednoduchy pripad dvou parametrt 1, 62, kde
nés zajima napt. margindla f(61|D) to znamend vyintegrovat podle 6o

f(01|D) :/@ f(01,62|D)dbs.

Po marginalizaci ndm jiz zbyde jen spocitat momenty rozdéleni g(#). Moment
se pocitd jako stredni hodnota funkce:

£(6|D)9 / 9(0) f(0|D)do

Nicméné v praxi se voli takova rozdéleni, které jsou konjugované a zéroven
maji zndmé momenty. Diky tomu nemusime v kazdém kroku pocitat integral,
ale jednoduse pouzijeme jiz zndmé vzorce na vypocet momenti. To znatelné
zrychluje a zjednodusuje vypocet.

V literatufe [[7, L0] se obvykle jako aposteriorni bodovy odhad g(6) pouziva
znaceni g/(\O), které prevezmu. Pouzijeme to prevazné pro zjednoduseni zapisu
predchozi levé strany rovnice

—

9(0) = E¢9py9(0).

1.5 Chyba modelu

Vime uz jak vyjadrit jednotlivé marginily daného modelu, jak vsak nalézt
tu nejlepsi? Hodilo by se mit moznost mérit chybu odhadovaného modelu
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f (0|D) oproti opravdovému modelu dat f(6|D). Dokdzali bychom pak vybi-
rat ty nejlepsi modely f ze vSech moznych. A presné k tomu nam poslouzi
Kullback-Leiblerova divergence [11]. Ta je definovana nésledovné:

KLD(f(6)D)||f(6]D)) /f 6| D)in elpi do

Této metrice se obcas také rika cross-entropie. M4 nékolik dulezitych vlast-
nosti:

1. KLD(f(6|D)||f(6|D)) >=0
2. KLD( (0|D)||f(6|D) ) = 0 pokud f(6|D) = f(6|D) skoro viude

3. KLD (f(0|D)||f(9|D)) = oo pokud pro vSechny prvky f(6|D) > 0 a z&-
roveii pro viechny prvky plati f (0|1D) =0

4. Obeené KLD(f(0|D)||f(0|D)) # KLD(f(6|D)||£(6]D))
5. Obecné také KLD nespliuje trojihelnikovou nerovnost

Kullback-Leiblerova divergence ndm tedy ddvd moznost srovnani modeli.
Nejlepsi model f ze viech modeli fi je pak takovy, ktery ma nejmensi hodnotu
KLD. Neboli

f(01D) = arge-minK LD(f(6]D)|| £(6]D)).

1.6 Optimalizace parametrua

Vime uz, jak vypada nejlepsi model. Jak takovy model nalézt? Moznosti je ne-
spocet, mizeme zkusit pouzit gradientni sestup, evolué¢ni mechanismy, rtizné
heuristiky a dalsi. Nékdy dokonce existuje analyticky postup jak nalézt nej-
lepsi feseni, to se vyuziva napi. v modelovani pomoci linearni regrese. Problém
ktery vsak budeme resit, ma nepriijemné vlastnosti, popsané v Sekci R.1|, kvili
kterym nebudeme mit moznost vyuzit exaktni minimalizaci. V této Sekci bych
rad struc¢né popsal metodu gradientniho sestupu, protoze se docela c¢asto po-
uziva. Nasledné si rozebereme do detailu optimalizaci, kterd se pouziva v me-
todé VB. Obé metody maji podobnosti, gradientni sestup je vSak jednodussi
na popsani a pochopeni.

1.6.1 Metoda Gradientniho sestupu

Pokud budeme chtit najit minimum pomoci metody gradientniho sestupu,
budeme v kazdém kroku chtit jit po sméru nejvétsiho spadu. Mizeme si to
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predstavit, jako kdyZ jsme zrovna vylezli na horu a chceme sestoupit co nej-
rychleji. Ale mame superschopnosti a muzeme skdkat i z vysokych vysek bez
obav. Tohle tedy vétsinou neplati, ale pokud by to zrovna platilo, tak si vybe-
reme smeér, kde ztratime co nejvic vyskovych metru. V kazdém kroku sestupu
si zvolime smér a vzdalenost, kterou timto smérem pijdeme. Jak zjistit smér?
Derivaci:

Tn+l = Tp + VVf(II?n),

kde f(z) vyjadiuje funkéni prostor, na kterém se pohybujeme a v urazenou
vzdalenost v kroku. Pokud budeme vzdalenost v kazdém kroku nastavovat
rozummneé, coz muze byt dost narocné, protoze mizeme skoncit vyse, nez jsme
zacali, tak skon¢ime v néjakém doliku, matematicky minimu. Zde je vsak velky
problém, pokud funkce neni hezkd, téchto minim existuje mnoho a miizeme
skoncit v néjakém, které neni to nejlepsi. Vsechny dalsi variace gradientniho
sestupu se pak snazi rozumné nastavovat vzdalenost v, at uz ptridanim hyb-
nosti, kdy si pamatujeme jak moc se v kazdém kroku pohneme a ovlivnime
tim, jak moc se pohneme pfisté, postupnym zmensovanim a tak podobné.
Moznosti je spousta, fantazii se meze nekladou. V této préaci pouzijeme opti-
malizaci pomoci itera¢ni Bayesovy metody, neboli IVB.

1.6.2 Iteracni optimalizace v metodé Variacniho Bayese

Véta 1.1 Pokud je f(0|D) aposteriorni rozdéleni dat D definované vektorem
parametri 0, které muzeme rozdélit do p sub-vektori:

6" =101.65,...,001"

Bud f(0)D) odhad rozdéleni omezeny podminéné nezdvislymi proménngmi
01,02,...,0, takovy, Ze plati:

f6ID) = f(6|D) = TIZ_, f(6| D)
Pak minimum KLD:
f(61D) = arge-minK LD(f(6|D)||£(6|D))
se nalezne jako:
F(6:]D) o %P(Ef(e/iw) (Inf(@, D)]))
kde 0,; znaci komplement 6; v 0 a f(0,;1D) =T17_, .. f(6;D).

Dukaz konvergence je mozné nalézt [7]. Muzeme si vSimnout, Ze cely pro-
ces hledéni nejlepsiho rozdéleni f (0;|D) je plné deterministicky. Odhadnuté
rozdéleni f(6;|D) je pak marginéla a f(|D) je pak vysledny model, kterj nim
tato optimalizace vrati.
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Samotny vypocet ve VB pak funguje iterativné, kdy se stiidaji marginaly,
které se zrovna pocitaji. Uvedeme si jednoduchy priklad pro p = 2. V n-tém
kroku, kde n >= 1, prvné spoc¢itdme marginalu 6; nasledovné:

F@ID) = [ FO D 02D)ing (01,602, D)oy
2
Tento vysledek pouzijeme ve vypoc¢tu pro 6o pri stile stejném n:
D(620D) = [ (O D)inf (61,62, D)oy
1

Jesté si musime néjak zadefinovat f(0). Zde je volba na nds. A protoze se prvni
pocita parametr 67, stac¢i zvolit pouze parametr 9&0). Tento cyklus v kazdém
kroku snizuje KLD, v kazdém kroku se tak nejlepsimu modelu blizime. Volba
poradi vypoctu parametra zalezi na modelarovi, muzeme dokonce i néjaky pa-
rametr v n-té iteraci prepocitat vicekrat, nicméné typicky se kazdd margindla
v jednom kroku pocita pravé jednou. Slozitost tohoto algoritmu je tedy pn,
kde n je nami zvoleny pocet iteraci a p je pocet parametriit modelu. Tomuto
vypoctu rikdme Iterac¢ni Variac¢ni Bayes.

P1i vyjadrovani margindl vsak vyuzijeme par véci definovanych diive. Vi-
me, ze 0 se skldda z p nezavislych parametri, coz predpokladame, ze se da
zapsat jako soucin pravdépodobnosti:

fO|D) = f(61,0,...,0,) =II_, f(6;]D)

Také vime, z podminky normality pravdépodobnosti, Ze soucet vsech pravdé-
podobnosti je 1. Tedy u spojité pravdépodobnosti je to integral pres definiéni
obor. To zni povédomé, pojdme si rozepsat jeden z predchozich krokii:

™) (62] D) = /@ ) (0, D)inf (61,02, D)db;
= [ FO@D)in(TE, 501 D)) a0
Ch
— /@{ FRRICHIRY (f 01,D d91 +/* f<n)(91\D)zn(f(92,D))d91
:/@9{ f(n)(91|D ln(f 01,D )d91+ln( (62, D / f(n) 91|D)d91
=/®I F® @11 D)in( £(61, D)) dér + in( (62, D))
x ln(f(ﬁg, D))

Prvni ¢len nam kompletné zmizel. To je kvuli operatoru o, nikde se v ném
totiz nevyskytuje parametr A a vici funkci vlevo je to konstanta. A jak vime,
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tento operdtor zahazuje konstanty, takze jednoduse zmizi. U druhého ¢lenu
si muzeme vsSimnout, ze ndm vymizel integral zavisly na 6;. Integrace pres
vSechny mozné hodnoty v ©7 funkce f(61|D) je rovna 1. Pro vyjadreni 6o
potfebujeme Cleny rovnic, které jsou zavislé jen na samotném clenu 6. VSechny
ostatni ¢leny, které nezavisi na 02, pri tvorbé rovnic jednoduse zahodime.

1.7 Algoritmus Variacniho Bayese

Po ptipravé se dostavame k samotnému algoritmu VB. Algoritmus se d4 roz-
délit do 7 kroku [{7].

Krok 1: Formuluj bayesovsky model. V tomto kroku zvolime rozdéleni
f(0, D). Zde volime model dat f(D|f) a apriorni rozdéleni f(6)

Krok 2: Rozdél parametry 6 do p ¢asti. Ovér, zda po rozdéleni jsou para-
metry nezavislé, neboli Ze plati v jednoduchém pripadé p = 2

Inf (6,6, D) = g(61, D) h(6, D).

Kde g(61,D) a h(62, D) jsou vektory konecénych kompatibilnich rozmériu.
Toto pouze znaci, ze model Ize separovat v logaritmu. Pokud tento krok plati,
parametry jsou separovatelné a mtuzeme pokracovat dalsim krokem. Pokud ne,
musime dany model preformulovat.

Krok 3: Vyjadii marginaly. V tomto kroku si vyjadiime pro kazdy parametr
jak vypadd jeho marginédla. Pro nas p = 2 priklad to bude vypadat nasledovné

F(011D) o exp(Ejq, pyInf (01,602, D))
ocea:p(lnf (61, D) + Ef gy i (02: ))
o<€:vp(g 61, D)h(0s, ))

f(621D) o exp( By, i f (61,6, D))

(Ef(g,pyInf (01, D) + Inf (05, D))

x exp(g(61, D)h(0:, D))

X exp

Krok 4: Nalezni v marginalach podobnost k néjakému typickému rozdéleni.
Zde vyuzijeme vlastnosti popsané v Sekci [I.3. Kazdy parametr 0;,7 < p vy-
jadrime jako jeho apriorni rozdéleni g pomoci tvarovacich parametri. Pokud
toto neni mozné, miizeme stale pouzit symbolickou nebo numerickou integraci,
nicméné slozitost vypoctu je mnohem naroc¢néjsi, nez kdyz se nam podaii na-
lézt apriorni rozdéleni. Tento krok je ¢asto nejtézsi ¢ast celého procesu, protoze
vyzaduje znalosti toho, jak vypadaji typickd rozdéleni. Nejcastéji se setkdme
s Normdlnim rozdélenim a rozdélenim Gamma. Piipodobnéni k Normélnimu
rozdéleni budeme aplikovat, pokud uvidime 2 ¢leny, linedrni a kvadraticky.

Gamma je téz typicka 2 cleny, ale tentokrat to je linedrni a logaritmicky.
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Krok 5: Vyjadii momenty marginal. Pokud se ndm v pfedchozim kroku
podarilo identifikovat néjaké typické rozdéleni, tento krok bude jednoduchy.
Staci nam se akorat podivat do tabulek, jak se potifebné momenty pocitaji.

Krok 6: Pust Iteracni VB na rovnicich z predchozich krokt. Zde zndme
momenty, zname tvarovaci parametry funkci, mizeme tedy pouzit IVB na
vypocet odhadu. Zvolime si vhodny pocet iteraci, pripadné nastavime zasta-
vovaci kritérium. Poté pustime iteraci popsanou v Sekci . Pokud mame
p ruznych sub-parametri ve vektoru 6, tak obecné potirebujeme zvolit p — 1
ruznych pocatec¢nich parametriu. Ten posledni se prepoc¢ita v prvni iteraci [IVB,
tudiz neni tfeba ho volit.

Krok 7: Vrat margindly VB. Poté co dobéhne predchozi krok, vratime
zadané margindly zjisténé v béhu. Vyhodou tohoto procesu je, Ze tyto aproxi-
mované marginalni rozdéleni jsou jiz ve tvaru rozdéleni, které hleddme. Casto
nas bude na vysledku zajimat pouze jedna nebo subset parametra 6, pripadné
momenty rozdéleni, které jsou tvarovany témito parametry.

1.8 P¥iklad pouziti VB

Pojdme si ukazat, jak by se dal Varia¢ni Bayes pouzit pro co nejvice jedno-
duchy priklad. Jako pékny piiklad jsem vybral problém skaldrni dekompozice
soucinu:

d=azr +¢€

Kde a a = jsou nezndmé proménné, d jsou nase data a € je Sum se stredni
hodnotou 0. Model dat se d& tedy zapsat jako

f(d\a,x) - N(ax, 7’€>
Jako rozdéleni modelujici nase data tedy zvolime rozdéleni Normdlni se stfedni

hodnotou ax a rozptylem r.. Apriorni parametry muzeme také zvolit jako
Normdlni rozdéleni se stfedni hodnotou 0. Tedy:

f(a) = N(0,7,) x exp( — ;i)
f(z) = N(0,r,) exp( — ;i)

Vsimnéme si, Ze zde nastavujeme stfedni hodnotu na 0. Tim se snazime
vyjadrit, ze apriorno je neinformativni. Apriorno mé téz varianci rq, resp. 74,
ty nastavime na néjaké hodnoty blizké Sumu 7. Jsme v ukizkovém testovacim
prikladé, takze si mizeme dovolit minimalné pro ukdzku mit informace, které
v realném vypoctu mit nebudeme. Pro demonstrativni priklady vsak ukazu
i ¢ast, kdy nastavime parametry ,,08klive“, abychom védéli, co se miize stat.
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1.8.1 Odvozeni rovnic

Model sdruzené vérohodnosti vypada nasledovneé:

1 a x

f(0,D) = f(a,z,d) x emp( — (M + j + 2))

2 Te Ta Ty

Daéle si mame napsat aposteriorni rozdéleni obou marginal:
F(alD)  exp (EW) (lnf(a,ﬂ% d)))
( Vyrh) - a(dfrel))
f(z|D) ocexp( Flald) lnf a, d)))
(3

Vel — x(dare_l))

X exp

X exp

V dalsim kroku mame najit podobnost k néjakému typickému rozdéleni.
7 ptredchozich rovnic vidime, Ze jsou si podobné s rozdélenim definovaném
v apriornu. Obé margindly totiz maji 2 Cleny, kvadraticky a linearni, u ¢ehoz
jsme si jiz Tekli, ze to je typické Normdini rozdéleni.

f(ald) = N(pq,04) 633p< _ 1@1_/“)2)

2 g
_ 2
Flald) = Ny, ) o cap — L2121

Tvarovaci parametry jsou tedy pig, 0q, fhz, 0z. Ty si mizeme z margindl vyjadrit
nasledovné:

la? —2 2 15,
e:vp(— a,uaa—i—ua) x e:np(( — §a2(x27“;1 +rt) - a(d%r;1)>

2 Oq

Poté porovname kvadratické cCleny:
1 _ 5 _ _
—§a20a V= ——a?(a2r,t 4+ h)
o= (2t )

0o = (22,1 + rgl)fl

g,

A linearni ¢leny:
—§2uaaag1 = adxr,

e = dfrglaa
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Pro tvarovaci parametry x bude postup podobny, uvedu jen vysledky:

—

-1 A
Oy = (CLQTa +7r, )

fy = dare_lax

Aim rovni ro tvarovaci parametr, o 0. Pro vypocet v$
Maéame tedy rovnice pro tvarovaci paramet as Tas ey Og. PTO ocet vsak
potfebujeme a2, a, x2, 7. CoZ jsou momenty normalniho rozdéleni.

a = g
a2:/1'521+0'a
T = py
) 2
1’2:#14-0'3;

Mizeme pokracovat na krok 6, kde pustime iteraci VB. Pocitani zac¢neme
poéitanim parametru napi. x. Musime tedy zvolit startovaci o0, u2. Poté stii-
davym vypoctem aktualizujeme parametry. Graficky by se to dalo vyjadrit
nasledovné:

T—a—T—...

Toto opakujeme do konvergence, pripadné to mizeme zastavit po urcitém
poctu krokt.

Krok 7 ndm uz jen tika, ze mame vratit momenty margindl. To jsou jiz
nase hledana z a a.

Odvodili jsme si cely algoritmus pro skalarni dekompozici. Tento problém
neni néjak naroc¢ny, hlavné pokud se muzeme pohybovat po R. Je vSak do-
statecné nazorny pro prezentaci této metody. Zde iterace vede k néjakému
lokalnimu minimu. Téch je u tohoto problému nekoneéné mnoho, tudiz bude
zalezet na tom, odkud odstartujeme. Pseudokdd pak vypada nésledovneé:

Algoritmus 1 Varia¢ni bayess pro dekompozici soucinu

inicializuj d, re, 74, T2
nastav startovaci g, 04
dokud neni splnéna podminka konvergence
aktualizuj 7, 22
aktualizuj a, a2
konec
y ~ o~
vrat z,a
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1. STATISTICKA TEORIE

VYvoj X a a v case

3.0

25

2.0

1.0

0.5

0.0 sEa;!

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Obrazek 1.1: VB pro rozumné nastavené zacatecni hodnoty

1.8.2 Chovani Variacniho Bayese pro problém skalarni
dekompozice

V této casti prace si vyzkousime predchozi algoritmus v praxi. Uvidime, jak
reaguje na relativné rozumné startovaci parametry a také zkusime algoritmu
predhodit néjaké parametry spatné.

Pojdme tedy nejdrive zkusit nastavit nase parametry néjak hezky. Zvolme
sid=6,r. =1,r, = 0.3,7, = 0.3. Déle podle pseudokédu si mame zvolit
vhodné startovaci u&o), O'C(LO). Pojdme tedy jako u,(lo) zvolit tfeba 0.1 a Jéo) jako
1. Zastavovaci kritérium zvolime jako vzdalenost a7z —d, tato vzdalenost musi
byt mensi nez sqrt(r.). Pustime VB a v kazdém kroku si budeme pamatovat
hodnoty @, Z. Sledujeme vyvoj parametru @,z a dobu konvergence.

Obrazek @ ukazuje vyvoj hodnot @,z v ¢ase. MuZeme si vSimnout, ze
v zacatku algoritmus zdanlivé ,,tape*, ale v jistém momenté zacne spravné
minimalizovat hodnoty, az se dostane za zastavovaci kritérium. Vysledek Za je
pak zanesen do grafu, muzeme si vSimnout, ze odhad skon¢il u ¢isla 5.64. Coz je
velice dobry odhad, kdyz pocitame s tim, ze mame r. = 1. Téz jsme se k nému
dostali relativné rychle, po 5 iteracich IVB. Jen poznamka, datovych bodu
v grafu je dvakrat pocet iteraci + 1 za pocatecni hodnoty, protoze si ukladam
datové body po kazdém pod-vypoctu. Proto je pocet iteraci IVB 5.

V dalsfm kroku zkusime hodnoty nastavit spatné. Pocdteéni p nastavime
na cislo blizké nule. Nemiizeme ho vsak nastavit na 0, protoze ve vypoctu
fty Se pouziva pri ndsobeni a algoritmus by skoncil v lokdlnim extrému (0, 0).
Zvolil jsem tedy hodnotu 10~%. Pocatecni ¢ jsem také dost utahl, na hod-
notu 0.1, tim algoritmus trosku rozhodime, protoze rikdme, zZe jsme si jisti
nasim apriornem. Odhadované d dejme vyse, napr. 20. A protoze algoritmu
nechceme pomoci, nastavime r, na hodnotu vysokou, napt. 25. Pokud chceme
aby algoritmus zkonvergoval, ale zarovenn mu to chvilku trvalo, musime 7,7,
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1.8. Priklad pouziti VB

Vyvoj X a a v case

1.0

0.5

0.0 Start

a-0.5

—
konec: 16.76
-8 -6 —4 -2 0 2

Obrazek 1.2: VB pro spatné nastavené pocatecni parametry a data

nastavit na nizké hodnoty, minimum potrebné ke konvergenci se ukazalo byt
kolem 2.8. Pokud bychom nastavili nizs{ hodnoty, dostavame se do problému
popsanému jiz diive, algoritmus nam zkonverguje k apriornu, které jsme vsak
zdmérné nastavili Spatné. Zde se ale snazim demonstrovat, ze i se Spatnymi
daty a ne uplné optimalnim startem, jsme se schopni dostat k rozumnému
vysledku. Pocet iteraci byl relativné maly, algoritmus se pod podminku za-
staveni dostal po 10 krocich. Obréazek ukazuje prubéh vypoctu, mizeme
si v§imnout, ze chvilku trvalo, nez se algoritmus dostal z apriorna, jakmile se
vSak dostal do podobného radu jako d, zkonvergoval velice rychle.

Ukéazali jsme si, ze Varia¢ni Bayes funguje dobie i ve chvilich, kdy mu
predhodime relativné $patné apriorni #(?) a gpatnd data. Tento model vSak
neni tolik robustni, pocitame zde napr. s pevnym sumem u odhadované pro-
ménné, coz muze zpusobit nekonvergenci v extrémnich pripadech. Nicméné
pro uvedeni do problematiky je toto docela pékny priklad, jak tato metoda
funguje.
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KAPITOLA 2

Bayesovsky model linearni
regrese

2.1 Motivace a konstrukce modelu

Mikroplasty nejsou lokalni problém, byly nalezeny v mistech, kde se c¢lovék
témeér nepohybuje. Mohli bychom tedy ze série méreni néjak zjistit, jaka byla
emise mikroplastt ve vétsi vzdalenosti? Predstavte si, ze mate vektor y slozeny
z p riznych méreni na senzorech:

yT = [y17y27 e 7yp]T

Déle také mame spocitané citlivosti méreni na aktivitu zdroje v daném case,
ze kterého miizeme sestrojit model siteni c¢astic M. Tento model je matice
o rozméru p X n, kde p je rozmér y a n je rozmér casu. V této matici pro nas
problém se casto vyskytuji nulové fadky a sloupce. Téz je velmi casty vyskyt
¢isel, ktera jsou velice mala. V zéavislosti na pocasi mutze vitr foukat napft.
jen jednim smérem a pak je jasné, ze nékterd mista budou mit napocitané
citlivosti nulové. Pripadné néjaké misto mize byt vzdalené vici mistu emise,
tim padem budou napocitané citlivosti velice nizké.

Kdyz mame tedy model teoretického Sifeni c¢astic, mizeme zkusit najit
vektor & o rozmérech n takovy, ze spliiuje rovnici

y=Mzx

Tento problém je docela znamy, rikd se mu linearni regrese. A feSeni je te-
oreticky jednoduché, sta¢i znat nebo zjistit M~!. Akorat Ze to je mnohem
slozitéjsi, jak si ukdzeme nize.

19



2. BAYESOVSKY MODEL LINEARNI REGRESE

2.1.1 Motivace pro VB

P1i hledéni reseni pro nejmensi ¢tverce bychom resili normdini rovnici, kterd
by pro nas pripad vypadala néasledovné:

r=(MTM)"'MTy

Tato rovnice ma jednu dulezitou podminku, kvili které se obycejné linearni
regrese nedé aplikovat na vSechny problémy tohoto typu. Matice MT M musi
byt regularni. Regularnost je podminka k existenci inverze k maticim, defino-
vat si ji miizeme t¥eba hodnost{ matice. Pokud mé &tvercova matice M7T M
rozmérti n hodnost h(M7T M) = n, pak je regularni.

Nage matice M7 M regularni nebude. Je to z jednoduchého divodu. V ma-
tici M se vyskytuji nulové radky i sloupce. Pojdme si ukazat, jakym zptsobem
nam to ovliviiuje matici M7 M. Mé&jme tedy matici M s alespon jednim nulo-
vym sloupkem.

mi1 0o ... mip
M = 0
mp1 0 ... My

Potom matice M7T M obsahuje nulovy fadek:

mi1 ... Mpl mi 0 my mi, Mmp1Mip
T 0O ... 0 Y p 0 0
M=\ o0 . 1| o=
’ ' ' mpr 0 ... My ) ’ o
mip ... Mnpp mipMnp1 ... mnp

Pokud mé matice jeden nulovy radek, pak jeji hodnost zcela jisté neni rovna
n. Tim padem nemuze byt regularni a nemtize ani existovat jeji inverze.
Matice M vsak nemusi obsahovat jen nulové sloupky, ale mtze obsahovat
i ¢isla blizka nule. Inverze pak sice existuje, ale je velmi nestabilni. To se miize
pri odhadovani znasobit a zpusobit velké chyby. Pro tyto pfipady existuje
mnoho modifikaci pro linedrni regresi, jednim z nich je pravé metoda VB.

2.2 Testovaci data

Testovaci data, kterd jsem zvolil pro tcely zkouméni kvalit navrzenych algo-
ritmt, reflektuji vlastnosti dat redlnych. Matice M bude obsahovat ndhodné
¢isla s jednim nulovym sloupcem druhym v poradi. V redlnych datech je jich
sice vice, nicméné pro testovaci ucely to bude stacit. Rozméry jsem volil malé,
pocet méreni p = 6, velikost vektoru x zase 11. Vektor x, coz je vektor emisi,
ktery se snazime odhadovat, obsahuje hodnoty 0 a 1. Tyto hodnoty symboli-
zuji intenzitu emise dany den. Vektor y nasledné zjistime vynasobenim Mx
a pridanim normalniho sumu s rozptylem 0.3. Na téchto datech budu prezen-
tovat, jak se navrzené modely chovaji.
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2.3. Zakladni model Bayesovské linedrni regrese

2.3 Zakladni model Bayesovské linearni regrese

Pro rekapitulaci, feSime problém linearni regrese:
y=Mzx

Vektor y tedy dostaneme soucinem. Vyuzijeme podobny model jako v sekci
, coz je Normdlni rozdéleni s 4 = Mx. Varianci v neznédme, proto je vhodné
a vyhodné ji odhadovat. Predpoklddejme, Ze jednotlivé prvky ve vektoru y jsou
nekorelované. Kovaria¢ni matici pak zvolime jako wflfp, kde I, je jednotkova
matice velikosti p. To jednoduse znamend, Zze predpokladdme pro vsechny
prvky stejnou varianci Sumu. Model dat tedy bude vypadat nasledovné:

flylz,w) = N(Mz,0™" 1)
x ]w*1[p|*%ea:p( — %(y - Ma:)Tw(y — Ma:))

Daéle musime zvolit rozdéleni modelujici nase parametry x a w. Vektor x
budeme modelovat pomoci Normdiniho rozdéleni:

f(x) = N(0p, I,) x exp( - %(mTIn:UD

Pro zacatek tedy pouzijeme nulovy vektor jako parametr u a jednotkovou
matici jako korela¢ni matici.

2.3.1 Model Sumu

Jakym zpisobem modelovat w? Normdlni rozdéleni doted fungovalo, pojdme
ho zkusit taky. Predpis pro skalar w tedy bude vypadat nasledovné:

1
f(w) =N(0,I) x eﬂzp( - §(WTIW)>
Sdruzend pravdépodobnost f(y,x,w):
1 1 1
fy,z,w) o< |w_1In|_%exp< — i(y - Mﬂ;)Tw(y - Mzx) — 5(93TI35) - §(wTIw))

A marginaly:

N

f(zly) o ea:p( ——(y— M:U)T@(y — Mz) — ;(xTIpx)>
fwly) o |w1In|§e:cp< — %w(yTy —2yMZT + :L‘/T\a?) — ;(wTIw)>

o ea?p(Zln(w) — %w(yTy —2yM7zT + at/T\x) — ;(wTIw)>
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2. BAYESOVSKY MODEL LINEARNI REGRESE

Parametr  ma linearni a kvadraticky clen, tudiz podle @ kroku 4 vime,
Ze to muzeme pripodobnit k normdinimu rozdéleni. Nicméné u parametru w
se objevil i ¢len logaritmicky. To k norméalnimu rozdéleni nelze pripodobnit.
Musime tedy preformulovat funkci modelujici w. VSimnéme si, ze v marginéle
logaritmicky clen je ptivodem z modelu dat. To plati i o ¢lenu linearnim.
Kvadraticky ¢len je zase tvoren norméalnim rozdélenim, které jsme vybrali jako
model w. S prvnimi dvéma ¢leny nemiizeme nic udélat, tedy pokud bychom
nechtéli délat zasadni zmény v modelu dat. Coz by znamenalo pravdépodobné
i zvolit jiny model pro parametr z. Avsak z vime, ze logaritmicky a linedrni
¢len ma rozdéleni Gamma. Pojdme tedy w napsat jako Gamma rozdéleni:

b
I(ao)

ag

f(w) = G(ag, by) o w® texp( — bow)

Kde I' je Gamma funkce v bodé a. Zméni se ndm sdruzené rozdéleni f(y, z,w):

1 1 1
fly,z,w) o< |w_lfn|_ée:cp( — Q(y - Mx)Tw(y - Mzx) — i(xTIpa:)

—bow + (ag — 1)ln(w)>

Marginala pro x zlistane stejnéd,  neni obsazeno v rozdéleni modelujici w.
Marginala pro w pak vypada nasledovné:

fwly) o exp( —bow + (ap — 1)In(w) + gln(w)

1 —~ —
—iw(yTy — 22T My + QJTMTM:U)>

Zde vidime jiz jen linedrni a logaritmické cleny. Tudiz muzeme jednoduse
pripodobnit zpatky k rozdéleni Gamma. Nevhodné volba rozdéleni je tedy
opravena a muzeme pokracovat na dalsi kroky.

2.3.2 Tvarovaci parametry

Mame tedy uz vhodné vybrand rozdéleni modelujici z a w. Ted je na cCase
zjistit, jak se budou aktualizovat tvarovaci parametry u,, o, a a, b. Zacnéme
parametry pg; a oy

1 1. 1 _
Oy —§wTIa: — gwa;TMTMx = —ixTax Ty

Oy = (I + @MTM)_l
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2.3. Zakladni model Bayesovské linedrni regrese

JT —%G) (23:TMTy) = —%( — 2xTJ*1,uI)
Mz = O'xMTy‘T)

Dale a, b:
1 —
b bow = bw — 5w(yTy — 27T My + acTMTMx>
1 —
bo=b— 3 (yTy — 27T My + xTMTMx)

]_ —
b=by+ T (yTy — 23T My + 22T MT M)

a:(a—1)in(w) = (a — 1)in(w) + gln(w)
B n
a=ap+ 5
kde Tr(A) znadi stopu matice A.

Aktualizaci tvarovacich parametri méame odvozenou, pro vypocty vsak
potfebujeme zjistit momenty. Z rovnic vidime, Ze potiebujeme prvni a druhy
moment pro x a prvni moment w. Diky tomu, ze jsme identifikovali typicka
rozdéleni v obou parametrech, sta¢i se ndm podivat do literatury, napf. [[].
Momenty x jsou:

T = g
/\ -
xal = oy + pg i, -

Prvni moment w je pak:

. a
W=
Daéle nas c¢eka optimalizace itera¢nim algoritmem. Iteraci za¢neme vypo-
¢tem z, je tedy potieba zvolit pocatecni ag, bg. Parametry mame dva, budeme
je tedy v kazdém kroku stiidat. Na konci nés zajimé predevsim prvni moment
x, ktery potfebujeme k vypoctu rekonstrukce MZ pro méreni vykonnosti mo-
delu a zaroven je to vysledek, ktery hleddme.

2.3.3 Vysledky

Pojdme prozkoumat, jak se tento nejjednodussi model chova. K testovani po-
uziji hodnoty popsané v R.2. Vektor xyyqe, jez budeme odhadovat bude:

;rtme:<0 1101 1)T

Matice M je ndhodné vygenerovana matice obsahujici ¢isla od 0 do 40, s nulo-
vym druhym sloupcem. Vypocet zacneme vypoctem x, potiebujeme tedy zvolit
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2. BAYESOVSKY MODEL LINEARNI REGRESE

Chyba rekonstrukce
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0 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Podet kroké Mx
(a) Vyvoj chyby rekonstrukce (b) Bodovy graf y vs Mz

Obrazek 2.1: Metriky prvniho modelu pro bayesovskou regresi. Obrazek a uka-
zuje jakym zptsobem klesd chyba rekonstrukce v case. Na obrazku b zase
muzeme vidét jak vypadaji rekonstruovand data MZ oproti dattim y

podatedni tvarovaci parametry pro w a samotné w(®. Oba apriorn{ tvarovact
parametry nastavime na 10719, Omega pak zvolime nésledujici metodou:

w = maz(MTM).

Je to z jednoduchého divodu. Uplné prvn{ vipocet poéita tvarovaci parametr
0. Ten se pro pripomenuti pocitd nasledovné:

Oy = (I 4 @MTM)_I.

Volbou Spatného w bychom mohli algoritmus vychylit, proto zvolime takové
w, jez v prvni rovnici znormuje do velikosti matice 1.

Z Obréazku si muzeme vsimnout, ze v Case klesa chyba rekonstrukce,
po né&jaké dobé se vsSak ustali. Algoritmus totiz nepracuje se zastavovacim
kritériem, ale s pevné danym poctem kroki, kterych je 100. Tento piistup byl
zvolen, aby i ve stavu, ktery Spatné konverguje (coz se na redlnych datech
mize stat), se iterace zastavila. Z bodového grafu si zase muzeme vsimnout,
ze model nasel takové T, které docela koreluje s puvodnim xye. Nicméné to
vypada, ze odhad virtualni emise je vétsi, nez je skutecnost. Toto opravime
v sekci @ Nalezené z vypada nasledovné:

R T
T = (0.55 0.8 098 0.49 0.87 O.85>
coz potvrzuje teorii o tom, ze odhad je vyssi, nez by mél.
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2.4. Ridkost

2.4 Ridkost

Do modelu pridame ridkost. Motivace za tim je takova, ze pokud model nem4
dostatek dat, tak by mél spis tahnout k apriornu, které jsme mu nastavili. Od
této tipravy si slibujeme stabilngjsi vysledky a rychlejsi pokles chyby. Jak toho
docilime? Upravime si apriorni model modelujici z:

f(z) =N,V e:cp( - %xTVa:)

Ptibyla ndm tedy matice V. Tu muzeme nastavit staticky, ale to bychom
si nepomohli. Neplatilo by totiz, ze pro prvky, u kterych si model neni jisty,
jako vysledek pouzijeme spise apriorno. Pfibyl ndm tedy dalsi parametr V.
Jak tato matice vypada? Je to kovaria¢ni matice pro x, u této proménné
jsme predpokladali nekorelovanost mezi sebou, proto byla ptivodné kovaria¢ni
matice zvolena jako I. To se nezméni, prvky budou téz jen na diagonile.
A protoze hledané & ma velikost n, budeme hledat n parametra v tvorici V:

U1 0 0
V= 0 V2 :
0 ... Un,

Neptibyl nam tedy jen jeden parametr, ale n. VSechny parametry budou mit
stejny predpis. Ten si zapiSeme pro obecné v;. Pouceni z predchoziho kroku
nebudeme zkouset normdini rozdéleni ale zkusime rovnou rozdéleni Gamma.
Shriime si tedy modely parametru:

f(z) =N, V1) exp( - %xTVx)
_ 80 ap—1 o w
f(w) = G(ao, by) Tag)® exp( — bow)

f(U]) = G(a0760) X F(an)wao_le'xp( - 50“): kde 1 SJ S n

V marginalach parametri x,w se zméni pouze z:

Flaty V) xcap( = (0= M)y - ) = 317V )

fwly) o exp( —bow + (ap — 1+ g)ln(w) — %wTr(yTy — QﬁMy—i-ugU\TMTM)>
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2. BAYESOVSKY MODEL LINEARNI REGRESE

Marginalu pro v; si trosku rozebereme:

f(wjly) o eacp((a —1)in(vj) + %ln(vj) — Bv;j — ;;c?v])

Clen pochézejici z vérohonosti od z je jen j-ty prvek z vektoru z. Pro¢ tomu
tak je, ukdze nasledujici priklad pro n = 3:

vi 0 O T T1U121 x%vl
(acl 9 :):3) 0 v O To | = | xovoxs | = x%vg
0 0 w3 T3 T3U3L3 x%vg

Tim, Zze matice V mé prvky pouze na diagonale, se ndm zjednodusi vyjad-
feni pro x;. To je pro nds velmi vyhodné, snizuje ndm to vypocetni slozitost.
V marginale vidime logaritmicky a linearni ¢len, nase volba apriorna byla
rozumnd a muzeme to zpatky pripodobnit ke Gammeé.

Vzhledem k tomu, ze se neménila marginila pro parametr w, zistanou
stejné i rovnice pro tvarovaci parametry. U tvarovaciho parametru o, dojde
k malé zméné:

Oy f%xTIx — %G)xTMTMx = f%xTU;lx

Oy = (V—F@MTM)_

Jediné, co se zménilo, bylo nahrazeni I za matici V. Parametr u, ztstane zatim
stejny, na V nezavisi. Parametry o; a 3; zjistime pfipodobnénim nésledovné:

1
;i ln(vj) = ag,ln(vy) + §ln(vj)

QU

z :a()ﬂ)j _|_7

2

2.
1=
Bu; = Bow; + 5%

/81)]' : /BU]'Uj = 60,vjvj +

Mame tedy odvozenou rovnici pro obecné 0;. Pokud budeme pocitat vsech-
ny v; po sobé, tak nezalezi na poradi. K vypoctu pak potiebujeme prvni
moment 7;. Je to Gamma rozdéleni, tudiZ prvni moment zjistime nésledovné:
_ o

Bi

Uj
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2.4. Ridkost

Chyba rekonstrukce
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(a) Vyvoj rekonstrukéni chyby (b) Bodovy graf y vs Mz

Obrazek 2.2: Metriky modelu s fidkosti pro bayesovskou regresi

Pro ziskdni matice V ndm jiz jen staci jednotlivé 0; nasklddat na diagondlu.

Pro urychleni vypoctu vsak udélame malou tpravu. Vzhledem k tomu, zZe
v praktické ¢asti budu na vypocty pouzivat knihovnu Numpy v jazyce Python,
je vhodné vétsinu vypoctu vektorizovat tak, aby byly rychleji dokoncené. Proto
nez rovnice prohlasime za dostatecné upravené, cely vypocet si zvektorizujeme
nésledovné:

1
o= 04012 + 515

1 /\
B =61l + idiag(xxT)

Kde 1,, je vektor jedni¢ek rozméru n a diag() je operdtor, ktery z matice
vybere pouze diagondlu. Vysledné V' pak zjistime jako V = diag(af™1).

2.4.1 Vysledky

Algoritmu potiebujeme nové pridat ag a Gy jako pocateéni parametry apri-
orna. TaktéZ potiebujeme pro nase vypocty V(0. Tvarovaci parametry zvo-
lime jako malé ¢&isla, zhruba 10710, Startovaci V() zvolime jako I, protoze
pii volbé w(0) se snazime matice M7 M a V znormovat na podobnou velikost.
Jina volba, predevsim v jinych fddech by mohla algoritmus dostat do néjakého
lokalniho minima a tomu bychom se radi vyvarovali.

7 Obrazku si mizeme vsimnout, Ze doslo k velkému zlepseni. Samotna
chyba |MZ — y| v poslednim kroku je 3. Coz je dobré, vzhledem k Sumu, ktery

27



2. BAYESOVSKY MODEL LINEARNI REGRESE

ovliviiuje y. V bodovém grafu vidime krasnou piimku s minimem deviaci, coz
je presné to, co bychom chtéli vidét. Znamena to, ze nase rekonstrukce je velice
dobra. Nalezené x vypada nasledovné:

f:(—0.0l 0 1 —0.01 1.01 1.01)T

Muzeme si vSimnout, ze v mistech, kde v 44 byly nuly, model s ridkosti
odhadnul nuly. Jediné, co model nezvladl, je druhy prvek. Ale to je o¢ekavané,
matice M ma totiz druhy sloupec nulovy a v této sekci jsme model v pripadé
nedostatku dat utahovali k apriornu. Pokusime se to vsak opravit v Sekci
. Nicméné objevila se nam tu malinka chybicka. Dostali jsme se s ¢isly do
zaporu. To ndm zde nevadi, ale na realnych datech to moc smysl nedava.

2.5 Nezapornost

Pti modelovani pracujeme pri hledani & s Normdlnim rozdélenim. To vsak
miize nabyvat i hodnot, které pro tuto doménu nedavaji smysl. Kdyz odhadu-
jeme emisi, nemuze byt zaporna. To z logiky problému nedava smysl. Pokud
si model mysli, ze by méla byt emise zaporna, tak skoro jisté zaporna neni,
ale téz nebude vysoki. Mame nékolik zpusobi, jak toto opravit. Prvnim je
zvolit takové rozdéleni, jez nabyva hodnot od 0 do nekoneéna. Druha moznost
je omezit jednotlivé prvky x; zdola 0. Coz je sice jednodusi na implementaci,
nicméné je to heuristika. Budeme tedy muset zménit rozdéleni pro z.

Nastésti toho nebudeme muset ménit moc. Existuje totiz Omezené Nor-
malni rozdéleni. To je rozdéleni, které mé tvar Normdlniho, ale existuje jen
na nami zvoleném definiénim oboru (support). Omezené Normdlni rozdéleni
s tvarovacimi parametry u, 0 na omezeném definiénim oboru a < x < b vypada
nésledovneé [[7]:

\/iefcp( —3 (x_:f)
ﬁ(erf(a) —erf(B)

kde a a § je definovdno nésledovné:

f(‘/'v‘/"l/’ O-?a’7 b) =

X(a,b] (z)
)

a_@—ﬂ
N v 20

b_
g="_E
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— tNV(1,1)
— N(1,1,0, %)

0.4
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Obréazek 2.3: Srovnani pravdépodobnostni funkce pro N(1,1) a tN(1,1,0,00)

S funkcemi ¢ a &:
V2(exp( — B2) - eap( — a?))
Va(erf(8) = erf(a))
V2(b eap(— ) — a exp( — a?))
Va(erf(8) = erf(a))

p(p, o) =

K, 0) =

kde erf je error funkce, definovand nésledovné:

erf(x) = ;%/Oz e dt

Vime tedy, jak matematicky popsat toto rozdéleni. Tvar rozdéleni mi-
zeme vidét v Obrazku . Je zde vidét rozdil mezi obycejnym Normalnim
rozdélenim a Omezenym Normalnim rozdélenim. Normélni rozdéleni je nam
jiz zndmé, pro lepsi ilustraci ma stfedni hodnotu 1. Omezené rozdéleni ma
stejné parametry, akorat je na definicnim oboru 0 < x < co. MizZeme si vSim-
nout vyssiho kopecku typického pro normélni rozdéleni, tim se kompenzuje
to, ze neni definované pro hodnoty mensi nez 0.

Pro nés vypocet budeme uvazovat a = 0, b = oco. Emise totiz nemiizou
byt zdporné, vrchni limit vsak neni/.\ Ve vypoctu modelu se zméni akorat zpi-
sob, jakym poc¢itdme momenty 7, z2. KdyZ se totiz podivdme na rovnici pro
toto rozdéleni, muzeme si vSimnout, ze v zdkladu je stejné jako pro Normalni
rozdéleni.

V Obrazku @ muzeme vidét, jak se vypocet chova s timto rozdélenim.
Je vidét pomalejsi pokles rekonstrukéni chyby, to je zplisobeno omezenim vol-
nosti modelu. Ale my budeme radéji, kdyz dostaneme horsi vysledky, které se
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Chyba rekonstrukce
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Obrazek 2.4: Metriky modelu s fidkosti a Omezenym normélnim rozdélenim
pro bayesovskou regresi

daji vysvétlit, nez kdybychom méli prezentovat vysledky co v realité nedévaji
smysl. Odhadnuté z pak vypadé nésledovné:

f:(0.0B 0.8 1 0.02 0.98 1)T

Dokonce se nam zlepsil i odhad pro druhy prvek. V bodovém grafu jsme se
trosku zhorsili, ale na redlnych datech by takovy vysledek byl stale dobry.

2.6 Nenulové apriorno pro x

Méme model, ktery obstojné dokéze vytesit problém linedrni regrese a nevadi
mu tolik typické problémy pro linedrni regresi. V atmosferickém modelovani
vsak mame casto velmi Spatné podminéné problémy, které maji spoustu lo-
kalnich extrému, a zdroven mame k dispozici apriorni odhad emise. Aktudlné
jsme nasi apriorni znalost o = nijak nepouzili, fekli jsme si, Zze nevime nic,
a pouzili nulové apriorno. To ale mtze nasemu modelu i Skodit, hlavné v pri-
padech redlnych dat, kde model v nejednoznac¢nych pripadech bude tihnout
spise k nulovym emisim. Kdybychom byli schopni nastavit apriorni emisi na
néjaky odhad ziskany z literatury, mohli bychom si prilepsit. Ale pozor, toto
muze byt dvouse¢né. Pokud bychom nastavili apriorni stfedni hodnotu x né-
jak extrémné Spatné, muze se stat, ze nulové apriorno, které jsme pouzivali
doted, bude lepsi odhad.

Protoze néas ¢eka znova odvozeni skoro vSech parametri, je vhodné si pri-
pomenout, jaké parametry mame a jakymi apriornimi rozdélenimi je modelu-
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jeme:

fly) = N(Mx,will) x exp( — %w(y — M:E)T(y— Mx>>

flx) = tN(mo,Vfl,O,oo) x e:cp( — %(w — x())TV(x — x0)>
f(w) = G(aog, bp) x exp( — bow + (ao — 1>ln(w>>

f(vj) = G(ao, Bo) o 6331)( — Bov; + (ao - 1)ln(vj)>
Marginéla pro @ vypada:

fwly) e:vp( — bow + (ao - 1)ln(w) - %wTr(yTy —2MZzy + a:/i\xMTM>>

Tato marginéla zustala stejna. Pojdme se dédle vénovat parametru x:

fzly, V) exp( - %(m - xo)TV(a: - xo) — 1cf;(y - Mx)T(y — Mx))

X eacp( — %(mT‘A/x) —2"Vay— %@( — 22T My — xTMTMx)>

Marginédla obsahuje stéle jen Cleny linearni a kvadratické. Muzeme tedy pfi-
podobnit k Normdinimu rozdéleni:

1 1 1
Oy : —§xTVx — §@xTMTMx = ——a2lox

~ -1
(V+aM™) =0,
T 2TV o + o2t MY = zLo
Oy (@MTy + ‘A/xo) = lg
Jedind zména je tedy v parametru p,. VypocCet momentu nalezneme v Sekci

Déle nas cekd predélat piepocet parametrii v;. Margindla vypada nésle-
dovné:

o 1 o
f(v;|Z) ea:p( — Bovj + (a — 1)In(v;) + iln(vj) — 5 (@ — 2Tj20,j + x%’j)>
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Tvarovaci parametry Gamma rozdéleni, kterému je margindla podobna:

1
Qy; : uln(vj) = ag,In(vs) + §ln(vj)
1

Oy = Qo + )

J

L, —~ 2
Buy + Bo;vj = Bow,vj + 5 (%5 — 28505 + 20,50

1, -
Bu; = Bow; + 5(%’%’ — 2T, + T ;)

Parametr a,; se ndm nezmenil. Zato parametr 3,, se o dost zkomplikoval.
Zbyva nam jiz jen pievést rovnici pro obecné 3, na operace s vektory, kvili
jiz drive zminované rychlosti v knihovné Numpy. To bude vypadat nasledovné:

1 —
B =Bl + §<dz’ag(a:xT) — 2@z + 20O x())

Kde ® je nasobeni po prvcich. Vysledné 1% pak zjistime jako V= diag(a-p71).

Pojdme si vyzkouset, jestli nase snaha nebyla zbytecna. x( ziskame nahod-
nym zasumeénim Ty, musime si totiz néjak nasimulovat, Ze nase xy nemusi
byt perfektni. Vysel nam nésledujici vektor:

T
x0:(0.08 0.87 1.02 022 0.95 1.08)

Neni uplné perfektni, ale to jsme ani nechtéli. V nasem problému totiz apriorni
odhady nebudou uplné perfektni.

Obrézek ukazuje vykonnost tohoto modelu. Muzeme si vsimnout, ze
konvergence je zase rychlejsi. Mame vsSak i vlastnost nezdpornosti a nenalez-
neme tedy nerealné hodnoty. Nalezené x vypada takto:

T
@:(0.03 113 1.02 0.05 0.94 1)

Je vidét, ze T je ovlivnéné nasim dodanym zg. Jesté si vsak ukazeme, ze
je mozné vypocet Spatnym xg zkazit. Pouzitim vice zasuméného xq:

T
mO:(O.41 238 1 1.9 1.54 1.08)

které vibec nepopisuje puvodni vektor xy. dostaneme vysledky mnohem
horsi. To muZeme vidét na Obrazku . Ackoliv podle bodového grafu to
zas tak Spatné nevypada, protoze stile vidime naznak primky a na redlnych
datech bude bodovy graf vypadat mnohem htre, graf chyby rekonstrukce uka-
zuje, ze chyba, kterou jsme udélali, neni tplné mala. Je tedy potieba k xq pri-
stupovat velmi opatrné, protoze je mozné, ze se dostaneme k vysledku, ktery
kvalitou odrazi kvalitu naseho zg.
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Obrazek 2.5: Metriky findlnitho modelu pro bayesovskou regresi
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Obrazek 2.6: Metriky findlniho modelu pro bayesovskou regresi se Spatnym zq
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KAPITOLA 3

Vysledky

V predchozi kapitole jsme si odvodili model, ktery v této kapitole pouzijeme.
Nejdrive vsak par slov o datech, které budou reprezentovat vektor y a atmo-
sférickém modelu sifeni Castic, coz je nase matice M.

3.1 Data

Ve Spojenych Statech Americkych jsou narodni parky pro Americany soucast
jejich domovské hrdosti. Proto kdyz se zacalo mluvit o tom, ze mikroplasty se
objevuji témeér vSude po svété, tak zpozornili a instalovali na 11 mist pristroje
métici depozici mikroplasti a mikrovldken [4]. Tyto pristroje umi méfit depo-
zici za sucha, kde interval méteni je mési¢ni, tak i za desté, kdy byl interval
méfeni tyden. Ze vSech vzorku 98% obsahovalo néjaké mnozstvi mikroplasti
nebo mikrovldken. U mikrovlaken se da kviili velikostem, které byly nalezeny,
Fici, ze pochdzi prevazné z regiondlni emise (do 1000 km), protoze jsou rela-
tivné velké, od 20pm do zhruba 3mm. Mikroplasty vsak jejich velikost od
4pm do 25 pum radi mezi ¢astice, které se mizou Sifit na velké vzdélenosti.
Diky tomuto predpokladu miizeme modelovat emise na velké vzdalenosti.

Pro suchou depozici je k dispozici 103 méteni z ¢asového tiseku 2018-04-01
az 2020-02-12 ve formatu YYYY-MM-DD. Pro mokrou depozici méme méteni
vice, 203, z obdobi 2017-08-13 az 2019-02-05. V [4] tvrdi, ze 98% dat obsaho-
valo né&jaké mnozstvi mikroplastt, ale data obsahovala zhruba 15% nulovych
datovych bodi pro suchou depozici a 50% pro mokrou. Tyto chyby jsou ¢asto
zpusobené ruznymi metodikami méfeni, napt. nékteré stanice absenci méreni
znaci nulou a jiné zase takovyto zaznam do dat neuvedou vibec. Proto jsem
se rozhodl tyto nulové zdznamy neuvazovat.

Téz chci modelovat ro¢ni emisi. Proto jsou datové body omezené na jeden
rok. Uvazuji data od 2018-10-28 do 2019-09-27 pro data suché depozice a 2018-
02-01 az 2019-01-31 pro depozici mokrou. Chtél jsem nejdiive modelovat cely
rok 2019 na datech suché depozice a rok 2018 na datech mokré, ale mezi
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Umisténi méficich stanic
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Obrazek 3.1: Umisténi méricich stanic

¢ervencem a prosincem 2019 je velmi malo datovych bodt v datasetu suchych
meéreni. To muze byt chyba v datech, pripadné mohlo zrovna tento rok hodné
prset a nemohly se tedy délat suchad méreni. U mokrych dat jsem taktéz vybral
obdobi, které bylo nejvice obsahlé.

V Obréazku EI si muzeme vsimnout, kde jsou jednotlivé méfici stanice
rozmisténé. Stanice nejsou rozmisténé rovnomérné. Také ndm chybi pokryti
vychodni ¢asti Spojenych Stati Americkych. Proto nebudu pocitat emise pro
vychodni ¢ist USA. Neméd smysl pocitat emisi z druhé strany kontinentu,
pokud tam nemame mérici pristroje. Totiz citlivosti, které jsou v modelu siteni
castic, jsou velice nizké, vypocet byva nestabilni a vysledkiim nemutzeme tolik
veérit. Mérici stanice budu naddle zakreslovat do mapy odhadnuté emise. Pokud
ve vysledcich bude nékde vysokd emise, ale bude v bodé vzdaleném od méricich
stanic, je to pravdépodobné zpiisobeno nestabilnim vypoctem.

Kazdy zdznam mé uvedeno pocet Castic na metr ¢tverecni na den. Atmos-
fericky model vsak pracuje s riznymi velikostmi Castic, protoze mensi ¢astice
jsou schopné dostat se ddle nez ty vétsi. Proto pouzijeme rozdéleni z litera-
tury [12], ze kterého zjistime, kolik ¢astic v jaké kategorii je. Kategorie se déli
na castice <10 pm, 10-25 pm, 25-50 pm, 50-100 pm a 100-250 pm. Rozdéleni je
pak rtzné pro suchou i mokrou depozici. Kategorie jsou ¢islované od 1 do 5
v poradi od nejmensiho.

3.2 Model siteni ¢astic

Jako citlivostni model byl pouzit ¢asticovy disperzni model FLEXPART 10.4
[13]. Vstupem jsou mu meteorologickd data s ¢asovym intervalem lh. Vystu-
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Ukézka Sifeni teoretické emise z jednoho bodu
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Obrazek 3.2: Model sifeni jednotkové c¢astice z oblasti 0.5°x0.5°

pem je pak atmosfericky citlivostni model siteni ¢astic. Model FLEXPART je
open-source projekt vyvinuty v roce 1995. Validita modelu byla poprvé oveé-
Fovana ve studii v roce 1998 [14], kdy zkouseli kontrolované vypoustét ¢astice
a zjistili jak moc se lisi skutecnost od modelu. Aktudlni verze 10.4 dokaze
pracovat se tfemi rozliSenimi 1°x1°,0.5°x0.5° a 0.1°x0.1°, podle toho, jak
castd data mame na vstupu. Tato verze také umi pracovat s turbulencemi,
proudénim a nové i pravé s mérenim depozice. Rozliseni, které pro vypocet
pouzivame, je 0.5°x0.5°. Pro kazdou kategorii uvedenou v je pak potteba
napocitat samostatny model Siteni. Téz je potieba jesté rozdélit suché a mokré
sifeni. Samotné nastaveni parametri modelu je uvedeno v [12].

7 atmosférického modelu sifeni mtzeme dostat 2 pohledy. Prvni je teo-
retické sireni jednotkové Castice z jednoho bodu v prostoru. Toto se pékné
vizualizuje a ukazuje ndm to, kam vsude by se ¢astice dostaly, pokud by byly
vypustény z daného bodu. Toto je vhodné pro vizualizaci, protoze rozméry
jsou zemépisnd sitka a vyska, mizeme to vidét v Obrazku B.2. Druhy pohled
je ten, ktery budeme pouzivat k vypoctu. Zde jsou uvedené teoretické citlivosti
pro kazdou mérici stanici v zavislosti na emisi v dané oblasti. To nemiizeme
hezky vizualizovat, protoze na jedné ose je citlivost na specifické stanici a na
druhé je cas.

3.3 Apriorni emise
V nasem modelu potfebujeme jako jeden ze vstupu apriorni odhad emise xg.

U ného nepredpokladame presna Cisla, protoze je nezndme, a také je zpresnéni
tohoto odhadu nasim cilem. Zdrojem dat je [15, 16, 17]. Dle literatury jsou
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nejvetsi zdroje mikroplastii a mikrovlaken v atmosfére castice vzniklé trans-
portaci, zemédélstvim, ¢astice z rozkladu plastii v ocednu a prachové ¢astice
spojené s lidskou populaci.

Data k zemédélské emisi pochazi ze studie [16]. V této studii agregovali
vysledky vice studii zamérenych na zemédélstvi. U zemédélstvi nejsou nutné
vSechny ¢astice vznikem od zemédélské aktivity. Castice se do pidy miizou
dostat napriklad pomoci odpadnich vod, odhazovanim odpadki, ¢i povodnémi,
které s sebou vezmou plasty. Pivod pak neni ¢isté jen ze zemédélské ¢innosti.
Nas vsak zajima, ze kterych mist se castice dostanou do atmosféry, a kdyz
mame na mysli ptivod zemédélstvi, tak tim myslime zemédélskou pudu. Jinak
samoziejmé zemédélskd aktivita jako takova také generuje odpad, nejvétsimi
zdroji je odirani ¢astic z pneumatik a plastovy odpad obsazeny v kompostu.

Zdroj z dopravy je zpusoben predevsim odirdnim pneumatik pri brzdéni
a jizdé motorovych vozidel. Ve Spojenych Statech je auto typicky zpusob do-
pravy [1§], proto je ofekdvané, Ze tento sektor produkuje velké mnozstvi mi-
kroplasti. Opét i zde nas vsak zajiméa jen emise ze zemé do atmosféry, takze
vSechny ¢astice nutné nemusi pochézet z vyse zminéného zpusobu.

Dalsim zdrojem emise, ktery budeme uvazovat, je ocean. Ocedn samotny
tedy zadné plastové ¢astice neprodukuje, emise z néj je zptisobena odpady,
které v ném clovék nechal. Ty se pak vlivem externich jevi rozklddaji na
mensi ¢astice a pokud jsou dostatecné malé, mizou byt vétrem erodovany do
atmosféry.

Posledni kategorii, z pohledu hrubych odhadi emisi vsak minimalni, je
prach ze zastavénych oblasti. Tim se mysli veskeré ¢dstice emitované z mést
a vesnic.

3.3.1 Tvorba apriorniho odhadu

Predstavili jsme si hlavni kategorie, které budou tvorit nas odhad. Data k tém-
to odhadtim maji rizné rozlisSeni, my je potiebujeme vsechny sjednotit tak,
abychom je mohli pouzit pro nas model. Dalsim problémem jsou rizné jed-
notky, ve kterych jsou samotnd data uvedend. Nékteré studie uvadéji odhady
v Casticich na plochu, nékteré v hmostnosti na plochu, kde plocha i hmot-
nost se napri¢ datasety ruzni. Abych zamezil chybam v prevodu jednotek,
rozhodl jsem se vSechny hodnoty v kazdém datasetu znormalizovat na hod-
noty mezi 0 a 1. Timto dostaneme misto jednotek, které pouzil autor, jednotky
bezrozmérné. Dateset tedy vydélim maximem z datasetu. Hodnoty tedy nebu-
dou prezentovat realna cisla, ale bezrozmeérna ¢isla reprezentujici pomér emise
k maximu z domény.

Dale potrebujeme ziskat vahy, které nam feknou, jak jsou jednotlivé kate-
gorie zastoupené. Pouzijeme vahy, které jsou z [15]. Ty muzeme vidét v Ob-
razku B.3, ktery je ze stejné literatury. Muzeme si vSimnout, ze ~84% vSech
emisi tvori doprava, ~11% se do atmosféry dostéava z ocednu a jen ~0.4% je
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Atmospheric Microplastic Sources to the Western USA
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Obréazek 3.3: Procentualni zastoupeni mikroplast dle typu emise. Zdroj ob-
razku [@]

puvodem z meést. Ze zemédélské pudy se pak dostava do atmosféry zhruba
~5% castic.

Protoze vsak mame bezrozmérna cisla, méli bychom je pro algoritmus
zpatky prevést na hodnoty, které maji podobny rozmér, jako nase data. Mu-
zeme opét zvolit cestu prepoctu z literatury, ale ja se rozhodl zkusit trosku jiny
pristup. Pro ziskani koeficientu nasobeni jsem si zvolil vypocet na prumérné
doméné s nulovym xzy. To znamend, Ze si spo¢itdme primérné M z domény,
kterou chceme pocitat. Poté pouzijeme toto M pro tvodni vypocet celkové
prumérné emise na nasi zvolené doméné. Nasledné timto primérem vynaso-
bime naSe nalezené zy a méli bychom se dostat na hruby odhad, ktery je
v jednotkach, jez potiebujeme.

Tim Ze mame jiz néjaky odhad, muzeme zkusit zjistit, jak dobry je tento
odhad. Pokud totiz vynasobime tento odhad matici M, dostaneme rekonstru-
ované y. To si muzeme dat do bodového grafu tak, jak jsme to vidéli u testova-
cich dat. Vysledky mizeme vidét v Obrazku B.4. Mtuzeme si vSimnout, ze data
moc nekoreluji, odhadujeme niz${ hodnoty oproti realité. Ale tohle je zatim
jen nas apriorni odhad, ktery nijak nesouvisi s daty, jez mame. Obrazek
ukazuje samotné xg na mapé USA. Tento apriorni odhad jsem konstruoval pro
celou doménu, pro kterou jsem mél k dispozici model siteni ¢astic M. Mapy
odhadu pak jiz obsahuji doménu zmensenou, ale prislo mi zajimavé vykreslit
apriorni odhad cely.
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Obréazek 3.4: Metriky hrubého apriorniho odhadu. Obrazky sleduji chybu re-
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3.4. Statistické porovnani vysledkii

3.4 Statistické porovnani vysledki

Nez budeme mit néjaké vysledky, bylo by dobré mit moznost vysledky statis-
ticky ohodnotit. Sice v obrazku mtzeme vidét korelaci, to vsak nelze statisticky
porovnavat, coz bychom chtéli. Umoznilo by ndm to porovnat vysledky mezi
sebou, nebo vysledky od apriorna. Pouzijeme pro to 3 metriky z [19], prvni je
Pearsontiv korelac¢ni koeficient. Ten je definovan nasledovné:

R(a,b) = ndiicy aibi — 3y ai 2 b
\/” Sipa — (3 ai)2\/n S B2 — (X0, 52

kde n je velikost vektort a ¢i b. Tato metrika zjednodusené 1ika, jak moc se
bodovy graf y a Mx podoba piimce se smérnici 1. Nabyva hodnot od -1 do 1,
hodnotu, kterou bychom radi vidéli, je prave 1.

Dalsi metrikou bude rMSE, ¢esky normalizovand odmocnina ze stfedni
kvadratické chyby. Predpis pro ni je:

n o L(b; — a;)?
nRMSE(a,b) = VEE )

maz(a) — min(a)

kde jako vektor a musime dosadit vektor dat y. U této metriky je pro idealni
stav nula, proto budeme chtit vidét co nejnizsi cisla.

Posledni metrikou kterou budeme uvazovat je MFB, v angli¢tiné jako mean
fractional bias. Tato metrika je vhodna, protoze dava stejné vahy prehnanym
i nedostatecnym odhadim. Jeji predpis je:

n
MFB(a,b) = L 2= — )
no3i GZTH%
Rozsah nabyva od -200% do 200%, idealni stav je pri hodnoté 0.

Kdyz mame tyto metriky definované, muzeme se podivat, jak vypada nas
apriorni odhad xg. Pro kazdy bod z domény spocitdme rekonstrukci y, tyto
vektory secteme a vydélime velikosti domény. Tento vektor nasledné pouzijeme
v metrikach jako vektor b. Vysledky jsou nasledujici:

R=-04
nRMSFE = 25.3
MFB =0.03

Mtzeme si vSimnout, ze metriky tohoto odhadu nejsou idedlni, krom me-
triky MFB, kterd vypadé dobfe.
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3.5 Sucha depozice

Dostavame se tedy k vysledkim odhadid emisi. Jako prvni si rozebereme su-
chou depozici, téz ji budu znacit jako dataset DRY. Z Kapitoly P vime, Ze jako
vstup potiebujeme nékolik parametri. zg jsme jiz ziskali. Dale potfebujeme
tvodni tvarovaci parametry pro w a vSechna v;. Vsechny nastavime na hod-
notu 10~ 10, Také kviili pofadi vypoétu potiebujeme zvolit ivodni V' (0) a w(0).
To zvolime stejné, jako jsme to volili v Kapitole P}, pro pfipomenuti, V' (0) = I
a w(0) = 1/max(MTM).

Téz si vstupni M a y znormalizujeme pomoci maxima z M. Toto je ekvi-
valentni Uprava, vysledek zistane stile v ¢asticich na metr ¢tverecni za den.
Slibuji si od toho stabilnéjsi vypocet v zacatku, kde volba Spatnych parame-
trtt mize model poslat do lokdlntho minima. Jak jiz bylo zminéno, matici M
omezime na zminéné obdobi od 2018-9-28 do 2019-9-27. Pro urychleni vypoctu
miuizeme z vektoru y odstranit méreni, kterd neobsahuji tato data. Doménu pro
vypocet jsem zvolil na rozsah —124 az — 98 v ose zemépisné sitky a 28 az 50
v ose zemépisné vysky. Nemd smysl pocitat dal, citlivosti v matici M jsou
velice nizké, protoze nam chybi mérici stanice ve vychodni ¢asti USA.

Pro kazdou dlazdici v doméné spocitdme odhad emise Z. Protoze jsme vsak
v kazdém kroku vypoctu uvazovali, ze vSechna depozice je z aktudlné pocitané
dlazdice, tak je potieba jesté vysledek vydélit velikosti domény. Vysledek mu-
zeme vynasobit matici M a podivat se, jak moc rekonstruované MZT koreluje
s y z dat. To je vidét na Obrazku B.G. Muzeme si vSimnout, ze pro velikosti
c¢astic 1, 3 a 4 je rekonstrukce slusna, vidime podobnost s ptimkou se smérnici
1. Odhad mikroplasti velikosti 2 je trosku prehnany a odhad pro velikost 5
moc nekoreluje. Je mozné, ze jsou castice jiz tak veliké, ze zvolend doména
byla moc velka a citlivosti v matici M jsou pro vzdalené hodnoty malé.

V_Obréazku zase muzeme vidét soucet vSech odhadnutych emisi. V Pri-
loze B Obrazcich , , , , zase muzeme vidét jak se celkova
emise rozpadne na jednotlivé kategorie. V. Obrazku zase mizeme vidét
graf dennich emisi v logaritmickém méritku. Data se zdaji byt realisticka, na
dennich grafech si muzeme vSimnout, Ze pro nékteré dny chybi méfeni, mo-
del pak jako odhad pouzije dodané xg. Pro tyto pripady je vhodné, Ze aspon
néjaké rg mame, protoze jinak bychom dostali jako odhad 0.

Mizeme se jesté podivat, jak model zlepsil ivodni zg. Vybereme si napft.
dataset DRY-1, metriky vypadaji nasledovné:

R =10.811
nRMSE = 0.399
MFB =0.011

Muzeme si vS§imnout, ze metriky jsou docela pékné, pearsonuv korelacni koefi-
cient naznacuje korelaci, coz znaci rozumny odhad. Znormované stiedni kva-
draticka chyba je téz velice nizka a u MFB se toho moc od zy nezménilo. To
naznacuje, ze odhad ziskany vypoctem je lepsi, nez apriorni odhad.
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Obréazek 3.6: Bodovy graf log chyb pro suchou depozici. Cisla znaéi skupiny
velikosti ¢astic definované v @
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Obréazek 3.7: Odhadnuta emise DRY
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Obrazek 3.8: Bodovy graf log chyb mokré depozice.

3.6 Mokra depozice

Pro mokrou depozici pouzijeme stejné parametry jako pro suchou depozici.
Tato data budu téz nazyvat jako data WET. Data jsou z jiného ¢asového ob-
dobi, proto pouzijeme takové, které ma nejvice méreni a zacind na zacatku
mesice. Proto jsem se rozhodl pouzit obdobi 01-02-2018 az 31-01-2019. Ve-
likost domény vsak musi byt trosku mensi, ¢astice se totiz pravdépodobné
nesiti stejné dobfe jako za sucha, a vypocet v okrajovych bodech domény je
nestabilni. Omezime ho tedy na —120° az —101° zemépisné vysky a 31° az
48° zemépisné sitky. Vypocet bude probihat stejnym stylem, proto je potieba
udélat vSechny kroky stejné, jako v Sekci B.5.

Bodové grafy v Obrazku @ naznacuji, ze vysledky nebudou tplné nejlepsi.
Obrazek vypadé docela rozumné, u dat mokré depozice po prozkouméni
Obrézki [B.7 az to vypada, e do soudtu piispivaji v podobngch fadech.
Mizeme si tedy udélat lepsi obrazek o celkové emisi.

Po spocitani nami sledovanych metrik u datasetu WET-1 se dostaneme
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Obrazek 3.9: Odhadnutéd emise pro mokrou depozici

k nasledujicim vysledktim:

R=0.75
nRMSE = 0.12
MFB = —-0.01

Korelace vysla vyssi, nez jsem ocekéval, a ostatni metriky vykazuji také dobra
¢isla, proto odhad mize odpovidat skutecnosti. Nicméné tato velikost ¢astic
vysla nejlépe, pokud se podivime napt. na WET-4:

R =0.40
nRMSE = 0.11
MFB = —0.02

vidime, Ze korelace poklesla, coz znaci Spatnou dekompozici. Odhad této ve-
likosti mikroplasti je vSak velice obtizny, kvili nizkym hodnotam citlivosti
v matici M.

3.7 Shrnuti vysledki

Méme tedy odhady emisi pro suchou (DRY) i mokrou (WET) depozici a také
pro jednotlivé velikosti Castic. Tato Cisla mizeme secist a ziskat tim odhad

45



3. VYSLEDKY

rocni emise na metr ¢tvereéni pro nasi doménu. Dostaneme se k odhadtm

2.20 % 107 &astic x m ™2 x rok pro suchou depozici

5.53 % 10* ¢astic x m ™2 x rok pro mokrou depozici.

Tato cisla by sla dale prepocitat na tuny za rok pro ucel validace vysledkta
a vyvozovani zavért o stavu prirody. To uz je vS8ak mimo rozsah této prace.
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Zaver

V této praci byl odvozen vzorec pro reseni linedrni regrese pomoci metody VB.
Mezi jeho hlavni vlastnosti patii ridkost, nezapornost a nenulové apriorno.
Ridkost model ovliviiuje ve chvilich, kdy nemame dostatek dat, tim, Ze voli
hodnoty apriorniho odhadu. Nezapornost potrebujeme kviili vysledkim, emise
nemiize byt zaporna. V neposledni fadé model vyuziva nenulové apriorno kvuli
stabilizaci vypoc¢tu v mistech, kde neni dostatek dat.

Tento model byl nasledné aplikovan na data z depozice mikroplastti. Data
jsou dosti ridkd, interval méreni pro suchou depozici je mésic, pro mokrou je
to tyden. Méfici stanice také pokryvaji plochu Spojenych Statti Americkych
nerovnomeérné, proto je obtizné odhadovat emisi z vychodu USA. I pres to
se mi podafrilo zlepsit apriorni odhad, ktery byl doposud znam, podle mnou
zvolenych metrik.
delu bychom mohli pridat napt. hladkost. Emise totiz obvykle v ¢ase nejdiive
postupné narusté a pak také postupné klesa. Aktudlni model s timto nepocit4,
denni grafy jsou tak plné vrcholkii nésledovanych prudkym poklesem emise.
Druhy zptsob vylepseni odhadu jsou lepsi data. Pokud bychom méli presnéjsi
data, pripadné lépe rozmisténé mérici stanice po doméné, mohli bychom dojit
k lepsimu vysledku. Taktéz by slo validovat ziskané odhady s jinymi pracemi
a odhad extrapolovat na vétsi doménu.
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PRILOHA B

Prilozené obrazky

Spocitany odhad pro DRY-1
=

Zemépisna vyska

Obrazek B.1: DRY 1
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Obrézek B.6: Denni emise pro DRY v logaritmickém métitku
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Obrazek B.12: Denni emise pro WET v logaritmickém méritku
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