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Abstrakt:

V této price analyzujeme vztah mezi problémem klasifikace a optimalizaci. Diskutujeme
fadu optimalizacnich algotimti, pouzivanych pro hledani minima funkce, které jsou pouzitelné
pro feseni klasifika¢nich problemi. Seznamujeme se s teorii hleddni minima funkce bez ome-
zeni, zavddime pojmy globdlniho a lokdlntho minima a diskutujeme jejich vztah s gradientem
funkce. Seznamujeme se s fadou zdkladnich optimalizacnich iteracnich algoritmi, zaloZenych
na gradientu ucelové funkce. Popisujeme klasifikacni model logistické regrese a SVM (z anglic-
kého Support Vector Machines). Ukazujeme aplikaci modelu logistické regrese na dataset Iris.
Daéle ukazujeme jak vybér optimalizacniho algoritmu pro vyfeSeni klasifikacniho modelu ovliv-
fluje pocet spravné a Spatné klasifikovanych pozorovani. Vizualizujeme trajektorije feSeni jed-
notlivych optimalizac¢nich algoritmii, porovnavame jejich tcinnost a diskutujeme jejich klady a
zapory. Vysledné matematické modely porovndvame a srovndvame jejich icinnost v zdvislosti
na pouZzité optimaliza¢ni metodé.
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Abstract:

In the following paper, we analyze the relationship between the problem of classification
and optimization. We discuss a number of optimization algorithms that can be used to find the
minimum value of objective function and are useful for solving classification problems. We get
acquainted with the theory of unconstrained optimalization, introduce the concepts of global
and local minima and discuss their relationship with the gradient of the function. We become
familiar with a few basic optimization iteration algorithms, based on the gradient of the objec-
tive function. We describe the classification model of logistic regression and SVM (Support
Vector Machines). We show its application to the Iris dataset and show how the selection of
optimization algorithm affects the number of correctly and incorrectly classified observations.
We visualize the trajectories of solutions for different optimizers, compare their efficiency, and
discuss their pros and cons. Finally, we compare final mathematical models, and discuss their
efficiency depending on the optimization method used.
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Uvod

V této prici se zabyvame vztahem klasifikace a otimalizace. Klasifikace je problém, kdy se
snazime pomoci matematického modelu zaradit pozorovani x do spravné tiidy y. Klasifikacni
modely jsou obvykle definovany jako minimalizacni problémy, kde se snazime minimalizovat
chyby v zarazeni jednotlivych pozorovani do tfid. V praci pfedstavime nékolik obecnych op-
timalizacnich algoritmt pro hleddni minima funkce, které Ize pouzit pro feseni klasifikacnich
mod¢lu. Déle v praci ukaZzeme, jak vybér optimalizacniho algoritmu ovliviiuje kvalitu vysled-
ného klasifikacniho modelu a tedy i pocet spravné a Spatné klasifikovanych pozorovani.

Tak, pro klasifikdtor logistické regresi chceme bud’ minimalizovat nebo-li maximalizovat
pravdépodobnost toho, Ze prvek ndlezi do urcité tfidy, pro SVM chceme nalézt dvé paralelni
nadroviny , které oddéluji dvé tfidy a jejich vzdélenost od sebe je co nejvetsi.

V prvni ¢ésti prace se sezndmime s teorii hledani minima funkce bez omezeni a zavedeme
zakladni pojmy jako jsou lokélni a globalni minimum funkce a jejich vztah ke gradientu funkce.
Ukazujeme, Ze optimaliza¢ni metody jsou vétSinou zaloZené na gradientu funkce a proto jsou
schopné hledat pouze minima lokdlni (resp. staciondrni body) a nezarucuji nalezeni minima
globdlniho. Déle diskutujeme dileZitou tfidu konvexnich funkci, jelikoZ pro konvexni funkce
plati, Ze bod lokdlniho optimuma je zdroven bodem optima globdlniho a proto je vyhodné;si
optimalizovat funkce konvexni.

Ve druhé kapitole se seznamujeme se zdkladnimi gradientnimi iteraCnimi optimalizacnimi
algoritmy, které 1ze mimo jiné vyuZit pro feSeni klasifika¢nich modeld. Nejprve popisujeme me-
todu gradientniho spadu (gradient descent) a jeji varianty, napf. momentum gradient descent,
Nesterov gradient descent nebo metoda ADAM. Také popisujeme stochastickou verzi metody
gradient descent. Jako dalsi predstavujeme gradientni metodou druhého fadu Newton-Raphson.Na
prikladé Baelovy funkce ukazujeme jak jsou vSechny popsané metody ti€inné a diskutujeme je-
jich klady a zdpory. Pro porovnani pouzivame vizualizaci trajektorie feSeni v iteracich algoritmu
a také hodnotu minimalizované funkce v jednotlivych iteracich algoritmu.

Ve tieti kapitole popisujeme model logistické regrese a zptisob jak tento klasifikator hleda
separacni nadrovinu, kterd rozdé€luje prvky do jednotlivych tridd.

Ve Ctvrté kapitole popisujeme liniarni klasifikdtor SVM (z anglického Support Vector Ma-
chines). Ukazujeme jak zédkladni verzi pro dokonale linearn€ separovatelnd data tak i variantu
pro data, kterd linedrné separovatelna nejsou. Nakonec popisujeme tzv. jadrovy trik, ktery umoz-
fuje diky projekci do vyssi dimenze SVM znelinearizovat a pouZit i na data, kterd jsou linedrné
neseparovatelna.

V paté kapitole ukazujeme pouziti modelu logistické regrese na skuteCna data. Jako data
jsme zvolili dataset Iris, ktery ma za cil klasifikovat na zdkladé Sitky a délky kaliSniho a okvét-
niho listku jednotlivd pozorovani jako jeden ze tif druht kosatcti. Pro vyfeSeni modelu logistické
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regrese jsme pouZzili jednotlivé optimalizacni algoritmy definované ve druhé kapitole. Vysledné
modely jsme poté porovnali a srovnali jak se 1isi v zavislosti na puZitém optimalizitoru.



Kapitola 1

Minimalizace funkce bez omezeni

Cilem optimalizace je bud’ minimalizovat nebo maximalizovat funkci f na néjaké mnoziné
O c R4, ktera je podmnoZinou d-rozmérného Eukleidovského prostoru

max f(6),

1.1
s.t. 6€0, (1)

kde @ € O je vektor proménnych (parametri) dimenze d > 1 a f : R — R je skaldrni
funkce, zdvisla na 6, kterou chceme v tomto pripadé maximalizovat. Nemusime ale uvazovat
oboje maximalizacni a minimalizacni problémy. V podstaté se jedna o ten stejny problém a plati
maximalizacni problém

max  f(6),

miizeme snadno prevést na ekvivalentni problém minimalizacni
—min —f(0).

Jinak feceno: vektor * maximalizuje funkci f pravé tehdy, kdyZ minimalizuje funkci —f. Tu-
diZ pokud chceme fesit maximaliza¢ni problém budeme misto funkce f uvazovat funkci —f
a takovou funkci budeme minimalizovat.Tento trik ma za disledek, Ze vSechny numerické a
teoretické vysledky sta¢i odvodzovat pouze pro problém minimalizace.

Optimalizace bez omezeni, je specidlnim piipadem optimalizace, kde optimalizujeme funkci
f na celém prostoru ® = R?. Timto se optimaliza¢ni problém (1.1) zredukuje na nésledujici tvar

max  f(0), (1.2)

6cRd

kde @ € R? je vektorem redlnych &isel dimenze d > 1 a f : RY — R je skaldrni funkce
definovand na celém R,

1.1 Gobalni a lokalni minima

Pro tplnosty definice optimalizacniho problému bez omezenti je tieba formélné definovat co
je to minimum funkce.
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Definice 1 (Globdlni minimum [5]). Necht’ je funkce f(0) : R¢ — R definovand na mnoziné
O c R? a necht’ 8* € ©. Rekneme, Ze funkce f md v bodé 6* globdlni minimum na mnoziné ©,
jestliZe pro kaZdé 0 € ®© \ {0*} plati

f(6) > f(6%).

Rekneme, Ze funkce f md v bodé 0* ostré globdlni minimum na mnoziné @, jestlize pro kazdé
0 € ©\ {0*} plati
f(©) > f(6%).

Predchozi definice tedy fikd, Ze * minimalizuje funkci f, pokud na celém prostoru ® neni
zadny bod, ve kterém by méla funkce f mensi hodnotu nez v bodé 6*. Hledani globalnich
minim je velice sloZité a vétSina numerickych algoritmi je navrzena pouze na hledani minim
lokalnich. Divodem je, Ze zpravidla miZeme funkci f vyhodnotit pouze v kone¢ném poctu
bodi a tak nemdme dobrou predstavu o tom, jak funkce vypada celkové a nemiiZeme si byt
jisti, Ze v néjaké oblasti, kterou algoritmus neuvazuje, neméa funkce minimum globélni.

Definice 2 (Lokalni minimum [5]). Necht je funkce f(0) : RY — R definovand na mnoZziné
O c RY a necht’ 0* € der(®). Rekneme, Ze funkce f md v bodé 6* lokdlni minimum na mnoziné
0, jestlize existuje redukované okoli U*(0*) takové, Ze pro kazdé @ € U*(6*) N O plati

f(®) > f(0").

Rekneme, Ze funkce f md v bodé 6* ostré lokdlni minimum na mnoziné @, jestlie existuje
redukované okoli U*(0*) takové, Ze pro kaZdé @ € U*(60*) N O plati

f(0) > f(0™).

Samoziejmé plati, Ze kazdé globdlni minimum je zdrovenl i minimem lokdlnim. Proto je vZdy
lepsi hledat minima globdlni. Vztah mezi globdlnim a lokdlnim minimem je zndzornén na ob-
razku 1.1.

1.2 Vztah minimalizace a gradientu

Z definice 2 se muze zdat, Ze jedinym zpusobem jak zjistit zda je bod @ bodem lokalniho
minima, je vysetfit vSechny body blizké tomuto bodu a presvédCit se, ze v Zddném z téchto
bodil nema funkce f mensi funk¢i hodnotu. Nicméné tento zptsob je v praxi neproveditelny.
Pokudje je funkce f spojit€ deferencovatelnd, tak miZzeme hledat lokalni minima vysetfovanim
jejtho gradientu a hessidnu.

Definice 3 (Gradient funkce [5]). Necht’ je ddna funkce f(6) : R — R definovand na mnoZziné
O c RY. Gradientem V f funkce f na mnoziné ® rozumime funkcni vektor

d 0
V() = (a_i(o)""’a;{

o)

pricemZ vSechny vyse uvedené parcidlni derivace existuji na mnoZiné ® c R?.
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fx) k

local minimum

global minimum

Obrazek 1.1: Porovnani globdlniho a lokdlniho minima.

Definice 4 (Hessova matice [5]). Necht’ je ddna funkce f(0) : R? — R a necht’ existuji viechny
Jjeji parcidlni derivace druhého radu
of?
(9xk8xj

(6)

v bodé 8 € Dom(f). Pak matici

O f )“
V2£(0) := 0
BAC)) ((9xj(9xk( ) .

budeme nazyvat Hessovou matici funkce f v bodé 0. Tj. prvkem Hessovy matice vyskytujicim se
na j-tém radku a k-tém sloupci je parcidlni derivace

of?
3xk8xj

).

Definice 5 (Stacionarni bod [5]). Bod 0 € R? nazveme stacionarnim bodem funkce f(6) : R? —
R, jestlize plati V £(6) = 0.

Zaméime se tedy spojité deferencovatelné funkce. Potom miiZeme pro hledani jejich lokalnich
minim pouZit ndsledujici vétu.

Véta 1 (Nutnd podminka pro lokalni extrem [7]). Necht’ je ddna funkce f(6) : RY — R. Necht’
0* € R? je lokdlnim minimem funkce f a funkce f je spojité deferencovatelnd na otevieném
okoli bodu 6*. Potom plati

Vf(0*) =0.
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Nutnd podminka pro lokalni minimum fik4, Ze kazdy bod lokalniho minima je zaroven staci-
onarnim bodem. Podle posledni tivahy a podle definice gradientu je zfeme, Ze ma-li funkce v
bod¢ @ lokalni minimum, pak jeji gradient je v tomto bod¢€ nulovy. Numerické algoritmy, které
se pouzivaji pro optimalizaci, nehledaji globalni ani lokdlni minima ale pouze stacionarni body.

Diivodem je skutecnost, Ze nalezeni bodu ve kterém je nulovy gradient je daleko snazsi tloha.
Dilezitou tfidou funkci pro optimalizaci jsou funkce konvexni.

Definice 6 (Konvexni funkce [7]). Funkce f(@) : R? — R je konvexni, pokud pro viechny
dvojice bodit 0,0, € Dom(f) a kazdé a € [0, 1] plati

f(@b, + (1 —@)8) < af(6)) + (1 - a)f(6).

Dtivodem je, Ze pro tyto funkce jsme schopni efektivné nalézt i globdlni minimum a to proto,
Ze plati nésledujici véta.

Véta 2 ([7]). Pokud f je konvexni funkce, tak kazdé lokalni minimum 6* je zdroveri minimem
globdlnim. Pokud je navic f je diferencovatelnd, pak taky stacionarni bod je minemem globdl-
nim.



Kapitola 2

Numerické metody pro hledani minima

V predchozi kapitole jsme predstavili problém optimalizace bez omezeni a ukdzali vztah
mezi hleddnim minima funkce a gradientem. V této kapitole pfedstavime dvé numerické al-
goritmy zaloZené na gradientu funkce, které se béZné pouZzivaji pro feSeni uvedeného optima-
liza¢niho problému: metoda gradientniho spadu [9] a metodu Newton-Raphson [1]. Oba tyto
algoritmy jsou tzv. iteracni algoritmy. Hleddni minima zacind stanovanim pocatecniho feSeni
0, a poté se tyto algoritmy snazi postupné po jednotlivych krocich (iteracich) toto pocatecni
feSeni zlepSovat. Algoritmus je obvykle zakoncen pokud nalezne feSeni, které spliiuje néjakou
ukoncujici podminku, nebo pokud je dosaZen maximalni mozny pocet iteraci. Zpisob, jakym
je v jednotlivych iteracich vylepSovéano feSeni je specificky pro kazdy algoritmus. Algoritmy
obvykle pro vylepSovani feSeni pouZivaji hodnoty funkce f, jeji gradient Vf a pfipadné¢ Hes-
sovu matici V2 f. N&které z algoritmii navic akumuluji informace nasbirané béhem predeslych
iteraci, ¢imZ se snazi zrychlit konvergenci. Nezavisle na tom jakym zptisobem dany algoritmus
vylepSuje feSeni, kazdy kvalitni algoritmus by mél spliiovat ndsledujici vlastnosti:

1. Robustnost: algoritmus musi byt schopen feSit rozmanité problémy a mél by byt co

nejméné nachylny na volbu pocédtecniho feSeni.

2. Efektivita: algoritmus by mé¢l byt rozumné ndro¢ny a to jak Casové tak i vypocetni né-
ro¢nosti.

3. Presnost: algoritmus by mél byt schopen dosahovat dostate¢né piesného fesent.

Tyto vlastnosti mohou jit proti sob&, napf. miiZe existovat algoritmus, ktery je sice velice rychly,
ale vyzaduje pro vypocet hodné paméti a proto takovou metodu nelze pouZit na problémy s
vysokou dimenzi. Dalé velice Casto plati, Ze robustni metody jsou pomalejsi. Je tedy tfeba vzdy
zvolit vhodnou metodu pro dany problém a to v zdvislosti na tom jaké jsou poZadavky na
rychlost vypoctu a presnost feseni.

2.1 Metoda gradient descent

Jednou z nejbéZnéji pouzivanych metod pro hleddni minima funkce je metoda gradientniho
spadu [9]. Casto se také miZeme setkat s pojmenovanim metoda gradient descent. Jak jiZ bylo
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reCeno vyse, jednd se o iteracni alogitmus, ktery lze popsat ndsledovné. Predpoklddejme, Ze
mdme funkci £(0), f : RY — R, ktera je diferencovatelnd vii¢i svym parametriim 6. Prvnim
krokem pro nalezeni minima této funkce je volba pocateCniho odhadu feSeni 6,.. Po zvoleni
vhodného pocdtecniho odhadu feSeni opakujeme nésledujici kroky:

1. Nalezne smér sestupu d; € R?, tj. smér, ktery povede na zmenseni hodnoty funkce f a
tedy na zlepSeni feSeni.

2. Zvolime délku kroku «a; € R.
3. Spocteme nové feseni 6;,; podle nasledujicitho vzorce

Ors1 — O + ay - dy (2.1)

4. Zkontrolujeme, zda nové feSeni 6., spliiuje podminku ukonceni. Pokud ano, tak jsme
doséhli feSeni s poZzadovanou presnosti. Pokud ne, tak se vracime na prvni bod a pokra-
cujeme v hledani.

Vyse uvedeny algoritmus je obecny algoritmus pro hledani minima funkce a nazyva se Descent
Direction Iteration. Cilem algoritmu je to, aby vzdy platilo

F(6) = f(Ors1).

Pro dosaZeni této nerovnosti je tfeba zvolit vhodny smér sestupu d; a také vhodnou délku kroku
ay. Spatnou volbou délky kroku se miiZe velice snadno stét, Ze i pokud pouZijeme spravny smer
sestupu, tak soucasné feseni nezlepSime, ale zhorsime.

2.1.1 Vanilla gradient descent

Descent Direction Iteration je obecny algoritmus a (Vanilla) gradient descent [9] je specialni
ptipad, kdy jako smér volime minus gradient funkce f tzn.

di = =V (6
pripadne se obCas uziva normalizovana verze

_ VS0
V@Ol
Diivod k teto volbé je jednoduchy: gradient uddva smér nejvétsiho ristu funkce a tedy pokud

chceme funkci minimalizovat, tak dava smysl pouzit smér opacny. Volbou tohoto sméru mu-
Zeme prepsat rovnici (2.1) na nésledujici tvar

k:

Ors1 — O — i - Vf(O)

kde ay je iteracni krok, ktery urcuje, jak velké kroky ve zvoleném sméru budeme délat. Hodnotu
a; musime vybirat rozumné, aby byla zajisténa konvergence a zdroven bylo dosazeno minimum
funkce. V pripadé pfiliS velké a; by mohla nastat situace, Ze algoritmus bude kolisat kolem
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minima funkce a nedosdhne ho nikdy. Naopak, v pfipadé¢ malé hodnoty a; bude algoritmus
velice pomaly a nemusi dosdhnout minima ve stanoveném maximalnim poctu iteraci.
Pro ilustraci fungovéni vySe popsaného algoritmu uvazujme nésledujici tzv. Baelovu funkci

£(01,6,) = (156, +6,-6:)* +(225— 6, + 6, - 6)* + (2.625 -6, + 6, - 63)° (2.2)

NaSim cilem bude nalézt minimum této funkce pro —4.5 < 6,,6, < 4.5. Na této mnoZiné¢ méa
uvedend funkce minimum v bod¢ 6* = [3,0.5] a funk¢ni hodnota v tomto bodé¢ je f(3,0.5) = 0.
Jako pocétecni bod pro uvedeny algoritmus volime 6* = [0, 0], délku kroku volime konstantn{
a = o = 0.001 a maximdlni pocet iteraci stanovujeme na 500. V levé Casti obrazku 2.1 vi-
dime trajektorii jak se postupné v iteracich zlepSovalo feSeni nalezené pomoci vanilla gradient
descentu. Je ziejmé, Ze ani po 500 iteracich algoritmus nedosahl optimdlniho feSeni. Diivodem
byla volba pfili§ kratkého kroku, kterd zapriCinila pomalou konvergenci metody. Nicméné z
pravé Casti obrazku 2.1 je ziejmé, Ze funk¢ni hodnota se v pribéhu iteraci neustdle zmensovala
a tedy algoritmus konvergoval ke spradvnému feSeni.

— -Minimum
0.50 6 —Vanilla
5
0.25 |
4
NI
X 0.00 | 3
2
-0.25
1
—0.50 [ 0

0 100 200 300 400 500
Iteration

Obréazek 2.1: Vyvoj trajektorie (leva ¢4st) a funkéni hodnoty (pravd ¢ést) pfi hledani minima
Baelovy funkce (2.2) pomoci metody vanilla gradient descent. Cerveny bod a Cervend preruso-
vand Céra predstavuji optimalni feSeni a optimalni funkcni hodnotu.

2.1.2 Momentum

Jak je vidét z obrazku 2.1, metoda gradient descent je mélo efektivni v pfipadech, kdy se po-
hybuje delsi dobu stejnym smérem. Diivodem je, Ze metoda neadaptuje délku kroku v piipad¢,
Ze se pohybuje delsi dobu stejnym smérem a tedy je v takové situaci "pomala". Pro zlepSeni
tohoto chovéani byla vyvinuta metoda momentum [8]. Hlavni mySlenku metody momentum si
Ize predstavit ndsledovné: uvazujme Ze mame mic a pustime ho dolii z kopce do udoli. Mic se
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bude pohybovat porad stejnym smérem, ale gravitace bude zptisobovat jeho zrychlovani. Me-
toda momentum se snazi dosdhnout tohoto zrychlovani. Abychom tohoto mohli dosdhnout, tak
musime byt schopni pouZit pfi aktualizaci feSeni nejen soucasny gradient, ale také neddvnou
historii zmén parametri. Pro metodu momentum mtizeme piepsat rovnici (2.1) na nasledujici
tvar

U YUt +a- VIO,

Ot — O — 1y,

kde parametr y je zpravidla nastaven na konstantni hodnotu 0.9. Pficemz pro y = 0 znovu
dostavdme model, odpovidajici metodé Vanilla gradient descent.

Pro ilustraci fungovéni opét pouZijeme Baelovu funkci (2.2). V levé ¢ésti obrazku 2.2 vi-
dime trajektorii jak se postupné v iteracich zlepSovalo feSeni nalezené pomoci momentum gra-
dient descentu. Je zfejmé, Ze oproti metodé vanilla gradient descent dosdhla tato metoda lepsiho
reSeni. Ani tato metoda ovSem nedosédhla feSeni optimélniho. Nicméné z pravé ¢asti obrazku 2.2
je ziejmé, Ze funkCni hodnota se v prubehu iteraci neustdle zmenSovala a tedy i tento algorit-
mus konvergoval ke sprdvnému feSeni. Také si miZeme vSimnout, Ze pokles funkéni hodnoty
je daleko rychlejsi nez v pripadé metody Vanilla gradient descent.

‘ — -Minimum
0.50 | 6 —Momentum
5 -
0.25 |
4 |
NI
X 0.00 | 3k
2 -
-0.25
1 L
—0.50 0 f— — 1 1 1 1
0 0 100 200 300 400 500

Iteration

Obréazek 2.2: Vyvoj trajektorie (leva ¢ast) a funkéni hodnoty (pravd ¢ast) pfi hledani minima
Baelovy funkce (2.2) pomoci metody momentum gradient descent. Cerveny bod a Cervend pre-
ruSovand ¢dra predstavuji optimdlni feSeni a optimélni funkcni hodnotu.

2.1.3 Nesterov gradient descent

PotiZi metody momentum mtiZze vést na situaci, Ze metoda preskoci hledané minimum v
dusledku naakumulované rychlosti z predchozich itera¢nich krokii. Pokud se vratime k piikladu
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s micem, tak by tato situace odpovidala situaci, kdy mi¢ z kopce zrychli tolik, Ze pfejede nejnizsi
bod udoli a vyjede na druhé strané udoli kus do kopce. Nesterova metoda [6] upravuje metodu
momentum, tak, aby k takové situaci nedochdzela. Uprava spo&iva v tom, Ze metoda nepoéitd
gradient v souCasném feSeni, ale pocCitd gradient v oCekdvaném budoucim feSeni. Pro metodu
nesterov muizeme prepsat rovnici (2.1) na nasledujici tvar

U — Y 1+ VIO =y o),
Ot — O — vy,

kde parametr y je zpravidla nastaven na konstantni hodnotu 0.9. Pficemz pro y = 0 znovu
dostavdme opét model, odpovidajici metodé Vanilla gradient descent.

Pro ilustraci fungovéni opét pouZijeme Baelovu funkci (2.2). V levé &ésti obrazku 2.3 vi-
dime trajektorii jak se postupné v iteracich zlepSovalo feSeni nalezené pomoci momentum gra-
dient descentu. Trajektorie je velice podobna té pro metodu momentum. Obdobné z pravé Casti
obrazku 2.2 je zfejmé, Ze funkCni hodnota se v pribéhu iteraci neustdle zmensovala a to velice
podobné jako v pripadé metody momentum.

— -Minimum
0.50 6 —Nesterov
5 -
0.25 |
4 -
NI
X 0.00 F 3k
2 -
-0.25
1 L
—-0.50 0 F— — 1 I I 1
0 0 100 200 300 400 500

Ilteration

Obrazek 2.3: Vyvoj trajektorie (leva ¢ast) a funkéni hodnoty (prava ¢ast) pfi hledani minima
Baelovy funkce (2.2) pomoci metody Nesterov gradient descent. Cerveny bod a Cervena pieru-
Sovand Cdra predstavuji optimélni feSeni a optimalni funk¢ni hodnotu.

214 ADAM

Metoda momentum a metoda nesterov aktualizuji vSechny parametry 0 = (6y,6,,...,6,)

/////

toda ADAM [4] (anglicky Adaptive Moment Estimation), na rozdil od vySe uvedenych, pfizpi-
sobuje iteracni krok a; kazdému parametru 6,,6,,...,60,; zvlast a navic upravuje délku kroku
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a. Metoda nejprve spocte nasledujici pomocné proménné

my «— By -my—; + (1 = B)Vf(6)
v — B vt + (1= B)VF(O)

Proménna m,, predstavuje odhad prvniho momentu gradientu (priiméru) a proménna v; predsta-
vuje odhad druhého momentu (rozptylu) gradientu. Pro metodu ADAM miZeme piepsat rovnici
(2.1) na nésledujici tvar

(0

A

ny,

Orr1 — O — —~
U + &

kde
my;

1=

N Uk ~
my = %

1-8Y

Pro ilustraci fungovani opét pouZijeme Baelovu funkci (2.2). V levé Casti obrazku 2.4
vidime, Ze trajektorii feSeni pro metodu ADAM se vyrazné li§i od trajektorii pfedchozich.
Nicméné tato metoda jako jedind dokonvergovala do optimdlniho feSeni v 500 iteracich. Z pravé
Casti obrazku 2.4 je také vidét, Ze funkéni hodnota se v pribéhu iteraci neustdle zmensovala a
ze vSech uvedenych metod klesala nejrychleji.

— -Minimum
0.50 6 F — ADAM
5 -
0.25
4 -
('\II X
X 0.00 F “ 3L
2 -
-0.25 |
| k
_0.50 1 1 1 0 C1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 0 100 200 300 400 500
x 1 Iteration

Obrazek 2.4: Vyvoj trajektorie (leva ¢ast) a funkéni hodnoty (prava ¢ast) pfi hledani minima
Baelovy funkce (2.2) pomoci metody ADAM. Cerveny bod a Cervend prerusovanda Cara pred-
stavuji optimalni feSeni a optimélni funk¢ni hodnotu.
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2.1.5 Stochasticka metoda gradient descent

U vSech vySe uvedenych modificai metody gradient descent jsme uvazovali, Ze zndme
presny predpis funkce, kterou se snazime minimalizovat. Nicméné v praxi se velice casto do-
staivame do situace, Ze funkce f je zdvisld nejen na parametrech 6, ale také na néjaké sadé
dat

T = {(x;, yi)}?:p

kde n € N je pocet vzorkli v mnoziné 7 . Tato mnoZina dat uddva tvar funkce a pfi vypoctu
gradientu funkce f(0) = f(0;7) ji povazujeme za konstantu. V pfipadé, Ze je tato mnoZina
mald, tak miZeme snadno spocitat gradient funkce f a ve vypoctu uvazovat celou mnoZinu
7. Typicky je ovsem mnoZstvi dat popisujici funkci f tak veliké, Ze nejsme schopni pocitat
gradient na celych datech najednou. V takovém pripadé musime pristoupit k néjaké aproximaci
této funkce.

Nejrozsitenej$im pristupem pro vyfeSeni uvedeného problému je pouZiti metody stochatic
gradient descent [2], kterd je nékdy také nazyvana mini-batch gradient descent. Tato metoda
nahrazuje pfi vypoctu gradientu a aktualizaci feSeni mnoZinu 7~ jeji podmnoZinou, kterd je
v kazdé iteraci ndhodné vybrédna (proto stochastic). Ve vysledku pouZivame celd data, ale ne
najednou. To tedy znamend, Ze v kazdé iteraci nejprve ndhodné vybereme podmnoZzinu 7,
mnoziny 7 (kterd se nazyva mini-batch) a poté pouzijeme funkci

£(8) = £(0; Toini) ~ f(6;T)

pro aproximaci skutecné funkce f pfi hledani nového feSeni. Ostatni kroky algoritmu stochastic
gradient descent uz jsou shodné s algoritmem gradient descent popsanym vyse.

Nevyhodou uvedeného pfistupu je, Ze nepouzivame skutecnou funkci f, ale pouze jeji apro-
ximaci, coz miize vést k Spatnym odhadiim gradientti. Nicmén¢ obrovskou vyhodou je, Ze vy-
bérem vhodné velikosti mini-batchti mizeme vyfesit i problémy, které by jinak byly z divodi
velikosti dat nefeSitelné.

2.2 Newton-Raphson algorithm

Dalsimetodou, ktera je velice Casto pouzivana pro hledani minima funkce, je metoda Newton-
Raphson [1]. Oprotin metodé gradient descent ov§em tato metoda pouZiva 1 derivace druhého
fadu. Pfedpoklddejme, ze médme dvakrat diferencovatelnou funkci f : R — R a chceme nalézt
jeji minimum, tzn. vyfeSit ndsledujici optimalizacni problém

max f (0),

OcR4
Stejné jako metoda gradient descent, tak i metoda Newton-Raphson je iteracni metoda, tzn.
metoda se snazi postupné zlepSovat pocate¢ni odhad feseni 6, pomoci néjakého aktualizacniho
pravidla. Pro nalezeni pravidla pro aktualizaci soucasného feSeni je pouZita aproximace funkce
f pomoci Taylorova rozvoje druhého fadu v bodé 6,

1
JO) = f(B) + (0 = 0)Vf(6,) + 5(0 - 0"V £(6:)(6 ~ 6),
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kde V £(8y) je gradient funkce f v bod& 6, a V> f(6;) je Hessova matice funkce f v bodé& 6. Vime,
Ze chceme funkci f minimalizovat a Ze v bodé minima musi spliiovat Vf(6) = 0. Dosazenim
dostdvame

0 = Vof(0) = V(0 + (8- 6)V>f(6)),

Predpokladejme, Ze Hessova matice je pozitivné definitni. Pak uvedend rovnost mé jednoznacné
feSeni ve tvaru

0 = 6~ (V2 £(0) 'V f(60).

Timto ziskdvdme odhad nového feseni ;. = . V praxi se navic pouZivad upravend verze s
adaptivnim hleddnim délky kroku. Vysledny krok metody tedy vypada nadsledovné

i1 = O, — i - (V2 £(0) ' V(6)).

Pro ilustraci fungovéani opét pouZijeme Baelovu funkci (2.2). V levé €asti obrazku 2.5 vi-
dime, Ze trajektorii feSeni pro metodu Newton-Raphson se vyrazné 1isi od trajektorii predcho-
zich. Tato metoda pokud konverguje, tak k feSeni koverguje velice rychle. V uvedeném piikladu
metoda dokonvergovala v nékolika malo iteracich. Problém metody je, Ze je vypocetné ndroc-
n¢jsi a také vice nachylna na volbu pocatecniho bodu.

— -Minimum
0.50 6 —Newton Raphson
5 -
0.25 r
4 -
('\II 5
X' 0.00 = 3L
2 -
—-0.25 |
1 -
—0.50 [ 1 1 1 0 1 1 ] 1 1
0 1 2 3 0 100 200 300 400 500
x 1 Iteration

Obrazek 2.5: Vyvoj trajektorie (leva cast) a funkéni hodnoty (prava ¢ast) pii hledani minima
Baelovy funkce (2.2) pomoci metody Newton-Raphson. Cerveny bod a Cervend prerusovana
Céra predstavuji optimdlni feSeni a optimdlni funkéni hodnotu.

2.3 Porovnani

Pro lepsi porovndni uvadime jesté obrazek 2.6, ktery kominuje obrazky 2.1-2.4 do jednoho.
Je zfejmé, Ze pouze metody ADAM a Newton-Raphson byly schopné dokonvergovat do opti-
malniho feseni. Ddle je vidét, Ze nejpomalejsi konvergenci md mnetoda Vanila gradient descent.
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Nicméné tyto vysledky lze vyrazné ovlivnit volbou jinych parametrii pro metody. Vzdy je tedy
velice dulezité vybrat parametry vhodné pro uvazovany optimalizacni problém, protoZe Spatna
volba parametri muZe vést k vyraznému zhorseni konveregcen nebo dokonce k iplnému selhani
jednotlivych metod.

— -Minimum
0.50 6 — Vanilla
— ADAM
—Momentum
ST —Nesterov
0.25 —Newton Raphson
4
('\II 5
X 0.00 F — 3
2
-0.25
1
-0.50 ] 1 1 0 L1 0 1 ] ] ]
0 1 2 3 0 100 200 300 400 500
x 1 Iteration

Obrazek 2.6: Vyvoj trajektorie (leva ¢ast) a funkéni hodnoty (prava ¢ast) pfi hledani minima
Baelovy funkce (2.2) pomoci metod Vanilla gradient descent, Momentum, Nesterov, ADAM
a Newton-Raphson. Cerveny bod a ervend pierufovand &dra predstavuji optimalni feSeni a
optimélni funk¢ni hodnotu.



Kapitola 3

Logisticka regrese

Logisticka regrese [3] je klasifikacni algoritmus, ktery se snazi aproximovat podminénou
pravdépodobnost P(Y | X) pomoci sigmoid funkce aplikované na linedrni kombinaci vztupnich
pozorovani, tzn.

PY=1|X=x)=0(),
kde z = wy + Z?:] w; - x; a sigmoid funkce je definovdna ndsledovné
1 + exp{z}

Pro jednoduchost se velice Casto pouziva ekvivalentni formulace v nasledujicim tvaru
PY=1|X=x)=c@'x),

kde je vektor pozorovani X rozsifen o jedni¢ku na prvni pozici, tzn. x = (1, %, %,...,%y) €
R*!. Dale budeme pro jednoduchost uvazovat tuto formulaci. V piipad& binarni klasifikace,
tzn. v piipad¢é kdy mame pouze dvé tiidy, miZeme snadno odvodit tvar pravdépodobnosti i pro
druhou tfidu

PY=0|X=x)=1-P¥=1|X=x)=1-0c@'x).

Pomoci téchto podminénych pravdépodobnosti 1ze sestrojit algoritmus, ktery bude hledat para-
metry w takové, Ze budou maximalizovat spravnou pravdépodobnost podle dat. Toho Ize docilit
sestavenim vérohodnostni funkce. Pro sestaveni vérohodnostni funkce vyuZijeme faktu, Ze pod-
minénd pravdépodobnost pro obé tfidy 1ze zapsat v kompaktnim tvaru
PY=y|X=x)=c@x) (1-ocwx)"™,

pro y € {0, 1}. Pak dostaneme vérohodnostni funkci ve tvaru

n

Lw) = l_[ PY=y|X=x)= 1—[ @ x) - (1 = o@ x)) " ™.

i—1 i-1
Pokud na tuto funkci aplikujeme logaritmus dostaneme

l(w) = log[n o x) - (1 - O_(wai))u—y,-)
. 3.1)
= Z(yi log(oc(w'x) + (1 —y) - log(1 — o™ x;)))
i~1
22
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Nyni chceme nalézt parametry, které maximalizuji vérohodnostni funkci a tedy feSime optima-
liza¢ni dlohu
max [(w).
w

Tuto maximaliza¢ni tlohu miZeme snadno fesit pomoci optimalizacnich algoritmii z predchozi
kapitoly. Abychom tyto algoritmy mohli pouZit, tak potfebujeme znat gradient a Hessovu matici

ucelové funkce funkce vic¢i parametrim w. Pro derivaci podle j-tého parametru po tpravéich
dostavame

ol C
w) _ Z(yi — o x;))x; .
i—1

(9wj B -
Nyni mZeme snadno zapsat gradient ve tvaru
n
Viw) = ) (yi - o x))x:
i-1
Obdobné lze ziskat vztah pro Hessovu matici ve tvaru

V2i(w) = Z o x)(1 - c@ x))xx; .

i
i-1



Kapitola 4

Support vector machines

SVM [3] (z anglického support vector machines) je binarni linedrni klasifikdtor, tzn. tréno-
vaci data pro SVM jsou ve tvaru

T = {(x;, yi)}?:l,

kde x € R? jsou pozorovéni a y; € {—1, 1} je label popisujici do které tfidy dané pozorovani
patfi. Cilem SVM je nalézet linedrni nadrovinu oddé€lujici uvedené dvé tfidy, ktera je ve tvaru

wx-b=0,

kde w € R?, b € R jsou parametry klasifikdtoru a x € R?. Predpokldddme, Z¢ mdme linedrng se-
parovatelnd trénovaci data. V takovém ptipade se trénovaci data daji oddé€lit nekone¢né mnoha
nadrovinami. Ale jak vybrat tu nejlepsi z nich? Pfi hledani oddélujici nadroviny se SVM snazi
maximalizovat prostor okolo oddé€lujici nadroviny ve kterém nejsou pozorovani ani z jedné
tridy, viz obrazek 4.1. Jinymi slovy, snaZi se nalézt dvé paralelni nadroviny, které oddéluji uva-
Zzované dvé tiidy a jejichZ vzddlenost od sebe je co nejvétsi. Této vzdalenosti se fikd margine
a nadroviny, které maximalizuji margine, vZdycky prochdzeji trenovacimi body. Tyto trénovaci
body se nazyvaji tzv. podptirné (support) vektory. Minimdlni pocet podptirnych vektort, ktery
sta¢i pro popsani odd€lujici nadroviny je dva, tzn sta¢i ndm pouze dvé trénovaci pozorovani pro
popsani klasifikatoru.
Formdlné mizZeme tlohu SVM zapsat jako nasledujici optimalizacni problém [10]

I T
min —||lw|f5,
whb 2” I> 4.1)
s.t. yi-(w'x;=b)y>1, i=1,2,...,n,

Uvedena formulace predpokladd, ze data Ize oddélit linedrni nadrovinou dokonale. Tato for-
mulace se nazyva SVM s tvrdym okrajem (z anglického hard margin). V této verzi by ovSem
klasifikator moc nefungoval. Diivod je, Ze nalezené oddélovaci nadroviny jsou v tomto piipadé
nalezené na zdkladé extrému v datech, tzn. na zdkladé dat ktera jsou nejhiife rozliSitelnd. Navic
tento klasifikator viibec neberu v tivahu data, kterd nejsou na okrajich.

Uvedeny klasifikator tedy miiZe fungovat pouze v pripad¢ linearné separiovatelnych dat, coz
je v praxi predpoklad malokdy dosazitelny. V piipad€, Ze mame trénovaci data, kterd nejsou

24
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T2/

Obrazek 4.1: SVM

linedrné separovatelnd, tak tuto formulaci nelze pouZzit. V takové situaci musime piejit z formu-
lace (4.1) k SVM s mékkymi okraji (z anglického soft margin), ktera misto tvrdého omezeni na
separaci do jednotlivych tfid pouZziva relaxaci téchto podminek

w,b,u

) 1 .
min 5||w||§+CZm,
i=1 4.2)
s.t. yi-(wx;i=b)y>1—w, i=12....,n,

u; =0, i=1,2....,n,

kde C € R je parametr udavajici vahu na omezeni a y; € R jsou parametry uddvajici penaltu do
ucelové funkce, pokud i-t€ pozorovani nesplnilo omezeni. Tato fomrulace tedy pfipousti chyby
v klasifikaci a tyto chyby pouze penalizuje. Parametr C poté udava jak moc chceme tyto chyby
v klasifikaci penalizovat.

Otazkou zustava jak tdlohu (4.2) fesit, protoZe optimalizacni tlohy s omezenimi jsou obecné
slozité na feseni. Standarni zptsob jak si feSeni ulehcit je pouZiti metody Lagrangeovych mul-
tiplikatorti [10]. PrepiSeme tedy dlohu nd ndsledujici tvar, kde relaxujeme omezeni pomoci
Lagrangeovych multiplikatort

1 n n n
Lp = glwlh +C Y = Y ey’ = b) = 1+ 41) = Y B “3)
i=1 i=1 i=1
kde a;,8; € R jsou Lagrangeovy multiplikatory. Poté mizZeme ptivodni optimalizacni problém
prepsat na nasledujici dlohu

min max L,
wby ap

kde mlizeme prohodit minimalizaci za maximalizaci a dostaneme

max min L,
af wbpu
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Pro vyfeSeni vnitfniho minimaliza¢niho problému spocteme derivace funkce L, podle promén-
nych w, b, u a polozime je rovné nule. Celkem dostdvame

n
w = Z a;yiXx;,
i=1
n
Z ay; =0,
i=1
n n
20+ ) fi=C,
i=1 i=1

Dosazenim do rovnice (4.3) dostavame tzv. Wolfeho dudlni funkci [3] ve tvaru

Lp = —% Y anaiajyiij?xj + Zn:ai.
i=1

i=1 j=1

Lp maximalizujeme pro 0 < a; < C, spliiyjici navic Karush-Kuhn-Tucker podminky [10]:

n
w= Z aQ;y,X;,
i=1
n
Z a;y; =0,
i=1

U " “4.4)
Z a; + Zﬁi =C,
i=1 i=1
Bini = 0,
ai(yiw'x; —b) = 1 +; =0,
yiw'x; —b)—1+u; >0,
proi=1,...,N. Celkem dostdvdme tzv. dudlni formulaci [10] SVM ve tvaru
max Lp, 4.5)
@,>0

4.1 Jadrovy trik

Nejvétsi nevyhodou SVM ziistava to, Ze hleddme pouze linearni oddélovaci nadrovinu. V
praxi ovSem plati, Ze vétSina problému neni linedrné separovatelnd. Pro SVM v dudlnim tvaru
(4.5) l1ze pouzit tzv. jadrovy trik [3] (z anglického kernel trick), ktery ndim umoZni nalézt i
nelinedrni separaci. Trik spoc¢ivd v tom, Ze nahradime skaldrni sou€in v dudlni dcelové funkci

e

za skalarni souCin pozorovéni z jiného prostoru vyssi dimenze

1 n n n
may =3 05 D oK) + D @6

i=1 j=1
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Obrazek 4.2: Tfidéni dat datasetu IRIS klasifikdtorem support vector machines, optimalizova-
nym metodou vanilla gradient descent s krokem ucenim , nastavenym na @ = 0.001 a omezenim
poctu iteraci na 1000. UspéSnost modelu je 94 procento.

kde
K(x;, x;) = O(x;) " O(x)),

Vv

kde @ : RY — R* je transformace do prostoru vys§i dimenze. Pro vypodet dudlni Gcelové
funkce ovSem tuto transformaci nemusime zndt. Sta¢i ndm zndt jadrovou funkci K, kterd pocitd
skalarni soucin v transformovaném prostoru. Typicky pouZivané jddrové funkce jsou uvedeny
v nésledujici tabulce

Nazev Vzorec

Polynomidln{ jadro K@u,v) = (1 +u"v)?
Radidlni jadro | K(u,v) = exp{-yllu - v][*}
Gaussovské jadro K(u,v) = exp{—M}
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Neuronova sit K(u,v) = tanh(kju"v + k7).




Kapitola 5

Klasifikacni problém

Pro vyzkousSeni klasifikacniho modelu logistické regrese jsme zvolily dataset Iris. Tento
dataset obsahuje popis tfi typu kosatc pomoci Sitky a délky kali$niho a okvétniho listku, tzn.
pro kazdy vzorek mame celkem 5 hodnot: Sitku a délku kalisniho listku, $itku a délku okvétniho
listku a tfidu kosatce do které dany vzorek spada. Dataset obsahuje celkem 150 vzorkt. Kazdy
vzorek datasetu je zaznamendn jako typ Float64. Jedinou vyjimkou je druh kosatcu, ktery je
popsdn nazvem dané tfidy kosatce. V datasetu nechybi Zddné hodnoty.

Protoze jsme se v této praci zabyvaly pouze klasifikatnimi modely pro bindrni problémy,
tak je potfeba uvedeny klasifikacni problém prevést na problém bindrni, tzn. na problém, ktery
obsahuje pouze dvé tiidy. Proto jsme z dat odstranily vSechny kosatce tiidy sefosa. Dale jsme
oznacily vSechny kosatce tfidy versicolor jako tfidu negativni a pfiradily jim label y; = —1.
Nakonec jsme vSechny kosatce tiidy virginica jako tfidu pozitivni a pfifadily jim label y; =
1. Pro snaz$i vizualizaci a lepSi predstavu o fungovani klasifikaéniho modelu navic dataset
redukujeme o Sitku a délku kalisniho listku a tedy pro klasifikaci budeme pouzivat pouze Sitku
a délku okvétniho listku. Navic jsme kazdé pozorovani rozsifily o 1, kterd bude slouZit pro
natrénovani interceptu. Celkem tedy dostdvame matici dat X rozméru 100x 3, kde prvni sloupec
obsahuje pouze jednicky a dalsi dva sloupce predstavuji Sitku a délku kaliSniho.

Pro predstavu jak data vypadaji pouZijeme bodovy graf, kde rizné tfidy odpovidaji riznym
barvam. Graf 5.1 ukazuje zdvislost Sitky okvétnich listki na jejich délce. Z grafu lze vypozo-
rovat pozitivni korelaci mezi délkou a Sitkou. To je pfirozené, jelikoz vétsi listek znamena taky
delsi 1 Sirsi listek. Pozorujeme, Ze tfidy jsou témér dokonale oddélitelné a nasi snahou tedy je
nalézt co nejlepsi oddélujici nadrovinu.

Pro vyfeSeni modelu logistické regrese pouzivame gradientni metody vanilla gradient descent,
momentum gradient descent, Nesterov gradient descent a metodu ADAM. Jako paramtery pro
vSechny optimalizacni algoritmy bereme predefinované hodnoty, jako délku kroku pouzivdme
a = (0.1 a maximélni pocet iteraci je nastaveny na hodnotu 500.

5.1 Analyza reSeni

Obrazek 5.2 ukazuje vysledné oddélujici nadroviny ziskdné pomoci jednotlivych optima-
lizacnich algoritmd. VSechny pozorovani, které se vyskytuji nad odd€lujici nadrovinou jsou
klasifikovanny jako tfida kosatce virginica, zatimco vSechny ostatni pozorovéni jsou klasifiko-
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Obrazek 5.1: Vizualizace typu kosatce v zdvislosti na $ifce a délce okvétniho listku.

vany jako tfida kosatce versicolor. Jelikoz norma gradientu pro jednotlivd feSeni je rovna nule,
nasly jsme staciondrni bod a vzhledem k tomu, Ze icelové funkce pro model logistické regrese
je konvexni funkce, tak jsme naSly globdlni feSen.

Obrazek 5.2 ukazuje, Ze existuji nespravné klasifikovana pozorovani.Pfesnost feSeni pro
jednotlivé optimalizaéni algoritmy je 91% vanilla gradient descent, 95% momentum gradient
descent, 95% Nesterov gradient descent a 95% pro metodu ADAM.

Vidime Ze pro dataset Iris je kvalita vysledného modelu srovnatelnd pro vSechny optima-
liza¢n{ algoritmy. Z ptesnosti jednotlivych modeld a z obrdzku 5.2 vidime, Ze metoda vanilla
gradient descent méla nejnizsi dspésnost a oddélujici nadrovina ziskdna pomoci tohoto optima-
lizacniho algoritmu se vyrazné lisi od ostatnich. I kdyZ pfesnost ostatnich modeld je stejna, z
obrazkl pozorujeme, Ze lepsi separujici nadrovina odpovida metodé ADAM. Podotykdame, Ze
feSeni je hodné€ ovlivnéno volbou pocate¢niho bodu, hodntou kroku uceni a stanovenym maxi-
malnim poctem iteraci.
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Obrazek 5.2: Vizualizace oddé€lujicich nadrovin pro dataset iris nalezenych pomoci riznych
optimalizacnich algoritma.



Zaver

Popsaly jsme klasifikacni modely logistické regresi a SVM a gradientni optimalizacni me-
tody, kterymi tyto modely miizeme vyfteSit. Porovnaly jsme d¢innost optimalizacnich metod
(konkrétné Vanilla gradient descent, momentum gradient descent, nesterov gradient descent,
ADAM a Newton-Raphson), aplikovdnim na Bealovou funkci. Vyfesili jsme klasifikacni pro-
blém datasetu Iris pomoci modelu logistické regrese, ktery jsme optimalizovaly vySe zming-
nymi optimalizaénimi metody. Porovnaly jsme ziskané vysledky a diskutovaly jsme vliv zvo-
lené optimaliza¢ni metody na kvalitu vysledného modelu.

V prvni kapitole jsme si sezndmily se zaklady teorie hleddni minima funkce bez omezeni,
diskutovali jsme rozdil mezi lokdlnim a globdlnim minimem a zdiiraznili jsme , Ze vzhledem k
tomu, Ze zpravidla funkci mizeme vyhodnotit pouze v kone¢ném poctu bodi, vétsSina numeric-
kych algoritmil hledd minima lokalni, nikoliv globdlni. Popsaly jsme také vyhody konvexnich
funkci, pro které plati, Ze jejich lokdlni minimum je zaroven minimem globalnim. Na zavér jsme
mluvily o vztahu minimalizace funkce a gradientu funkce a zdtraznily jsme, Ze optimalizacni
numerické algoritmy nehledaji globdlni ani lokdlni minima, ale pouze body stacionérni.

V druhé kapitole byly popsdny vlastnosti, které by méla spliiovat kazdd kvalitni optima-
liza¢ni metoda. Vychazely jsmez obecného algoritmu Descent Direction iteration, ze kterého
jsme odvodily metodu Vanilla gradient descent a drobnymi modefikacemi dal$i optimalizacni
algorithmy, zaloZené na této metodé. Pro jednotlivé metody jsme popsaly iteracni pravidla,
podle kterych algoritmy v jednotlivych krocich (tzv. iteracich) zlepSuji feSeni. Uvazovaly jsme
stochastickou verzi metody gradient descent, kde pfi vypoctu nepouzivadme celd data najednou,
ale v kazdé iteraci pouze jejich podmnoZinu.

Na piikladé Bealovou funkci byla demonstrovana t¢innost optimalizacnich metod Vanilla
gradient descent, momentim, nesterov gradient, ADAM a Newton-Raphson. Vizualizovaly
jsme a pozorovaly jak se vyviji feSeni pfi hleddni minima a jak se méni funk&ni hodnoty
Bealovou funkci v té€chto feSenich. Pri porovndni metod, kde za délku kroku jsme zvolily
a = a = 0.001 a maximéalni pocCet iteraci jsme nastavily na hodnotu 500. Ukdzalo se, Ze metoda
gradient descent je malo efektivni v pfipadech, kdy se pohybuje delsi dobu stejnym smérem,
jelikoZ neodhaduje délku kroku. Pro zlepSeni tohoto chovéni byla vyvinuta metoda momentum
gradient descent, kterd ma ale tendenci preskakovat minimum v diisledku naakumulované rych-
losti. Nesterova metoda upravuje tuto metodu a pocita gradient v ocekdvaném budoucim feSeni.
U této metody jsme pozorovaly rychlejsi pokles funkénich hodnot a trajektorii hodné podobnou
trajektorii metody momentum. Metody momentum a nesterov aktualizovaly vSechny parametry
0 soucasné a pouzivaly stejny krok uceni a. Metoda ADAM jiz prizpisobuje délku kroku a;
kazdému parametru 6, ..., 6; zvlast'. Tato metoda jako jedind pfi daném fixnim poctu iteraci
dokonvergovala do optimdlniho feSeni pro Baelovu funkci a funkéni hodnota klesla nejrych-
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leji ze vSech uvedenych metod. Popsaly jsme také gradientni metodu druhého fadu Newton-
Raphson, zdlraznily jsme, Ze jeji vyhodou je dosazeni optimalniho feSeni v nékolika iteracich
a nevyhodou je citlivost na pocatecni odhad feSeni a relativni naro¢nost vypoctd, vzhledem k
tomu, Ze pro pouZiti potiebujeme spocitat matici druhych derivaci (Hessovu matici). U metody
Newton-Raphson trajektorie feSeni byla vyrazné jind neZz u pfedchozich metod. K feSeni tato
metoda dokonvergovala velmi rychle (za 3 iteraci). Musime ale zdtiraznit, Ze tyto vysledky jsou
hodné ovlivnény tim, jak jsme zvolily parametr kroku uceni a na jakou maximalni hodnotu byl
nastaven pocet iteraci. Spatnd volba parametr miZe vést bud’ ke zhorSeni konvergenci a tomu,
Ze metoda nedosdhne bodu optimuma, nebo i k uplnému selhani jednotlivych metod.

Ve tieti kapitole jsme popsaly teoretické poznatky o modelu logistické regresi, ktery hleda
separacni nadrovinu pro bindrni klasifikani problémy. Ukdzaly jsme, Ze cilem je maximalizovat
pravdépodobnost, Ze vstupni prvKky patii do tfidy 1 a zdroven minimalizovat pravdépodobnost
Ze patii do tfidy 0.

Ve Ctvrté kapitole jsme predstavily dalsi linearni klasifiktor pro bindrni problémy zvany
SVM. Diskutovaly jsme prfipad linearn€ separovatelnych dat (nazyvany SVM s tvrdym okrajem)
1 ptipad, kdy data nejsou dokonale linedrné separovatelnd (SVM s mékkym okrajem). Na zavér
jsme ukdzaly jadrovy trik, ktery umoZzniuje pouziti SVM pro nalezeni nelinedrnich oddélujicih
nadrovin.

V paté kapitole jsme se na prikladu datasetu Iris pokusily separovat data do jednotlivych
tfid modelem logistické regresi. Pro nalezeni optimdlniho feSeni jsme pouzily optimalizacni
algoritmy Vanilla gradient descent, momentum gradient descent, nesterov gradient descent a
metodu ADAM. Data jsme vizualizovaly a po nalezeni rovnice pro separujici nadrovinu jsme
vizualizovaly i tuto nadrovinu pro vSechny vyse uvedené optimalizacni algoritmy. Vyhodnotily
jsme presnost jednotlivych ziskanych modeli a ukazaly jsme, Ze pro nas vybér parametri @ =
0.1 a maximalni pocet iteraci, nastaveny na 500, vSechny vySe uvedené metody maji vysokou
UspéSnost a dobie separuji data. Zarovei jsme ale pozorovaly, Ze metoda gradient descent Spatné
klasifikovala o 4 procenta pozorovani vice, neZ ostatni metody a nalezend oddélujici nadrovina
touto metodou se vyrazné liSila od ostatnich. I kdyZ metody momentum, nesterova ADAM mély
stejny pocet spravné klasifikovanych pozorovani, na obrazku pozorovaly, Ze nejbliZ optimalni
odd¢lujici nadroviné byla nadrovina ziskand metodou ADAM.
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